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INTRODUCTION

Le présent polycopié intitulé « Elasticité », qui s’adresse aux étudiants de Master | — Génie
Civil, Spécialité : Structures. Il est rédigé de maniére simplifiée avec des notions afin que
I’étudiant puisse assimiler le contenu du cours.

Le cours est structuré en huit chapitres selon le programme. Le premier chapitre est consacré a
une introduction sur la théorie d’élasticité : Généralité, hypothéses fondamentales et rappels de
Mathématiques.

Le second chapitre concerne les contraintes : Vecteur, tenseur, équations d’équilibre, contrainte
et direction principales et aussi cercles de Mohr des contraintes.

Chapitre 3éme on s’intéresse a 1’étude des déformations : Vecteur déplacement, tenseur
gradient de la transformation, tenseur de déformation de Green-Lagrange et équations de
compatibilité et aussi cercles de Mohr des déformations.

Le quatriéme chapitre présente la loi de comportement ou loi constituve : Loi générale de
Hooke, I’influence de la température et 1’énergie de déformation.

Le cinquieéme chapitre présente les équations générales de 1’élasticité linéaire : Equations de
Lamé, Equations de Beltrami-Michell et Conditions de Saint VVenant.

Le 6eme chapitre concerne la résolution des problémes d’élasticité plane : Contraintes planes,
déformation plane, condition aux limites et fonction contrainte ou fonction d’Airy et résolution
des problémes plans par les polynémes.

Le chapitre suivant est basé sur I’étude de la flexion des poutres : Poutre de Timoshenko et
poutre de Bernoulli.

Enfin, le 8éme chapitre présente 1’étude des plaques minces : Geénéralité, définition,

classification et la théorie des plaques minces.
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Chapitre 1

Introduction sur la théorie d’élasticité

1.1 Généralités sur I’élasticité :

La théorie de 1’¢lasticité s’occupe, en fait, des mémes questions que la résistance des

matériaux mais d’un point de vue plus rigoureux.

La théorie de I'élasticité concerne les déformations « élastiques » des solides, c'est-a-dire
les déformations réversibles — généralement faibles — comme par exemple les vibrations

d'une barre métallique ou de la surface d'un tambour.

La théorie de I’¢lasticité s'intéresse a 1'étude des déplacements, déformations et des

contraintes dans les solides soumis a des forces extérieures.
Les matériaux doivent étre :

1) homogene : méme propriétés (caractéristique) physiques pour tous les points (masse

volumique, densité, Inertie.)

2) isotropie : méme caractéristiqgue mécanique dans toutes les directions (module d"Young E,

coefficient de Poisson v, etc...).
3) continuité : le matériau reste continu, méme apres déformation.

4) Elasticité : I'évaluation du comportement du matériau reste dans le domaine élastique.

1.2 Hypothéses fondamentales :

La théorie de I’élasticité, repose des principes et des criteres tres développés et, allant dans le

sens de la simplification des méthodes de résolution des problémes pratiques.

1.2.1 Le principe d’équivalence des actions :

Chague systeme de forces extérieures ayant les mémes parametres produit le méme effet. « Les

contraintes et les déformations dans une région éloignée des points d’application d’un systéme
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Chapitre 1 : Introduction sur la théorie d’élasticité 2

de forces ne dépendent que de la résultante générale et du moment résultant de ce systeme de

forces ».

1.2.2 Le principe de superposition des effets :

Les forces appliquées a une structure produisent différents effets observables : réactions des
liaisons, contraintes et déformations, moments,....

Chacun de ces effets satisfait au principe suivant « I’effet produit par plusieurs forces agissant
simultanément est égal a la somme des effets produits par chacune des forces supposée agir

séparément ».

1.2.3 Le principe de superposition des sections :

L’hypoth¢se de Navier-Bernoulli consiste a supposer que les sections restent planes pendant la
déformation des poutres. Cette hypothese est bien vérifiée pour les déformations dues au seul

moment fléchissant, mais nom a I’effort tranchant et au moment de torsion.

Cela a mené a formuler le principe de Navier-Bernoulli généraliseé :
« Deux sections infiniment voisines de la poutre deviennent aprés déformation deux autres

sections infiniment voisines, en général gauches, mais superposables par déplacement. »
1.2.4 Le critére de sécurité :

La résistance d’une construction doit étre assurée lorsque les valeurs des forces extérieures sont
telles qu’il soit possible qu’elles atteignent des valeurs « S » fois plus grandes sans que
n’advienne la rupture mais tout en conservant une distribution similaire de ces forces. Le
nombre « S » est appelé « coefficient de sécurité ». Il doit étre suffisamment supérieur a « 1 »

et sa valeur doit étre confirmée par 1’expérience.

1.2.5 Le critére de stabilité de I’équilibre :

En certaines cas, il peut arriver que 1’équilibre entre les actions extérieures et intérieures, tout
en subsistant, ne doit pas €tre stable et qu’il se développe, par conséquent, une tendance de la

structure a se déformer toujours davantage jusqu’a la rupture.
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Chapitre 1 : Introduction sur la théorie d’élasticité 3
1.3 Rappels de Mathématiques :
1.3.1 Rappels sur le calcul matriciel :

1.3.1.1 Addition :

Soit deux matrices [A] et [B] de dimensions n X m , la matrice [C] de mémes dimensions,

somme des matrices [A] et [B], sera obtenue en posant que chacun des termes c;; est égal a

Dans le cas d’une différence des matrices [A] et [B], on posera de la méme facon :

Cij = al-j - blj (12)
1 0 2 2 2 2
Exemple : soit les matrices [A] = [0 5 6] et[B]=(8 0 6]
4 1 3 1 3 4
3 2 4
[C]=[A]+[B]=1|8 5 12]
5 4 7
-1 -2 0
[C]=[A]-[B]=]|-8 5 0]
3 -2 -1

1.3.1.2 Produit :
m Produit d’une matrice par un scalaire

Soit une matrice [A] de dimensions n x m, la matrice [C], produit de la matrice [A] par le

scalaire A sera obtenue en multipliant chacun des termes de la matrice [A] par A. On aura donc :

Cij = A al-j (13)

1 0 2 3 0 6
Exemple : [C] = 3.[A]=8. [0 5 6] = [0 15 18]
4 1 3 12 3 9
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m Produit de 2 matrices

Soit deux matrices [A] et [B] de dimensions respectives n x m et m X [, la matrice [C], produit
des matrices [A] et [B], de dimensions n X [,

Sera obtenue en posant que les termes c;; sont égaux a :

— k=
Cij = Xk=1 Qix X by; (1.4)
Par exemple, on trouvera pour le premier terme :

€11 = Qq1-b1g + Agp. 031 + -+ Ay by

Exemple : soit les matrices [A] = [; (1) é] et [B] =

4 9
31

1 6

144+03+21 194+01+26 6 21
[C] = [A] X [B] = [3 | = [15 o

4+13+4+09 39+4+1.1+0.6
m Produit de 3 matrices

Soit trois matrices [A] , [B] et [C] de dimensions respectivesn X m, m X letl X p,
la matrice [F ], produit des matrices [A] , [B] et [C] , de dimensions n X p sera obtenue
en effectuant dans un premier temps soit le produit [A].[B] soit celui de [B].[C], les deux

approches amenant au méme résultat.

[F] = [A].[B].[C] = [A]. (IB]. [CD) = [A]. [D] = ([A].[BD.[C] = [E].[C] (1.5)

Exemple :
4 9
. . 11 0 2 3 13 1 127 36
soit les matrices [A] = 3 1 0 5,[B]_ 1 6,[C]_[50 =2
7 5
4 9
[ o0 2 3113 1 27 361 _[27 36] [27 36
(LAl 1BD.1c] = 31 0 5]'l1 6 '[50 53]_[50 53]'[50 53
7 5

Cours d’élasticité, Master I — Génie Civil ABDERRAHMANI.S



Chapitre 1 : Introduction sur la théorie d’élasticité 5

[2529 2880]
4000 4609

4 9 558 621

_/1 0 2 3 3 1] 1(127 361|\_11 0 2 3] [131 161

4] (BL-1CD) = 3 1 0 5]' 1 6 '[50 53 _[3 1 0 5]' 327 354
7 5 439 317

=[2529 2880]
4000 4609

1.3.1.3 Matrice transposée :

Soit la matrice [A] de dimensions n X m, la matrice [B] de dimensions m X n transposée de
[A] (notée[A]”) sera obtenue en posant pour chacun des termes de [B] que b;; = ay;.

Pratiquement, ce calcul revient a échanger les lignes et les colonnes de la matrice [A].

Exemple : soit la matrice [A]=[1 0 2 3],

w
=
(e}
Ul

U1 O W

1.3.1.4 Matrices carrées :
1.3.1.4.1 Matrice identité :

La matrice identité, notée [I], est une matrice carrée dont les termes diagonaux sont égaux a 1,
tous les autres étant nuls. De ce fait, le produit de la matrice identité par une matrice [A]

guelconque (ou inversement) est égal a la matrice [A] elle-méme.

1]

I
R
o -~ o

0
- Ol Bt [I.[A]=[Al.1]1=1[A] (1.6)
0 1

Cours d’élasticité, Master I — Génie Civil ABDERRAHMANI.S



Chapitre 1 : Introduction sur la théorie d’élasticité 6
1.3.1.4.2 Matrice inverse :

La matrice inverse de [A] notée [A]~? est définie telle que [A]. [A]™! = [A]1.[A] = [I] et peut

étre calculée en posant :

[A]7! = com[A]T (1.7)

det[A]’
ou Com [A] et det [A] sont respectivement la comatrice et le déterminant de la matrice [A] .

m Calcul du déterminant

- 2 dimensions
a1 Agp a;p Qg

det[ ]=| |=a .Ayy — Qq. Q4 1.8
a21 a22 a21 a’22 11 22 12 21 ( )

- 3 dimensions

a;p Aqp Qg3
det |01 Q2 Q3| =

a3y dzp; dszg

a;p Aqp 4gz
ay1 Ay dyz
asz; dzp; dszz

a1 dzz

az; a23|
asz; dsz

azq a22|
a3, dsz

az1 Qdzp

=a11- | — Q12- | | ay3- | (1.9)

B Calcul de la comatrice et la matrice inverse

La comatrice de [A], notée Com [A], correspond a la matrice des cofacteurs de [A]. Le cofacteur
du terme i, j de la matrice [A] est obtenu en multipliant par (—1)!*/ le déterminant de la sous-

matrice issue de la suppression des lignes i et colonne j.

- 1 dimension
[A] = a;, = [A] 7' = — (1.10)
aia
- 2 dimensions
_[411 Q12 _ [ Q22 Q21
4] = [a21 azz] = comlA] = —dip Qg1 ]

Cours d’élasticité, Master I — Génie Civil ABDERRAHMANI.S
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a —a
1 1 22 21
— [A] = R ] (1.11)
det[A] 12 11
- 3 dimensions
‘+ Az2 Qz3|  [G21 G23 N a1 A2
a a a a a a
1 1 1 1
[A] = |21 Q22 Q3| = com[A] =|— a a +1q a —la a
a Qs Qss 32 33 31 33 31 32
31 n A2 Q3| @11 A3 n a1 Qg
L 14y,  dys a1 dzz a1 Azl

App.033 — Up3.03p Qp3.0431 — Ap1.033 (dpq.037 — Up3.031
= [A]7! = TotlAl (A1 Qq3.QA33 — Qq.033 Aq1.033 — A13.0317 Aq2.0317 — A11.0A33
e

A1p.023 — Aq13.03;  Qq3.037 — Aqq1.023 Aq1.03p — Aq3.02q

Cours d’élasticité, Master I — Génie Civil ABDERRAHMANI.S
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Chapitre 2

Théorie de I'état de contraintes

2.1 Vecteur contraintes :

Figure 2.1 : coupure et facette 77 en M

- Soit un solide soumis a un ensemble des forces extérieures.
- Le solide est décomposé en 2 parties par la surface (s).

-Nous considérons un point M sur la surface (S). Soit dS un élément infinitésimal de surface de
(S) entourant le point M. Par ailleurs, nous définissons la normale extérieure n a I’élément dS
orientée de A vers B. L’ensemble de I’élément de surface et de sa normale extérieure est nommeé

facette.

-La densité surfacique de force T(M, n) est plut6t appelé vecteur contrainte. Ce nouvel élément

mécanique est relatif a un point M du milieu et dépend de 1’orientation n de la facette choisie.

- le vecteur contrainte au un point M sur un facette normale (s) aux vecteur unitaire (1) :

T(M,n) = 2.1)

dF est la résultante des efforts élémentaires qui s’applique sur la facette.

Cours d’élasticité, Master I — Génie Civil ABDERRAHMANI.S



Chapitre 2 : Théorie de I'état de contraintes 9

2.2 Composantes normales et tangentielles du vecteur contrainte :

A
TM.nl_ e =5.7(M,7)

Figure 2.2 : Vecteur contrainte sur la facette 77 en M

Le vecteur contrainte défini précédemment peut étre décomposé suivant la normale a la facette

n et sur le plan tangent a la facette au point M.
Onalarelation T(M, 1) = o, + T, (2.2)

o, . La contrainte normale
T, . Le vecteur cisaillement ou contrainte tangentielle

o, est valeur algébrique positive (traction) ou négative (compression)
*Remarque :

On alarelation (théoreme de Pythagore)

I71” = 0.2 + %112 2.3)
T(M,7) = o2 + 7,7 (24)
T?(M, 1) = 0,2 + 1,2 (2.5)
Soit: T,, = / T2(M, 1) — 0,2 (2.6)

2.3 Tenseur de contrainte (formule de Cauchy) :

Nous écrivons I’équilibre d’un tétra¢dre infiniment petit défini autour d’un point M du solide.

Soit MABC ce tétraédre appuyé sur les axes d’un repére associé a la base définie précédemment
(Figure 2.3).

Cours d’élasticité, Master I — Génie Civil ABDERRAHMANI.S
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wds T(M,7)

e 7
L

]

n,ds T(M,=Fk)
Figure 2.3 : Equilibre du Cauchy

Nous avons donc :

AB ANAC = 2ds. 7 = 2ds.n,.. T+ 2ds.ny,.J + 2ds.n,. k

AB NAC = (MB — MA) A (MC — MA) = MB A MC — MB A MA — MA A MC
On en déduit par identification :

MB AMC = 2ds.n,.1

-

MB AMA = 2ds.n,. k

MAAMC = 2ds.n,.J
Le tétraédre est en équilibre sous I'action des forces appliquées sur ses faces :

T(M,R)ds + T(M,=)dsn, + f(M,?j)dsny + f(M,?k)dsnz =0

T(M,#) = —T(M,=)n, — T(M,=)n, — T(M,—k)n,
Ona: T(M, ) + T(M,=7) = 0

T(M, i) = —T(M,=7)
Donc : T(M,#) = T(M,)n, + T(M,)n,, + T(M, k)n,

Soit: T(M, ) = [6(M,7)]{n} (formule de Cauchy)

10

2.7)

(2.8)

(2.9)
(2.10)
(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)
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Ou: [c(M)] est le tenseur des contraintes en M
T(M,7) est le vecteur contrainte qui agit sur une facette normale au vecteur unitaire (1)

T(M,7) = 0,8+ 7T, (2.18)

T(M. k) Tﬁz

Figure 2.4 : Vecteur contraintes sur les facettes 7, et kKenM

Les composantes du tensur des contraintes sont :

T(M,7) = 0y l+0y,] + 0y k (2.19)

T(M,]) = Oyxltoy,] + ayzz (2.20)

T(M, E) = O, 1+0,,] + azzl_c) (2.21)
Oxx Oxy Oxz](Ny

T(M,n) = [Gyz Oyy UyZ] {ny} (2.22)
Ozx Ozy Ozzl\N,

La contrainte normale sur la facette 7 en M est égale :

o, = .T(M, 1) = {n}"[a(M, 7)]{n} (2.23)
Oxx Oxy Oxz](Ny

O, = {nx, le,nz} [Gyz Oyy Gyz] {ny} (2.24)
Ozx Ozy Ozzl\N,

Cours d’élasticité, Master I — Génie Civil ABDERRAHMANI.S
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2.4 Equations d’équilibre :

12

Nous allons écrire I’équation d’équilibre sur un parallélépipéde infiniment petit qui a pour

origine le point M du solide (figure 2.5).

Soit f le vecteur des forces de volume f(f, fy, fz)

| o -~ do
tTt},l.I,j-"l'{q'_'!p'.E.l:EIT X, ¥, 2] m—dy
h - il -]_.'
. =7 (x,v,2]
! -__'_'_,.- XE v
-7 |y, v.z) — dar
s o S J 1 *-...FF i . , b f . ! i x
4 i —» a (xtde,y z)=0 [x,5,2] a—xdx
2N
.- L , , il
=0 \x,y,2) o _\x,y,ztdz)=0_[x,y z2)4+——dz
0z
Figure 2.5 : équations d’équilibre
-équation translation :
fo =0
doy 00xz
(ax + %dx) dydz — o,dydz + (axz + gZ dz) dxdy — o,,dxdy + (ny +
a;’;y dy) dxdz — o, dxdz + fdxdydz = 0 (2.25)
90x 90xz 90xy _
(52 dx) dydz + (22 dz) dxdy + ( - dy) dxdz + fdxdydz = 0 (2.26)
On simplifie par dx dy dz on aura :
00x 4 9%y | 00xz _
o T 3y t—-t fr=20 (2.27)
De la méme maniére, on obtient :
00yx 00y 00y, _
™ + % + P +f =0 (2.28)

Cours d’élasticité, Master I — Génie Civil ABDERRAHMANI.S



Chapitre 2 : Théorie de I'état de contraintes 13

09zx | 99zy | 09, _
™ + % +az+fz_0 (2.29)

2.5 Contrainte principales et direction principales :

Un vecteur unitaire n(n,, n,,n,)

Nous avons vu d’aprés la formule de Cauchy que le vecteur contrainte T(M, n) peut étre calculé

en appliquant le tenseur o au vecteur direction n de la facette en question.

T(M,B) = [6(M,T)]{n} (2.30)
T(M,7) = 0, + 7T, (2.31)
---"'--? H
T'(M, =0
7.=0

Figure 2.6 : face et contrainte principale en M

Il excite en M, une direction (%) on le vecteur T(M, ) = 0,7 ¢ est-a-dire que le composante

tangentielle est nulle.

Les directions 1, n,etn; sont les directions principales.

La valeur de T est dite principale.

T(M, 1) = [o(M,1)]{n} = 0,7 (2.32)

D’un point de vue mathématique, la recherche d’une direction principale et d’une valeur

principale revient a résoudre le systeme d’équations suivant :

[o(M){n} — ,,(n)=0 (2.33)

Et donc & écrire

([oM)] = o, [I]){n}=0 (2.34)

Cours d’élasticité, Master I — Génie Civil ABDERRAHMANI.S
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1 0 0
Ou [I] est la matrice unité, [I] = [0 1 O], soit (n)=0.
0 0 1
On la solution : det ([c(M)] — a,[I]) =0 (2.35)
Oxx — On Oxy Oxz
Soit ; det Oxy Oyy — Op Oyz =0 (2.36)
Oxz Oyz Ozz — On

P(o,) =0
P(o,,) : Polyndme caractéristique de 3°™degré.
- les contraintes principales notées :a;, o,etos
det [o(M)] — a,[I]) = —0,,3 + 1,6,,2 — Lo, + I3 =0 (2.37)
-1;, I, etl; sont des invariants (tenseur[o(n)].
I = tr(c(M)) = o, + o, + 0, =01+ 0, + 03 (2.38)
I, = %[(tr(a(M))z - tr(a(M)Z)] = 0,0y + 0,0, + 0,0, — 0y,° — 0,,° — 0),,°

= 0,0, + 0,0, + 0,03 (2.39)
I; = det(ac(M)) = 0,0,05 (2.40)

- dans le repeére principale des vecteur unitaire sont n;, n,etn; et ce tenseur sera donné par

oo 0 O
[o(M)] = [O o, 0 ]
0 0 o3

Les composantes du vecteur contrainte sur la facette 7 sont :
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T1 0, 0 071 (M o1nq
T{Tz} — [o(M)]{n} = [o 5, 0 ] {nz} - {0'2"2} (2.41)

Ts 0 0 o3l\ng O3N3
Ou n,, n,etns sont les composantes deri. Compte-tenu de la relation :
n?+n,2+n2=1 (2.42)
On en deduit :

T, 2 N T,? N T32
2 2 2

01 g2 03

=1 (2.43)

On obtient I’ellipsoide de Lamé dont les axes sont les directions principales o;, o,etos
2.6 Cercles de Mohr des contraintes :
2.6.1 Equation du cercle de Mohr :

On consideére la famille de facettes contenant la direction n5.(Figure 2.7) Soit la facette de
normale n (n, = cosé ,n, =sind ,0) dans le repére principal (M, ny,n,, n3) Sur cette facette les

composantes du vecteur contrainte sont :

o,c0s0
{T} = {azsine}
0

Le vecteur contrainte T(M, 71 est donc situé dans le plan (M, 7, ;).

Soitt le vecteur unitaire, situé dans le plan (M, n;, 1, )et faisant avec 7 un angle égal a% ;

—sind
{t} = { cos0 }
0

Projetons le vecteur contrainte sur les axes 7 et t :

T(M, ) =o,i+7,1 (2.44)
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Avec :

{an =1.T(M,7) = (n}"[o(M)]{n} = 0,cos26 + o,5in*6 (2.45)
T, = t. T(M,7) = {t} [c(M)]{n} = —0,cs00sinf + g,cos0sind '
Soit :
0, =d +rcos(—20)
{Tn = rsin(—26) (2.46)
Avec
1 1
d= 5(01 +03), 1= 5(01 —03)
- & Tx d_]_[ i s r;.!.:
f d == =,
s 7 ¥ -
r /
\ 1
r \(/
Figure 2.7 : Cercle de Mohr des contraintes
2.6.2 Cercle de Mohr dans le cas d’un état triaxial des contraintes :
Soit T(M,#) = 0,7t + T, le vecteur contrainte sur la facette 7 en M. les relations :
( o, = {n} [o(M, M) ]{n}
01Ny
Op = {nl,nz,n3}{02nz} (2.47)
0313
O-TL = 0'11’112 + 0'21’122 + 0'37132
{n}'{n} =1
{ 2 2 2 _ (2.48)
nc+ny +n3c =1
T? = 0,2 + 1,
2 2 2 2 2 2 2 2 (249)
o.°nN " +0,°n," +03°n3” =0, + 1,
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Dans le repére principal (M, 1y, 1y, n3) :

0% + 0yn,% + o3n3% = o,
0.°n.% + 0,°1n,% + 03°n3% = 0,% + 1,° (2.50)
Z+n2+ngt=1

Si les trois contraintes principales, on en déduit :

(2 _ Tn%+(on—02)(0n—03)

(01—02)(01—03)

2 _ Tn%+(on—03)(0n—01)

12" = (02—03)(02—01) (251)
2 Tn%+(on—01)(0n—02)

(03—02)(03—01)

On suppose que g1 > g1 > 01, les inégalités :
230, n,2>»0, n32>0

Tnz + (Un - 0-2)(0-11 - 0-3) =0
S’écrivent X 7,% + (0, — 03) (0, —7;,) = 0 (2.52)
1,2+ (0, — 0y) (0, — 0, = 0

A .rll_l F.l:”

T'(M, #)=a 7+T,

Figure 2.8 : cercle de Mohrs des contraintes

-a I’extérieur du demi-cercle de centre ( % 0), et de rayon 2=2

1+0;

T . o g1—
-a I’extérieur du demi-cercle de centre ( ,0), et de rayon %

-a I’intérieur du demi-cercle de centre ( % 0), et de rayon 222
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2.6.3 Etat de contrainte plan :

Le tenseur des contraintes soit de la forme (Figure 2.9) :

Oxx Oxy 0O
[c(M)] = (o, 0y, O
0 0 0

Figure 2.9 : état de contrainte plan : composantes du tenseur des contraintes

La direction k est direction principale et la contrainte principale est nulle :

Les deux autres directions principales sont les solutions de 1’équation :
T(M, 1) = [o(M,1)]{n}

Avec: {n} = {Z;} = {ifrslg}

Oxx ny] {COSOC}

Soit : T(M,R) = [ sina

Oxy Oyy

- 0,,co0Sx + 0,.,Sina
T(M,ﬁ) — { xx xy }

OxyCOSA + 0y, SiNA

On a:
oy = (W} T (M, 70)
o, = {cosa, sina}T(M, )
o, = o,(cosa)? + OxySinacosa + oy, cosasina + o, (sina)?

on = 0y(cosa)? + o, (sina)? + 20, cosasina

18

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)
(2.57)
(2.58)
(2.59)
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Soit ;

Ox+0y n Ox—

O .
O = — - Ycos2a + oy, sin2a

- dans la facette j (figure 2.10) : 7,, = fT(M, n) = —0Oyy

Avec: {n} = {_nnxy } = {_Sina}

cosa
A=
o= T(M, j)
-F—=—i'_ - - _E
M T, ==,
Jwcerte ,.'

Figure2.10 : état de contrainte plan : facettej

OxxCOSQ + crxysina}

T, = {—sina, cosa}{ .
OxyCOSQ + Oy, SINA

Ty, = —0,SINACOSA — Oy (sina)?® + o,y (cosa)? + o, sinacosa

Soit :
(ox—0 i
T, = —xTY)SlTIZCZ + 0yyc0S20
- 0, contrainte principal - t, =0

(ox—0 i
—xTy)SanC{ + 0y, c0s2a = 0

Soit :

20xy
Ox—0y

tg2a =

-les deux directions principales sont les solutions de 1’équation :

T(M, 1) = [6(M)]{n} = 7,,{n}

19

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)
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oo ol (sima) = o (sima) (2.67)
Soit : [axxa x—y o ny‘”‘_y an] (=0 (2.68)

Cette équation n’a de solution autre que la solution n,, = n,, = 0 que si et seulement si :

© Jn] =0 (2.69)

(O-x - C"n)(o'y - O'n) - (O-xy)z =0

0,2 — (0x + 0,)0, + 0,0, — (0,)2 = 0

A= (o, —0,)" +4(0y,)? (2.70)

Les contraintes principales :

oxtoy

—1 2
Oz =—5 E\/(Ux —0y)" + 4(0xy)? (2.71)

On en déduit la construction géométrique du cercle de Mohr (Figure 2.11), on mesure a I’aide

d’une regle les contraintes principales oy et g, , puis a 1’aide d’un rapporteur 1’angle 26, .

AN

Figure2.11 : Cercle de Mohr
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- Dans un repeére principal :
Ox = 01,0y = 0z, 0xy =0

o1t03 01—03

o, = ——+—=cos2a
2 2
(o1—03) .
Tn =~ ) sin2a
01—0>
2
o1+0, _
2

{crn = A + Rcos2a
T, = —Rsin2a

Soit :

(o, — A)?* + 1,2 =R?

Cours d’élasticité, Master I — Génie Civil
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(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)
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Chapitre 3

Théorie de I'état de déformation

L.,

Figure 3.1 : Déformation dans un solide

- sous 1’action des forces appliquée, le point du solide se déplacement, il en résulte, pour des
fibres infinitésimale de matiere, des variations de longueur et des variations d’angle appelées

déformations.

3.1 Vecteur déplacement :

Figure 3.2 : Transformation d’un point et d’un vecteur

Au cours de la transformation imposée par les sollicitations extérieures, le solide passe d’une
configuration initiale notée C, a une configuration C; a I’instant t. Au cours du chargement une
particule de matiere en M, de coordonnées initiales X, se déplace pour occuper une position au

point M de coordonnées X.

CO: OMO = X_)O = x0i>+ yoj_)‘l' Zoig (31)

Cours d’élasticité, Master | — Génie Civil ABDERRAHMANI.S



Chapitre 3 : Théorie de I'état de déeformation 23

xO X

{Xo} = 3’0}, {X} = {Y} (3.2)
ZO VA

C: OM =X =xi+y]+zk (3.3)

U =0M - 0M, (3.4)

U=X-X, (3.5)
u(Xo, Yo, Zo) X Xo

{U} = v(x0, Y0, %) ¢ = {Y} — {3’0} (3.6)
w (X, Yo, Zo) z Zo

-u, v et w sont des fonctions continues et dérivables de x,, y, etz,.

- X0, Vo €tz, sont les coordonnés de Lagrange.

- I’équation (3.6) définit la transformation qui fait passer le solide de la configuration initiale C,

a la configuration C;.
3.2 Tenseur gradient de la transformation :

Comme nous 1’avons vu précédemment, 1’application des actions mécaniques sur un milieu
induit des déplacements relatifs des particules du matériau. Il en résulte des variations d’angle

et des variations de longueur.

Si I’on suit le mouvement d’une particule qui a I’instant initiale t, occupe la position M, et la

position M a I’instant t on peut écrire la relation suivante :

dU = dX — dX, (3.7)
Ou bien
dX = dX, + dU (3.8)
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Ou:

dX : Le vecteur infiniment en M dans la configuration Ct

d)T(; : Le vecteur infiniment petit en M,.

24

U : Le vecteur déplacement de la particule entre les instants ¢, et t.

dxo dx du
{dXo} = dyo], (ax} = {dy}, {dvy = {dv}
dz, dz dw
Soit :
ou A
|92 0d + dy + dzOI

dx dxo
[dy} = [dyol {a—dxo + —dy + —dzO
dz dz,

k—d +—d +—dZOJ

dx dxo
dz dZ()

o
(axo
ov

on

I ow
oo

£

Yo
o

Yo
ow

Yo

ou
8201 dxo
av
az ¥{dy0}
0
| ldz,

aZO

L’expression précédente peut aussi se mettre sous la forme :

6_u
dxy [1 0 07(dxo aa’;"
[dy}= 01 0 {dy0}+ o
dz) lo o 1lldz, o

axg

ou

9y
v

9y
ow

Yo

6_u

0z dxo
ov

970 {dYO}
ow dZO
0z

{dx} = [I1+ {dxo} + [L] + {dxo} = ([IT + [L]){dx,}

{dx} = [Fl{dx}
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1 ou ou 1
+ o o o
Fl=| 2 o+ 2 3.15)
Ou: [F] oxe 6y0 oz (3.
ow ow ow
L 9xo ay0 a2,

[F] est le tenseur gradient de la transformation ou tenseur gradient de la déformation

- dans le cas d'un probléme plan :

9'1'. -

r
I-:_‘L v

|:|,-’f HI_;[ . ]
s . al o %.—-“" —{i:(
L !
M| dx
X .f_-j X, if.?.'"

Figure 3.3 : transformation d’un vecteur

[L] peut-étre décomposé en sa partie symétrique [e]et sa partie antisymétrique [Q] :

[L] = [e] + [Q] (3.16)
Avec: [] == ([L] - [L]) (3.17)
et[d=§dﬂ+MW) (3.18)
Soit

(3.19)

[F] = [I] + [e] + [Q]
3.3 Tenseur des dilatations :

En un point M, on considére deux vecteur {dx,} et {dx,}, le vecteur {dx,} devient{dx}, le

vecteur {dx,}devient{dx}.
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{dx} = [F]{dx,} (3.20)

{dx} = [F[{dx,} (3.21)

M

Figure 3.4 : Transformation des Vecteurs dx et deO)

Le produit des deux vecteurs dxet dx s’écrit ;

dx.dx = {dx}T{dx} = [F]T{dx,}T[F1{dx,} (3.22)
dx.dx = {dx,}T[Cl{d%,} (3.23)
Ou: [C] = [FI"[F] = (L1 + [LIDUT + [LD) = [IT + [L] + [L]" + [L]"[L]  (3.24)
[C] est le tenseur des dilatations

Si dx, = dxg, il vient :

{dx}T{dx} = {dx,}"[Cl{dx,} > O (3.25)
[C] est une matrice définie positive

3.4 Tenseur de deformation de Green-Lagrange :

Soit ds, la longueur du Vecteur dxg, la différence ds? — ds,” :

ds? —ds,® = d%.dX — dX,.d%,
= {dx}T{dx} — {dxo} {dxo} = {dxo}" ([C] — [I]){dx,} (3.26)
= 2{dxo}" [E]{dx,}
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Ou: [E]

Remarque :

~([c] -

D =Ll +

%(ILIT + [L])} termes linéaires

i(lLIT + [L])} termes non linéaires

[])+

ILI"[L]

[E] est le tenseur des déformations de Green-Lagrange.

= [FI"[F] =

[T d>ou [F]" =

[F1™

27

(3.27)

(3.28)

-Dans le repere {0,?,}, E}, les composantes du tenseur des déformations de Green-Lagrange

sont :

[E]

knj an
N

r
txy

yz

E,
E,
E

Djngl khj
<

N
N

&

<

N

1

du
axO
v

Yo
ow

0zy
ou

2“0y,

1

ou

2 aZO

1

v

2 Go T 5,0

ov
axO
ow

6x0
ow

( )2
( )2
( )2

ou 6u
dx0 0o

ou ou

6x0 aZO
ou Jdu

\9yo 920

( )2
( )2
(az )%+

v ov
dx0 0o

Jv 0v

ax0 29

v ov

y0 920

( ) 2
( )2
(az )?

ow ow
0x¢ 9y
ow ow

9x4 020
ow ow

> (3.29)

90 920

Remarque : le tenseur des dilatations s’écrit en fonction du tenseur des déformations :

[C] =

1]+ 2[E]
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3.5 Tenseur des déformations linéarisé :

Le tenseur des déformations :

1 Exx Exy Exz |r1
[E] = 5([L] + L") = [¢] = [Sxy Eyy gyZ] = Fyxy yy

1 1
nyz Eyyz
Ou:
(¢ = _ v _w
g"x—ax’gyy_ay’gzz_az
de =y oL
) gxy_yxy_ay dx
_ __Ou | dw
28, = Vxz =5, F
ow v
kzgyz_yyz_a"l'a_z

Le tenseur [e] est appelé tenseur des déformations linéarisé.
Le tenseur des dilatations :  [C] = [I] + 2[¢]

3.6 Equations de compatibilité des déformations :

28

(3.31)

(3.32)

(3.33)

Les équations (3.32) traduisent qu'il existe un lien entre déplacements et déformations, et entre

les déformations elles-méme.

Les équations (3.34) sont appelées les equations de compatibilité.
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(0%e, | 0%y  0%Yyy
dy? ax2  9xdy
0%ey | 0%e; 0%y,
0z2 dx2  9xdz
d%e, 0%, _ 0%yy,
) 0z2 dy? 0yoz
0 ay ] ay. 0%¢
_(_ yz_l_ sz_l_ xy) — Z_x
ox ox dy 0yoz
9 (ayyz _ O¥xz n ayxy) —9 9%¢,
dy \ 0x dy 0z 0x0z
0 (6yyz n OVxz ayxy) _ 9 92¢,
\ 9z \ ox oy 0z 0x0y

(3.34)
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3.7 Direction et valeur principale :

L’état des déformations étant représenté par une matrice symétrique a coefficients réels, on

montre que dans le cas général il existe trois directions {n;,n,,ns}.

Le tenseur des déformations est représenté dans cette base par :

&g 0 0
lelm gz = IO € 0]
0 0 &

Les quantités &4, e,etes sont les déformations principales.

La recherche des déformations principales et du repére principal revient a résoudre I'équation :
([eM)] = Al =0 (3.35)
3.8 Cercles de Mohr des déformations :

Nous allons, comme dans le cas des contraintes, établir que la déformation et la distorsion pour
la famille de facettes passant par une direction principale (par exemple &5 ) définissent un cercle

dans le plan de Mohr des déformations.

Nous pouvons associer les deux quantités &,,y, . définies par les équations :

g, =M, 1) = (n} [e(M)]{n} = £,c05%0 + &,5in?0 (3.36)
Yne = y(M,ﬁ, E) = 2{t} [e(M)]{n} = —2&,cs00sinb + 2&,c0s0sinb '
Soit :

en(0) =d +rcos(—26)
{%ynt = rsin(—26) (3.37)

Avec:d = %(el + &), r = %(sl — &)
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Figure 3.5 : Cercles de Mohrs des déeformations
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Chapitre 4

Loi de comportement

4.1 Loi générale de Hooke :

Cette loi permet de définir la loi de comportement d’un matériau élastique linéaire, homogene

isotrope et pour un état de sollicitation quelconque.

L’état de constituve et 1’état de déformation en un point seront représentés par un vecteur a

SiX composantes :

(Oxx)

{o} =+ . (4.1)

ey =47\ (4.2)

]/XZ
U/sz

Pour un matériaux isotrope, les déformations et les contraintes sont liées par La relation (Loi

de comportement ou loi de Hooke) :

oc=E.c (4.3)

Nous écrivons la relation qui lie le tenseur des déformations aux tenseur des contraintes :

_ Oxx Oyy Ozz
Exx = T_VT_V? (443.)
Oyy Oxx Oyy
& == yY— V- 44b
Yy E E E ( )
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g, =222 % _ 0 (4.4.c)
zz E E E o

Ux Xz g Z
Vay = Ty; Vxz = JT y Yyz = % (4.4.d)
Ou:
E : Module de Young.
v : Coefficient de Poisson.
= est le module d’élasticité transversal.
2(1+v)
Remarque :
v est compris entre 0 et % :
Nous écrivons la relation (4.4) sous la forme matricielle :
e
E E E
(Exx) _r I Y 9 0 o0 (Oxx)
Eyy EoEE Oyy
&,z - = —= - 0 0 O O,y
te. (= E E E Yo ( (4.5)
Y 0 0 0o — o0 o[>
Exz 26 ) Oz
Kgyzj 0 0 0 0 P 0 | \Oyz/
0 0 0 0 0 o
Ou bien: {&} = [S].{0} (4.6)
Cette expression s’inverse sous la forme :
(% [ A+2u 2 2 0 0 |5
”aw A A+2u A 0 0 “;w
4 O_ZZ A A A+2u 0 0 0 [ SZZ 4.7)
Xy 0 0 0 2u 0 O Xy
Oz 0 0 0 0 2u 0/[[
v lo 0 0 0 0 2u l'Es
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{o} = [D].{¢} (4.8)
Avec : 1 et u sont les coefficients de Lamé.
ou:

_ Ev

- (1+v)(1-2v)

_ E
u= 2(1+v)
[D] = [S]~! (4.9)

4.2 Influence de la température :

AT : Variantion de température influe sur le tenseur de déformation.

Exx! =&y =&, =alAT et v, =y, =V, =0 (4.10)

Ou a: Coefficient de dilatation thermique du solide.

Si un corps quelque est soumis en plus des forces extérieurs, a une variation de température

(par superposition).

1

Exx = [axx —v(ay, + O'ZZ)] + aAT (4.11.9)
1

Eyy =7 [ayy — V(O + O'ZZ)] + aAT (4.11.b)
1

€2 =7 [6,2 — v(0xx + ayy)] + aAT (4.11.c)

En exprimant les contraintes en fonction des déformations, on a :

Oxx = 2G &y + g, — (31 + 2G)aAT (4.12.a)
Oyy = 2G&,y, + Ag, — (34 + 2G)aAT (4.12.b)
0., = 2Ge,, + e, — (31 + 2G)aAT (4.12.c)
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- Formules de Lame effet T° :
Si:
Opx = 2G&,, + Ae, — (B + 2G)a(ax + by + cz) (4.13)

Alors :

AT = ax + by + cz

- Ladéformation volumique s’écrit en fonction des contraintes :
& = (1—T21/)(0xx + 0y, + O'ZZ) + 3aAT (4.14)

4.3 Energie de déformation :

La densité d’énergie de déformation est égale a :

~({e}" — {ea}o} = - (&) — {ea}NIDI({e} — {een))

= {7 [DI{e} — {e}"[D]{en} + 5 {een}  [DI{een}: (4.15)

ou:

{e:n} Représente les déformations thermiques.
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Chapitre 5

Equations générales de I’élasticité linéaire

5.1 Equations de Lamé, Equations de Beltrami-Michell :

La résolution d'un probléeme de mécanique requiére la plupart du temps l'utilisation d'une
équation fondamentale qui puisse s‘appliquer un tout point du solide. Nous proposons ici
d'utiliser les lois de comportement mises en place dans le chapitre précédent pour établir
I'équation fondamentale de I'élastostatique, dite équation de Lamé-Clapeyron.

Considérant un systeme solide de volume V délimité par la surface S, I'équation fondamentale

de la statique s'exprime :

0 (5.1)

I, foav + ff; feds

Ou fy et fs sont respectivement les forces volumique et surfacique.
La force surfacique correspond a la contrainte s'exercant sur un élément de surface dS de
normale 7, d'ou :

fs=TM®)=T.7 (5.2)

Le théoreme d'Ostrogradsky permet alors de transformer I'intégrale de surface en une intégrale

de volume :

Jl; T.7 ds=[ff, v(Ddv (5.3)
L'équation fondamentale de la statique peut donc se reécrire :

I1S, fvav +Jff, v(Tav =0 (5.4)
Qui devient naturellement une équation locale, vérifiable en tout point du solide :

fy +7(T) =0 (5.5)
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Par projection sur les trois axes d'un repére orthonormé, on obtient :

(fl 60'11 60'12 + 60'13 — 0\

J x1 axZ aX3
60'12 60'22 60'23 aO-l
= PIRN —
fat x4 ax2 + 9% =0 fi+ Z] =0 (5.6)
Lf 60'13 60'23 + 60'33 — OJ
3 0xq 6x2 O0x3

Selon la loi de comportement déja établie entre le tenseur des contraintes et le tenseur des

déformations, on peut développer le gradient de T :

T = 26T + 2uE = V(T) = AV + 2uV (E) (5.7)

OU VO = V(V.1u) etdautre part :

(ﬁ(ﬁ))i =2 ff” L) dx; [ (ZZ;"'Z_ZZ)] _Z’ le':l _Zj 6(::;1 59)
Soit :
FE: = 2o 4225, 2 = L 4 22 (7. &)

Par conséquent, on a :

V(V.%) (5.10)

U
VoY
o]
N—r
Il
N |-
l>
+
N |-

Et le gradient du tenseur des contraintes se développe comme :

17(7) = Aﬁ(ﬁ i) + uld + ul7(\7 i) =uld + (A + u)ﬁ(ﬁ ) (5.11)
La forme locale de I'équation fondamentale s'écrit alors :

fr +P(T)=0=f, +uai+ A +wV(V.4) =0 (5.12)

Constituant I'equation fondamentale de I'élastostatique, encore appelée équation de Lamé-
Clapeyron.
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En notation indicielle, cette équation s'écrit :

0%u;
2.
0x?j

+ A+

fi+uy, =0 (5.13)

Zuj
]
La résolution d'un probléme d'élasticité consiste alors a résoudre cette équation a laquelle il

convient d'adjoindre les conditions aux limites.

Une approche différente peut néanmoins étre utilisee. Il s'agira alors de déterminer les
contraintes s'exercant sur le systeme et d'en deduire les déformations subies a l'aide de la loi de

comportement élastique :

E=-2s7+2T (5.14)
E E
Ou:
fr+7(T)=0 (5.15)

Il est toutefois nécessaire de s'assurer que les composantes du tenseur des déformations
obtenues présentent les propriétés d'un tenseur des déformations pures ; autrement dit, il doit
exister un champ de déplacement 1 vérifiant, pour chacun des éléments tensoriels, que
1 ,0u; , Ouj
===+ -). A
& = 3Gy T o) (5.16)
Cette nécessité introduit de fait des conditions portant sur les contraintes ; en plus des conditions

aux limites, on doit alors vérifier les 6 équations suivantes, communément

appelées « conditions de Beltrami » :

020'22

0%044 0%04, v ( 0%s 02%s )
0x42 T 0x52 0Xq 0%,  1+v \0x%x42 T 0x52 ( )
620-33 620-22 620-23 \'"4 625 625
~2 -—( )=0 5.17b

0x,2 + 0x32 0X, 0x3 14V \0%x,%2 = 0x32 ( )
0%c 0%c 0%c v (0% 0%s

22 2 ( ) =0 (5.17¢)
0x32 0x42 0X, 0x3  14+v \0x,2 = 0x32
0%c 0%c 0%c 0%c v 02%s

23 12 13 23 _ -0 (5.17d)
0x%4 0X, 0x32 0X, 0x3 0%, 0x3 14+v  0xq 0%,
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0%c %o 0%c %o v 9%s
13 223 . 12 13 . =0 (5.17¢)
0X, 0X3 0x4 0x4 0X3 0x4 0%, 1+v 0%, 0X3
0%c 0%c 0%c 0%c v 0?%s
12 123 _ 23 12 _ =0 (5.17f)
0x4 0X3 0%, 0x4 0%, 0%, 0%x3 14+v  0xq 0%3

5.2 Conditions de Saint Venant :

Ces conditions ont été établies par saint venant (1854), leur satisfaction est obligatoire pour

garantir I'unicité des déplacements.

Les équations de compatibilité sont sous forme développés comme suit :

0%kyx | 0%ky _ 0%kxy
dy? 0x? 0x0y

azyxz _ azyyz azkxy _ 0&

=2 5.18
0x0y 0x2 T 0x ay ( )
*Yyz  0*¥xz + 0%kyy ) ok,
0x0y dy? oy 0x
Les courbures sont données ci-dessous :

0 9%w
=2 2w
0x 0x2
ap 92w
k. =2y — _ 5.19
y oy oy? ( )
oo = dBx , OBy 92w
xy dy ax dxdy
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Chapitre 6
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Résolution des problémes d’élasticité plane

6.1 Contraintes planes :

Exemple : Plaque mince, membrane, dalle planche, etc... Lors d’une dimension négligeable

devant les autres.

O, = Oyy = 0y, =0

- Le tenseur des contraintes soit de la forme suivante :

Oxx Oxy O
[e(M)] = Oxy Oyy 0
0 0 O

- Laloi de comportement se réduit a :

— Txx _ YV
( €y = =20y
— 2w _ Y
Eyy - E Eo-xx
9 _ v v
Ezz = _Eaxx_EUyy
_ Oxy
Uy =5

Nous écrivons la relation (6.2) sous la forme matricielle :

1 v
: & 20,
v 1
{e} = 0z 0 {gyy}
1 Xy
| 0 0 —~

L’inversion de ces relations donne :
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E VE
Oxx 1-vZ2  1-v? 0] Exx
E E
{ny}— 1:/2 — 0 {gyy} (6.4)
e l R
2G

D’ou la forme du tenseur des déformations est comme suit :

1
Exx nyy
— |1
[e(M)] SVay &y 0 (6.5)
0 0 &

- Les déformations et les contraintes ne dépendent que des déplacements u(x; y) et v(x;y)

paralleles aux axes x et y .

6.2 Déformation plane :

- Cas d’un ouvrage de dimension suivant I’axe 0, est tres importante par rapport a celle de 0O,

et0,; & =&;,=¢6,=0

Le champ de déplacement soit de la forme :

U=u(x;y)
V=v(x;y) (6.6)
W=0

On en déduit le tenseur des déformations :

Exx nyy
M =11 67
[8( )] nyy gyy 0 ( )
0 0 0
Avec :
a
€y = i (6.8.2)
ov
£y = o (6.8.0)
ou ov
Yoy = % + p (6.8.c)
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-La loi de comportement se réduit a :
Oxx A+ 2u A 07 (Exx
{ny} = A A+ 2u 0] {Eyy}
Oxy

0 0 u yxy
D’ou la forme du tenseur des contraintes est comme sulit :

Oxx Oxy O

[O_(M)] = |0xy Oyy 0
0 0 o,

Avec . 0y, = V(0xx + 0yy)

6.3 Equations d’équilibre :

Y
oy + 55 dy
arT
' Txy + ?;}' dy
Y 7y
0', d)' F\ TI_V s ax dx
A — po - do: d
A o, + x
Tay dx ax
Oy

Figure 6.1 : Plaque sollicité dans son plan

Dans le cas de I’¢lasticité plane, f le vecteur des forces de volume f (£, f;).
Force de volume nulle.

Y2FE =0 ;

0oy 0Ty
(o‘x + %dx) dy — o,dy + (‘L’xy + ;—yy) dx — Ty,dx + Xdxdy = 0

41

(6.9)

(6.10)

(6.11)
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doy a‘[xy _
dedy + Ty dxdy + Xdxdy =0

Donc :

00y

Otxy _
ox T3y TX=0 (6.12)

Remarque :
Oxy = Txy

Dans la méme maniére, on obtient :

Otxy | 99y _
22y =0 (6.13)

6.4 Conditions aux limites :

()

v (o)
Y N\
N

Figure 6.2 : conditions en contrainte plan

)
g
@ 0 e O
Q1
"

X etY : Fonctions extérieures a la limite.
0y , 0y : FoONCtion intérieure.

Ces conditions expriment I'équilibre de translation selon les deux axes sur la figure 6.2 :

Sh -0
Xdl—o,dy —1,,dx =0
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Ona:

dx=dl.m ; cosa =1
dy =dl.l ; sina =m
Soit

Xdl = o,dl.l + Ty,dl.m
On simplifie par dl on aura :

X =0l +1,,m

2,70
Ydl—oy,dx —1,,dy =0
Ydl =o,dl.m+t,,dll

On simplifie par dl on aura :

Y =o,m+ 1yl

6.5 Conditions de compatibilité :

43

(6.14)

(6.15)

Dans le cas de I’¢lasticité plane, les déformations ¢, , €, sont nulles et que toutes les autres

déformations sont indépendantes de z, les équations de compatibilité se réduisent a 1’unique

équation :

0%, | 0%gy _ %Yy
dy? 0x2 0x0y

Ona:

__0ou 0%g, _ 0%u
T ox dy2  9xdy?2

€x
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e = v __ 9%, 9%
Y oy 9x2  9ydx2

Soit ;

aZny _ 63u 6317
9xdy  9xdy?2 = Qydx2

_ Txy _ 2(1+v)
Yoy =% =7 p o

Donc les conditions de compatibilité sont :

9% [1 9% [1 0
[z ©Ox = von] + 5z 5 0y —von)| = 5

On a:

azcx azfxy _

dx2 0x0y
Soit:

aZO'X_ azrxy
axz  9xdy
On a:

2 2
0°Tyy 00y

0x0y d0y? =0
Soit:

az‘rxy __ 620y
0x0y dy?
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(6.17.b)

(6.18)

(6.19.9)

(6.19.b)

(6.19.¢)

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)
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zazrxy _ 020y _ 620y
(622) +(624) > S22 = — T =% (6.25)

En remplagant dans 1’équation (6.20) par leurs valeurs données par 1’équation (6.25), nous

obtenons :

620'X _ V620'y azcy _ vazo'x] 1 [ az‘rxy]
[ayz dy? dx2 dx2 - 2(1 + V) y (626)

R

On simplifie I'équation (6.26), on aura :

%0y _ vd?oy 9’0y vdPox _ _ 0%0x _ 9%0y vdPox _ vd’oy (6.27)
dy2  9y? = 9x?  0x? oxz  9y*  0x? 0y? |

+ 2 = (6.28)

2 2
(o + 67) (ox +0y) = (6.29)
Dans le cas général :

(3= +2) (ox+0y) = =1+ ) (Z+5) (5.29)

dy
6.6 Fonction contrainte ou fonction d’Airy :
Equation de compatibilité :

62

(Z+ —) (ox+0,) =—(1+v) (Z+2) (6.31)

dy
Pour résoudre ce probléme, Airy a introduit une fonction @(x; y).

Dite fonction de contrainte telle que :

920 _a%p 920

Ox = dy? ; Oy = 0x2 » Tay = 0x0y
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Si X et Y sont négligées, pour vérifier cette solution, il faut faire la vérification de 1’équation de

compatibilité.
92 9%\ (0%0(x;y) OZQ)(x;y)) _
(ax2 + ayZ) ( dy?2 t dx2 =0 (6.33)

0*0(x;y) 34@(96;3/)_'_34@(96:3/) *P(xy) _

dx20y? ax* oy* dy2ox? 0 ©39
Ou bien :

4 . 4 . 4 .

0"(y) | o 0%005y) | 9TO(y) _ (6.35)

ox* 0x20y? ay*
6.7 Reésolution des problemes plans par les polynémes :

Le choix de la résolution des problemes plans par les polyndmes doit obligatoirement satisfaire

aux conditions de la fonction d’Airy.

Dans les cas des poutres ayant une section rectangulaire de faible épaisseur, on peut trouver des
solutions pratiquement intéressantes en adaptant comme expression de @ des polyndmes de

divers degreés et en ajustant leurs coefficients de facon adéquate.

a) Polyndme de 2°™€ degré :

@,(x;y) = a,x? + byxy + c,y? (6.36)

-La vérification de I’équation de compatibilité :

0*0(x;y) 0*0(x;y) |, 0*0(x;y) _
oxt T 2 dx29y? ayt 0 (6.37)
Est vérifiée. Donc Les contraintes :
_ 9’8 _ . _ 9% _ . _ 9% _
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b) Polynéme de 3¢™¢ degré :
0;(x;y) = azx® + byx%y + c3xy? + d3y3 (6.39)

-La fonction @5(x;y) est vérifiée.

Oy = % = 2¢3x + 6d3y (6.40.a)

oy = % = 6as;x + 2bsy (6.40.b)
929

Ty =~ oxay = —(2b3x + 2¢3y) (6.40.c)

c) Polyndme de 4¢™¢ degré :

B,(x; V) = apx* + byx3y + c,x%y? + dyxy® + ey y* (6.41)
0404 (x;y) _ . 084 (x;y) - ; 084 (x;y) -
ot 24a, ; oyt 24e, ; oxayr 4c,

0404 (x;y) 34@4(96:37)_'_64(254(95:3’)
ox* 0x20y?2 ay4

- 24a4 + 8C4 + 24‘34
Il faut que :

24‘a4_ + 8C4_ + 24‘64 == 0

-Les contraintes :

2
Oy = Zf; = 2¢,x% + 6d,xy + 12e,y? (6.42.a)
2
o, = aaf; = 12a,x? + 6b,xy + 2¢,y* (6.42.b)
229
Ty = T omy = —(3byx?y + 4cyxy + 3d,y?) (6.42.c)
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d) Polyndme de 5™¢ degré :

05 (x;y) = asx® + bsx'y + csx°y? + dsx’y® + esxy® + f5¥° o4
% = 120dsx + 24bgy

"’“Q;s_y(fffy) = 24e,x + 120f5y

"’;Z;_g;f) = 12csx + 12dsy

0*0s 200 0*0@.
+ +
dx* = 0x?%0y? o0y*

= 120dsx + 24bsy + 24e,x + 120f5y + 24c5x + 24d5y

Il faut que :

120dsx + 24bsy + 24e,x + 120fsy + 24csx + 24dsy = 0

-Les contraintes :

_ 0205

Ox = 5,2 = 2¢csx3 + 6dsx?y + 12esxy? + 20f5y3 (6.44.2)
2
oy = 66525 = 20asx> + 12bsx?y + 6¢csxy? + 2dgy? (6.44.b)
a%¢
Tyy = — 6x6351 = —(4bsx® + 6c5x%y + 6dsxy? + 4esy?) (6.44.c)
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Chapitre 7

Flexion des poutres

La construction d’une théorie de poutre consiste a reprendre, pour un milieu curviligne (Formé
par des lignes courbes), le cheminement suivi pour le milieu continu. Les étapes successives du
traitement sont donc la définition d’une cinématique, 1’application des équations d’équilibre,
I’introduction de lois de comportement. On en déduit des relations globales entre force, couples,

fleches et angles de rotation des sections.

7.1 Poutre Isotrope :

il

* " >
/M

»

Figure 7.1 : Géométrie et efforts extérieurs considérés

7.1.1 Poutre de Timoshenko :

7.1.1.1 Cinématique :

L’hypothese de base porte sur une schématisation du champ de déplacement a I’intérieur du
solide (hypothése “cinématique") : le solide est assimilé¢ & un milieu curviligne, le champ de
déplacement du milieu continu étant ensuite évalué a partir de la solution trouvée en supposant
qu’une section droite initialement plane et perpendiculaire a la “ligne moyenne” ainsi définie
reste plane. En un point quelconque du milieu curviligne, il est donc possible de résumer la
solution du probléme par la connaissance de trois composantes de déplacement (selon X, y, z),
et de trois rotations (de type flexion autour de y et z, et de type torsion autour de x. Pour le cas
d’une poutre plane chargée dans son plan, il ne subsiste que trois inconnues, deux translations

de la ligne moyenne (respectivement U(s) et V(s) selon x et y a 1’abscisse S), et une rotation
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(angle 0(s), caractérisant la flexion autour de z). Le champ de déplacement pour un point M(X,

Yy, Z) quelconque s’exprime en fonction de ces inconnues :

u, =U(s)+ 6, (7.1)
uy, = V(s) (7.2)

Ces relations sont indépendantes du comportement du matériau. La ligne moyenne est définie

par :

J, yds=0 (7.3)

a b.

Figure 7.2 : Déplacements et efforts sur une poutre plane, (a) plan de la ligne neutre, (b)
section.

Si la section est symétrique par rapport au plan X-y, ce sera 1’axe x, on fait dans la suite une
hypothese de petites perturbation, ce qui permet d’utiliser simplement x pour mesurer 1’abscisse

curviligne s sur la poutre.

Dans le cas d’une poutre droite, I’abscisse curviligne S se mesure directement sur 1’axe x, les
équations d’équilibre et les équations de comportement doivent alors étre comprimées en terme
de U,V,0 et de N,T,M, qui désignent respectivement les forces normales et tangentielle a la

section droite et le moment de flexion autour de z.
7.1.1.2 Equilibre :

On n’écrit qu’une forme faible de 1’équilibre, en considérant uniquement la résultante sur la

section S, en I’absence de force de volume, les équations d’équilibre s’écrivent : a;;; = 0 ce

qui donne :
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Jo Ouxxds + [(Ox; + Oyyy)ds =0 (7.4)

(a) La premieére intégrale est la dérivée par rapport a x de I’effort normale N,

(b) En transformant la seconde intégrale sur le contour extérieur I' de la section, il a
apparait qu’elle est nulle, si le cisaillement sur la surface extérieur est nul, car en
notant par 1z et ny les composantes du vecteur normale a I', il vient (théoréme de la

divergence) :
fs (Ozz + axy,y)ds = fr (Oxz Mz + Oxyy-1y,)ds = 0 (7.5)

(c) llenrésulte que N,x=0
T= [ oyds (7.6)

De la méme maniére : T x+ p =0, ou p est la charge linéique répartie sur la poutre, selon

la direction y.

Il ne reste plus qu’a considérer la flexion, soit :

fs yo_xx,xds + fs y(axz,z + ny,y)ds =0 (7.7)

(@) La premiere intégrale désigne la dérivée du moment en flexion M «
(b) En I’absence de moment linéique, la seconde intégrale est égale a —T

Les relations statique (indépendantes du comportement du matériau) sont donc les suivantes :

N,=0; T, +p=0; M, —-T=0

N =] 0yds (7.8.3)
T= [ o4ds (7.8.b)
M= [ youds (7.8.c)

Cours d’élasticité, Master I — Génie Civil ABDERRAHMANI.S



Chapitre 7 : flexion des poutres 52

[11II*

dN _

A \ * dx 0
1 N+dN . dT = —pdx
M o dM = Tdx
T+dT M+dM  Figure.7.3 : Equilibre d’une « tranche » de poutre.

7.1.1.3 Loi de comportement :

On particularise maintenant la théorie au cas d’un comportement ¢élastique isotrope, en utilisant

les relations donnant &,, et &, en fonction des contraintes, du module de young E (module

d’¢lasticité longitudinale) et du coefficient de poisson v, G=p module de cissaillement (module

d’¢élasticité transversale).
SOit Egyy = Opy — V(04 + 0yy) € 2uEy, = 0y, (7.9

Il en vient en moyenne :

e Pour la déformation selon ’axe x :

Jo &xxds = [ ugxds, u, =U(s)+ 6y (7.10)
J, exds=[ Uyds+ [ (8y),ds=U,S (7.11)
Si bien Que :

N = [ 0yds, Ou =Eey+ v(o, +0y,) (7.12)
N = [ Eends+ [ v(o,, +ay,)ds (7.13)
N =EU,S+v [ (0, +0yy)ds (6.14)
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e Deméme:
J, yewds = [ yUyds+ [ y(6y).ds (7.15)
0. J, y2ds = 0,1 (7.16)

Avec I = [ y*ds, moment quadratique par rapport a z

M= [ youds=[ yEe,ds+ [ yv(o,+oa,)ds (7.17)

M=E.0,1+v[ y(o,;+a,)ds (7.18)

El : rigidité a la flexion.

e Enfin:
2[ &gds = [ (uyy, +uy,)ds=[ Ugyds+ [ U,,ds (7.19)
2[ egds=[ Uyds+ [ (0y),ds+ [ V.ds (7.20)
2[ &xyds=(0+V,).S (7.21)
T=/[ é&yds=2uf &,ds=uS®O+V,) (7.22)
_E
H= 2(1+v)

uS : rigidité au cisaillement.
> Si les contraintes a,,et o,,sont négligées devant a,,, ces relations deviennent :

N=ESU, T=pS@O+V, M=EIf,
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7.1.1.4 Déformée :

flexion cisaillement

Figure.7.4 : Forme de la déformée de la ligne moyenne

e Le déplacement horizontal s’obtient en intégrant la relation :

- N
Ux="/gs
e La rotation relative entre les sections s’obtient en intégrant la relation :
- M
0 ="/E|

e La fleche est le résultat de la somme de deux termes, 1’un provenant de la rotation elle-

méme, et I’autre de ’effort tranchant T :
T = uS6 +uSv, =>V, = —0+ T/us

7.1.1.5 Expression des contraintes :

La Connaissance de U, V et 0 permet de remonter aux champs de déformation et de contrainte
locaux. En continuant a négliger a,, et a,,0ntrouve : o,,(= E€,, = Eu,,)comme une

somme de deux termes, due a I’élongation et a la flexion :

Oxx = E&y = Euy,, = EU, + EOQy (7.23)
N M M

Oyxx =EE—S+EE_’)/ =2 Oy = +7y (724)

2, eyyds = (0+V,)S =>2¢6,5=(60+V,)S (7.25)
_ T _ T _ _ T

2, &y =(0+(-0)+ /“S) = S=>0, =1 (7.26)

Oxy = n® + V) (7.27)
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7.1.2 Poutre de Bernoulli :

La théorie de Bernoulli est une application de la théorie de I'¢lasticité isotrope. Pour mener les

calculs de résistance des matériaux, on considére les hypothéses suivantes :
e au cours de la déformation, les sections droites restent perpendiculaires a la courbe
moyenne ;
o les sections droites restent planes selon Navier-Bernoulli.
L'hypothese de Bernoulli permet de négliger le cisaillement dans le cas de la flexion : le risque
de rupture est alors di a I'extension des fibres situées a I'extérieur de la flexion, et la fleche est

due au moment fléchissant.
7.1.2.1 Loi de comportement :

Les champs des déformations et des contraintes dans un milieu sont liés par des lois appelées

loi de comportement.

v Le comportement axial est décrit par les équations :
e Cinématique (déformation)

__ Ou
Sx—a

e Loi de comportement (Hooke)
N

o=EFEe = ;@N:ESSX

Ou :

N : L’effort normal.

S : La section.

E : Module de Young.
v Le comportement flexionnel (ou transversal) est décrit par les équations :
e Cinématique (déformation)

La déformation dans la fibre a situé une distance z de l'axe neutre est :
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g, = —yL¥ (7.28)

dx?

e Loi de comportement (Hooke)

g, = _Eyﬁ =F y kx (729)
Ou:
La courbure k, = — dZW/dzx ax:%.y (7.30)

Le moment de flexion appliquée nécessaire pour causer la courburek,., est donnée par :
M, = [o,ydy= [Ey?*k,dy=Elk,, Ou I=[y%dy
EI: La Rigidité flexionnel (produit du module élastique, E, et du moment de l'inertie, I.

7.1.2.2 Déformée :

Dans le cas d’une poutre on s’intéresse exclusivement a la forme finale de la fibre neutre,
I’équation de V(x)de cette courbe est appelée « déformée ».
D’aprés I’hypotheése de Bernoulli, les normales restent perpendiculaires a I’axe déformé, donc

I’angle interceptant I’élément ds vautdonc @ etl’ona ds = rdf.

La courbure est ainsi égale a la variation de ’ange :

dao
ds

1
r

Figure.7.5 : Déplacement en flexion : (a) déformé d’ensemble, (b) déformé de I’élément AB
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On introduit maintenant la linéarisation géométrique. Les angles doivent rester petits, d’ou
tg%0 < 1tgh = Ocosh = 1

Un élément dxde I’axe devient dsdans la configuration deformé (figure 7.5) ; mais, sur I’axe,

on a € = 0(plan neutre), et les longueurs dx et dssont égales. La projection de ds sur x donne

ds cosO = ds = dx

D’ou il résulte, puisque : u + ds cosf = dx +u + dv

du=20

L’approximation des tg28, tg®, cos @permet ensuite de dire que : 1’angle de rotation tant des

sections droites que I’axe est égale a la pente de déformée

__av
dx

0 (7.31)

On déduit 1’écriture suivante de la courbure :

10 _ 4y (7.32)

r  ds dx?

Et s’exprime donc par la dérivee seconde de la fléche.

Avec 1/ r= M / g on obtient d’abord la relation

a8 _ M

dx EI

Qui lie la dérivée de 1’angle au moment, ou encore :

__ Mdx
EI

do (7.33)

Ensuite, on aura :

d’v M
@ = E (7.34)
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Qui est I’équation différentielle de la déformée flexionnelle.

» Equation différentielle des poutres fléchies :
Les équations d’équilibre donnent :

dav dM d*m
q |74
dx dx dx?

V(X) équation de la déformée

av :

— = @ Pente ou rotation

dx

1 dv M av

LMy g 739)
T dx EI dx
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Chapitre 8

Etude des plaques minces

8.1 Genéralité sur les plaques :

Il existe différentes configurations de plaques. Dans la littérature, les plaques sont tres souvent
classées selon leur géométrie (plaque rectangulaire, circulaire), selon les sollicitations subies
(charges ponctuelles, réparties), mais également selon leur comportement type (membrane,
flexion) et la prise en compte ou non du cisaillement transverse. Pour ce dernier aspect, on
distingue les plaques sans cisaillement (souvent minces et homogeénes dans leur épaisseur), dites
plaques de Love-Kirchhoff, et les plaques prenant en compte le cisaillement (souvent épaisses

et/ou hétérogenes dans leur épaisseur), dites plaques de Hencky- Mindlin.
8.2 Définition d’une plaque :

On appelle plaque tout corps plan ou prismatique de hauteur "h" (épaisseur) plus petite en

comparaison avec les deux autres dimensions longueur "L" et largeur " b" (Fig. 8.1).

En fonction de la configuration du plan, les plaques se distinguent en rectangulaire, circulaire,
annulaire, triangulaire etc. Si le matériau constituant la plaque ayant les mémes propriétés
mécaniques dans toutes les directions, alors la plaque est dite isotrope, par contre si les
caractéristiques mécaniques des matériaux constituant la plaque sont différentes selon les

directions, la plaque est dite anisotrope (Fig. 8.2).
Dans une plaque on trouve :

Le plan moyen "plan médian, ou feuillet neutre” : plan situé a équidistance entre les faces

d'équation z = 0 (équivalent de la ligne moyenne des poutres).

La fibre normale : ensemble des points situés sur une normale au plan médian ou a un endroit

(X, y) donné, elle a pour direction z.
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Figure 8.1 : Description géométrique d’une plaque

Figure 8.2 : Plaque anisotrope (orthotrope)

8.3 Plaque circulaire :

Les plaques circulaires sont courantes dans de nombreuses structures telles que les couvertures
de buses, les fermetures d'extrémité dans les récipients sous pression, membranes de pompes,
les disques de turbine, et les cloisons dans les sous-marins et avions, etc. Lors de I'analyse des
plaques circulaires, il est commode d'exprimer les équations différentielles régissant, en
coordonnées polaires. Cela peut étre facilement accompli par une transformation de

coordonnées.

8.4 Classification des plaques :

- La théorie de Henky-Mindlin relative aux plaques épaisses s’applique quand les rapports

dimensions-épaisseur sont compris entre 4 et 20 (4<L/h <20).
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- La théorie de Kirchhoff relative aux plaques minces, est applicable lorsque le rapport de la

plus petite de leurs dimensions sur 1’épaisseur est supérieur ou égal a 20 (L/h > 20).

L : est une longueur caractéristique dans le plan (x-y).
h : est I’épaisseur de la plaque

L/h : est le facteur d’¢lancement de la plaque
8.5 Theorie des plaques minces :

La théorie des plaques minces énoncée par Love en 1888 sur les hypotheses de Kirchhoff

s’inspire de celle des poutres minces de Euler-Bernoulli.
8.5.1 Hypotheses :

Les hypothéses cinématiques adoptées pour les plaques minces par Kirchhoff généralisent
celles a deux dimensions adoptées pour les poutres sans déformation sous I'effort tranchant.
(Fig.8.3)

 La plaque est d’épaisseur petite devant les autres dimensions. Elle posséde un plan moyen

appelé plan neutre.

* Les sections droites, initialement normales au plan neutre, restent planes et normales a celui-
ci. La déformation en cisaillement transverse est donc négligée.
* Les termes non linéaires du déplacement sont négligés, en particulier, I’inertie de rotation est

négligée. Seul le déplacement transversal w est considéré.

« La contrainte g, dans la direction transversale est nulle. Elle doit en effet s’annuler sur les
faces extérieures, du fait que la plaque est mince, il est naturel d’admettre qu’elle est nulle

quelque soit z.

Cours d’élasticité, Master I — Génie Civil ABDERRAHMANI.S



Chapitre 8 : Etude des plaques minces 62

N

Figure 8.3 : Cinématique de love- Kirchhoff

8.5.2 Champs de déplacement :

Les composantes des champs de déplacements pour cette théorie des plaques minces

s’expriment comme suit :

— ) — 4,0 —
U, (X1, %0, %3 = 2z) = ug(xy,x,) — z.w,(xq, X3) a=1,2 (8.1)
uz (1, %2, %3 = 2) = w(xy, x)
Avec :
u, . Le déplacement de membrane dans la direction
w : La fleche de la plaque
w,, . La rotation due a la flexion (sans cisaillement)
D’autre part, les rotations sont données par :
ow
.BX = T ox
ﬂ _ ow (82)
y - dy

Dans ce cas, le champ de déplacement est défini uniquement par une variable, c’est le

déplacement transverse.
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((u= —zg—:
. a2 (8.3)
kw =W(x,y)

8.5.3 Champs de deformation :

D’aprés la définition du tenseur des déformations, les équations des déformations sont données

comme suit :
( ou 0y 9w
X ax " ox dx2
w00 _ _ 0w
Yy oy "y dy?
,=22=0
) ) v\ _ z(00y 26\ _ 92w (8.4)
gxy_yxy ( +6_)_ ( )__ " 9xdy
w
ngz Yxz = 3 ( +_)= ( - Y)_O
(26, =1y, =5 (54 50) =5 (0. +00 =0

D’autre part, les relations déformations-contraintes sont résumées comme sulit :

1
Ex = z (0x — UO'y)

gy = %(ay — V0y) (8.5)

1
Vey = ETxy

L’équation précédente peut s’écrire sous forme matricielle suivante :

Oy 1 v 0 £y
Ty 0 0 1a-v)|\r
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