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Résumé

Notre thése se compose de trois chapitres, elle s'est concentrée sur [étude
dlexistence et d'unicité de point fixe pour des applications ayant certaines
restrictions.

Dans le premier chapitre, on explore les propriétés de point fixe. Ce chapitre met
en ceuvre la classification des équations intégrales et le principe de (application
contractante de Banach.

Le deuxiéme chapitre contient quelques résultats d'existence de point fixe dans
un espace métrique partiellement ordonné,

L'essentiel de notre étude se situe dans le dernier chapitre. On utilise quelques
résultats récents de point fixe dans un espace métrique partiellement ordonné et
dans un espace de Fichet pour établir et prouver lexistence et ['unicité de

solution pour certains types d'équations intégrales non linéaires.




Keywords: Ordered metric space, fixed point, contractives mappings, L-space,
integrals equations, space of Banach ...

ABSTRCT

Our thesis consists of three chapters, it focused on the existence and uniqueness
study of fixed point for mappings with certain restrictions.

In the first chapter, we explore the properties of fixed point. This chapter
implements the classification of integral equations and the principle of the
Banach contraction mappings.

The second chapter contains some results of existence of fixed-point in a partially
ordered metric space.

The essence of our study lies in the last chapter. Some recent fixed-point results
are used in a partially ordered metric space to establish and prove the existence

and uniqueness of solution for certain types of nonlinear integral equations.
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Introduction Générale

Dans notre theme, soit le mémoire, on a travaillé en parallele de trois chapitres qui aboutissant
a un seul objectif (I’existence et I'unicité de point fixe), ce dernier beaucoup utilisé afin de
résoudre les probléemes d’exitence pour certaines équations et des systhemes mathématiques de
plusieurs formes. Mais la signification de notre étude est de donner quelques notions claires et
approfondies pour les théorémes de point fixe. Ainsi pour donner plus de précision, on va poser
les principaux et fondamentaux théorémes du point fixe qui montre a I'aide des exemples simples

leurs utilité. Cependant, on peux s’oposer des questions dont la premiere :
Qu’est ce qu’un point fixe ?

Un point fixe est un point qui reste immobile par une application ou une transformation, en
d’autre terme, Soit X un ensemble et 7" : X — X une application. Une solution de I'’équation
Tx = x est appelée un point fixe de T, on le rencontre partout et sur tout les chemains : que
vous étudiez les cours de la bourse, les équations de la physique mathématiques ou vérifiez un

compteur électrique vous rencontrer des points fixes. Les anciens disaient
Qu’en ne peut pas passer, sans sauter, d’une berge d’une riviére a Uautre sans se mouiller les pieds

Il s’agit la peut étre de la premiere preuve d’'un théoreme de topologie. En dimension un, Consi-

dérons la boule unité dans ’ensemble # des nombre réels
Bl={zeR: |z|<1}={reR: -1<2r <1} =[-1,1]

et décident de la restructurer d’'une maniere sociale et humaine. En d’autre terme, nous voulons
assigner a chaque élément x € B! une position T () de sorte que :
-Il n’est pas mis dehors, c’est a dire T’ (x) € B! (social)
- Deux positions "voisines" avant la restructuration restent "voisine" apres (humain).
Le modeéle mathématique de cette restructuraion est donc une application continue 7' de B* en
elle-méme. Ce dernier fait se traduit par la condition —1 < 7' (z) < 1 quel que soit x € B!, qui
entraine les inégalités

—1-T(-1)<0,1-T(1)>0

Un résultat fondamental sur les fonctions continues affirme que si une fonction continue sur un
intervalle prend des valeurs de signes posés aux extrémités de cet intervalle, alors elle s’annule
nécessairement dans cet intervalle. La premiere démonstration satisfaisante de ce théoréme est
due a Bolzano (1781-1848), dans un article de 1817.




La fonction continue f définie par f (z) = = — T (x), négative en -1 et positive en 1, doit s’annuler
en au moin un point z* = f (z*) est appelé un point fixe de 7. Géométriquement, un point fixe
est une intersection du graphe {(z, T (z)) € ®2 : x € B'} avec celui de I'indenté {(z,z) : x € B'}.
Enfin, notons que notre terminologie : "Le théoreme du point fixe " est totalement abusive !
Il existe plusieurs centaines de théorémes du point fixe, et des livres entiers ne font qu’en citer
et en citer des applications. lun des plus beaux, des plus surprenants, et le résultat suivant, dit
théoreme du point fixe de Brouwer :

Toute fonction continue d’un convexe compact de R" dans lui-méme admet un point fixe.

Par exemple, si vous tournez votre café, a la fin il y a au moins une particule qui sera toujours a
la méme place !. Par conséquent, notre theme s’intérsse a ’étude de quelques théoremes de point
fixe.

De toute évidence le premier chapitre, comme dans toutes les mémoires, contient les éléments
indispensables dont on aura besoin dans les chapitre qui se suit.

Concernant le dexieme chapitre, nous donnons des définitions de base de I'espace ordonné et
quelques théorémes relatif a 'existence de point fixe pour un auto-application dans un espace
métrique partiellement ordoné sous des condition contractives non linéaires généralisées.

Pour le dernier chapitre, nous avons procédé a des conditions contractives non linéaires, et en dé-
montre quelques théorémes d’existences et d’'unicité de point fixe, pour une auto-application dans
un espace partiellement ordonné et dans un espace de Fréchet sous certaines conditions bien
précises. Quelques application aux équations intégrales sont également donnés dans ce chapitre

pour confirmer l'utilité de ces derniers résultats.




Chapitre 1

Notions, définitions et préliminaires

1.1 introdiction

Appliquer les mathématiques signifie, dans plusieurs cas, résoudre des équations. Si le cas est
ainsi, alors la plus importante chose a connaitre est de savoir si une équations particuliere admet
une solution ot non. La présence de solution est traditionnellement garantie par ce que l'on
appelle les théoremes d’existence. Ci-dessous on va expliquer comment un théoreme pouvant
assurer une solution d’une équation intégrale donnée peut étre formulée en terme de principe de
point fixe. Le but de ce chapitre est d’introduire le principes de théoreme de point fixe de Banach
sur les équations intégrales et quelques informations principale qui dont on aura besoin pour les

autres chapitres.

Définition 1.1 Un espace métrique est une paire (X, d) oiu X est un ensemble quelconque et d :

X x X — [0,400] est une application satisfaisante les conditions suivantes :

D) d(z,y) = d(y, ©),

i) d(z, z) < d(x,y) + d(y, 2),

iii) d(z,y) = 0 si et seulement si z = y.

La fonction d est appelée une métrique. La propriété (i:) est appelée I'inégalité triangulaire. Le
plus familier des exemples est sans doute ’ensemble des nombres réels R muni de sa métrique

usuelle :
d(z,y) = |z —yl .

Uue autre métrique sur R est donnée par :

d(x,y) = |arctan x — arctan y|
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Définition 1.2 La boule ouverte de centre x et de rayan ¢ dans (X, d) est U'ensemble défini par
B(x,e) ={y € X/d(x,y) <}
Un sous ensemble U C X est dit ouvert ssi pour tout x € U, il existe ¢ > 0, tel que B(z,e) C U

Notons ici que 'ensemble () et 'espace X tout entier sont ouverts. Un sous ensemble d’un espace
métrique est dit fermé si son complémentaire est ouvert. Un exemple d’'un ensemble fermé est la

boule fermé de centre z et de rayon € donnée par :
B'(x,e) ={y € X/d(x,y) < e}
Un sous ensemble U C X est dit voisinage du point z s’il existe € > 0, tel que B(z,¢) C X

Définition 1.3 Une suite de points x1,xs, ... dans X, est dite convergente vers x € X ,et on écrit

souvent lim d(z,,z) =0 ou x, — x,si

n—oo

Ve > 0,3N € N tel que pour tout n > N on ait d(z,,z) < €

Le point z est appelé la limite de la suite {x,, }.Ainsi, on peut dire qu'un sous ensemble est fermé si

toute suite convergente de cet ensemble admet une limite appartenant a cet ensemble.

Définition 1.4 Une suite {z,,} dans un espace métrique (X, d) est dit de Cauchy si
Ve > 0,3N € N tel que pour tout p,q > N on ait d(x,, x,) < ¢

ie, lim d(z,,z,) =0.(imz, =limz,)
P,q—00

Définition 1.5 Un espace métrique (X,d) est dit complet si toute suite de Cauchy de cet espace

converge vers limite dans ce méme espace.

R muni de sa métrique usuelle est complet.

Définition 1.6 Soient (X, d) et (X, p) deux espaces métriques, et f : (X,d) — (X, p). une fonction

f est dite séquentiellement continue si

lim d(z,,z) = 0= lim p(f(z,), f(z)) =0

n—oo n—oo

Définition 1.7 Un espace métrique (X, d) est dit compact ssi l'une des propriétés suivantes est satis-
faite

(i) De toute suite de points de X on peut extraire une sous suite convergente vers un point dans
X

(i) Tout sous ensemble infini de X admet un point d’accumulation dans X

1.1. introdiction |
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Définition 1.8 Un sous ensemble U d’un espace vectoriel X (sur R) est dit convexe si
Ve,ye U, et VA€ [0,1]]ona x4+ (1 - Ny e U

Définition 1.9 Soit X un espace vectoriel. Une fonction ||.|| : X — [0,00) est dite une norme si et

seulement si,pour tout x,y € X et o € R, on ait

@lez]] = |al =[],

@z +yll < =l + [y

(iii) ||z|| = 0 si et seulement si z = 0

Le couple (X, ||.||) est alors appelé un espace vectoriel normé.(ii) est encore appelée I'inégalité
triangulaire. Un espace vectoriel normé définie un espace métrique. En effet, d(z,y) = ||z — y||

verifie les conditions d’'une métrique.

Définition 1.10 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet pour la distance asso-

ciée.

Définition 1.11 Soit C([a, b], R), Uespace vectoriel des fonctions continues sur [a, b] a valeurs réelles,

pour tout f € C([a,b], R), on pose || f||, = fabf(x)dx et | f|l., = sup |f(x)|. Les applications ||.||, et

z€[a,b]

.1, sont des normes sur C([a, b], R) et les espaces (C([a,b], R), ||.]|;) ou (C([a,b], R),||.||.,) sont des

espaces de Banach.

1.2 Notions sur les opérateurs

1.2.1 Les opérateurs linéaires bornés

Définition 1.12 Soient X et Y deux espace normés, un opérateur A définit sur X dans Y est dite

linéaire s’il vérifie les conditions suivantes : pour tout u,v de X et «, 5 de R

i) AueY
i) A(au + fv) = aAu+ fAv

Définition 1.13 Un opérateur linéaire A défini sur X dans Y est dite borné s’il existe une constante
positive C, telle que :
[Aully < Clully,Vue X

Proposition 1.1 Le plus petit nombre C vérifiant cette inégalité s’applle norme de Uopérateur A et

se note ||Al|,on a

Aul|
JAl = sup || Au]| = sup 124
lufl <1 w0 ||l

1.2. Notions sur les opérateurs
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Preuve. Pour la preuve voir [29] =

Proposition 1.2 Soient X et Y deux espaces normés et T : X — Y un opérateur linéaire, les

propriétés suivantes sont équivalentes

i)Lopérateur T est continu sur X,
ii)Copérateur 7" est continu au point Oy.

iii)Copérateur 7" est borné.

Proposition 1.3 Soit A un opérateur linéaire borné d’'un espace de Banach X dans lui-méme avec
|A|| < 1, et soit I Uopérateur identique dans X .Alors, Uopérateur I — A admet un opérateur inverse

borné, donné par la série de Neumann :

1

(I —A)” ZA”deplus (1 —=A)7" < Tl

n=0
Théoreme 1.1 Soit A un opérateur linéaire borné d'un espace de Banach X dans lui-méme avec

|A|| < 1, et soit I Uopérateur identique dans X .Alors, Uopérateur I — A admet un opérateur inverse

borné, donné par la série de Neumann :

1

(I—A)" ZA”deplus (1 — A) 1||< Tl

n=0

n=oo n=oo
Preuve. De la relation ||A]| < 1, on a la convergence absolue > [|A"|| < > ||A" = dans

n=0 n=0

I'espace de Banach L(X) (I'espace de tous les opérateurs linéaire continus sur £ dans lui méme),

-1= IIAII

par consequent la série de Neumann converge en norme et définit un opérateur linéaire borné
S = Z A" avec la relation ||S]| < (1—|Al|)~! de plus S est I'inverse de (I — A). En effet, utilisons

(AY = I et AKX = AAX-1), on peut voir que :

k=n
S(I—A) = lim ZA’“ I —A) = lim (I — A™™) = I, aussi
k=n
(I-A)S = (I-A)lim Y A= lim (- A"") =1

n—oo — n—oo
puisque || A" < [|A[|"™" — 0, lorsque n — co. m

Définition 1.14 Soit X un espace de Banach , Lopérateur T : X — X est dit totalement borné si

T'(S) est un ensemble totalement borné dans X pour tout S un sous-ensemble de X

1.2. Notions sur les opérateurs |J
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1.2.2 Lopérateur intégral linéaires

Définition 1.15 Un opérateur intégral linéaire A est un opérateur qui admet une formulation de la

forme suivante
b
(Aol = [ Koot 1.1)
La fonction K étant appelée noyau de Uopérateur A.

Remarque 1.1 Si K est une fonction continue de [a,b] x [a,b], Uopérateur A est appelé opérateur

intégral a noyau continu K.

1.2.3 Opérateurs contractifs

Définition 1.16 Soient H est un espace de Hilbert et T' un opérateur borné, Uopérateur T est dit

opérateur Lipschitzien s’il existe un nombre réel k > 0, tel que pour tout ¢, p, € H, on a

HT901 - T902” <k “901 - <P2”

T est un opérateur contractant si, dans Uex inégalité on a k < 1, elle nonexpansif si k = 1. Enfin, T

est dit contractif si, pour tout x,y € X et x # y, on a

1T01 — Tyl < [lo1 — 2l

Notons que (contraction=-contractive=-nonexpansive=-Lipschitziénne), et que tout ces opérateurs

sont continus (a démontrer).

1.3 Généralités sur les équations intégrales

Définition 1.17 Léquation définie par : Tp = [ est dite une équation de premiere espéce. Si l'équa-
tion est définie par : ¢ — T'p = [ cette équation est dite une équation de deuxieme espéce, ou f est

une fonction donnée et ¢ la fonction inconnue.

Définition 1.18 On appelle équation intégrale une équation fonctionnelle ou la fonction inconnue
o figure sous le singe d’intégrations [. En générale l'équation par rapport a Uinconnue  s’écit sous
la forme
o(z) + f(z) = /\/K(x,t,go(t))dt;x cE 1.2)
E

1.3. Généralités sur les équations intégrales [J
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ol E est un espace mesuré, f(x) une fonction mesurable donné qui peut etre réel ou complexe, et K
une fonction mesurable sur E* appelée noyau de Uéquation intégrale. Avec toutes ces données, notre
probléme est de chercher la fonction ¢ qui satisfait 'équation (1.2) :

i) Sion prend K(z,t,p(t)) = K(x,t)¢(t), 'équation (1.2) devient linéaire, est sinon devient équa-
tion intégrale non linéaire

ii) Le type le plus général d’une équation intégrale est h(z)p(x) = f(z) + A [ K(z,t,¢(t))dt. La
E
fonction h détermine le type de 'équation.

iii) Notons que I’équation peut étre sous forme d’opérateur 7o = Ay + f ou 'opérateur T' s’écrit
comme suit
Tola) = [ Klatolt)dr
E

Lemme 1.1 [26] Soit K une fonction de Uéspace L*(]a,b[x]a,b]), alors Uopérateur T défini par

b
To(x) = [ K(z,t)p(t)dt, x €]a,b| est bien défini, en tant qu'opérateur de L*(]a, b[) dans lui-méme.

Lemme 1.2 Soit K € L?*(]a,b[x]a,b]). Lopérateur intégral T de noyau K est compact de L*(]a, b[)

dans lui-méme.

1.4 Classification des équations intégrales

Définition 1.19 (Equation intégrale de Fredholm) On applle équation intégrale linéaire de Fred-

holm une équation, a une inconnue ¢(x) de la forme

h(x)p(x) = F(x) + A / Kz, )p(t)dt (1.3)

ot f(x), K(x,t) sont des fonctions connues et \ est un paramétere non nul, réel ou complexe. La

fonction h(z) détermine le type de I'équation intégrale.

i) Si h(z) = 0, '’équation (1.3) s’écrit

b
flz)+ /\/K(x,t)go(t)dt =0

et s’appelle équation intégrale de Fredholm de premiere espece.

ii) Si h(x) = k = constante # 0, '’équation (1.5) s’écrit

b
kp(z) = f(x) + )\/K(x,t)gp(t)dt

1.4. Classification des équations intégrales
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et s’appelle équation intégrale de Fredholm de seconde espece.

iii) Si h(x) # 0, donc la formule (1.3) est appellée équation intégrale de Fredholm de troisieme
espece.

1-Si f(x) = 0, 'équation (1.3) est dite homogene.

2-Si f(z) # 0, I'’équation (1.3) est dite non homogéne.

Définition 1.20 (Equation intégrale de Volterra) On appelle équation intégrale linéaire de Vol-

terra, une équation de la forme :
ha)ola) = (@) + X [ Klz, oty 1.4)

i) On appelle équation intégrale de Volterra de premiére espéce, si h(x) = 0, donc l'équation (1.4)

s’écrit : N
f(z)+ )\/K(x,t)w(t)dt =0

ii) On appelle équation intégrale de Volterra de seconde espéce, si h(x) = k = constante # 0, donc

léquation (1.4) s’écrit
bela) = £(o) +A [ Kl ottt

ii)) Si h(x) # 0, la formule (1.4) est appellée équation intégrale de Volterra de troisiéme espéce.

1)Si f(z) = 0, 'équation (1.4) est dite homogene.

2)Si f(x) # 0, 'équation (1.4) est dite non homogéne.

3)Iéquation intégrale de Volterra est un cas particulier de I’équation intégrale de Fredholm, il
suffit de prendre le noyau K

vérifie la condition K'(z,t) = 0, pour = < t.

Définition 1.21 (Equation intégrale de Wiener-Hoph) On appelle équation intégrale de Wiener-

Hoph une équation de la forme

h(z)p(z) = f(x) + A 7[((:1: — t)p(t)dt (1.5)
Définition 1.22 (Equation intégrale de Renwal) aLes équations intégrales de la forme

hz)p(z) = f(x) + /\/xK(a: —t)p(t)dt (1.6)

sont applées équations intégrales de Renwal.

1.4. Classification des équations intégrales
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Définition 1.23 (Equation intégrale d’Abel) On appelle équation intégrale linéaire d’Abel une

éqation de la forme

xT

) s
/(x_t)adt_f( ) (1.7)

a

oll «v est une constante, 0 < o < 1.

1.5 Equations intégrales non linéaires

Définition 1.24 (Equation intégrale de Fredholm) Léquation intégrale non linéaire de Fredholm

de premiére espéce prendre la forme

f(z)+ /\/K(x, t,o(t))dt =0 (1.8)

est appelée équation intégrale de Fredholm de second espéce, si s’écrit sous la forme

b

kp(z) = f(z) + /\/K(x,t,go(t))dt

a

ou k = constante # 0,

et troisieme espece, de la forme

k(2)o(x) = f(z) + /\/K(x,t,go(t))dt (1.10)

Définition 1.25 (equation intégrale de Volterra ) Léquation intégrale non linéaire de Volterra

prendre les méme formes de l'équation intégrale non linéaire de Fredholm mais sur Uintervalle [a, z|

Définition 1.26 (Equation intégrale de Hammerstein) On appelle équation intégrale de Ham-

merstein une équation de forme

B(2)o(x) + A / K (o ) F(t o(t))dt = f(z) (1.11)

Définition 1.27 (Equation intégrale de Hammerstein-Volterra) On appelle équation intégrale de

Hammerstein-Volterra une équation de la forme

k(x)p(z) + )\/K(:U,t)F(t, o(t)dt = f(x) (1.12)

1.5. Equations intégrales non linéaires
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1.6 Equations intégrales mixtes

Définition 1.28 (Equation intégrale de Fredholm-Volterra) On appelle équation intégrale de

Fredholm-Volterra une équation de la forme

t

b
h(z)p(x,t) + )\/K(x,y)go(y,t)dy + )\/F(t, s)p(x,s)ds = f(z,t),t € [0,T],T <oo  (1.13)

La fonction h détermine le type de I’équation intégrale.

Définition 1.29 (Equation intégrale de Volterra-Fredholm) On appelle équation intégrale de

Volterra-Fredholm une équation de la forme

¢ b
h(x)e(x,t) + )\//K(x,t)F(t, s)p(y, s)dyds = f(x,t),t € [0,T],T < o0 (1.14)

Définition 1.30 (Equation intégrale non linéaire de Volterra-Hammerstein)On appelle éqation

intégrale de Volterra-Hammerstein une équation de la forme

t

h(x)p(z,t) = f(x,t) + /K(x,y)l/}(y, oy, t))dy + /F(t,s)go(x, s)ds,t € [0,T],T < oo (1.15)

0

1.7 Contractions,conditions contractives et pionts fixes

1.7.1 Contractions généralisées.

De nombreux auteurs ont défini les applications de type contractive sur un espace métrique com-
plet X, qui sont des généralisations de la contraction de Banach, et qui ont la propriété que
chaque une telle application a un point fixe unique. Maintenant, nous introduisons la multitude

des définitions correspondantes au type contractive.

Définition 1.31 [7] Soit (X, d) un espace métrique complet.Une application T': X — X est dite une

contraction s’il existe une constante 0 < K < 1 tel que pour tout x,y € X

d(Tz,Ty) < Kd(z,y) (1.16)

1.6. Equations intégrales mixtes
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Définition 1.32 [41] Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une application. On dit
que T est une contraction de Rakotch s’il existe une fonction monotone et décroissante « : |0, +oo[ —

0, 1] tel que, pour tout z,y € X,z # v,
d(Tz,Ty) < a(d(z,y)) (1.17)

Définition 1.33 [25] Soient (X, d) un espace métrique complet et T' : X — X une application. On

dit que T est une contraction de Kannan s’il existe un nombre a,0 < a < 3, tel que, pour tout
Ty € X,z #y,

d(Tx,Ty) < ald (v, Tx) + d(y, Ty)] (1.18)

Définition 1.34 [8] Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une application. On dit

que T est une contraction de Bianchini s’il existe un nombre h,0 < h < 1, tel que, pour tout z,y € X
d(Tx,Ty) < hmax{d (x,Tz),d(y,Ty)} (1.19)

Définition 1.35 [44] Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une application. On
dit que T est une contraction de Reich s’il existe des nombres positifs a, b, ¢, satisfont a + b+ ¢ < 1,

tel que, pour tout x,y € X,
d(Tx,Ty) < ad(z,Tx) + bd(y, Ty) + cd(x,y) (1.20)

Définition 1.36 [48] Soient (X, d) un espace métrique complet et T' : X — X une application. On
dit que T est une contraction de Sehgal si pour tout z,y € X, x # y,

d(Tz,Ty) < max{d (z,Tz),d(y,Ty),d(z,y)} (1.21)

Définition 1.37 [52] Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une application. On

dit que T est une contraction de Zamfirescu si pour tout x,y € X,z # y,

d(z,Tz) + d(y,Ty) d(z,Ty)+ d(y, Tx)

d(Txz,Ty) < max{d (z,Ty), 5 , 5 }

(1.22)

Définition 1.38 [13]| Une auto-application T' : X — X d’un espace métrique X est dite quasicon-

traction s’il existe un nombre k,0 < k < 1, tel que pour tout x,y € X

d(x, Ty) +d(y, Tx)
9

d(Tz,Ty) < kmax{d (z,y) ,d(z,Tz),d(y, Ty), } (1.23)

ou
d(Tz,Ty) < kmax{d (v,y),d(z,Tz),d(y, Ty),d(z,Ty),d(y, Tx)} (1.24)

1.7. Contractions,conditions contractives et pionts fixes
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Définition 1.39 [10|Soient ¢ : R, — R, une fonction telle que ¢ (t) < t pourt > 0etT : X — X

une application. On dit que T est ¢-contractive (ou que T est une contraction non linéaire) si
d(Tz,Ty) < ¢(d(z,y)) pour tout z,y € X (1.25)

Si on pose ¢ (t) = kt, pour 0 < k < 1 dans la contraction de Boyd-Wong (1.25) on trouve la

contraction de Banach.

1.7.2 Théoréme de point fixe de Banach

le théoréme du point fixe de Banach (connu aussi sous le nom le théoréme de I'application
contractante) est un théoréme simple a prouver qui s’applique au espaces complet et possede de
nombreuse applications. Ces applications incluent les théoremes d’existences pour les équations
différentielles, équations intégrales et convergence de certaines méthodes numeriques comme
celle de Newton pour la résolution d’équations non linéaire. Nous avons préféré I'énnoncé du
théoreme de Banach formulé par Zeidler [53].

(Stefan Banach). Soit (X, d) un espace métrique complet, et f : X — X, une contraction. Alors
(a) f admet un unique point fixe dans X, i.e Jlz* € X, tel que f(z*) = =*.

(b) Pour tout xy € X, la suite de picard {xn}@ldéﬁnie par z, = f"xyconverge vers x*.

(c) (a priori) d(f"xo, x*) < k"(1 — k)" *d(fxg, z0),n > 1

(d) (a postériori) d(f"xg, z*) < k(1 — k)~ rd(f" 1 xg, fx0),n > 1.

(e) (vitesse de convergence) d(f"xg, z*) < d(f"xo, x*).

Lestimation a priori (c) nous inculque I'idée : qu’en partant d'une donnée initiale x, en laquelle
x1 = f(x), on peut déterminer le nombre maximum d’étapes d’itérations demandés pour aboutir
a un niveau de précision voulu. I'éstimation a postériori (d) permet l'utilisation des valeurs cal-
cuées x, et x,,, pour déterminer la précision de 'approximation de z,,;. La premiére extension
de ce théoreme remonte a Cacciopoli qui affirme que la suite de Picard d’'une application f dans

un espace métrique complet converge si, pour tout n > 1, il existe une constante ¢, telle que
d(f"z, ["y) < cod(z,y) (1.26)
o0
pour tout x,y € X, ol > ¢, < ©
n=1

Exemple 1.1 Considérons Uéquation intégrale linéaire de Volterra donnée par

u(e) = f(z) + / " e, y)uly)dy, (1.27)

1.7. Contractions,conditions contractives et pionts fixes
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avec [ et le noyau F sont des fonctions continues sur [0,a] et [0,a] x [0, a] respectivement.Par la
méthode d’approximation successives on peut montrer que '’équation (1.1) admet une solution

unique et ce pour une quelconque fonction F. D’autre part, si on considere I'application

T :C([0,a]) — C([0,a])

définie par

Tu(z) = f(z) + /Ox F(z,y)u(y)dy (1.28)

alors on s’apercoit que pour tout u,v € C(]0,a))

[T = Tv| < aK [lu =],

ou K = max |F(z,y)| et ol |lul|,, = max |u(t)| est la norme choisie sur C([0, a]).Il est clair
0<z,y<a 0<t<a

que si on choisit notre intervalle de sorte que aX' < 1 alors 'équation (1.1) admet une solution

unique (avec une convergence de la suite itérative de Picard) Notre probléme admet donc une

solution unique a condition de réduire la taille de I'intervalle [0, a| ou bien réduire la magnitude

du noyau F. Or ceci est, en réalité, nuisible puisque nous souhaitons que de tels arguments

peuvent etre appliqués pour étendre la solution. Par ailleurs, A. Bieleck [9] découvre une méthode

pour rémedier le probléme. Il introduit une nouvelle norme ||.||, sur C([0, a]) donnée par
Jull, = guax [exp(~t) u(®)[, A > 0

On vérifie, si u,v € C([0,a]) et K définie ci-dessus, que

(e - ol = | " P, y)(uly) — v(y)) exp(—y) exp(ry)dy

< Ox IF(z,y)] | (uly) — o(y)) exp(~Ay)| exp(Ag)dy

IN

K lu— ), / exp(Ay)dy
0

K
~ exp(A) flu — ol

IN

Ainsi K
[(Tu)x — (Tv)y| exp(—Az) < Y Ju =,

et par conséquent

1.7. Contractions,conditions contractives et pionts fixes
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K
T = Tol, < 5 llu— vl

Il est clair que si la constante A est suffisament grande 7" est une contraction sur 'espace de Banach
(C([0,al), ||-II,)- Capplication du théoreme de Banach offre une solution au probléme posé. Notons

ici que les deux normes ||.||, et ||.||., sont, en fait, équivalentes. En effet, on a

vt € [0, 1), Ja(t) e < |2(t)] < ol -

Donc

1zl < el -

D’autre part

2()] = |a(t)]| e™e™ < ||zl eVt € J.

e lall < lllly

Par conséquent les deux normes sont équivalentes. Il est naturel de se demander si on remplace
la suite {f"zo} par une quelconque suite {y,} avec la condition yo = x¢ et y,41 = fy,, alors
sous quelles conditions on obtient encore lim y, = z*. Une réponse affirmative a été donné par

n—oo

Ostowski [36] sous la forme suivante.

Théoreme 1.2 Si X est un espace métrique complet, et f : X — X est une application telle que f"

est contractante pour un certain entier positif n, alors f admet un point fixe unique.

Preuve. Le théoreme de Banach montre que f" admet un point fixe unique. Par ailleurs,

e = f(frz) = fu,

montre que fx est aussi un point fixe pour f” Par unicité du point fixe on aura obligatoirement

fr=z. m

Exemple 1.2 Soit X =R, et

1 si z est rationnel,
f(z) =

0 si x est irrationnel.

1.7. Contractions,conditions contractives et pionts fixes
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De toute évidence f n’est pas contractante, mais f2x = 1, est triviallement une application conrac-
tante. Cet exemple éloquent montre que 'on a méme pas besoin de la contiuité pour appliquer le
Théoréme de Banach.

Exemple 1.3 Soit T': C([0,2]) — C([0,2]) Uapplication définie par

T(f)(t) = / £(s)ds,

ou C([0,2]) est muni de la norme | f||, = max |f(t)]. On peut démontrer que la composée T"

d’ordre n de T s’écrit sous la forme

1

TN = gy [ = s

On en déduit que

I1T7(F) = T (@)l < o5 I = 9l

Ainsi on constante que 7™ est une contraction pour n assez grand et le principe de Banach s’ap-
plique méme si 7" n’est pas une contraction.

En manipulant ces fonctions Lipschitziennes on peut se demander si on peut affaiblir la notion de
contraction ne serait-ce un peut et obtenir encore un point fixe. La réponse est négative comme

le prouve I'exemple suivant pris de [27].

Exemple 1.4 Considérons Uespace de Banach C([0, 1]) muni de la norme || f|| ., = max |f(t)|- Consi-

dérons le sous espace

M ={feC((0,1])/f(1) = 1}.

M est un sous espace fermé et donc de Banach lui aussi. Définissons 7" : M — M par

T(f)(E) = tf(t).
Si f,g € C([0,1)), alors [T'f — T'g] € C([0, 1]). Il existe alors un t, € [0, 1] tel que [T'f — T'g|(to) est

maximal. On obtient alors,

ITf =Tyl max [T(f)(t) = T(g)(0)| = |T(f)(to) — T(g)(to)|

0<t<1

to|f(to) — g(to)| < [If — 9l -

IA
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Mais si f # gil vay exister unt € [0,1] tel que f(t) # g(t) et comme f(1) = g(1) = 1 cela entraine

que tg < 1. Par conséquent,

ITf=Tgllo <IIf =9l

toute les fois f,g € M que et f # g.

Supposons que 7'f = f pour f € M. Ceci implique que pour tout ¢ € [0, 1], f(t) = tf(¢). Ceci
implique que f(t) =0

pour tout ¢t € [0,1). D’autre part, f(1) = 1. Ceci est en contradiction avec le fait que f est une
fonction continue sur [0,1].7 ne possede donc pas de point fixe sur M. Ceci démontre que le

principe de Banach ne peut étre étendue a cette type de fonctions légerement plus large.

1.8 Existence et unicité de la solution de I’équation intégrale

non linéaire de Volterra

Définition 1.40 Soit T' un opérateur contractant d’'un espace de Hilbert H dans lui méme. Alors T

admet une solution unique dans H, cette solution est le point fixe de cet opérateur. i,e; dp! € H, tel

que T'p = .

Théoreme 1.3 Soit l’équation intégrale non linéaire de Volterra suivante :

o(x) :/IK(:U,t,gp(t))dt—i—f(:c),O§x§b< 00 (1.29)

Suppossons que les conditions suivantes sont vérifiées :

i)f : [a,b] — R est continue.

i) K : [0,0] x [0,b] — R, est une fonction continue satisfait la condition Lipschitziénne suivante :
|K(z,t,u) — K(z,t,v)| < L|u—v|, tel que z,t € [0,b] et u,v € C([0,b],R). Alors, 'équation (1.29)
admet une solution unique ¢ € C([0, 5], R).

Preuve. On choisit la suivante ||g|| = sup {|g(z)| e~%*}, On définit 'opérateur T' comme suit :
z€[0,+00[

To(x) = / " K (e tplt)d 4 f(2)

Afin de prouver que I'’équation (1.29) admet une solution, il faut montrer que 'opérateur 7" admet

1.8. Existence et unicité de la solution de I'équation intégrale non linéaire de Volterra
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un point fixe. D’abord, on montre que 7" est contractant

ITo—Te| = sup{e~™|To(x) — Th()|} = sup e h/ Kot (t) dt— / Kot (¢ dﬁ}
z[0,b] z[0,b]
< supfet L/ K (a1, (1)) — K (£, ()] dt}
2[0,]

< Lsup{e™® /o e e p(t) — ()] di}

2[0,b]

La:_l
< MW—whmﬁf”<e )}:ﬂmﬂ—fmww—wk

2[0,8] L 2[0,0]
Comme sup(1 — e~1%) < 1,alors T est contractant, d’aprés le principe de Banach 'opérateur T’

z[0,b]
admet un point fixe unique ¢ € C([0,b],R), qui est une solution unique de I'équation intégrale

(1.29). m

1.9 Existence et unicité de la solution continue de I’équation

de Hammerstein-Volterra

Dans cette section, nous donnons un résultat d’existence pour une solution cotinue de '’équation

intégrale non linéaire de Hammerstein-Volterra.

1.9.1 Théoréme d’existence

Notre résultat d’existence est donné par le théoréme suivant.

Théoreme 1.4 Considérons l’équation intégrale non linéaire de Hammerstein-Volterra suivante

To(x) = p(z) = /r K(x,t)f(t, o(t))dt + g(z) tel que z € [a, D] (1.30)

Supposons que g € C([a,b]), et le noyau K satisfait les condutions suivantes,
(1) K (z,t) > 0,Vz,t € [a,b], K (x0,t),Vz < x0;

(ii) La fonction = — [k (x,t)dt, est continue sur [a, b] ;

(iii) Vo € [a,b] ,t — K (z0,t) € L* ([a, b))

On suppose que la fonction f (.,.) est continue sur [a,b] x R et satisfaisant la condution suivante

ftx) <clx|+e,VreR (1.31)

ol ¢y, ¢ sont deux constantes positives. En outre, supposons que le noyau K vérifie la condition

1.9. Existence et unicité de la solution continue de I'équation de Hammerstein-Volterra
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suivante

sup / K (z,t) gci (1.32)

x€|a,b]
Alors, '’équation (1.30) admet au moins une solution ¢ € ¢ ([a, b]).
Nous allons prouver que 'opérateur 7" est complétement continu de ¢ ([a, b]) dans ¢ ([a, b]) . Pour
prouver que 7 (¢ ([a,b])) C ¢ ([a;b]), nous procédons comme suit.

Soit ¢ € ¢ ([a,b]) et z,zo € [a; b], on peut supposer que = < xy, puis, utilissons (i), on btient

T (2) = T ()] < g (x) — g (w0)]+ / (K, t) = K (20,0)) | (1,0 ()] di+ / "K (v0.) |f (10 (1)) dt
‘ " (1.33)
et

og/ﬂK@Jqu%J»ﬁg

(/mKXxjﬁﬁ—l/m}{@@tﬁﬁy%/mKXxmwdt (1.34)

de (i), (iii) et (1.34), on conclut que

x x

lim K (zo,t)dt = lim [ (K (z,t) — K (z9,t))dt =0 (1.35)

=0 [, z—z0 J,

puisque ¢ est bornée sur [a,b] et f (.,.) satisfaisant (1.31), alore il existe une constante M > 0
telle que

F(t,o(t) < MVt € [a,}] (1.36)

En combinant (1.33), (1.35) et (1.36), on conclut que Ty € C ([a, b]).

Note également que la continuité de 7" sur C ([a,b]) est une conséquence directe de (ii) et la
continuité de f(.,.) sur [a,b] x R. Ensuite, pour prouver la compacité de 7', il suffit de vérifier
que T satisfaisant la condition de théoréme d’Ascoli-Arzela.

Soit S = {p,,n € N} un ensemble borné de C ([a,b]) avec une constante ¢. Alors, Vn € N, on
btient

1Tl < gl + (c16 + ) sup / K (2.0)d

z€la,b]

D’ott 7' (S) est uniformément borné.
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Remplacans ¢ par ¢, dans (1.33), en utilisant (1.35) et (1.36), on montre que 7 (5) est équicon-
tinu. Ainsi, que le théoréme d’Arzela-Ascoli, on conclut que 7" : C'([a, b]) — C ([a, b]) est compléte-
ment continu. Ensuite. soit R > 0 un nombre réel positiv, on considere B est une boule convexe

et fermée de C' ([a, b]), notée par

Br={p € C(a,0]), ¢l < R}

En utilisant (1.30), on obtient I'inegalité suivante

ITell, < llgll, + (@R +c2) sup / K(z,1)d

z€[a,b)

Par conséquent, si sup [ K(z,t)dt < -+, d’ott T(Bg) C B, tel que

z€[a,b]

9]l + c2 Sl[lp f K(z,t)dt
z€la,b
R > =R
T 1l—c¢ sup [ K(x,t)dt 0

z€[a,b]

En utilisant le théoréme du point fixe de Schader, on conclut que I'équation (1.29) admet une

solution continue sur [a, b|.

1.9.2 LDunicité de la solution

Lunicité de la solution de (1.29) est donnée par la proposition suivante :

Proposition 1.4 Supposons que la fonction f(.,.) proposée par le théoréme précédent satisfaisaint

la condition suivante,

|f<t,$>—f(t7y)| §L|m—y|r,‘v’x,yeR

pour des constantes L > 0 et 0 < r < 1. Alors, dans les conditions du théoreme précédent,
I'’équation (1.29) admet une solution unique et continue sur [a, b] :

Soit M, une constante positive donnée par

M, = sup {max K(z,t)}

z€a,b] t€(a,b]
Par contradiction, supposons que '’équation (1.29) admet deux solutions différentes ¢, ¢ € C(]a, b)),

alors il existe 0 < ¢ < 1 telle que ||¢ — ¢||, > ¢, il est clair que Vz € [a, b], on obtient

Tola) = o) = [ "R ()1t o(0))dt + g(o)
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T(p) =T ()| < L/ K(z,t) lo(t) = o (0)]" dt < L([l¢ — ¥l )" Mk (x — a)
En utilisany I'inégalité précédente, on obtient

r+1

726(0) = T20(0)] < £ [ K [Tolt) = To(o e < (20t (o — ]y =

De méme, on obtient

(z — a)r2+r+1

G+ D0+ )

TP (x) = T*(x)| < L /x K (x,1) |[T*p(t) = T (0)|" dt < (LMi)" " (llp = 9.0)"

Plus généralement, pour tout n entier positif, on obtient

(x . a)r"—1+...+r+1

(r+10)(r24+r+1)...(rm T4+ +r+1)

T () = T()] < (LM)™ ([l = ll0)

Par conséquent

(LMg(b—a))™" ' Htrtl
(r+02+r+1)..(rm 1+ +r+1)

(e = ¥ll)" (LM
(r+1)(r2+r+1).

1T = Tl < (e = ¥llo0)™ =l =¥l

Puisque 0 < r < 1 et que |p — |, > € pour certain 0 < ¢ < 1, alors I'inégalité précédente

implique
1
max(1.(LMg(b—a))T)
T — T™||.. < |l —
T Voo < Ml = ¥lloo (r+10)r2+r+1)...(rm 14+ 4+r+1)
Comme lim ]:[ (r'='+ .. +7+1) = oo, alors, il existe Ny € N, tel que
=2

max(1.(LMg(b— a))7)
e(r+D)(r2+r+1)..(rmt+ . +r+1)
alors, on conclut que

< ].,VTL>NO

1T = T[] o < llp = ¥l » ¥ > No (1.37)

D’autre part, puisque ¢, ¢ sont deux solutions de (1.29) et des points fixes de 7" alors, ils sont des

points fixes de 7™, Vn > Ny. Par conséquent, , ¢ satisfont I’éalité suivante

[T = T Pl o = llo = Pl oo

Ce qui contredit (1.37) admet une solution unique.

1.9. Existence et unicité de la solution continue de I'équation de Hammerstein-Volterra



Chapitre 2

Théoremes de point fixe dans un espace

métrique partiellement ordonné

2.1 Introduction

Récemment dans [10, 13] le principe de contraction de Banach a été discuté dans un espace mé-
trique muni par un ordre partiel. La condition de contraction habituelle est affaiblie mais aux
dépens du fait que 'opérateur est monotone. Lidée principale de [10, 13] implique de combiner les
idées dans le principe de contraction avec celles de la technique itérative monotone.

Cette approche a été initiée dans [13] et les résultats dans [10] sont de 1égéres extensions de celles
de [13]. Ce chapitre représente de nouveaux résultats pour des contractions généralisées dans un
espace metrique partiallement ordonné.

Enfin, nous remarquons que certaines des idées présentées ici étaient motinées dans [1]

2.2 Ensembles ordonnés

Définition 2.1 Soit E un ensemble, un ordre partiel sur E est donné par une relation R vérifiant, si

r,yel

R est réflexive i.e, zRz.
R est transitive i.e, xRz et yRz alors zRz.

R est antisymétrique i.e, xRy et yRx alors z = y.
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Chapitre 2. Théorémes de point fixe dans un espace métrique partiellement ordonné

Exemple 2.1 Soit R la relation définie sur N*par relation "x divise y". Vérifions qu’elle est antisymé-

trique

xRy <= k1 e N* 1y = ko
yRe <= Jky e N* 1 . = kyy

Il vient que kiko = 1,comme k; et ko € N* alors, ky = ky =1
a) Au lieu de zRy,0n notera une relation d’ordre soit par un signe spécifique, soit par exemple

”<” que l'on énonce indifférement

{z est inférirur a y} ou {y est supérieur a =} ;

{z est antérieur a y} ou{y est postérieur a =},

Un ensemble muni d’une relation d’ordre est appelé ensemble ordonné, on dit aussi qu’il possede
une structure d’ordre.

b) la relation = < y et x # y n’est pas une relation d’ordre car elle n’est pas refléxive, on ’énonce
{z est strictement inférieur a y},

ou

{z est strictement antérieur a y} .

c) Dans R, quels que soit z et y 'une des deux relation : < y ou y < x est toujour vraie. elle
n’est pas de méme pour '’Exemple 3.1 puisque dans N* si nous considérons 3 et 7, aucune des

deux ne divise I'autre. d’ou les définition suivantes :

Définition 2.2 On dit q’une relation d’ordre R définit sur E un ordre total si, Vx,y € E, ona:

x < youy < z.On dit encore que deux éléments quelconques sont comparables pour 'ordre dé-
finit par R. On dit également que E est totalement ordonné par R ou que possede une structure

d’ordre total.

Définition 2.3 Lorsqu’il existe au moins un couple (x,y) d’éléments de E non comparables pour

Uordre défini par R, on dit que R définit un ordre partiel ou que E est partiellement ordonné par R.

Définition 2.4 Soit E un ensemble muni d’une relation d’ordre R. Les éléments x et y de E sont
dit comparables si lon a[zRy ou yRz|. Si tout les éléments x et y de E sont comparables par R,

lensemble FE est dit totalement ordonné par . Sinon, il est partiellement ordonné.

2.2. Ensembles ordonnés
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2.2.1 Quelques résultats de I’existance de point fixe dans un espace mé-
trique partiallement ordonné
On va commencer par une version facile de notre résultat général (Théoreme 2.2) pour illustrer

la méthode impliquée. Supposons que (X, <) est un ensemble partiellement ordonné et que F' :

X — X. Nous disons que I'application F est croissante si x,y € X,z < y implique F(x) < F(y).

Théoreme 2.1 Soit (X, <) un ensemble partiellement ordonnée et supposons qu’il existe une mé-

trique d sur X tel que (X,d) soit un espace métrique complet. Supposons qu’il existe une fonction

croissante v : [0,00) — [0,00) avec lim ¥"(t) = 0 pour tout t > 0 et supposons également que I est
n—oo

une application croissante avec :

d(F(x), F(y)) < ¢(d(z,y)) pour tout z > y.

Supposons aussi que

F" est continu (2.1a)

ou

{ {x,} C X est une suite non décroissante avec x, — x 2.1b)

en X puis z,, < x pour tout n.

S'il existe un zy € X avec 2y < F(x), alors F' a un point fixe.

Preuve. Tout d’abord, notez que v (¢) < ¢ Pour ¢ > 0. Pour le voir, supposons qu’il existe ¢, > 0

avec tg < (), alors comme v est croissante on voit que ¢, < ¢" (o) pour tout n € {1,2,...} est
une contradiction. on remarque également que (0) = 0.
Si F'(z9) = x¢ nous avons terminé, supposons donc F'(zy) # xo. Maintenant, depuis zo < F'(x,) et

F est non décroissant nous avons
v < F(w) < F*(x) < -+ < F"(z0) < F" (o) < -+

Maintenant, comme zy < F (o) nous avons d(F?(xq), F(xg)) < ¥(d(F(zo),x0)) et depuis F(zg) <
F?(z) on a
d(F (o), F*(10)) < P(d(F?(x0), F(wo))) < ¢*(d(F (), x0))-
Par indication
d(F"(w0), F" () < 9" (d(F (w0), %0))-

2.2. Ensembles ordonnés
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Soit € > 0. On choisi n € {1,2,...} pour que
d(F™ (o), F"(x0)) < € — ().

Maintenant comme F"(zy) < F""!(zy) nous avons

d(F" (o), F"(w0)) < d(F"*(x0), F""(w0)) + d(F" (w0), F"(0))
< Y(d(F™ (o), F"(w0))) + [e — ()]
< Ple = 9(e) + [e — (o))
< Yl Fle—plg) =«

Aussi depuis F™(xq) < F"*2(x,) nous avons

A(F (a0), F(x0)) < d(F"(a0), F* (20)) + d(F™ (o), F" (ay)
< W(A(E (@), F(w0))) + e — (e)]
< () + - (0] =<

Par induction d(F™*(zg), F™(z0)) < e pour k € {1,2,...} .

Cela implique que {F"™(zo)} est une suite de Cauchy dans X (notez également que F"(z() <
Ftk(z0)) et donc il existe un x € X avec lim F"(z) = .

Si (2.1a) est verifiée, alors clairement on t;;uve que x = F(x).

Supposons maintenant que (2.1b) est satisfaisante et que d(z, F'(z)) = a > 0.

Puisque =z = nhj{.lo F"(x¢) il existe N € {1,2,...} avec d(z, F"(z¢)) < § pour n > N. Alors pour

n > N nous avons (notons de (2.1b) que F"(xg) < z)

d(z, F(z)) < d(z, F"(x0)) + d(F(z), F"* ()
< g +p(d(z, F™(x0)) < g + zp(g) <a,

une contradiction. Donc x = F/(z). m

Remarque 2.1 La note F' non décroissante peut étre remplacée par la valeur F' non croissante dans
le Théoréme 2.1, a condition que xy < F'(xg) soit remplacé par F(zy) < zo dans le Théoréme2.1.

Une remarque similaire s’applique aux Théoreme 2.2 et 2.3.

Remarque 2.2 Si ¢ : [0,00) — [0,00) est une fonction continue ( ou supérieure semi-continu de
droite ) avec ¥ (t) < t pour t > 0 puis lim ¢"(xy) = 0 pour t > 0 puisque pour fixe t > 0 si
a, =" (t) donc a,, = " (an_1) < ap_1 unnc;lt::e a, | B, et maintenant noter 3 = () (ou 5 < (5))
alors 3 = 0.

2.2. Ensembles ordonnés
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Nous présentons maintenant le résultat principal dans cet article .

Théoreme 2.2 Soit (X, <) un ensemble partiellement ordonné et supposons qu’il existe une métrique

d sur X tel que (X, d) soit un espace métrique complet. Supposons qu’il existe une fonction croissante

¥ 1 [0,00) — [0,00) avec lim ¢"(x¢) = 0 pour tout t > 0 et supposons également que F' est une
n—oo

application croissante avec :

d(z,y),d(x, F(x)),d(y, F(y)),
d(F(@’F(y))W(maX{ ! ld(, F(y)) + d(y, F(2)) }> pour foutx =y

Supposons également que (2.1a) ou (2.1b) soit maintenu. S’il existe un xy € X avec xy < F(x0)
alors F' a un point fixe.
Preuve. Note

To < F(x0) < F%(20) < ... < F™(20) < F" ™ (20) < ..

Nous allons démontrer que
d(F" " (20), F"(0)) < P(d(F" (o), F" ™ (20)))- (2.2)
Pour avoir (2.2) (note F" ! (zy) < F"(x¢)),

d(F™(z0), F™" (x0)),
d(F™(@o), " (00) < | max{ d(F"(x0), P (20), d(F" (o), F"(0)),
L d(F™ (o), "~ (20)) + d(F" (o), " (20))]

IN

V(1,),

ou
d(F™(z0), F"(z0)),
n, = max d(F™(xo), F™" ™ (20)), d(F"(x), F™(x0)),
3 [d(F"™ (o), F"~(wo)) + d(F"H(zo), F"*(x0))]
Sin, = d(F"(zo), F"(x)) alors (2.2) est vérifiée.
Sin, = d(F"(zo), F"(x)) alors d(F"(zo), F™(z0)) = 0 puisque si non

d(F" (o), F" (20)) < ¥(d(F" (o), F""(w0))) < d(F" (o), F™* (20)),

une contradiction. Donc d(F™(xg), F" ™ (x)) = 0 et (2.2) est immédiat.

Enfin supposons n,, = 3 [d(F"™(xo), F"!(z0)) + d(F"™(0), F*™ (20))] -

Sin, = 0 alors d(F"(xg), F"*(z0)) = 0 et (2.2) est immédiat.
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Sin, # 0 nous avons

d(F"(x0), " (20)) < @D(% [d(F" (o), F™ " (0)) + d(F" (o), F""(w0))])

IA

5 [A(F™ (n0), ™ (a0)) + d(F™ (), " (w0))]

alors ] 1
A" (o), F" () < Qd(Fn(%),Fn_l(xo))v

et comme résultat

[d(F" (o), F™ ™ (0)) + d(F" (o), F™* (x0))]

— Do =

< G (o), F (a0)) + 5d(F" (zo), F*(x0)
= d(F" (o), " (m0),

[\]

ce qui contredit la définition de 7,,. Dans tous les cas (2.2) est vrai. Ansi
d(F™ (o), F"(x0)) < ¢"(d(F (x0),%0)),

so lim d(F"(xg), F™(xp)) = 0. Soit € > 0. Choisissez n € {1,2, ...} pour que

n—oo

A(F™ (o), F™(10)) < € — ¥(e).
Note suivante (Théoreme2.1) que

A" (2y), F" (o)) < d(F" (o), " (x0)) + e — ()] < e 2.3)

Remarque
d(F™*(xo), F" (20)) < d(F""(wo), F"" (o)) + [e — 1(e)]

et de (2.2) nous anons
d(F™*(xo), F™ (20)) < (d(F™ (20), F" (w0))) < t(e). 2.4)

Ainsi ((2.3) et (2.4))

d (F™2 (z0) , F" (20)) ,d (F"™ (o) , F™
d (F"2 (o) , "2 (20)) , 5 [d (F"2 (o) , "1 (o)) + ¢

feemv0.020 O+ a(E @) @) })

d (F™* (20) , F" (20)) < le— ()] +¢ (max {

N

o
|
<
&
_|_
<
TN
=
~
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depuis (2.2) et (2.4) nous avons
d (F"" (zo) , F"*? (z0)) < (d (F™* (20) , F*™ (20))) < 9* (e)
ici .
T, = max {e, 3 (¢ (e) +d (F"*? (o) , F" (0)) ] }
si T, =3[ (e)+d(F"3 (x0), F" (x))] ( note 7,, > 0) alors
4 (F™ (o), F" (10)) < e = ()] + 5 [0(0) 4 (F"** (wo) , F" (z0))]

alors . .
Sd (F™ (), F™ () < e — v (€)] + 50 ()

et comme résultat

=g [0 (4 (F™ () " aw)] < 500+ {fe= v @]+ Ju (0 =
ce qui contredit la définition de 7,,. Par conséquent 7,, = ¢. et ainsi
d(F™3 (o) , " (20)) < e — ¥ ()] +4(6) = ¢ (2.5)

Prochain avis
d (F"* (x0) , F™ (w0)) < d (F™** (z0) , F™" (o)) + [e — 1) (€)]

Note aussi

d (F™ (xo) , F"" ' (x0)) < 4 (max{d (F"*? (x), F" (20)) , d(F" (o) , F" (x0))
awwmwwwwm%%wwM%mewm»+MFmeFW%X

< wlmax{e,e— g (€), 92 (), 5 [0 () + )

depuis (2.2) nous avons d (F™*3 (zq) , F™*? (z0)) < ¢* (d(F" (x0) , F (10))) < 1)* (¢). Comme un
résultat

d (F™2 (o) , " (w0)) <9 (e) (2.6)

Ainsi ((2.5) est (2.6))

d (F"** (o) , F™ (20)) [e = v ()] +d (F" (20) , F" (20))

e = ¥ ()] + P(max{d (F"* (o) , " (w0)) , d(F™* (w0) , F" (0)),

INIA

d (Fn+4 (l‘o) s Fn+3 (Io)) R % [d (Fn+3 (I’O) ,Fn+1 (I‘O)) + d (Fn+4 (I’o) s " (IL‘()))]
< le—v (9] +v(max{e e — v (e) 47 (), % [v(€) +d (F"*" (o) , I (w0))] })
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depuis (2.2) nous avons
d (F" (xo) , F"* (20)) < 4° (d(F™ (wo) , F™ (w0))) < 97 (e)
Par conséquent
d (F"** (20) , F" (w0)) < [e =9 ()] + ¢ ()
ou
o= max{e, 3 [1 () + d (™ (ao), B (20)])

Des résultats précédents, il est facile de voir que r,, = € alors
4 (" (20) ™ (20)) < [~ (e)] +0 () = ¢ 2.7)
Continuez ce processus pour obtenir
d(F™H1 (@), P (w0) < 0 (€) et d (F™* (a)  F" (1)) < e 2.8

pour k € {1,2,...}. Donc {F"(z0)} est une suite de Cauchy dans X. donc il existe un = € X avec
lim F™(zg) = x.

g? (05.101) tient, alors clairement z = F'(z).

Supposons maintenant (2.1b) est valide. Supposer d(z, F'(z)) = a > 0. Maintenant depuis x =
T}Ln;o F™(z) il existe N € {1,2,...} avec d(x, F""(xy)) < § pour n > N. Alors pour n > N nous

avons (note de (2.1b) que F™(zo) < z)

d(z,F(z)) < d(@, F"*(20)) + d(F(x), F"*(0))

< d(ZE Fn+1<l’ )) _’_¢ max d<x7Fn($0))vd(m7F(x»’d(Fn+1(x0)7Fn(x0))7
- " Ld(w, ™ (o)) + d(F(z), F"(x0))]

Note aussi d(z, [™"(1¢)) < § < a = d(z, F(x))

d(F" ™ (z0), F™(20)) < d(x, F™(20)) + d(x, F"(30)) < % +2-a

2
et
% [d(z, F"* ! (x0)) 4+ d(F(z), F"(z0))] < % [g +d(z, F(x)) + d(x, F"(z0))
1.a a
< 5[5 +a -+ 5] =a

En conséquence pour n > N nous avons d(z, F'(z)) < d(x, F""(z0))+ (d(z, F(z))) laissant donc
n — oo donne d(z, F'(z)) < ¢(d(x, F(x))) qui est une contradiction. Donc d(z, F(z)) = 0.

Dans certaines circonstances, il est possible de supprimer la condition ) non décroissant dans le
Théoéme2.2. m
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Théoreme 2.3 Soit (X, <) un ensemble partiellement ordonné et supposons qu’il existe un métrique
d sur X tel que (X,d) soit un espace métrique complet. Supposons qu’il y ait une fonction continue
¥ :[0,00) — [0,00) avec ¢ (t) < t pour tout t > 0 et supposons également que F' est une application
non décoissant avec :

d(F(x), F(y)) < ¢ (max{d(z,y),d(z, F(x)),d(y, F(y))}) pour tout z > y.
Supposons également que (2.1a) ou (2.1b) est maintenu. S’il existe un =y € X avec zy < F(xp)
alors F' admet un point fixe.
Preuve. Remarque Remarque2.2 garantit que lim " (¢) = 0 pour ¢ > 0. Soit ov,, = d(F" (), F™(xy)).
Avis depuis F™(x) > F"(xy) que

an < 4 (max {d(F" (w0), F""*(0)), d(F" (wo), F"* (o)), d(F" " (x0), F"(w0)) })

= ¢ (max {d(F"(zo), F" ' (20)), d(F"* ' (x0), F"(20)) })

= ¢ (max{a,_1,a,}).
Nous montrons maintenant

7% S ¢ (an—l) . (29)

si max {a,_1,a,} = a,_1 alors clairement (2.9) est vrai, alors que si max {«,_1,a,} = «, alors
a, < ¢(a,) et ainsi o, = 0, donc (2.9). est immédiat. Ainsi (2.9) tient. Maintenant depuis «,, <
(ap-1) < a,_q il existe a > 0 avec «,, | o. Maintenant «,, < v («a,, — 1) avec le continuité de 1)

implique o < ¢/(«v) donc a = 0. En conséquence
an = d(F" ! (x0), F"(10)) — 0 qund n — oo. (2.10)

Nous revendiquons
{F"(z0)} est une suite de Cauchy. (2.11)

Supposons que (2.11) est faux .Ensuite, nous pouvons trouver un § > 0 et deux séquences d’entiers

{m(k)}, {l(k)},m(k) > I(k) = k avec
= d(F'® (24), F™® (24)) > § pour k € {1,2,...}. (2.12)
Nous pouvons aussi assumer a partir de

d(F™O (20, F'®) (20)) < 6 (2.13)

2.2. Ensembles ordonnés



Chapitre 2. Théorémes de point fixe dans un espace métrique partiellement ordonné

en choisissant m(k) comme étant le plus petit nombre dépassant [(k) pour lequel (2.12) est vrai.

A présent

0 < S A(E™ O (o), FUO (o)) + d(F™ M (o), F M (z))

< 0+ Qn(k)—1

donc avec cela, (2.10) implique
lim r, =6 (2.19)

k—o0

Notez aussi que (note F™*)(zy) > F'®)(z,) puisque m(k) > (k) )

5 < 1y < A(F' (@), F'®) (30)) + d(F™0 T (20), F"®) () + d(F™0H (), FHOT ()
= k) + Q) T d(Fm(k)H(%)a Fl(k)“(%))
dA(F™®) (), F'®) (), d(F™®) (z0), F™F T (),
A(F'®) (z4), F'0H (2))
= Q) + Q) + P(max {7, gy + Ame) })

< o)+ ey + h(max {

et laisser &k — oo, pour obtenir (note (2.10),(2.14) et ¢) sont continues ) § < (d). donc § =
0, ce qui est une contradiction. En conséquence (2.11) est valide, il existe donc x € X avec
lim F"(xzq) = x.

Si (2.1a) tient alors clairement x = F'(z). supposons maintenant(2.1b) est valide. Avis(note de
(2.1b) cette F™(xo) < x)

IA

d(, F(x)) d(z, F""H(wo)) + d(F (x), F"" (x0))
d(z, F"*(wo)) + (max {d(x, F"(x0)), d(z, F(2)),d(F"* (x0), F"(x0)) })

< d(ZIZ,Fn+1(I0)) —|—¢(max{d(x,F”(xo)),d(x,F(x)),ozn})

IN

et laissez n — oo (la note ¢ est continue ) pour obtenir d(z, F(x)) < (d(x,F(x))). Donc
dz,F(xz))=0. m
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Chapitre 3

Théoremes de points fixes pour les
contractions géneralisées en ordre espaces

meétriques

3.1 Introduction

Récemment, Ran et Reurings [15] ont démontré le principe de type de Banach-Cacciopoli suivant

dans des espace métrique ordonnés.

Théoreme 3.1 (Voir Ran et Reurings [15]) Soit X un ensemble partiellement ordonné tel que chaque
paire x,y € X ait un inférieure et une limite supérieure. Soit d une métrique sur X telle que les-
pace métrique (X, d) est complet. Soit f : X — X un opérateur continu et monotone (c’est-a-dire

décroissant ou croissant). Supposons que les deux affirmation suivantes tenir :

(D1l existe un a € 10, 1] tel que d(f(z), f(y)) < a.d(z,y), pour tout x,y € X avecz >y

(2)11 existe xg € X tel que zg < f(xg) ou zg > f(x0).

Alors f a un point fixe unique z* € X c-a-dire f(z*) = z*, pour tout z € X la suite (f"(z))nen de
plusieurs successives les approximations de f a partir de x convergent vers z* € X.

Depuis lors, plusieurs auteurs ont examiné le probléme de I'existence (et du caractére unique)
d’un point fixe pour la contraction.

tapez des opérarteurs sur des ensembles partiellement ordonnés.

En 2005, J.J.Nieto et R.Rodriguez-Ldpez se sont avérés une variante modifiée du Théoreme 1.1,

en supprimant la continuité de f. Leur résultat (voir [8,Théoréme2.3]) est le suivant.

Théoreme 3.2 (Voir Ran et Reurings-Lopez [8].) Soit X un ensemble partiellement ordonné tel que

34



Chapitre 3. Théoréemes de points fixes pour les contractions généralisées en ordre espaces métriques

chaque paire x,y € X a une limite inférieure ou supérieure. Soit d une métrique sur X telle que
Uespace métrique (X, d) soit complet. Soit f : X — X un opérateur croissant. Supposons que les trois

affirmations suivantes soient vérifiées :

(D1l existe un a € |0, 1] tel que d(f(z), f(y)) < a.d(z,y),pour tout z,y € X avec x > y;

(2)1l existe xy € X tel que xg < f(xo);

(3)Si une suite croissante (z,,) converge vers x dans X, alors x,, < x pour tout n € N.

Alors f a un point fixe unique z* € X et pour tout z € X la suite (f"(x)),en d’approximations
successives de f a partir de x converge vers z* € X.

Noyez que le cas des opérateurs en baisse est traité dans J.J.Nieto et R.Rodriguez-Lépez [9], ol
certains

Des applications intéressantes aux équations différentielles ordinaires avec des conditions aux
limites périodiques sont également présentées.

Aussi,J.J.Nieto, R.L.Pouso et R.Rodriguez-Ldépez, dans un article trés récent, améliorent certains

résultats donnés par A.Petruésel et I.A.Rus dans [12] dans le cadre L-espaces abstraits au sens de
Fréchet, voir par exemple Théoreme 3.3 et 3.5 dans [11].

En revanche, trés récemment, R.PAgarwal, M.A.El-Gebeily et D.O’Regan dans [2] ont prolongé
Ran et Reuring.

résultat pour le cas des contractions ¢ généraliséees. Le résultat principal dans [2] est le théoréme

suivant

Théoreme 3.3 (Voir Agarwal, El-Gebeily et O’Regan (2] .) Soit X un ensemble partiellement ordonné

et d une métrique sur X tel que Uespace métrique (X, d) soit complet. Soit f : X — X un opérateur

croissant. Supposons que les trois

suivants affirmations tiennent :
(1) 11 existe un application croissant ¢ : R, — R, avec lirJJra ©"(t) = 0 pour tout ¢ > 0, tel que
n—-roo

pour tout z,y € X

avec r > y nous avons

501, 5060 < (e ), £ @),y ). o £l D]} )

(2)11 existe xg € X tel que 2o < f(w0);
(3)[f est continu] ou [si une suite croissante (z,,) C X converge vers = dans X, alors z,, < x pour tout n

Alors f a au moins un point fixe dans X.

3.1. Introduction
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Remarquons enfin que si X est un ensemble non vide doté d’'un ordre partiel et une métrique d,
un point fixe les résultats pour les opérateurs f : (C'[a,b], X) — X sont donnés dans Z. Drici, E
A. McRae, J. Vasundhara Drvi [3].

Le but de article est de généraliser et d’étendre les Théoreme 1.1 a 1.3.Quelques application aux

équations intégrales sont également donnés.

3.2 Notation et concepts de base

Soit f : X — X un opérateur. Alors [0 = 1x,f! = f,...,f"" = fo f*,n € N, désignent les
opérateurs itératifs de f. Par I(f), nous désignerons I'ensemble des sous-ensembles invariants

non vides de f, c’est-a-dire I(f) :={Y C X/f(Y) CY}.

Aussi, par Fy := {x € X/z = f(x)} nous désignerons I'’ensemble des points fixes de 'opérateur f,

tandis que As(z*) := {z € X/f"(xz) — 2*, quand n — +oo} désigne l'attracteur bassin de f par
rapport a x* € X.

Soit X un ensemble non vide. Soit A(X') la diagonale de X x X. Soit aussi s(X) := {(2)nen/2n € X, n € |
Soit ¢(X) C s(X) un sous-ensemble de s(X) et Lim : ¢(X) — X un opérateur. Par définition, le

triple (X, ¢(X), Lim) est appelé un L-espace (Fréchet [4]) si les conditions suivantes sont remplies :

(i) Si x,, = x, pour tout n € N, alors (2, )nen € ¢(X) et Lim(x,)pen = .

(ii) Si (2p)nen € ¢(X) et Lim(xy,)nen = x, alors pour toutes les sous-suites, (2, ).y, de (2, )nen

nous avons que (z,,),.y € ¢(X) et Lim(xy,, )ien = .

Par définition, un élément de ¢(X) est une suite convergente, z := Lim(z,),cn est la limite de
cette suite et nous écrivez aussi x,, — = quand n — +ooc.

Dans ce qui suit, nous désignons un L-espace par (X, —).

Dans ce réglage, si U C X x X, un opérateur f : X — X est appelé orbitalement U-continu
(voir [11] ) si : [z € X et f"D(z) — a € X, quand i — +o0 et (f"(z),a) € U pour tout i € N|
impliquent [ f"*!(z) — f(a) quand i — +o0] .

Soit (X, —) un ensemble partiellement ordonné, c’est-a-dire que X est un ensemble non vide et

< est un réflexif, transitif et anti-symétrique relation sur X. Dénoter

X< ={(z,y) e X x X/x <youy<zx}.
En outre, si z,y € X, avec z < y, puis par [z, y]. nous noterons le segment ordonné joignant x
et y, Cest-a-dire [z,y]. == {2z € X/z <2 <y}, Dans le méme contexte, considérons f : X — X
. Ensuite, (LF); := {x € X/x < f(x)} est le plus bas ensemble de points fixes de f, tandis que
(UF)s:={x € X/x > f(z)} est 'ensemble des points fixes supérieurs de f. Aussisi f : X — X et

g:Y — Y, le produit cartésien de f et g est alors noté f x g il est défini de la maniére suivante :

3.2. Notation et concepts de base
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[xg: X xY = XxY,(f xg)(x,y) = (f(z),9(y))

Définition 3.1 Soit X un ensemble non vide. Puis, par définition (X, —, <) est un L-espace ordonné

si et seulement si

(i) (X, —) est un L-espace;

(ii) (X, <) est partiellement commandé ;

(i) (zn)nen — T, (Yn)nen — y, pour tout n € N =z < y.

Tout au long de cet article, nous supposons que (X, —, <) est un L-epace ordonné. Si (X, d) est
un espace métrique, alors la structure de convergence est donnée par la métrique et le triple
(X, —, <) sera appelé un espace métrique ordonné.

Nous examinerons également dans cet article les affirmations suivantes :

(*) Si (zn)nen — T, (2n)ney — z et z, <y, < z,, pour tout n € N, puis y,, — x.

(") Si (y;)ien €t (z;)ien sont des sous-suite de (z,).cn telles que {y; : i € N} U {z :i € N} =
{z, :n € N} et (Yi)ien, (2i)ien € ¢(X) avec Lim(y;)ieny = x et Lim(z;)ien = z, alors (x,)neny €
c(X) et Lim(zy,)neny = .

Rappelons maintenant le concept abstrait important suivant :

Définition 3.2 (Voir Rus [17]. Soit (X, —) un L-espace. Un opérateur f : X — X est un opérateur
de picard (briéevement OP) ssi :

@ Fr={z"};

(i) (f"(x)),y — «*, quand n — +o0, pour tout z € X.

Plusieurs résultats classiques de la théorie des points fixes peuvent étre facillement transcrits en
termes d’opérateurs de Picard, voir [12, 14, 14]. En L.A.Rus [17] présente la théorie de base des

opérateurs de Picard

3.3 Résultats du point fixe

Notre résultat de départ est une version légérement modifiée du résultat abstrait principal dans
[11] (voir Théoreme 3.5) et dans [12] (voir Lemme 4.1). Par souci d’exhaustivité, nous le prése-

nons ici.

Lemme 3.1 Soit (X, —) un L-espace et U un sous- ensemble symétrique de X x X tel que A\ (X) C X.
Soit f : X — X un opérateur. Supposer que :

(i) Pour tout x,y € X avec (z,y) ¢ U, il existe z € X tel que (z,2) e Uet (y,2) € U;
(ii) Il existe xg, z* € X tel que zp € Af(x*);

3.3. Résultats du point fixe
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(iii) (z,y) € U et x € Ap(x*) implique y € Ag(x*).
Alors Af(z*) = X.
De plus, si
(a) f est orbitalement continu
ou
(b) f est continuellement en orbite et il existe une sous-suite (" (z9))ren de (f"(20))nen

telle que ((f™*(x¢),2*) € U pour tout k € N,
Alors Fy = {z*} et donc f est un OP

Une concéquence naturelle du résultat ci-dessus s’ensuit en choisissant U := X<

Lemme 3.2 (Voir [11, Théoréme 3.3].) Soint (X, —, <) un L-espace ordonné et f : X — X un

opérateur. Supposer cette :

(i) Pour toute z,y € X avec (z,y) ¢ X, il existe z € X tel que (z,z2) € X< et (y,2) € X<;
(ii) Il existe x, z* € X tel que zp € Af(x*);
(iii) (z,y) € X< etx € Ay(z*) implique y € Af(z*).
a) f est orbitalement continu
: ou
(iv) . : Lo .
b) f est continuellement X-continue et il existe une sous-suite (f™*(xg))ren de (f™(20))nen

telleque (f™(z),2*) € X< pour tout k£ € N.
Alors f est un OP.
Rappelons que ¢ : R, — R, est une fonction de comparaison si elle augemente et que ¢*(t) — 0,
quand k£ — +oo. Comme un conséquece, nous avons aussi ¢(t) < t, pour tout t > 0, (0) =0 et ¢
est juuste continu a 0.
Par exemple, o(t) = at (ot a € [0,1)) ¢(t) = 155 et p(t) = In(1 +¢),t € Ry, est comparaison
fonction.
Si (X, d) est espace metrique, Alors f : X — X un opérateur est appelé p-contraction si p : R, —
R, est fonction de comparaison et d(f(x), f(y)) < ¢(d(x,y)), pour tout z,y € X. Nous nous
référons a Jachymski et Jozwik [6] et [.A.Rus[12] pour une étude détaillée de ¢-contractions.
Le premier résultat pricipal de cette section est un théoréme en point fixe pour une contraction

sur une métrique compléte ordonnée espace.

Théoreme 3.4 Soit (X, d, <) un espace métrique ordonné et f : X — X un opérateur. Nous suppo-

sons que :

(i) Pour tout z,y € X avec (x,y) ¢ X, il existe c¢(x,y) € X tel que (z,c(z,y)) € X< et
(y,c(x,y)) € XS;

3.3. Résultats du point fixe
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(i) X< € I(f x f),
(iii) Si (z,y) € X< et (y, z) € X<, alors (z,2) € X<;
(iv) Il existe zg € X tel que (xo, f(20)) € X<
a) un [ est orbitalement continu
ou
)

b) f est orbitalement X<-continue et il existe une sous-suite ([ (z¢))ren de (f"(20))nen

telle que (f™*(x¢),x*) € X< pour tout k € N.
(vi) 1l existe une fonction de comparaison ¢ : R, — R, telle que d(f(z), f(y)) < ¢(d(z,y)), pour

tout (z,y) € X<;

(vii) d est métrique compléte.

Alors f est un OP.

Preuve. Soit zy € X tel que (zo, f(z0)) € X<.Suppose premiérement que z, # f(zo). Ensuite, de

(ii) on obtient

(o, f(20)) € X<, (f(20), [2(20)) € X<, (f2(0), [P (20)) € X<, ooy (f" (o), [ (20)) € X<, ... € X<,

De (vi) on obtient, par induction, que d(f"(x), "™ (xo)) < ©"(d(xo, f(x0))), pour tout n € N.
Depuis ¢"(d(xg, f(x9))) — 0 quand n — o0, pour un ¢ > 0 arbitraire, nous pouvons choisir
N € N* tel que d(f"(xo), [ (z0)) < € — p(g), pour tout n > N. Depuis (f"(xg), [*(z0)) € X<

pour tout n € N, nous avons pour tout n > N que

d(f"(xo), f*(x0)) < d(f"(w0), [ (w0)) + d(f™ (o), £ (20))

< e —ge) +d( " (wo), [ (20))

< e —ple) +@(d(f"(wo), f"(0)))

< e—p(e) + (e —p(e)) tel que e — p(e) < e et p(e — p(e)) < pl(e)
< e—ole) +¢(e)

< ¢

Maintenant, depuis d( (), f" (o)) € X< (voir (iii) tel que (f"(zo), f" ™ (z0)) € X< et (f"(zo), f*2(
X< donc (f™(x0), f"™(x)) € X<) nous avons pour tout n > N que

d(f"(xo), f(x0)) < d(f"(wo), [ (w0)) + d(f™ (o), £ (20))

< e—(e) + od(f™(z0), f"(20)))
< e—op(e) + (o)
< e

Par induction nous avons

d(f™(wo), f"*(20)) < ¢, pour tout k € N* et n > N.

3.3. Résultats du point fixe
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Donc (f"(xg))nen est une suite de Cauchy dans (X, d). De (vii) nous avons (f"(zo))nen — z*
quand n — +o0.

Soit zyp € X choisi arbitrairement. Ensuite :

(1) Si (z,z9) € X<, alors (f™(x), f*(x0)) € X< et donc d(f"(x), f"(xo)) < ¢"(d(z,x0)), pour

tout n € N. et nglfw d(f™(x), f"(xg)) < nkrfw ©"(d(x,x9)) quand n — +oo nous obtenons que
(f"(2))nen — 2.

(2) Si (z,20) ¢ X<, alors, depuis (i), il existe ¢(z, x9) € X tel que (z, c(x, z¢)) € X< et (xg, c(z,xg)) €
X

De la seconde relation, comme précédemment, nous obtenons d(f"(xg), f™(c(z,x0))) < @™ (d(z0o, c(x, z0)))
pour tout n € N donc nkgloo d(f™(zo), [M(c(x,xp))) < HETOO O™ (d(xo, c(x,x0))) et d’ot (f™(e(x, o)) )neny —
x*, quand n — +o0. Puis, en utilisant la premiere relation, on en déduit que d(f™(z), f™(c(z, x¢))) <
©"(d(z, c(x,xg))), pour tout n € N et nEI—&I-loo d(f™(x), f(c(x, x0))) < nl_lgloo ©"(d(z, c(x,x0))) ainsi

de suite, en laissant & nouveau n — o0, nous concluons (f"(x)),eny — z*.

Maintenant, nous allons prouver que z* € F}.

Si (v), est valable, alors clairement * € FY.

Si nous supposons que (v), a lieu,alors puisque (f™(xo))ren — z* et (f™(x),z*) € X<, pour

tout k£ € N, on obtient, De a partir de 'orbite X--continuité de f, que f™*!(x¢) — f(z*)quand

k — +4o0. Donc x* = f(z*). Si nous avons f(y) = y pour un certain y € X, alors f?(y) = f(y) =

v, [2(y) = f2(y) = f(y) =y, ..., [*(y) = y d’en haut, nous doit avoir f"(y) — z*, alors y = z*.

Si f(xg) = xo, alors zy joue le role de z*. m

Remarque 3.1 Représentation équivalente de la condition (iv) sont

(iv) 1l existe 2o € X tel que 29 < f(20) ou wg > f(x0);

Remarque 3.2 La condition (ii) peut étre remplacée par chacune des affirmation suivantes :

(i1) f: (X, <) — (X, <) est croissante ;

(i3)" f: (X, <) — (X, <) est décroissante.

Cependant, il est facile de voir que l'affirmation (ii) du Théoréme 3.3 est plus générale, voir [12]
par exemple.

Notons qu’avec les remarques ci-dessus et avec la condition de -contraction, le Théoréme 3.3
généralise le Théoreme 2.1 dans [2], les Théoreme 2.2 a 2.3 dans [15].

Dans certaines situations, la condition :

(iii) Si (z,y) € X< et (y, z) € X< alors (z, 2) € X<,

Peut étre enlevé.

3.3. Résultats du point fixe
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Par exemple, le Théoreme 3.3 a pour résultat le résultat suivant. Par souci d’exhauustivité, nous

en esquisserons ici une preuve directe.

Théoreme 3.5 Soient (X, d, <) un espace métrique ordonné et f : X — X un opérateur. Supposons

que :

(i) Pour tous z,y € X avec (z,y) ¢ X< il existe c(z,y) € X tel que (z, c(z,y)) € X< et (y,c(z,y)) €
X<;
(i) f: (X, <) — (X, <) est croissante ;
(iii) Il existe xy € X tel que xy < f(zp);
( a) f est orbitalement continu
ou
, b) f est orbitalement X<-continue et il existe une sous-suite ([ (z¢))ren de (f"(2o))nen
) tel que (f"(xy), z*) € X< pour tout k € N,

ou

| ¢) Si une suite croissante (z,,) converge vers = dans X, alors z,, < x pour tout n € N,
(v) I existe une fonction de comparaison ¢ : R, — R, telle que d(f(z), f(v)) < ¢(d(x,y)), pour

tout (z,y) € X<;

(vi) d est métrique compléte.

Alors f est un OP.

Preuve. Comme [ : (X, <) — (X, <) est en croissance et 2o < f(z,) nous avons immédiatement
2o < flx0) < f2(x0) < -+ < f(x0) < - - -.Donc, a partir de (v) on obtient d(f™(xq), f*(xg)) <
©"(d(xo, f(z0))), pour tout n € N. Par une preuve semblable de celle du Théoreme 3.3 nous
obtenons

d(f™(zo), f**(x0)) < €. pour tout k € N* et n > N.

Donc (f"(xg))nen est une suite de Cauchy dans (X, d). De (vi) nous avons (f"(zo))nen — 2%,
quand n — +oc.

Maintenant, nous allons prouver que z* € F}.

Pour les cas (iv), et (iv),, la conclusion vient de la méme maniére que le Théoréme 3.3.

Si (iv), a lieu, alors, étant donné que (f"(xg))n,en — x*, pour tout € > 0, il existe N, € N* tel que

pour tout n > N, nous avons d(f"(zg),x*) < e. Par contre, pour tout n > N, puisque f"(zo) < z*,

3.3. Résultats du point fixe
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on obtient
d(a*, f(z*)) < d(@*, " (x0)) + d(f(f"(x0)), f(27))
< d(z*, [ (w0)) + (d(f"(x0), 7))
< e+ p(e) tel que p(e) < €
< 2e.

Donc il admet point fixe z* € F}.

Lunicité du point fixe découle de la contradiction. Supposons qu’il existe y* € F, avec x* # y*. Il
y a deux cas possibles :

(@ Si (z*,y*) € X<,ona0 < d(y*,z*) =d(f"(v*), [*(z*)) < ¢"(d(y*,2*)) — 0 quand n — +o0,
ce qui est une contradiction. D’ot x* = y*;

(b) Si (z*,y*) ¢ X<, alors il existe ¢* € X tel que (z*,¢*) € X< et (y*, ¢*) € X<. La condition de la
monotonie implique que, f"(z*) et f"(c¢*) sont comparables, de méme que, f"(c*) et f"(y*). Par

conséquent

0 < d(y"a%) =d(f"(y"), ["(z")) < d(f"(y"), ["(")) +d(f" ("), [ (7))
< "y, ) + " (d(e", 27)) = 0

quand n — 400, ce qui est encore une contradiction. Ainsi, z* = y*.
Alors f admet une point fixe unique.
Donc f OP =

Remarque 3.3 Il est facile de voir qu’un résultat double au Théoréme 3.6 peut étre preuver. Plus

précisément, le Théoreme 3.6 est valable si nous remplacons la condition (iii) par

(i41)" 1l existe 2o € X tel que zy > f(xo), et la condition (iv). par (iv), si une suite décroissante

(x,) converge vers = dans X, alors z,, > =

Remarque 3.4 D’autres résultats du type ci-dessus peuvent étre obtenus en mettant a la place d’'un

espace métrique ordonné complet une des L-structure suivantes ( voir aussi [6,7,11,12,16] ) :

(@) (X,d, <) un espace métrique généralisé complet commandé (c-a-d, d(z,y) € R%});
(b) (X, F,T) un espace complet de Menger .

Un autre résultat de ce type est :

Théoreme 3.6 Soit (X, —, <) un L-espace ordonné tel que (X, —, <) de la Section 2 et f : X x X

un oprérateur. Nous supposons que :

3.3. Résultats du point fixe
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(i) Pour tout 7,y € X avec (v,y) ¢ X< il existe m(z,y), M(z,y) € X telque z,y € [m(z,y), M(z,y)]-
(ii) [f croissant | ou [f est décroissant et (X, —, <) a la propriété (**) dans la Section 2];
(iii) Il existe xq, 2* € X tel que zg € As(z*);
a) f est orbitalement continu
i) ou
b) f est orbitalement X< continue et il existe une sous-suite

(f™(0))nen de (f"(zo))nen tel que (f™(zo0),2") € X< pour tout k € N
(V) Si(x, ) € X<, alors z € Agp(x*).

Alors f est un OP.

Preuve. De (iii) et (iv) nous avons que z* € FY.

Soit z € X choisi arbitrairement

(1) Si (z,x0) € X<, puis de (v) on obtient (f"(z)),en — «*, en tant que n — +oo.

(2) Si (v,79) ¢ X<, puis par (i) nous avons que z,7q € [m(x,%o), M(x,70)|.. Depuis zy €
[m(z, xg), M(x,x0)]. donc m(z,zo) < xg < M(x,x0) alors (m(z,xo),x0) € X< et (M(x,x0),20) €
X :

Donc m(x,xy) € Ay et M(z,xy) € Ay, compte tenu de (v) il s’ensuit que

(" (m(x, 70)))nen — 7* et (f*(M(,70)))nen — 2, quand n — +ox.

Si f est croissant, alors de m(x,zo) < x < M(x,zo) et '’hypothése (*) nous obtenons

lim f"(m(z,z9)) < lim f"(x) < lim f*(M(z, o))

n—-+o0o n—-+00 n—-+00

Donc (f"(z))neny — x*quand n — +oo.
Si f est décroissant, alors
m(z, xg) x < M(x,xo)
fm(z,z0)) = [f(z) = f(M(z,20))
fAm(z,z0)) < f*x) < fA(M(2,0))

IN

D’aprés (*)

S (x) < (M (2, 20))
lim f2(z) < lim f2*(M(z,0))

2 (m(x, 20))

: 2k
nl—1>I—iI-100 f (m<x, ZI;O)) n—-+o00 n—-+o00

IN

IN

f?*(x) — 2* quand k — +oo et

f2k+1

v

f2k+1(:L‘) > f2k+1(M($,JJO))

lim f2(z) > lim (M (2, 20))

(m(z, x0))

: 2k+1
n1—1>I—&I-100 f <m($’ ZIZ'())) n—-+00 n—-+o0o

v
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D’aprés (*) f?**1(z) — 2* quand k — +o0
De (**) nous obtenons que f"(x) — z*, quand n — +o0. Par conséquent, f est un OP

Une conséquence du théoréme ci-dessus est : =

Théoreme 3.7 Soit (X, d, <) un espace métrique ordonné satisfaisant a la condition (*) de la Sec-
tion2etf: X — X

un opérateur. Nous supposons que :
() Pour tout z,y € X avec (z,y) ¢ X< il existe m(z,y), M(z,y) € X telque z,y € [m(z,y), M(z,y)];
(i) Si (z,y) € X< et (y,2) € X<, alors (z,2) € X<;
(iii) f croissant ou décroissant;
(iv) Il existe zg € X tel que (xo, f(z0)) € X<;

a) f est orbitalement continu

ou

™) b) f est orbitalement X continue et il existe une sous-suite (f™*(x¢))ren de (f™(x0))nen

tel que, si (f"*(x¢),2*) € X< quand k — oo, puis (" (), 2*)reny € X< pour tout k € N;
(vi) d est métrique compléte ;

(vii) Il existe une fonction de comparaison ¢ : R, — R, telle que d(f(z), f(y)) < ¢(d(z,y)), pour
tout (z,y) € X<.

Alors f: (X,d) — (X,d) est un OP

Preuve. Soit 7y € X tel que (g, f(z¢)) € X<. Ensuite, a partir de (iii), il en résulte (f(x), f*(z0)), (f*(x0),
X<. De (vii) on obtient que d(f™(x), f"(z0)) < ©"(zo, f(x0)); pour tout n € N. As dans la
preuve du Théoréme 3.3, nous obtenons que (f"(xg))n,en — ¥, €n tant que n — oc.

Soit z € X étre arbitraire. Ensuite :

(1) Si (z,z9) € X<, alors (f"(x), f"(x)) € X< et ainsi d(f™(z), f"(zo)) < ¢™(d(z,x0)), pour tout
n € N letting n — oo nous obtenons que (f"(xg))nen — ¥

(2) Si (x,x9) ¢ X<, alors, a, partir de (i), il existe m(x,xg), M(z,29) € X tel que z,zy €
[m(z, z0), M(z,0)] -

De m(x,x¢) < z9 < M(z,x¢) nous obtenons que (f"(m(z,zg)))neny — x* et (f*"(M(x,20)))nen —
x*, quand n — +oo. De la relation m(z, zq) < z¢ < M(z,xq), la condition (iii) et la convergence
ci-dessus, nous en déduisons que la prouve, a savoir le fait 2* € F}, est identique a celui utilisé
auparavant.

Dans le cas d’une contraction p généralisée, un résultat d’existence pour le point fixe peut égale-

ment étre établi. m

Théoreme 3.8 Soit (X, d, <) un espace métrique ordonné et f : X — X un opérateur. Nous suppo-

sons que :

3.3. Résultats du point fixe
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() X< € I(f x );
(i) Si (z,y) € X< et (y, 2) € X<, alors (z,2) € X<;
(iii) 11 existe xy € X tel que (xg, f(x0)) € X<;
a) f est orbitalement continu
: ou
(iv) . : o ,
b) f est orbitalement X<-continue et il existe une sous-suite ([ (z¢))ren de (f"(20))nen

tel que (f™*(xy),z*) € X< pour tout k € N;
(v) 1l existe une fonction de comparaison ¢ : R, — R, tellle que

d(f(x), f(y)) < ¢ | max d(%y),d(%f(m))ad(y,f(y)),1[d(x,f(y))er(y,f(ff))] :
2

pour tout (z,y) € X<;

(vi) d est métrique compléte.

Alors Fy # ().

Preuve. Soit o € X tel que (zo, f(z0)) € X<. Supposons d’abord que zy # f(x).

Ensuite, de (i) on obtient

(f (o), f*(x0)), (f*(w0), [3(x0)), ... (f"(w0), f"* (20)), ... € X<

Nous prétendons que

d(f" (o), [ (o)) < (d(f" (x0), f"(w0)), pour tout n € N. (%)

Pour voir (***) on considéré

< (M,

A (o). ™ (o) < (max { A(f" (o). [ (0)), d(f" (). [+ (0)), d( " (o). f*7* (o). })

3 [d(f" (o), (f"(wo)) + d(f"H(xo), [+ (0))])
ol

M, := max {d(f" (o),
(1) Si M, = d(f*

(2) Si M, = d(f™(xg), f*"(x0)), alors d(f™(x), f*™(x)) = 0. Depuis si non, alors

d(f™(o), [ (w0)) < @(d(f™ (o), [ (w0))) < d(f"(20), [ (o)),

ce qui est une contraction. Ainsi (**) suit a nouveau.

(3) Si M, = 5 [d(f" (o), f™(x0)) + d(f™(20), [T (x0))], alors si M,, = 0 nous avons ce d( f"(zo), [ (o)
0 et (**) est valide.

Si M,, # 0, alors

o)), d(f™(20), [ (20)), 5 [A(f" (o), (f"(w0)) + d(f™(x0), [+ (x0))]} -

/"
(x0), f"(x0)), nous avons terminé.

d(f" (o), [+ (w0)) < (% [d(f”—1<xo>,f"<xo>>+d<f“<xo>,f““<xo>>])

2
< 5 [0 o), £ (o)) + d(F (o), £ (a))]
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Dot d( (o), f" (o)) < d(f™ (x0), f"(x0)). Dans ce cas

M, = 5 [d(f"(wo), [™(w0) +d(f™(x0), [ (x0))] < d(f**(20), f"(20)),

ce qui contredit la définition de M,,.

Ainsi, dans tous les cas (***), De (***) nous avons immédiatement

d(f" (o), £ (20)) < " (d(o, f (o)), pour tout n € N

Puisque " (d(zo, f(x0))) — 0, pour n — o0, pour ¢ > 0 arbitraire, nous pouvons choisir N € N*
tel que

d(f"(xo), "™ (x0)) < € — p(e), pour tout n > N.

Comme dans la preuve du Théoréme 3.3, nous avons d’abord que

d(f™(xo), [" P (x<0)) < d(f™(xo), M (o)) + d( " (2o0), [ (20))
< e—g(e) +e(d(f"(xo), [ (20))) <e.

Maintenant, depuis d(f"(zo), f""(x0)) € X< (voir (ii)) nous avons pour tout n > N que

A (o), @) < A @o), S o)) + A (o). S )
< em )ty <m{ (o), £ (o)), A (w0, S (a0)), ) S
7 o), 7 2(a0) + (), S x0))]

< o= +op (max ({ae = o0 0 5 o) + 7o) 7] }) ) <

ol

S, = max {&, 1 [p() + d(f*(xa), F™*(x0))]}.

Nous allons prouver que S, = e. Si non, alors S, = 3 [¢(e) + d(f"(x0), ["*(20))] .

Depuis S, > 0 nous avons d(™(zo), "™ (z0)) < e — () + 1 [p(e) + d(f™(20), ["T?(20))]

Et ainsi

d(f™ (o), "3 (o)) < 2[e — ()] + (e).

En conséquence, S, < 3¢(¢) + [e — ¢(e)] + 3¢(e) = ¢, ce qui contredit la définition de S,,.

D’ou S, = ¢ et donc d(f"(zg), [ (z0)) < € — @(g) + p(e) = €.

Ensuite, par induction, nous obtenons que d(f"(xo), f*™(xo)) < ¢, pour tout k € N* et n > N.
Donc (f"(xg))nen est une suite de Cauchy dans (X, d). De (vi) nous avons (f™(zg))nen quand
n — oo.

Maintenant, nous prouvons que z* € FY. Si (iv), tient, alors clairement «* € F};. Si nous supposons
que (iv), a lieu, alors depuis (" (x¢))nen — z*et (f™ (o), 2*) € X< pour tout k € N, on obtient,
a partir de 'orbite X-continuité de f, que f™*1(zy) — f(z*) quand k — +o0. Donc z* = f(z*).
Si f(xg) = zo,

Alors xy est un point fixe. m

3.3. Résultats du point fixe
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3.4 Applications

Considérons les équations intégrales

b

() = /k(t,s,x(s))derg(t),t € a8, )
et

t

z(t) = /k(t, s,x(s))ds + g(t),t € [a,b], (2)

a

Le but de cette section est de donner des résultats d’existence pour les "quations. (1) et (2) en

utilisant le Théoréme 3.6.

Théoreme 3.9 Considérons 'équation.(1). Supposer

(1) & : [a,b] X [a,b] x R* — R" et g : [a,b] — R" sont continus;
(i) k(t,s,.) : R* — R™ croissant pour tout ¢, s € [a, b] ;
(iii) 11 existe une fonction continue p : [a,b] X [a,b] — R, et une fonction de comparaison ¢ :

R, — R,, telle que

|k(t, s,u) — k(t,s,v)| < p(t,s)e (Ju—v|), pour tout ¢, s € [a,b] ,u,v € R" u < v;

(iv) sup f p(t,s)ds < 1;
t€(a,b]

(v) Il existe 2 € C ([a,b] ,R™) tel que z(t) < }k(t, s, xo(s))ds + g(t), pour tout ¢ € [a, b] .
Alors I'équation intégrale(1) a une solution uI;Lique z*dans C ([a, b] ,R").
Preuve. Soit X := C ([a, b] , R") avec la norme supremum habituelle, c’est-a-dire, ||z|| := tIél[iLX |z (t)|
pour z € C ([a,b] ,R")
Considérons sur X l'ordre partiel défini par
z,y € C([a,b] ,R"),x <y sietseulement si z(t) < y(t) pour tout ¢ € [a,b].
Alors (X |].||, <) est un espace métrique complet et ordonné. De plus, pour toute suite croissante(x,,),en
dans X convergeant vers un certain z* € X nous avons x,(t) < z*(t), pour tout ¢ € [a, b]. En outre,
pour tout x,y € X, il existe c¢(x,y) € X qui est comparablea z ety .
Définissez A : C'([a,b] ,R™) — C (]a, b] ,R™), par la formule
b
/kt,s,x ))ds + g(t),t € [a,b].

3.4. Applications
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+Observons d’abord que de (ii) A croissant. De plus, pour tout z,y € X avec x < y nous avons

b b

Ax(t) — Ay(t)] < / k(t,5,2(5)) — k(t, 5, y(s))| ds < /p<t,s>so<|x<s>—y<s>|>ds

a
a

b
< 90(||93—y||)-/p(t,8)d8 < ¢ (llz —yll), pour tout t € [a,0].

Par conséquent || Az — Ay|| < ¢ (||z — yl|), pour tout z,y € X avec z < y.
De (v) nous avons que zy < Axg.

La conclusion découle maintenant du Théoréme 3.6. =

Théoreme 3.10 Considérons l’équation.(2). Supposons que

(1) k:[a,b] x [a,b] x R* — R™ et g : [a,b] — R™ sont continus ;
(i) k(t,s,.) : R* — R™ croissant pour tout ¢, s € [a, b| ;
(iii) 1l existe une fonction de comparaison ¢ : R, — R, avec p(At) < Ap(t), pour tout ¢ € R, et

tout A > 1, tels que

|k(t, s,u) — k(t,s,v)| < ¢(lu—wv]), pour tout ¢, s € [a,b] ,u,v € R" u < v;

(iv) 1l existe zg € C' ([a, b] , R™) tel que x(t) < }k(t, s,xo(s))ds + g(t), pour tout ¢ € [a, b] .

Alors 'équation intégrale (2) a une solution ur(;ique z* dans C' ([a, b] ,R").

Preuve. Supposns que X := C'([a, b] ,R") muni d’'une norme de type Bielecki, c’est-a-dire., ||z|| 5 :=
tem[%( lz(t)| .e7 "), pour x € C ([a,b] ,R") (ot1 7 > 0 est choisi arbitrairement). Considérons sur
X le méme ordre partiel défini précédemment ( voir la preuve du Théreme 4.1).

Alors (X, ||.||5, <) est un espace métrique complet et ordonné. De plus, pour toute suite croissante
(zn)nen dans X convergeant vers un certain z* € X nous avons x,,(t) < z*(¢), pour toute ¢ € [a, b].
En outre, pour tout z,y € X , il existe ¢(x,y) € X qui est comparable a z et y .

Définissez A : C'([a,b] ,R™) — C ([a, b] ,R™), par la formule

t

Ax(t) = /k’(t,s,x(s))ds +g(t),t € [a,b)].

a
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D’aprés (i) nous avons que A croissant. De plus, pour tout x,y € X avec x < y nous avons

t

|Az(t) — Ay(t)] < /!k(t, s,2(s)) — k(t, s,y(s))| ds < /90(!35(8) —y(s)[)ds

= [e(lalo) — ye AT ds < [ (ja(s) - y(s)] ) ds
t

1
< ¢(llz=yllp) /6T(Sa)d8 < —¢(lle —yllp) e, pour tout ¢ € [a,b].
T
Par conséquent, pour 7 > 1, nous obtenons ||Az — Ay||; < ¢ (||z — yl||p), pour tout z,y € X avec
z < y.
De (iv) nous avons que zy < Axg.

La conclusion découle maintenant du Théoréme 3.6 m

Conclusion

Le théoreme du point fixe c’est théoréme représente un outile fondamentale de convergence pour
une large classe de méthode itérative.

On trouve aussi dautres théoreme comme celui de Brouwer et Schauder.

Théoréme de Brouwer est théoréme du point fixe trés fort : I’hypothése sur la fonction est plutot
faible, on a juste sa contnuité et qu’elle laisse stable la boule unité, et on obtient I'existence d’un
point fixe.

Le principe de point fixe est établi dans le théoréme Schouder; ce drenier est un plus profonds
d’existence du point fixe, en particulier, pour les espace localement convexes ont été preuver par
lui méme.

Finalement, on conclu que la recherche des solutions des équations intégrale non linéaire on
servant d’'une théoréme de point fixe sous des conditions de contractivité bien précis, (citons, la
contraction de Banach, la contraction non linéaire de Boyd-Wong, ...) est trés éfficace. Cela nos
permet de poser plusieurs questions

1/ Ya-t-il une relation entre tout les théoréemes de point fixe et tout les types des équations inté-
grales linéaire ou non linéaire ?

2/ Est-il possible de trouver de noveaux théoremes de point fixe en utilisant des conditions
contractives plus faibles qui nous permet de résoudre d’autres types d’équations intégrales non
linéaire ?.
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3/ Est-ce que possible de transformer tout les formes des équations différentielles (partielles,
ordinaires, varitionnelles, ...) aux équations intégrales ?.

4/ Si le cas est ainsi, on déduit que la combinaison entre le théoreme de point fixe et '’équations
intégrales est une bonne solution pour divers probleme des mathématiques.

5/ La réponse aux questions est possible, mais un peu délicat.

3.4. Applications
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