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Notations

Nous utilisera dans cette mémoire les notations et les définitions suivantes :

H : Espace de Hilbert complexe.

L(H) :Tagebre des opérateurs linéaires bornés dans un espace de Hilbert.
R(A) :Timage d’un opérateur.

ker (A) :Le noyau d’un opérateur.

E° : Lintérieur de E.

E : adhérence de F.

E+ : Lorthogonale de E.

Ajgz; : Larestrection de A sur R(64)

o(A) : Spectre de A.
coo(A) :Enveloppe convexe de o(A).
o,(A) :Spectre ponctuelle de A.

p(A) : La résolvanre de A.

r(A) : Le rayon spectrale de A.

& : Signe de somme directe.

® : Signe de produit tensoriel.

K(H) : Lensemble des applications compacts.
A : Palgebre de Banach.

P : Lensemble d’états.

tr(A) :Latrace de A.

W(A) :Llimage numérique de A.

w(A) : Le rayon numérique de A.

Wy(A) :TLimage numérique maximale de A.

Wy (A) :Limage numérique maximale normalisée de A.

dist : Distance.

OW(A) :La frontiere de W (A).

w(A) : Le rayon numérique de A.

A4 : La dérivation intérieur induite par A.

048 : La dérivation généralisée induite par A et B.
Aup : Lopérateur élémentaire

{AY : Le commutant de A.

NS : Le bicommutant de A.

C,(H) : La classe de trace.



: La classe de Hilbert Schmidth.

: La classe des opérateurs compacts

: Classe de Joel Anderson.

: lensemble des opérateurs P-symmeétrique.
: Lensemble des opérateurs D-symmeétrique.
: Lensemble des opérateurs finis.

: Lensemble des opérateurs finis généralisés.




Introduction générale

Il n’est secret pour personne que la théorie des opérateurs a joué un réle fondamental dans les
mathématiques pures et appliquées. Dans ce travail on s’intéresse aux dérivations et dérivations
généralisées dans un espace de dimension fini, il s’agit de la connaissance des applications
X — AX — XA, pour A, X € L(H), ou H est un espace de Hilbert complexe séparable de

dimension infinie, et £(H) I'algébre des opérateurs linéaires bornés sur H (ie) :
d0a(X)=AX — XA, VA, X € L(H).
Nous définissons la dérivation généralisée J4 p sur £(H) comme suit :
S4p(X)=AX — XB, VA, B,X € L(H).
Puis 'opérateur élémentaire par :
Asp(X)=AXB - X, VA, B, X € L(H).

Les proprietés consernant ces opérateurs comme : image, noyau et norme (voir[15]) sont été
exprimés ces derniéres années.

Cobjectif principale de cet travail est une initiation aux dérivations qui permettre au chercheur
débutant de faire une étude avec les outils de base et de voir les plusieurs problémes ouverts qui
restent encore sans réponse dans ce domaine. Nous étudions le cas spécial de la dimension finie.

Forganisation de ce travail est réalisée comme suit :

Chapitre 01 : Ce chapitre est un chapitre introductif dans le quel nous avons rassemblés I’en-
semble de quelques définitions, propriétés et des théorémes relatives a notre thématique, les pro-
prietés fomdamentales des opérateurs linéaires dans I'espace de Banach et de Hilbert, proprietés
spectrale et les classes des opérateurs (voir [9], [21]).

Chapitre 02 : Dans ce chapitre rappellons quelques proprietés de I'image numérique dans un
espace de Hilbert, quelques résultats sur 'image d’une dérivation (voir [19], [20], [30]). Il est connu
que l'opérateur identité / n’est pas un commutateur, (ie) : pour tout A € L(H),I ¢ R(d4) ou
R(64) désigne I'image d’une dérivation 0 4. J.Anderson [15] a prouvé l'existance d’'un opérateur

B e L(H) tel que I € R(p). Cela a permis de définir une nouvelle classe non vide d’opérateurs :
JA(H) = {A € L(H),I € R(aA)} .

Nous intéressons a 1’étude de l'orthogonalité de I'image au noyau de dérivation intérieure, gé-

néralisée et l'opérateur élémentaire selon théoréme de Fuglede-Putnam et J.H.Anderson (voir
21, (3], [7], [30D.




Chapitre 03 : Nous intéressons a 'étude de classe des opérateurs D-symmétrique, ( A est D-

symétrique si R(d4) = R(d4~)) qui ont été étudier par J. H. Anderson, J. W. Bunce, J. A. Deddens
et J. R Williams [17]. S. Bouali et J. Charles [13] introduissent la classe des opérateurs P-symétrique
(ie ) pour A € L(H), si T € ker(A) implique T* € ker(A), VI' € C1(H), donnons quelques pro-
priétés concernant cette classe. On a aussi donné quelques propriétés fondamentales relatives aux
opérateurs finis, (i.e). les opérateurs A € L(H) tel que dist(I, R(d4)) = 1. Cet classe est introduite
par J.Williams[18]. Ensuite présentons un exemple d’'un opérateur fini par I'utilisation les travaux
de J.Williams[18] .




Chapitre 1

Notions préliminaires

Ce chapitre est constitué d’'un rappel de quelques notions de base utilisé dans ce travail comme
quelques définitions et proprietés importante consernant les opérateurs linéaires bornés dans un

espace de Banach et de Hilbert.




Chapitre 1. Notions préliminaires

1.1 Espace de Banach

1.1.1 Espaces vectoriels

Définition 1.1 Soit E un ensemble non vide, k le corps des réels R ou des complexes C, E muni par
deux lois addition et multiplication par un scalaire , on dit que E est un espace vectoriel si

V(z,y) € E*, ) €k

)x+yek.

ii) \x € E.

Proposition 1.1 Soit E un espace vectoriel défini sur un corps k, Vr,y € E,VA € k

) —(—x) ==
ii) opz = 0.
iii) — (A\z) = (—Az) = A (—x).

1.1.2 Sous espace vectoriel

Définition 1.2 Soient (E, +,.) un espace vectoriel sur le corps k, F' sous ensemble dans E. On dit

que (F,+,.) est un sous espace vectoriel de (E, +,.) si et seulement si

i) F nonvide (c-a-d) F # ¢.
ii) Ve € F,Vy € F

r+yel.
iii)) VA ek, Ve € F, \x € F.

1.1.3 Espaces vectoriels normés

Définition 1.3 Soit £ un espace vectoriel sur k (R ou C) . On appelle norme sur E toute application
||| définie de E vers R (ie)
|.]| : E — RT vérifiant V (x,y) € E* VA € k

D)|z]|=0=2=0.

i flz+yll <zl + [yl

i) [[Az]| =[ A [ [[z]].

Donc la couple (F, ||.||) est appellée espace vectoriel normé.

Proposition 1.2 Soit (F, ||.||) un espace vectoriel normé. On appelle distance d (x,y) = ||y — x|| toute
application d de E x E dans R* satisfant : Va,y,z € E

1.1. Espace de Banach
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Dd(z,y) =0 z=uy.
i) d(z,y) = d(y,z).
iii) d (z,y) < d(z,2) +d(z,y).

Exemple 1.1 Pour £ = R" et x = (x1, T3, ..., x,) € R", on définit les normes

n
ol = 33 7,
i=1
1
n 9 2
ol = (S )
et = sup [
<i<n

Proposition 1.3 V (z,y) € E?

D [z —yll =y —=|.
i) [ [|z]] = [yl [< lz = y][-
if) |z > 0.

Définition 1.4 Deux normes ||.||; et ||.||» sont équivalentes s’il existe deux constantes « et 3 stricte-

ment positives telles que, Pour tout x € F, a|z||; < ||z|]2 < B|z]1-

Définition 1.5 (Suite de Cauchy)

Soient E un espace vectoriel, (z,,), . une suite de E. (x,), .y est une suite de Cauchy ssi :
Ve)0,IN € N,Vn,m)N : ||z, — zp]| < e.
Remarque 1.1 Toute suite convergente est de Cauchy mais la réciproque n’est pas toujours vraie.

Définition 1.6 Soit E un espace vectoriel, on dit que E est complet ssi toute suite de Cauchy est

convergente.

Définition 1.7 (Banach)

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

1.2 Espaces topologiques

On appelle espace topologique un couple (£, ) formé d’'un ensemble F et d’'une topologie ¢
sur I, c’est -a dire un ensemble de parties de £ qu’on appelle les ouverts de F, satisfaisant les
propriétes suivantes

i) I et ¢ appartient a 6.

1.2. Espaces topologiques
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ii) 0 est stable par intersection finie.

iii) 0 est stable par union quelconque.

Définition 1.8 Un espace topologique (E,0) est dit séparé si pour tout couple (x,y) de points dis-

tincts, il existe deux ouverts disjoints U et V contenant respectivement x et .

Définition 1.9 Dans un espace topologique, une partie V est appelée voisinage d’'un point x s’il existe

un ouvert U contenant x et contenu dans V.
Théoreme 1.1 Une partie X de E est ouverte ssi elle est un voisinage de chacun de ses points.

Définition 1.10 Un point z et dit adhérent a une partie X de Uespace topologique FE si tout voisinage

de x rencontre X.

Théoreme 1.2 Soit X une partie de Uespace topologique E, on appelle intérieur de X, La plus grand
ouvert contenu dans X. La plus petit fermé contenant X dite U'adhérence de X.
Topologie faible des opérateurs

Définition 1.11 Une suite (A, ), d’opérateurs converge faiblement vers 0, ce qu’on note A, =0, si

<Anl‘7y> - 07vx7y € H.

La fermeture faible d’'un sous-ensemble F de £ (H) est E" .

Topologie ultra-faible des opérateurs

Définition 1.12 Une suite (A,,), d'opérateur converge ultra-faiblement vers 0, lorsque f (A,) — 0,

n—o0

pour toute forme linéaire f sur L(H).

Si E est un sous-ensemble de £ (H), E" est la fermeture ultra-faible de E.

1.3 Espace de Hilbert

1.3.1 Produit scalaire

Définition 1.13 Soit E un espace vectoriel sur k (R ou C).

On appelle produit scalaire sur E une application (z,y) — (x,y) de E x E dans k* vérifiant les
propriétes suivantes

i) Vy € FE Uapplication x — (z,y) est linéaire.

1.3. Espace de Hilbert
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i) Ve,y € E, (x,y) = (y, ).
iii) Ve € E, (z,z) € R,
v) Ve € E,(x,z) =0= 2 =0.

Théoreme 1.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soit Uapplication (., .) un produit scalaire sur E, pour tout z et y de E on a l'inégalité

| (@, y) "< (@, 2)(y, ).

Théoreme 1.4 Soit (.,.) un produit scalaire sur E, Uapplication x — ||x|| = /(z, z) est une norme

sur FE.

Définition 1.14 On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel normé muni d’'un produit sca-

laire tel que :||z||* = (z,x).

Théoreme 1.5 (Identité de polarisation)
Soit F un espace préhilbertien, le produit scalaire de deux vecteurs x et y est donné par

(@, y) = 7 (lz +yl? +illz +iyl? - llo — yl> —illz —iy[*).
Définition 1.15 On appelle espace de Hilbert un espace préhilbertien complet .

Définition 1.16 (Lorthogonalité)
Soient z et y deux vecteurs d’un espace de Hilbert, on dit que x est orthogonal a y ssi (x,y) = 0 que

l'on note = L .

Définition 1.17 Soit M un sous espace d’'un espace de Hilbert H, la complémentaire orthogonal de
M (noté M~) définie par
Mt ={ye€ H,{(x,y) =0,Vx € M}, tel que M~ est un sous espace fermé de H.

Définition 1.18 Soit E un ensemble non vide et M une partie de E, on dit que M est convexe ssi

Ve, y € M\YA € [0,1] : Az + (1 — Ny € M.

1.4 Les opérateurs dans un espace de dimension fini

1.4.1 Opérateur borné dans un espace de Banach

Soient F et F' deux espaces vectoriels topologiques de dimension fini sur le corps k, A est un

opérateur linéaire de F dans F' si

1.4. Les opérateurs dans un espace de dimension fini
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Az +y) = Alz) + Aly), Y, y € E,
A(Az) = NA(x), VX € k.
On désigne par L(F, F') 'espace vectoriel des applications linéaires de £ dans F'. Dans le cas ou

E = F on écrit L(F) au lieu de L(F, E)). Rappelons que la norme de A € £(F, I') est défini par
[Allze,ry = sup [|Az|r.

llzllz <1

Définition 1.19 Soient E et I’ deux espaces de Banach. On appelle opérateur borné de E dans F
toute application linéaire continue de F dans F. Pour A € L(FE, F), on note par

R(A) ={Ax,z € E}, limage de A,

Ker(A) ={xz € E, Az = 0}, le noyau de A.

Définition 1.20 Soit A € L(E, F). A est dit borné s’il existe une constante C > 0 tel que
|Az|| < C||z||,Vx € E.

Définition 1.21 Soient E et F deux espaces de Banach, A une application linéaire de F dans F. On
dit que A est inversible, s’il existe un opérateur de L(F, E), donc (linéaire et borné) notée A~! tel que
AA = ATTA=T.

Corollaire 1.1 Soient E et F' deux espaces de Banach, A un opérateur linéaire continu et bijectif de
E dans F. Alors il existe A~ continu de F dans E.

Adjoint d’un opérateur

Soient F et F' deux espaces de Banach, A un opérateur borné de F dans F'. Iadjoint de A noté
A’ est Topérateur borné de F* dans E* vérifiant

(A'Y) (x) = €(A(x)), pour tout £ € F* etx € E.

On a les relations d’ortogonalité suivantes

1.4.2 Opérateur borné dans un espace de Hilbert

Adjoint dans un Hilbert

Définition 1.22 Soient H, H deux espaces de Hilbert et A € L(H, H'), il existe un unique
A* € L(H', H) tel que pour tout x € H et tout y € H on ait (A (z),y) = (z, A* (y)).

1.4. Les opérateurs dans un espace de dimension fini E
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On a de plus ||A*|| = || A]|.

Proposition 1.4 Pour tout A € L (H), on a les relations
ker (A)" = R (A*) et ker (A*) = R(A)".

Les opérateurs particuliers

Définition 1.23 Soient E et I’ deux espaces de Hilbert. Un élément A € L (F) est appelé

1) Hermitien ou auto-adjoint si A = A*.

2) Normal si AA* = A*A.

3) Sous-normal, s’il admet une extension normal.

4)
)
)

3) Positif si A est auto-adjoint et si Vax € E, (Az,z) > 0.

Paranormal, si || Az||* < ||A%z| ||z|| pour tout = € H.

4) Inversible s’il existe B borné tel que

BA=AB=1.

Un élément A € L (E, F) est appelé

1) Isométrie si AA* = A*A =1 ou ||Az| = ||z

2) Unitaire si AA* = Idp et A*A = Idg.

3) Hyponormal si A*A — AA* > 0.

4) P-hyponormal si (A*A)¥ — (AA*)P >0, pour 0 < P < 1.

5) Quasi-hyponormal si A* (A*A — AA*) A > 0.

6) Algebrique si P(A) = 0, pour quelque polynome P non trivial.
7) Dominant, si R(A — \) C R(A — \)*, pour tout A € C.

Spectre d’un opérateur

Soit H un espace de Hilbert complexe, A € £ (H).

Définition 1.24 On définit le spectre de A par U'ensemble des nombres complexes A tel que Uopérateur
(A — M) n’est pas inversible, noté

o (A) ={X € C,A— M n’est pas inversible} .

-On appelle ensemble résolvante de A, le complémentaire de o (A) est noté

p(A) ={\ € C,A— A\ est inversible} .

-Si X € p(A), on définit la résolvante R (A) de A au point \ par

Ry (A) = (A= XI)"".

Définition 1.25 Un nombrle \ € C est une valeur propre de A s’il existe un vecteur non nul x € H

tel que Ax = \z.

1.4. Les opérateurs dans un espace de dimension fini
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- Chaque vecteur non nul x qui satisfait Ax = A\x s’appelle vecteur propre de A associé a la valeur
propre \.
- Lensemble des valeurs propres de A est appellée spectre ponctiel de A et noté par o, (A).

Rayon spectral

Définition 1.26 Soit A € L (H), on définit le rayon spectral r (A) de A par
r(A)= sup |A]|.
Ao (A)

Si o (A) = 0, alors on pose r (A) = 0.

Théoreme 1.6 Soit A € L(H). Si ||A|| < 1, alors (I — A) est inversible et son inverse
(I—A)"' =S Ak
k=0

1) 0, (A) = {) € C,(A — \I) n’est pas injectif} .
2) En dimension finie o (A) = 0, (4) .
3)o(A)={\A€a(A)}.

4)r(4) = lim A"

5)r(A) < [[A]l

SideCtelque| A |>|Al,alors A € p(A).

Proposition 1.5 Soit A€ L(H).Si A= A*, alors o, (A) € R.

1.4.3 Opérateurs compacts

Applications linéaires compacts

Soit E est un espace vectoriel normé. On note Bg(0,r) la boule ouverte de centre 0 et de rayon
r > 0 et Bg(0,7) la boule fermée. Dans le cas ot r = 1, on note By = Bp(0,1) et By = By(0,1).

Définition 1.27 Soient E et F' deux espaces de Banach, une application linéaire continue

A € L(E, F) est dite compacte si U'image A(By) par Uapplication A de la boule unité fermée By, de
Uespace E est relativement compacte dans F. On note K (F, F') Uensemble des applications linéaires
compactes de E dans F. On pose K(E) = K(E, E).

La proposition suivante donne des propriétés fondamentaux des opérateurs compacts.

Proposition 1.6 Soit A € L(E, F'). Les assertions suivants sont équivalents
(i) A est compact.
(ii) Pour toute partie B bornée de E, Uensemble A(B) est relativement compact dans F.

1.4. Les opérateurs dans un espace de dimension fini E
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Proposition 1.7 Soient E et F deux espaces de Banach, U'ensemble K(FE,F') est un sous-espace
vectoriel fermé de L(E, F). E,F et G des espaces de Banach, S € L(E,F) et A € L(F,G), si S

ou A est compact alors AS est compact.

Proposition 1.8 Soit F un espace de Banach. Pour A € L(FE), les assertions suivants sont équiva-
lents

) Ae K(E),

i) A* € K(E").

1.5 C*—Algébres

1.5.1 [LAlgébre de Banach

Définition 1.28 Soit A une algébre sur C muni d’une norme ||.||, on dit que A est une algébre de

Banach si les deux conditions suivantes sont satisfaites

i) A est un C—espace de Banach (ie) (un C — espace vectoriel normé complet) .

ii) Pour tous z,y € A, on a |jzy|| < ||z|/||y||-

Remarque 1.2 S’il existe un élément e € A tel que

ze =ex = x,Vx € A, |le|| = 1, alors A est une algébre de Banach unitaire, e s’appelle I'élément unité
d’algébre A.

- On dit que A est un algebre commutative si vy = yx,Vx,y € A

Involution

Définition 1.29 Soit A une algebre, on appelle involution une application I de A vers A vérifiant

i) I? (a) = a,Va € A.

i) 7 (ab) =1(b)1(a),Va,be A.

iii) 7 (aa + )—aI( )+ 1(b),Va e C,Va,be A
iv) I (a) =

Définition 1.30 (C*—Algébre)
Soit A une algébre de Banach unitaire posséde une involution tel que
la*al| = ||a]|?,Va € A, alors A est une C*—Algeébre.

Proposition 1.9 Soit A une C*—Algébre. Si a € A, alors

15. C*—Algébres [
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D [la*]l = llall.

i) [la*al| = [|la|*.
Idéaux

Définition 1.31 Soit (A, +,e) un anneau. On appelle idéal a droite (respectivement a gauche) de
Uanneau A, tout ensemble I C A tel que

1) I est un sous groupe de (A, +).

2)Vx € A, (Vy € I,zey € I (respectivement yex € I)).

Remarque 1.3 Si [ est un idéal a droite et a gauche de A, alors I est un idéal bilatére de A.

Lalgébre de Calkin
Définition 1.32 Soit K (H) lidéal des opérateurs compacts dans L(H), C'(H) noté Ualgébre de Cal-

kin tel que :

C(H) = L(H)/K(H) = {[A], A € L(H)}, ot
Al = {A+ K, K € K(H))} .

1.5. C*—Algébres



Chapitre 2

Dérivations et dérivations géneéralisées

dans un espace de dimension fini

Dans ce chapitre nous présentons quelques proprietés des dérivations, 'image numérique, puis
définissons une nouvelle classe non vide d’opérateurs nomée la classe de Joel Anderson, la théo-
réeme de Fuglede-Putnam qui joue un role trés important dans la théorie des opérateurs, puis

exposons quelques résultats sur 'orthogonalité de 'image et noyau d’'une dérivation dans L(H).
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Chapitre 2. Dérivations et dérivations généralisées dans un espace de dimension fini

2.1 Forme canonique d’un élément de L(F, F), trace de A €
L(E)

2.1.1 Forme canonique d’un élément de L(F, F)

Soient F et F' deux espaces vectoriels complexes de dimension n et p respectivement, {¢;,i = 1,..,n}
une base de E, {f;,j = 1,...,p} une base de F, on utilise le base {¢'} de E', le dual de E, définie
par

(ejaek) :(%Z{ 18%].:k k=Tn,

Osij#k

qui est la base duale de le base {e;}.
Définition 2.1 Soity € E' et x € F. Le produit tensoriel z @y est Uélément de L(E, I) définie par

x®y, = {E—>F, z — (y/,z)x},
par la méme maniére y' ® z, Uélément de B(F', E') est donnée par

Y @x = {F’ —E t— (t',x) y'}.

Proposition 2.1

(i) (fi®wel) = (¢ ® f).

(i) VA € L(F,G),VB € L(H, E),

A(fi®e’)B = (Af;) ® (B'e’)ou B est l'adjoint de B.

(iii) SIE=F, (e; @ &) (e @ ') = dle; @ €', (e; ® )? = (e; ® €7).
Preuve. Calcule direct de I'action sur un vecteur arbitraire x.
@)y, (fiel)) = {,a)(y, fi) = (¥, fi) e, ).

(i1) A(f; @ ¢/)Bx = (¢/, Br)Af; = (B'el  2) Af;.

(iti) (e; @ e’) (e, ®@e') =e; @ { (' @ ex) €'} = Me@el. m

2.1.2 Latrace d’un élément de L(F)

Définition 2.2 Soit A € L(E), oit E de dimension fini n. E muni d’une base {e;}, ott {e'} la duale
de {e;}, alors le tr A défini par
trA = >"(e', Ae;).
=1
Proposition 2.2 [12]

i) tr (a:®y') = (y',x)gyl cFE etzreckE.

2.1. Forme canonique d'un élément de L(E, F'), trace de A € L(F)
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i1) tr A est indépendante a la base choisi dans F, l'application
L(E)—C
A — trA, est un application linéaire.
i11) tr(AB) = tr(BA), pour tout A, B € L(E).
iv)tr(SAS™1) = tr A, pour tout A € L(E), et pour tout inversible S € L(FE).
v) 1l existe un unique élément B dans £(E) tel que h(A) = tr(AB), pour tout h € L(E)" (forme
linéaire sur L(F) et pour tout A € L(FE)).

Proposition 2.3 Si {e;}, i = 1,...,n, une base orthonormée de E alors

trA ="> (Ae;e;),
i=1

Définition 2.3 trA* = tr A (limaginaire conjugué de trA),
tr(z®y) = (z,y).

2.1.3 Schatten P-classe

Soit H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie, £ (H) 'algébre des opé-
rateurs linéaires bornés sur H, A € £ (H) un opérateur compact et S; (A) > Sy (A) > ... > 0 les

valeurs singuliere de A (ie) les valeurs propres de | A |= (A*A)% , dans leur ordre décroissant.

Définition 2.4 [29] Lopérateur A appartient a U'espace Schatten P-classe Cp, si

D

A, = isi (A)”} = [tr (A)”]% < 00,1 < p < oo oll tr est la trace fonctionnelle
Cile clasézlde trace,

Cs est la classe de Hilbert -Schmidth,

C est la classe des opérateurs compacts avec

|Alloo = S1 (A) = sup ||Af||, définissent la norme usuelle de Uopérateur. Alors
lrl=1
i) On dit que A est la classe de trace si

| Al[x = Zl(l Alen, en) < o0,
ii) A est classe de Hilbert-Schmidth si

1
o0 2
A2 = {Z ||Aen||2} < 00, Ol €, est la base orthonnormée de H.
n=1

2.2 Produit intérieur de Hilbert-Schmidth

Soit H un espace de Hilbert séparable,(e;); >; une base Hilbertienne de H. Par définition, on dit
que A € L(H) est un opérateur de Hilbert-Schmidth si || A]|3 = Y || A(e:)||* < .

i >1

2.2. Produit intérieur de Hilbert-Schmidth
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Le produit de deux opérateurs de Hilbert-Schmidth est finis, partant si A et B deux opérateurs
de Hilbert-Schmidth, le produit intérieur de Hilbert-Schmidth définie par
(A, B) =tr(AB*) = ) (Ae;, Be;).

i>1

2.3 Les commutateurs

Soit £ un espace vectoriel normé complexe de dimension fini.
1)Le commutant de A € L(F) est 'ensemble défini par

{A} ={B e L(E),AB = BA}.
2)Le bicommutant de A € B(FE) est 'ensemble défini par

(A} = {0 € L(E),CB = BO,YB € {A}’} .

Proposition 2.4
D {4} = {14y} .

2) {A} est un sous-algébre de L(E).

3) {A}" est un sous-algébre commutative de £(E).
4) Tout polynome de A appartient a {A}N :

5) Lensemble des commutateurs de £(F) est 'ensemble des éléments de trace nulle,

tr(A) =0<= [JA,B € L(F) telque : X = AB — BA].

6)Si E est de dimension fini la distance entre lidentité de £(F) et chaque commutateur est

supérieur ou égale a 1, pour la norme usuelle de £(FE).

2.4 Dérivations et Dérivations généralisées
Soit £(H) un algbére sur un corps commutatif k.

Définition 2.5 [12] Une dérivation ¢ est une application linéaire continue de L(H) satisfait la pro-

priété suivante

S(XY) =8(X)Y + X6(Y),VX,Y € L(H).

Définition 2.6 Soit A € L(H), Uapplication de L(H) vers L(H) définie par da(X) = AX — XA,

pour tout X € L(H), est une dérivation sur L(H) appellée dérivation intérieure induite par A.

2.3. Les commutateurs
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Définition 2.7 Soient A, B € L(H), Uapplication de L(H) vers L(H) définie par §4 p = AX — X B,
pour tout X € L(H), est appellée dérivation généralisée induite par A et B.

Proposition 2.5 [12]

1) Une dérivation intérieure est une dérivation.

2) Si E est un espace de Hilbert, alors toute dérivation sur L(H) est une dérivation intérieur
dA e L(H) /6 =6a.

3) Pour A€ L(H)en (2)[04 =05 < [B=A—\],VAeC.

Définition 2.8 Soient H un espace de Hilbert complexe et L(H) lalgébre de Banach pour A et
B € L(H), on définit Uopérateur élémentaire Ay g par Ay p = AXB — X.

Proposition 2.6 Si A et B deux opérateurs bornés dans H, alors

darp = 0a+6p

0aB—BA = 0403 —0pla.

Donc la somme et le produit de deux dérivations intérieur est une dérivation. Mais le produit

040 5 est une dérivation seulement dans le cas trivial.

Théoreme 2.1 [19] Soit A, B € L(H),04dp est une dérivation ssi 6 4 ou dp est un scalaire multiple

pour Uopérateur identité.

2.5 Limage numérique dans un espace de Hilbert

Dans cette section, nous allons essayé de presenter quelques résultats et quelques applications de
I'image numérique d’'un opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert complexe H, et ensuite

nous allons énumérer une liste des proprietés importants sur 'image numérique.

2.5.1 Définitions et proprietés

Soient H un espace de Hilbert complexe, A un opérateur borné sur H .
— limage numérique de A est 'ensemble défini comme suit

W(A) = {(Az,z),z € H, ||z|| = 1} .
Voici quelques proprietés utilisées pour le calcul de 'image numérique
i) W(u*Au) = W(A) ou u un opérateur unitaire et A € L(H).

2.5. L'image numérique dans un espace de Hilbert
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i) W(aA+BI) =aW(A)+p={aZ+8,Zc W(A)},Va,B8 € C,VA, B € L(H).
iii) W(A*) ={z, z € W(A)}, pour tout A € L(H).

iv) W(A+ B) C W(A) +W(B),VA, B € L(H).

v) A € L(H) est auto-adjoint ssi W(A) C R.

Exemple 2.1 -Dans C?, on définit Uopérateur A par la matrice

A= 0 a ,a € C,
0 0

W(A):{z,|z\§ @}.

- Nous posons H = 12, et on définit l'opérateur sur H comme ceci

alors

S(er, 2,3, ...) = S (€1, 362, 363, -..) ,
Ona W(S)=(0,1].

2.5.2 Le rayon numérique

Nous voyons précédemment le rayon spectrale qui est le réel positif définie par
r(A) =sup{| A[,A€c(A)}.
Dans cette section nous allons présenter le rayon numérique d’'un opérateur qui est analogue a

rayon spectrale, mais cella pour I'image numérique.

Définition 2.9 Soit A un opérateur linéaire borné. Le rayon numérique de A que l'on note w(A) est
défini comme ceci
w(A) = sup{| 2|,z € W(A)}.

La théoreme suivante montre que w(A)et || A|| sont deux normes équivalentes.

Théoreme 2.2 w(A) < ||A]] < 2w(A).

Preuve. Soit x € H tel que ||z|| = 1.

De l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

| (Az,2) |< | Az|[lz]| < [IAllz]* = 1A],

d’'ott w(A) < ||Al|. De l'identité de polarisation, on obtient

4| (Az,y) |=| (Alz +y), 2 +y) — (Al — ),z — y) +i{A(x + i),z +iy) — i(A(x —iy), 2 — iy) |
< w(A) [z +yl* + Iz = yl* + |z + iyll* + [l — iyl|*]
— 2w ()] 2 + ]yl )

En prenant ||z|| = ||y|| = 1, on trouve

4[{Az, y)| < 8w(A),

ce qui implique que ||Al| < 2w(A). =

2.5. L'image numérique dans un espace de Hilbert
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Lemme 2.1 Soient A, B deux opérateurs linéaires bornés, a € C, on a
Hw(aA) =] a| w(A).
it)w(A+S) < w(A) 4+ w(S).

Cette lemme est une conséquence a propsition (2.7).

Proposition 2.7 Soit A un opérateur linéaire borné,on a
ir(4) < w(A) < ||A[l < 2w(A).
ii))Vn € N,w(A") < w(A)"™.

2.5.3 Limage numérique et le spectre

Nous allons discuter précédement le spectre de A qui est 'ensemble des tout les A € C tel que
A — M n’est pas inversible.

Notre but dans cette sous section est de trouver la relation entre W (A) et o (A).

Théoréme 2.3 [24] Soit A€ L(H)onao(A) CW (A).

Et en générale on a
VA, Se LH),oc(S+A) CW(S+A) CW(S)+W/(A).

Remarque 2.1 W (A) n’est pas toujours fermé.

Proposition 2.8 [12] Soit A € L(H) on a

1) o(A) CcW(A).

2)o,(A) C W (A).

3) [Anormal] = [W (A) = coo (A)] .

4) Soit A € £ (H), K compact donné de C alors S’ inversible tel que

W (S'AS7Y) o K.

5) Pour A € L (H), pour tout voisinage V' de coo (A), il existe S inversible tel que
W (SAS™) c V.

6) coo (A) =nN{W (SAS™'),S inversible} .

2.5.4 Les deux autres images numérique maximale et maximale normali-

V4

see

Soit H un espace de Hilbert de dimension fini.

2.5. L'image numérique dans un espace de Hilbert
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Définition 2.10 Soit A € L (H), l'image numérique maximale de A est défini par
Wy (A) = {z € C,z =1lim (Ax,, x,), ||z.] = 1, lim||Az,|| = HA||} :

Proposition 2.9
i) [0 € Wo (A)] = VA € CJAIP+ | A P< [[A+ A7)
it) VA e G, [[Al < [[A+ Al = [0 € Wo (A)].
iii) VA € L (H), il existe un unique )\, tel que
VA€ C,[[A—= Dol < [IA = Al

Définition 2.11 Soit A € L (H), on appelle centre de A la valeur )\, tel que

VYA EC,|[A= M| >[|A= .

Définition 2.12 Soit A € L (H), on définit l'image numérique maximale normalisée de A par
W (A) = Wy (ﬁ) pour A # 0.
-Wy (0) = {0}.

Proposition 2.10 Soient A, B€ L(H),ona
(Wi (A)NWy (=B) # @] & VA€ C, [|A|| + [|B|| < |[A = AI|| + | B = M]]].
Proposition 2.11 [12] Soit A € L (H) alors

1) Si )\ est le centre de A, alors |[04]| = 2||A — Xo|| =2inf {A — X\, A € C}.
2) llexiste z € L (H), ||z|| = 1 telque
[0az]] = [|0.]]-
3) [|6a,5]l = inf {[|A = A+ [|B = All, A € C}.
4) Il existe A\, € C telque ||04 5] = |4 — M| + |B — A1
5) Wy (A)NWy (B) #0 < [[dasl = Al + 1B
Preuve. Voir [12] m

2.6 Enveloppe convexe

Dans cette sous-section nous allons présenter 'enveloppe convexe ainsi que de quelques applica-
tion a 'image numérique.

Soit E un sous ensemble convexe borné du convexe C.

Définition 2.13 On note par co { E'} Uenveloppe convexe de E, qui est la plus petit ensemble convexe

qui contient E.

2.6. Enveloppe convexe
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Théoreme 2.4 co{E} est la fermeture de Uenveloppe convexe de E.

Théoreme 2.5 Soit N € L(H) opérateur normal, on a

W(N) =co{c(N)}.

2.7 Théoreme de Fuglede-Putnam

Dans cette sous section nous intéressons au théoreme de Fuglede-Putnam qui joue un role trés
important dans la théorie des opérateurs, ce théorie fut établit en 1950 par Bent Fuglede [2].

La version classique du théoréme est la suivante :

Théoreme 2.6 Soient A, B deux opérateurs bornés sur un espace de Hilbert avec B normal si
BA = AB alors B*A = AB*.

Putnam est donnée la généralisation de la version de Fuglede en 1951.

Théoreme 2.7 Soient A, B, X trois opérateurs bornés sur un espace de Hilbert, avec B et X nor-
maux et XA = AB alors X*A = AB*.

Théoreme 2.8 Soient A, B, X € L(H), si (A, B*) satisfait la propriété de Fuglede-Putnam
et S € ker(dap),alorsona 645 (X)+ S| > 9]

Kittaneh est généralisé le résultat pour un opérateur normal sachant que N?>X = X N? et
N3X = XN3 VX € L (H) aux opérateurs sous-normaux tel que A et B* deux opérateurs sous-
normal. Puis A.Bachir généralise cette résultat tel que A un opérateur dominant et B* un opéra-
teur P-hyponormal. Mais nous généralisons cette résultat pour chacun (A, B*) satisfait la propriété

de Fuglede-Putnam.

Théoreme 2.9 Soient A, B, X € L (H), (A, B*) satisfait la propriété de Fuglede-Putnam si A2X =
XB?et A3X = XB3, alors AX = XB.

Kittaneh prouvé aussi A,B € L(H) tel que A> = B? A3 = B3 ker A C ker A* et ker B C
ker B*,alors A = B, nous pouvons généralisé cette résultat pour chacun (A, B*) satisfait la pro-

priété de Fuglede-Putnam.

Corollaire 2.1 Soient A, B € L (H), si (A, B*) satisfait la propriété de Fuglede-Putnam et A? = B>
et A*> = B3 alors A = B.

2.7. Théoreme de Fuglede-Putnam
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2.8 Classe de Joel Anderson

Soit H un espace de Hilbert complexe, séparable de dimension infinie et soit £ (H) I'algébre des
tous les opérateurs linéaires bornés sur H. La dérivation intérieure induite par A € L (H) est

I'application définie par

54 : L(H)— L(H)
54(X) = AX— XA X € L(H).

On sait que l'identité n’est pas un commutateur, / ¢ R (d4) pour tout A € L(H) ol R(d4)

notée I'image de 4. J.H Anderson [15] a prouvé l'existance d’'un opérateur B € L (H) tel que

I € R(0p), <01‘1 R(53)> est la fermeture de R (dp), pour la topologie uniforme sur £ (H) (ie)
dist (I, R(dp)) = 0. Cela a permis de definir une nouvelle classe non vide d’opérateur nomée

classe de Joel Anderson
JA(H) = {A e L(H),Ie R(dA)} —{Ae L£(H),3X, € £L(H) tel que AX, — X, A — I} .

On sait qu’en dimension finie on a toujours dist (I, R(04)) = 1, alors qu’en dimension infinie ceci
n’est pas toujours vraie.

Nous intéressons aux opérateurs qui appartient a la classe de Joel Anderson .

2.8.1 La structure algebrique de JA (H)

Proposition 2.12 Soit A € JA(H) alors
DAt e JA(H).

i) (A—\) e JA(H).

iii) aA e JA(H),a € C.

Proposition 2.13 Soit A,Be€ L(H),si A,Bec JA(H). Alors ABec JA(H).

Remarque 2.2 Les propositions précédents prouvent que JA (H) n’a pas un structure algébrique.

2.8.2 Les opérateurs dans JA (H)

Donnons quelques conditions vérifiées pour un opérateur appartient a JA (H).

Lemme 2.2 [15] Soit A € L (H), alors les assertions suivants sont équivalents

2.8. Classe de Joel Anderson
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l) IeR (514)7
ii) Il existe un opérateur inversible B € {A}/ tel que B € R (54),

iii) R (0 4) contenant tout les opérateurs inversibles dans {A}/.

Théoreme 2.10 Soit A € L(H), f une fonction analytique sur un ensemble ouverte contenue le
spectre de A, tel que [ # 0sur 54, A€ JA(H) ssi f (A) € JA(H) (ie) I € R(04) ssi I € R (04)).-

T T
Lemme 2.3 Soit A un opérateur sous la forme < 0T ) ,siT € JA(H)alors Ae JA(H).

Théoréme 2.11 [15| Soit A, P € £ (H) , telque P2 = PsiI+P € R(64)N{A} alors A € JA(H).

2.9 LDimage numérique d’une dérivation généralisée

Soit A un C*- algebre, P (A) est 'ensemble défini par
{Fed f(h=|fl=1}.

Pour A € A, I'ensemble W, (A) = {f (4), f € P(A)} est dite 'image numérique de A.
Soient A € A, on définit L4, R4 comme suit

X — AX,

X — X A.respectivement
D’aprés J.H.Anderson et C-Foias [16] on a
Wo (A) = Wy (L4) = Wy (Ra) etsi A =L (H) alors Wy (A) = W (A).

Lemme 2.4 Soit A € L (H), alors Wy (A)=coo (A), ssi
| (A= X\)""|| < [dist (\, coo (A))] ™. Pour tout \ ¢ coo (A).

Théoreme 2.12 Soit A, B € £ (H) tel que || (A —\)""|| < [dist (A, coo (A)] ", YA & coo (A),
et | (B—M\)""| < |[dist (n,coo (A))]™", pour tout 1 & coo (A) alors

W() (6,473) = COO0 (5,473) .
Lemme 2.5 Soit A € L (H) un opérateur hyponormal , alors

| (A= X)""|| < [dist (\, coo (A))] ™", pour tout A ¢ coo(A).
Cette lemme signifie 'estimation de la norme d’une résolvante par I'inverse de la distance de \ a

le spectre d’'un opérateur hyponormal.

Corollaire 2.2 Si A et B deux opérateurs hyponormaux, alors

WO (5,473) = COO0 ((5,473) .

2.9. L'image numérique d'une dérivation généralisée
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2.10 Lorthogonalité de I'image et du noyau de 04,045 et Ay p

On commence par la définition du I'orthogonalité au sens de Birkhoff.
Soient F un espace de Banach, a,b € E on dit que b est orthogonale a a au sens de Birkhoff [8] ssi
VA € k,lla+ Ab] > [al]

Remarque 2.3 Si E est un espace de Hilbert, alors {a,b) = 0 = b L a (ie) Uorthogonalité au sens

usuelle.

Remarque 2.4 Si F un espace de Banach, Uorthogonalité au sens de Birkhoff dite que U'orthogonalité
n’est pas symétrique (ie) a orthogonale a b n’implique pas que b est orthogonale a a, b 1 a ssi la ligne

complexe {a + \b /\ ¢ C} est orthogonale a la boule ouverte k (0, ||al|) .

Remarque 2.5 J.H Anderson prouvé que si A et S € L(H) tel que A normal alors AS = SA
implique que VX € L(H),|[04(X)+ S|| > ||S]|. C’est la sens de 'image d’une dérivation
da:L(H)— L(H),définie par §4(X) = AX — XA, est orthogonal a leur noyau.

2.10.1 Limage d’une dérivations intérieure

Dans cette sous section nous présenterons autre proprietés de R (1), par 'utilisation de I'espace
vectoriel complexe F, ou par 'utilisation £ muni d'un espace de Hilbert avec la norme usuelle
|Al| = sup {||Az||, ||z]| = 1}, ou avec la norme ||.||5, norme de Hilbert-Schmidth associé a le pro-

duit intérieur.

Proposition 2.14 Soit H un espace de Hilbert n-dimensionail et soit L (H) muni avec produit inté-
rieur (ie) L (H) = Cy (H).Alorson a
D) (04)" = dax,
L
iD) R (54) = [{4}]
Proposition 2.15 Soit E un espace vectoriel complexe alors on a
D) {A} ={BeL(H),R(05)CR(6a)}
i) {AY ={X € L(H),XR(64)+ R(64) X}.
i) {0} ={Z€L(H),ZL(H)+L(H)Z CR(a)}.

2.10.2 Lorthogonalité et 'image d’une dérivation généralisée

Lemme 2.6 Soit A, B € L (H), les assertions suivants sont équivalents
1) (A, B) a la propriété (F'P)y 1 < p < oco.

2.10. L'orthogonalité de I'image et du noyau de 04,04 5 et Asp
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2)Si AT =TBouT € L(H), alors R(T) réduire A, ker (T)" réduire B, et Az et B oo SOnt

des opérateurs normaux.

Theoreme 2.13 Soit A, B € L (H) satisfait (FP) ., alors
IS+ 045 (X)] > |5, pourtout S € kerdspet X € L(H).

Preuve. [29] m

Théoreme 2.14 Soit A un opérateur normal dans L (H) et S € ker d 4, alors

104 (X) + Sl = [S], VX € L(H).

2.10.3 Limage d’un opérateur élémentaire A,

Lemme 2.7 Soient E et F deux espaces de L (H). Alors E° C F°ssi F C E.

Théoreme 2.15 Soit A, B € L (H) alors

R(Aap)’ ~R(Asp)"NK(H)” ®ker (Aga)NCy(H)ou
R (A4 p) est limage de A p,

K (H) lidéal des tout les opérateurs compacts,

ker (Ap 4) le noyau de Ag 4,

Et C Uopérateur trace classe.

Théoreme 2.16 Soit A, B € L (H) alors les assertions suivants sont équivalents

) R(A.p) =L(H).

i) K (H) C R(Aap).
111) ker (AB,A) N Ol (H) = {0} .

_— _w

Corollaire 2.3 Soit A,B € L(H), alors R(Asp)NK (H) = R(Aap) "NK(H).

Théoréme 2.17 Soit A, B € L (H) alors

i) R(Aap) =L (H)ssiker (Ap4)NB(H)={0}.
i) R(Asp) =L (H)ssiker (Apa)NCy(H)={0}.

Remarque 2.6 Si A, B € L (H) tel que ||A||||B|| < 1, alors la théoréme (2.16) et la théoréme (2.17)
montre que R(AAB)W = R(AAyB)w* =L(H).

2.10. L'orthogonalité de I'image et du noyau de 04,04 5 et Asp
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Théoreme 2.18 Soit A, B € L (H), alors
1) R(Ap)" C R(A4)" ssiker (Ag)NL(H) Cker (Ag)NL(H).
2) R(Ap)" C R(A,)" ssiker (Ag)NCy(H) Cker (Ag)NCy (H).

Théoreme 2.19 Si A normal dans L (H) alors pour tout opérateur S € ker (A4 ), ona
A4 4« (X)+ S| > ||S||, pour tout X € L(H).

Corollaire 2.4 Soient A, B deux opérateurs normaux et pour S € ker (A4 ), alors

A4 (X)+S|| > S|, pour tout X € L (H) .

2.10.4 Lorthogonalité et 'image d’un opérateur AX — X B

Lemme 2.8 Soit A, B € L (H), les assertions suivants sont équivalents
1) (A, B) ale proprieté (FP).,,1 <p < co.
2) Si AT = TBou T € Cp, alors R (T) réduire A, ker (T)" réduire B, et Al et B, (e SOnt des

ope’rateurs normaux.

Théoreme 2.20 Soit A et B deux opérateurs normaux de L (H) , alors

IS —3da5(X)|,> 1S, pour tout S € kerdapNCpret X € Cp, (1 <p < 0).
Lemme 2.9 Soit A, B € L (H) satisfant (F'P)., , alors

1S4+ 6a.8 (X) |5 > ||S]5, pour tout S € ker 043N Cpet X € G, (1 < p < 00).
Théoreme 2.21 Soit A, B € L(H) tel que 045 (T) = 6% g (T) = 0. Alors

T € ker Ay 5N C, sietseulementsi, |S+dap(X)|, > |S5], pour tout X € C,.

2.10. L'orthogonalité de I'image et du noyau de 04,04 5 et Asp



Chapitre 3

Lopérateur D-symétrique et P-symétrique

Soient H un espace de Hilbert complexe, £ (H) I'algebre des opérateurs linéaires bornés dans
H. La dérivation induite par A € £ (H) est 'application défini par 64 (X) = AX — XA. A est dit
D-symétrique si R (04) = R (d+) selon J-H Anderson et J-P Williams [17]. Connaissons bien que

si A est un opérateur D-symétrique alors AT = T'A implique AT* = T*A, VT € C, (H).

A partir I'extension des opérateurs D-symétrique S-Bouali et J-Charles [13] introduire la classe des
opérateurs P-symétrique. (ie) la classe des opérateurs qui admet la proprieté AT = T'A implique
AT* = T*A.

Dans ce chapitre. Nous allons présenter quelques propriétés concernent les opérateurs P-symétriques,
puis donnons quelques properiétés fondamentales relatives aux opérateurs finis qui introduire par
J.PWilliams [18] (ie) dist (I, R(04)) = 1,VA € L (H). Ensuite présentons un exemple d’'un opéra-

teurs fini par l'utilisation les travaux de J.Williams|[18].
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3.1 Lopérateur D-symétrique
Donnons quelques proprietés des opérateurs D-symétrique.

Définition 3.1 Soit A € L (H), Uopérateur A est dit D-symétrique
siR(64) = R(0a).

On note par D (H) 'ensemble des opérateurs D-symétrique.
i) Tout opérateur normal est un opérateur D-symétrique
ii) Tout opérateur isométrie est un opérateur D-symétrique.
Pour A, B € L (H), la dérivation généralisée induite par A et B est 'application ¢ 4 5 définie par
dap:L(H)— L(H)
X —6ap5(X)=AX - XB.

Définition 3.2 Soient A, B € L (H). Le paire (A, B) est dit D-symétrique généralisée des opérateurs
si R (5A7B) =R (53*,/1*)'

Théoreme 3.1 Soit A € L (H), les assertions suivants sont équivalents
1) A est D-symétrique.
2) i) [A] classe de A dans Ualgébre de Calkin est D-symétrique et

it) T € ker (04) implique T™* € ker (04) ,VT € Cy (H).

Selon cette théoreme, S-Bouali et J-Charles introduissent la classe des opérateurs P-symétrique.

3.2 Propriétés et définitions des opérateurs P-symétrique

Définition 3.3 Soit A € L(H), si T € ker (04) implique T* € ker (§4),VT € Cy (H), alors A est
appellée P-symétrique.

On désigne par P (H) la classe des opérateurs P-symétrique.
Théoreme 3.2 Soit A € L (H), alors

i) A est P-symétrique ssi R (04) " est auto adjoint.
it) P(H)={VA € L(H),T € ker (04) implique T* € ker (64) ,VT € C, (H)} est auto-adjoint.

Théoréeme 3.3 Soit A, B € L (H) deux opérateurs P-symétrique si o (A) N o (B) =0, alors A® B

est P-symétrique.

3.1. L'opérateur D-symétrique
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Lemme 3.1 Soit A€ L(H),VAeC
1) Il existe x € H, x # 0 avec Ax = \x et A*x # \x.
2) Il existe y € H, y # 0 avec A*y # \y.

Alors R(6,4)  nest pas auto adjoint.

Exemple 3.1 Soient (e,),, une base orthonormal de H. Hy = vect {e1, ex} on définit

10 . , ’ AO 0 1 .
Ay = - € L (Hy). Considerant Uopérateur A= 0T sur H = Hy & Hy clairement
Aeg = ey, A*eq # ey et Ae; = e le lemme précédente prouve que A n’est pas P-symétrique.

Le théoreme suivante est une petite généralisation de lemme précédente.

Théoreme 3.4 Soient A,B€ L(H),VAeC
1) ll existe z € H, x # 0 avec Ax = \z, A*z # Az et By = \y
2) Il existe y € H, y # 0 avec A*y = \y.

Alors R (04, 5) n’est pas auto adjoint.

3.2.1 Description de C;(A), 1) (A) et By (A)

*

Puisque l'opérateur P-symétrique est équivalent a W est auto adjoint, alors il est naturel
d’introduire les sous algébres suivants. Pour A € L (H),

Co (A) = {C e L(H),CL(H)+ L(H)C C R(aA)’”*},

Io (A) = {Z € L(H),ZR(54) + R(64)Z C R((SA)”*} ,

By (A) = {B € L(H),R(d5) C R(aA)“’*} .

Théoreme 3.5 Si A un opérateur P-symétrique , alors

1) Cy(A), Iy (A) et By (A) sont C*—algébres fermées pour la topologie ultra-faible dans L (H).
2) Cy (A) est un idéal bilatére de I (A).

3) R(0p) C W*, pour tout B € C* (A), le C*—algébre engendrée par A.

Preuve. 1) 1l est clair que Cy (A),Io (A) et By (A) sont des algebres fermées pour la topologie
ultra-faible dans £ (H) . Puisque

w

R(64) =R(S A*)w* on en déduit qu’elles sont des C*-algebres.

2) Montrons que Cj (A) est un idéal bilatere de [, (A).Si Z € I, (A) et C € C, (A), alors pour tout
XeL(H)onaX(CZ)=(XC)ZeR©A)" ZC R(64)" et (CZ)X =C(ZX) e R(54)" . Ceci
montre que C; (A) est un idéal a droite. Comme Cj (A) est une C*-algebre, on en déduit qu’elle
est un idéal bilatere de I (A).

3.2. Propriétés et définitions des opérateurs P-symétrique
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3) Comme By(A) est une C*-algebre contenant A et I, alors elle contient C*(A). m

Théoreme 3.6 Soit A € L (H), alors les assertions suivantes sont équivalents
1) A est P-symétrique.

2) A*A— AA* € Cy(A).

3) A*R(5,) + R(0A) A* C R(04)" = A* € Iy (A).

Lemme 3.2 Si A un opérateur dans L (H), alors

Io(A)={Z € L(H),i7(A) € Co (A)}.

Preuve. Si Z € Iy (A)et X € L(H), alors 67 (A) X = Zd4 (X) —a(ZX) et

X0z (A) = 04(X)Z — 64 (XZ). Ceci entraine que 65 (A) X € W*et Xoz(A) € mw*en
conséquence on a 0z (A) € Cy (A). Réciproquement, montrons que si Z € L (H) tel que

0z (A) € Cy(A), alors Z € Iy (A). En effet, puisque Zo4 (X) =04 (ZX)+ 7 (A) X et

0A(X)Z =04(XZ)+ X0z (A), il en découle que Z € I, (A). Ce qui achéve la démonstration. m

Corollaire 3.1 Soient A un opérateur P-symétrique et X € L(H). Si 64 (X) € Cy(A), alors
5A<X*) e (y (A)

Lemme 3.3 Soit A€ L(H).Si R(64) " ne contient aucun opérateur positif non nul, alors
Co (A) = {0} et Iy (4) = {4} .

Théoreme 3.7 [13] Soit A un opérateur normal. Si o (A) fini, alors on a Cy (A) = {0} et Iy (A) =
{A} et By (A) = {A}".

Théoreme 3.8 Soit A € L (H), si A2=0et A +# 0 alors A n’est pas P-symétrique.

Définition 3.4 Soit A, B € L (H) et F lidéal bilatére de L (H) . (A, B) est dit posséde la propriété
(FP)si AT =TBetT € F implique A*T = TB*.

Théoreme 3.9 Soit A, B € L (H) et F l'idéal bilatéré de L (H). Les assertions suivants sont équiva-

lents

) (A, B) ala propritété (FP) .

ii) Si AT = TBet T € F, alors R (T) réduire A, ker (T)" réduire B et la restrition A___etB |
R(T) ker(T")

sont des opérateurs normatux.

Proposition 3.1 Soit F lidéal bilatére de L (H). Alors Uensemble des opérateurs
Z (F)={A€ L(H),(A, A) alapropriété (FP).}, n’est pas fermeture en norme dans L (H) .

3.2. Propriétés et définitions des opérateurs P-symétrique
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Proposition 3.2 Soit A € L (H), pour 1 < p < oo et si % + % = 1, alors les assertions suivants sont
équivalent

1) (A, A) ala propriété (F'P)c,

i) A est D-symétrique (ie) R (64/Cy) = R (04+/C,).

iii) Si T € ker (6,/C,), alors R (T) et ker (T)" réduire A, et la restriction A'W et A

opérateurs normaux.

harry . SO des

3.2.2 Application

Soit 2, (A), A, (A) et A, (A) les sous algébres de C), associé avec A définie au dessous
{C € C,, CC,+C,C C R(4/C, )}

{Z €C,, ZR(64/C)) + R(64)C)Z C R(64/C, )}

A,, (A) - {B € C,, R(65/Cy) C R(64/C) }
Dans un espace de dimention fini, €2, (4), A

»(A) et A, (A) coincident avec les sous-algebres in-
troduire dans section(3.1.1) .
Conséquent, on obtient Q, (4) = {0}, A, (A) = {A} et A, (A) = {A}".

Théoreme 3.10 Soit A € L (H) un opérateur algébrique. Alors tout opérateur P-symétrique dans
R(54) Nn{AY =o0.

Corollaire 3.2 Soit A, B € L (H). Si B simule A (ie) SBS™' = A, pour S inversible. Alors A est
P-symétrique ssi S~ (A*A — AA*) S € Cy (B).

Théoreme 3.11 Soit A un opérateur P-symétrique, alors on a
D Co (A) C By (A) +{A} C Iy (4).
it) By (A) /Cy (A) contenu dans centre de Iy (A) /Cy (A).
ii)) Ip(A)={Z € L(H),[Z,By(A)] C Cy(A)}
={ZeL(H),[Z,Al € Cy(A)}.
iv) Si A un opérateur normal, alors Z € Iy (A) ssi A*ZA—7Z € Cy(A).

3.3 Les opérateurs finis

Soient H un espace de Hilbert complexe, £ (H) 'algebre des opérateurs linéaire borné dans H.
A € L(H) est appellée fini si |[AX — XA — 1| > 1,VX € L(H). 'ensemble des opérateurs finis
notée par F (H).

3.3. Les opérateurs finis
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J.PWilliams a étudié la classe F (H), ce classe contient tout les opérateurs normals, compacts,
tout opérateur qui admet un somme directe de rang fini et C*—algébre généralisé positif hypo-
normal.

Dans cette section donnons quelques proprietes de F (H) .

Définition 3.5 Soit A € L (H), Uopérateur A est dit opérateur finisi |04 (X)—I|| > 1,VX € L(H).

F (H) désigne U'ensemble des opérateurs finis.

Corollaire 3.3 La classe F (H) est de norme fermé dans L (H). De plus, si A € F(H) alors le

C*—algébre généralisée par A est contenu dans F (H) .

Théoreme 3.12 La classe F(H) contient les opérateurs suivants
) Ae L(H) tel que OW(A)Na(A) # ¢.

ii) Opérateur dominant.

Théoreme 3.13 Soit A un algébre de Banach complexe avec lidentité, si A € A tel que || A|| = (A)
alors ||64(X)—1|| > 1,VX € L(H).

Lemme 3.4 Soit A € L(H), si A un opérateur normal, quasi-normal, sous-normal, hyponormal et

paranormal, alors A est fini.

3.3.1 Les opérateurs finis généralisées
La classe plus générale que la classe des opérateurs finis est introduit selon I'orthogonalité de
I'image d’'une dérivation généralisée et I'identité
GFH)={(A,B)e LIH)XxL(H), |l —dap(X)||>1,VX € L(H)}.
Cette classe est appellé classe des opérateurs finis généralisée.
Soit A une algebre de Banach complexe.
Théoreme 3.14 La classe GF(H) est fermés dans A.

Théoreme 3.15 Soient A, B € L (H) deux opérateurs compacts, alors (A, B) est fini généralisée.

Théoreme 3.16 Pour A, B € A, les assertions suivantes sont équivalentes
D||[AX — XA —e| > 1, pour tout x € A.

i1l existe un état f tel que f(AX) = f(XB), pour tout x € A.

ii)0 € Wo(AX — X B), pour = € A

3.3. Les opérateurs finis
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3.3.2 Exemple

Soit H un espace de Hilbert complexe et K = H & H & H, la somme directe orthogonale de trois
copiesde H. A € L(H), on définie R(A), D(A) de L(K) par

01 0
RA=]0 0 0|, DA =
I A0

~ o O
o o o
o~ O

On utilise la méthode de J.PWilliams|[18] pour prouver que
[Ae F(H)] < [R(A) € F(K)|] < [D(A) € F(K)].
(=] : Si A € F(H), D’aprés le théoreme [3.16], il existe un état f € L(H) a la proprieté :
f(AX) = f(XA), pour tout X € L(H) ssi f sous la forme f(X) = 1g <ZX“> , 0l g est un état
=1

de L(H) tel que : g(AX) = g(XA). Il est claire que f(/) = || f|| = 1.
On prouve que : f( R(A)Y —YR(A) ) =0, pour tout Y € L(K)

0 10 Y Yo Yis Yiin Yo Yi 0 10
R(A)Y - YR(A) = 0 0 0 Yor Yoo Yo - Yor Yoo Yo 0 00
I A0 Y31 Y Y3 Y31 Y Y I A0
Yo Yoo Yos Yis Yii+Yi34 0
= 0 0 0 — | Yoz Yo +Yo34 0
Yin + AYy Yio+ AYsy Yig + AYys Ys3 Y3 + Y334 0
Yo — Y3 Yoo — Y1 —Yi3A Yos3
= —Ya3 —Y5 — Y34 0 3.1)

Yii+ AYy — Yas Yio+ AYs — Vi — Vi34 Vi3 + AYog

Yo — Vi3 Yoy — Y11 — Vi34 Ya3
f (R(A)Y - YR(A)) = f —Yo3 —Yy — Y34 0
Yii + AYy — Yag Yio + AV — Y31 — Y334 Yz + AYas
1
= gg(Ym — Y13 — Yo — Yog A + Vi3 + AYas)
1
= gg(AY23 — Y534)
=0

ce qui prouve que : R(A) € F(K).

3.3. Les opérateurs finis
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[<]:Si R(A) € F(K).
Soit f un état de £(K) tel que

VY € L(K

entraine
VY e L(K

et
VY € L(K

par sommation de (3.2) et (3.3), on obtient

VY €
VY €

01 0 010 Yii Yio
0 0 0 0 0 0 Yor Yoo
I A0 (I A0 Y31 Yo
000 Yiu Yo Yis Y
= 0 0 Yor Yo Yo3 - Yo
0 0 Y31 Yz Vi3 Y3
0 0 0 0 Yi5 0
= 0 0 0 —1 0 Yo O
Yor Yoo Yo3 0 Ys3 0
0 —Yi3 0
= 0 —Yo3 0
Yor Yoo —Ys3 Yo

Yis
Yos
Y3

Yio
Y22
Yso

Yis
Ya3
Y33

), f(R(A)Y =Y R(A)) = 0.

Yio
Y20
Y32

0
0
0

~N O O

), J(R(A)(R(A)Y) — (R(A)Y)R(A)) = 0.

); F(R(A)(Y R(A)) = (YR(A))R(A)) = 0.

L(K), f(R(A)(R(A)Y) — (YR(A))R(A)) = 0.
L(K), f(R(A)?Y —YR(A)?) =0.

Yis 0 I 0
Yas 0 00
Yss I A0
0
0
0

(3.2)

(3.3)

~ © O
O~

3.4)

On utilise (3.1) et (3.4) pour des Y particuliers a un seul non nul. On tient compte aussi le fait

q'un état est une forme linéaire auto-adjointe.

3.3. Les opérateurs finis
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Soit Yi3 seul non nul, puis Ys; seul non nul, puis Y, seul non nul et puis Y33 seul non nul dans
(3.4), alors :

0 Yiz 0 0 00 0 0 0
f(lo o o =0/ 0 00 [)=0f0 0 0[)=0
0 0 0 Yor 0 0 0 Yo O
et
0 0 0 00 0
F(L O Yo 0 )=f([f 00 0 [)
0 0 0 0 0 Y

De méme dans (3.1) pour Ys; seul non nul, on a

Yor 00 0 0 0
S o 00 )=/ 0 Yy 0 )
0 00 0 0 0

Comme f un élément auto-adjoint, il résulte que pour U a diagonale nulle, soit

0 Uy Ui
U - U21 0 U23
Usi Usy O

Alors f(U) = 0.Comme f(Ix) = 1, on obtient aussi:

00 0 00 0 00 .
f(f ooo)=f 01 0])=f(] 000 )25
0 00 000 00 I
et pour tout V € L(H)
vV 0 0 V 00 0 0 0 00 O
f(l] o Vo P|=1|f(] 0 00 0OV o |[)+f(] oo 0|
0 0V 0 00 0 0 0 0 0V
V 00
=31f(| o o0 D[<IAIVI=1V].
0 00

Maintenant, il faut construire un état g sur £L(H) tel que :

3.3. Les opérateurs finis
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v
YV e L(H), g(V) =3f(] 0 ,dou g (V)| < ||V, et g(I) =1 donc g est un état de
0

o O O
o O O

L(H).

Pour Y associé a X par X = Ya; et les autres éléments Y;; nuls,et V = AX — XAona

0 0 X
R(A)Y - YR(A)=| - X —-XA 0
0 0 AX
Donc
0 0 X
0 = f(RAY -YR(A)=f(| =X =XA 0 |)
0 0 AX
0 0 0 0 0 X
= f(l o -=xA 0o [)+f(] =X 0 0 |)
0 0 AX 0 0 0
0 0 0
= f(| 0 = X4 0 |)
0 0 AX
AX - XA 0 0
= f( 0 00 [)
0 00
_ %g(AX—XA).

Alors g (AX — XA)=0,VX € L(H).
Ceci explique que A € F (H). De méme pour D (A).

3.3. Les opérateurs finis
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