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  ملخص
  

الأولى خطیة و الثانیة غیر خطیة , یھدف ھذا العمل إلى دراسة مسألتین حدیتین للمعادلات الزائدیة من نوع الأمواج 
  . غلاركین طریقةالتقدیرات القبلیة و استخدام بعضن وجود و وحدانیة الحل و ھذا بنبرھ, مقرونة بشروط حدیة تكاملیة 

  
  
  

Abstract  
  

In this work, we study tow hyperbolic problems, the first is linear and the second is 
nonlinear, with boundary integral conditions .we prove the existence and uniqueness of the 
solution. 
The proof is based on an a priori estimates and a Faedo-Galerkin method.  

  
  
  

Résumé  
  

Dans ce travail, on étudie deux problèmes Hyperboliques de type ondes, le premier est 
linéaire et la deuxième est non linéaire avec conditions aux limites de type intégrales, on 
démontre l'existence et l'unicité de la solution. 
La démonstration est basée sur des estimations à priori et sur la méthode de Faedo-Galerkin. 
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Introduction
Au cours de ces dernières anneés, de nombreux phénomènes en physique ont été modélisés par

des problèmes aux limites non classiques avec conditions non locales. L’importance des conditions

non locales apparaissent lors de la modélisation mathématique des phénomènes de la physique,

la chimie, l’économie, la biologie...etc, qui exigent la présence de termes intégrales sur le domaine

spatial.

Le terme intégrale peut apparaître dans des conditions aux limites, dans ce cas, ces conditions

sont appeleés non locales ou intégrales, ou dans l’équation aux dérivées partielles elles mêmes,

qui est alors souvent appeleé une équation intégro-différentielle. Physiquement, les conditions

intégrales représentent une moyenne, énergie totale, masse totale, moments...etc.

L’objet de ce mémoire est d’appliquer la méthode de Faedo-Galerkin dans l’étude de deux pro-

blèmes aux limites avec conditions intégrales. Cette méthode a été utilisée par S.Beillin [1], pour

construire une solution classique pour les équations hyperboliques dans un espace multidimen-

sionel .

Cette méthode s’est avérée un outil efficace dans l’étude des problèmes non classiques, de tels

problèmes ont été étudiés par plusieurs auteurs pour différents types d’équations paraboliques,

hyberboliques et du type mixte.

Notre mémoire se compose de trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux notions de la théorie des espaces fonctionnels.

on citera aussi les inégalités utilisées dans ce mémoire.

Dans le deuxième chapitre, on traite un problème multidimensionel linéaire d’une équation hy-

perbolique de type onde. qui a étudie par S.Beillin [1], par la méthode de Faedo-Galerkin l’auteur

a démontré l’existence et l’unicité de la solution faible u dans W 1;2(Q).

Le dernier chapitre est consacré à l’étude d’un probleme aux limite pour une équation hyperbo-

lique multidimensionnel non linéaire de type ondes, on s’intéresse à l’étude d’un cas simple du

travail de L.T.Phuong Ngoc, Nguyen Anh Triet and Nguyen Thanh Long [16]

utt ��u+ ut = jujp�2 u+ f(x; t)

Avec les conditions initiales
u(x; 0) = u0(x)

ut(x; 0) = u1(x)

Et la condition intégrale

�@u
@v
=

Z



h(x; y; t)u(y; t)dy x 2 @
 ; t � 0:

Table des matières 1
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En appliquant la méthode de Faedo-Galarkin, on établit les estimations nécessaire et on démontre

l’existence et l’unicité de la solution forte.

Nous donnons a la fin les différentes références utilisées dans ce memoire.

Table des matières 2



Chapitre 1

Rappels d’Analyse fonctionnelle.

1.1 Espaces de fonctions

Notons par x = (x1; x2; :::; xn) le point générique d’un ouvert 
 de Rn: Soit u une fonction définie

de 
 à valeurs dans R: Définissons aussi le gradient et le Laplacien de u, respectivement, comme

suit

Ou = ( @u
@x1

;
@u

@x2
; :::;

@u

@xn
)T et jOuj2 =

nP
i=1

���� @u@xi
����2

�u (x) =
nP
i=1

@2u (x)

@x2i
=

�
@2u

@x21
+
@2u

@x22
+ :::+

@2u

@x2n

�
(x) :

Soit u(x; t);
@u(x; t)

@t
et
@2u(x; t)

@2t
notées par u(t); u0(t) = ut(t) et u00(t) = utt(t) respectivement :On

notera par C(
) l’espace des fonctions continues de 
 à valeurs dans R; pour k � 1 entier, Ck (
)

est l’espace des fonctions u qui sont k fois dérivables et dont la dérivée d’ordre k est continue sur


: Nous définissons aussi Ck
�


�
; comme étant l’ensemble des restrictions à 
 des éléments de

Ck (Rn)

1.2 Espace de Hilbert

Soit E un espace vectorielle, on appelle application de E � E dans le corp C définit par h:; :i :
E � E �! C un produit scalaire si

1) hu; vi = hu; vi pour tout u; v 2 E:
2) h�u1 + u2; vi = � hu1; vi+ hu2; vi ; pour tout u1; u2 et v 2 E; et � 2 C:
3) hu; �vi = �� hu; vi tel que � 2 C:
4) hu; ui � 0 et hu; ui = 0() u = 0() u = 0:

Un espace de Hilbert est un espace de Banach ((E; k:k) espace normé complet) muni d’un produit



Chapitre 1. Rappels d�Analyse fonctionnelle.

scalaire pour la norme associée

kukE = hu; ui
1
2 (i:e) kuk2E = hu; ui :

Définition 1.1 Un espace de Hilbert réel est un espace vectoriel sur R;.muni d’un produit scalaire,

noté hx; yi; qui est complet pour la norme associée à ce produit scalaire, notée kxk =
p
hx; xi:

1.2.1 Système orthonormal

Définition 1.2 Soit E un espace de Hilbert, la suite fengn�1 � E est appelée un système orthonormal

si (en; em) = �n;m telle que �n;m =

(
1 n = m

0 n 6= m

En d’autres termes : Le système fengn�1est orthonormal si

1) en ? em ; n 6= m

2) kenk = 1
Si en ? em on dit que le système fengn�1 est orthogonal.

Si le système fengn�1est orthgonal alors le système
�

en
kenk

�
n�1

est orthonormal.

1.2.2 Base Hilbertienne

Définition 1.3 Soit E un espace de Hilbert pour le produit scalaire h ; i On appelle base hilbertienne

(dénombrable) de E une famille dénombrable fengn�1d’éléments de E qui est orthonormale pour le

produit scalaire et telle que l’espace vectoriel engendré par cette famille est dense dans E.

Proposition 1.1 Soit E un espace de Hilbert pour le produit scalaire h ; i : Soit fengn�1 une base

hilbertienne de E . Pour tout élément x de E, il existe une unique suite (xn)n�1 de réels telle que

la somme partielle
n=pP
n=1

xnen Converge vers x quand p tend vers l’infini, et cette suite est définie par

xn = hx; eni. De plus on a

k x k2= hx; xi =
X
n�1

j hx; eni j2

on écrit alors

x =
X
n�1

hx; eni en

Définition 1.4 Un espace vectorielle normé qui contient une partie dénombrable dense est dit espace

séparable.

1.2. Espace de Hilbert 4
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Théorème 1.1 Tout espace de Hilbert séparable (i,e admet un ensemble dénombrable dense) admet

une base hilbertienne.

1.3 Les espaces Lp(
)

Définition 1.5 Soit 
 un ouvert de Rn; muni de la mesure de Lebesgue . On désigne par L1 (
)

l’espace des classes de fonctions intégrables sur 
 à valeurs dans R, muni de la norme

kfkL1 =
Z



jf (x)j dx

Soit p 2 R avec 1 � p < +1; on définit l’espace des classes de fonctions Lp (
) par

Lp (
) =

�
f : 
! R, f mesurable et

Z



jf (x)jp dx < +1
�

La norme est notée par

kfkLp =
�Z




jf (x)jp dx
� 1

p

Si p =1 , on a

L1 (
) = ff : 
! R, f mesurable, 9c > 0; telle que jf (x)j � c p.p sur 
g

Il sera muni de la norme du sup-essentiel

kfkL1 = ess sup
x2


jf (x)j = inf fc; jf (x)j � c p.p sur 
g

Théorème 1.2 Lp muni de sa norme k:kLp est un espace de Banach, pour tout 1 � p � 1.

Théorème 1.3 De toute suite (un) convergente dans Lp(
); on peut extraire une sous-suite conver-

gente presque partout dans 
:

Lemme 1.1 Si f 2 L1(
) alors

jf(x)j � kfkL1 p.p sur 
:

Théorème 1.4 ([10]) Lp(
) est séparable pour 1 � p <1.

Proposition 1.2 L1(
) est un espace de Banach non séparable.

1.3. Les espaces Lp(
) 5



Chapitre 1. Rappels d�Analyse fonctionnelle.

Remarque 1.1 L’espace L2muni du produit scalaire

hf; gi =
Z



fg dx; f; g 2 L2 (
)

est un espace de Hilbert,

1.4 Espace de Sobolev

Définition 1.6 Soit 
 un ouvert de Rn et u 2 L1loc (
) : on dit que la fonction v 2 L1loc (
) est la

dérivée faible de u par rapport a xi siZ



v (x)' (x) dx = �
Z



u (x)
@'

@xi
(x) dx

Par abus de notation,on écrit v =
@'

@xi
ou v = uxi

1.4.1 Espace Wm;p

Définition 1.7 Soit 
 un ouvert de Rn; m � 1 et p un nombre réel tel que 1 � p < 1 on définit

l’espace Wm;p(
) comme suit

Wm;p(
) = fu 2 Lp(
); tel que D�u 2 Lp(
); 8� 2 Nm; j�j � mg :

Où � = (�1; �2; :::�n) 2 Nn; est un multi-indice et

D�u =
@j�j

@�1x1 @
�2
x2 :::@�nxn

Avec

j�j =
nX
i=1

�i = �1 + �2 + :::+ �n

L’espace Wm;p (
) est muni de la norme

kukWm;p = kukLp +
P

0<j�j�m kD�ukLp :

Théorème 1.5 Wm;p (
) est un espace de Banach. De plus Wm;p (
) est séparable si 1 � p <1.

1) Si p = 2

Wm;2 (
) = Hm (
) :

2) Les espaces Hm (
) sont des espaces de Hilbert, avec le produit scalaire

hu; viHm = hu; vi+
X

j�j�m
hD�u;D�vi pour u; v 2 Hm (
)

3) Si m = 0

W 0;p = Lp

1.4. Espace de Sobolev 6



Chapitre 1. Rappels d�Analyse fonctionnelle.

1.5 Espaces Lp(0; T ;X)

Définition 1.8 Soit X un espace de Banach, on désigne par

Lp(0; T ;X) =

8>>><>>>:
f : ]0; T [! X mesurables et telles que

kfkLp(0;T ; X) =

8<:
�R T

0
kf(t)kpX dt

� 1
p
<1 si 1 � p <1

sup ess kf(t)kX <1 si p =1

Théorème 1.6 L’espace Lp(0; T ;X) est complet.

Lemme 1.2 ([11]) Si f 2 Lp(0; T ;X) et
@f

@t
2 Lp(0; T ;X); (1 � p � 1:) alors f , après modification

éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de ]0; T [ est continue de [0; T ]! X.

Proposition 1.3 ([10])

1) Pour 1 � p � 1; Lp(0; T ; X) est un espace de Banach et on particulier, L2(0; T ; X) est un espace

de Hilbert, lorsque X est un espace de Hilbert.

2) Pour 1 < p <1 et si X réflexif, alors Lp(0; T ;X) est aussi réflexif.

3) Pour 1 � p <1 et si X séparable, alors Lp(0; T ;X) est aussi séparable.

1.6 Notion de convergence

Définition 1.9 ([14]) Soit 1 � p � 1. On dit que un converge fortement vers u dans Lp, et on note

un �! u si un; u 2 Lp et si

lim
n�!1

kun � ukLp = 0:

Définition 1.10 ([14]) Soit 1 � p � 1. On dit que un converge faiblement vers u dans Lp et on note

un * u Lp si un; u 2 Lp et si

lim
n�!1

Z



(un(x)� u(x))�(x)dx = 0:8� 2 Lp0(
) tel que
1

p
+
1

p0
= 1 avec 1 � p � 1

Remarque 1.2 1) la limite forte ou faible d’une suite de fonction est toujour unique.

2) dans le cas p =1 la symbole * est posé pour montrer que la définition de convergence faible dans

L1 n’est pas entièrement la meme que dans les espaces Lp, 1 � p < 1. En effet, le dual de L1 est

strictement plus grand que L1

3) la convergence forte dans Lp implique la convergence faible dans Lp pour 1 � p � 1

Théorème 1.7 ([14]) Soit 
 un ouvert borné de Rn

1) Si un
�
* u L1; alors un * u Lp; 8p � 1:

1.5. Espaces Lp(0; T ;X) 7



Chapitre 1. Rappels d�Analyse fonctionnelle.

2) Si un ! u Lp; alors kunkLp ! kukLp dans R;pour tout 1 � p � 1:

3) Si 1 � p <1 et si un * u Lp; alors 9 K > 0 tel que kunkLp � K et kukLp � limn�!1 inf kunkLp :
Le résultat est aussi vrai si p =1 et un

�
* u L1:

4) Si 1 < p <1 et si 9K > 0 tel que kunkLp � K; alors il existe une sous-suite uni et u 2 Lp tels que

uni �! u Lp:

Le résultat est aussi vrai si p =1 eton a alors un
�
* u L1:

5) Si 1 � p � 1 et un ! u Lp, alors il existe une sous-suite uni telle que uni ! u presque partout et

junij � h presque partout avec h 2 Lp:

Lemme 1.3 ([11] ; lemme 1:3, p:57)

Soit 
 est un ouvert borné de Rn ,um et u des fonctions de Lp (
) ; 1 < p <1; telles que

kumkLp(
) � C ; um ! u p:p:dans 
:

Alors um ! u dans Lp (
) faiblement

Lemme 1.4 Si un * l et si kunk ! jjljj alors un ! l.

En d’autres termes : convergence faible + convergence de la norme = convergence forte

1.7 Résultats de compacité

Application linéaire

Soient (E; k:kE) et (F; k:kF ) deux espaces de Banach tels qu’il existe une application linéaire

injective de E dans F , cette application permet de considérer E comme un sous espace vectorielle

de F on notera E ,! F , on dira que cette inclusion est

Continue : Et notera E ,!continue F s’il existe une constante c > 0 telle que kukF � c kukE pour

tout u 2 E:
Compacte : Notée E ,!compacte F si de tout borné dans E (pour la norme de E) il est possible

d’extraire une sous-suite qui converge dans F (pour la norme de F )

Dense : Si pour tout u 2 F il existe une sous-suite (un)n � E telle que limn�!1 un = u (la

convergence étant pour la norme de F ).

Théorème 1.8 (Sobolev-Rellich) ([14])

Soit 
 un ouvert borné de Rn de bord lipschitzien.

1) Si 1 � p < n; alors

W 1;p(
) � Lq(
); 8q 2
h
1; np

n�p

i

1.7. Résultats de compacité 8



Chapitre 1. Rappels d�Analyse fonctionnelle.

C’est-à-dire 9C > 0 (qui dépend de 
; p et q) tel que kukLq � Cq kukW 1;p ; 8q 2
h
1; np

n�p

i
De plus, l’immersion est compacte (toute ensemble borné de W 1;p(
) est précompact dans Lq(
)),

81 � q < np
n�p :

2) Si p = n; alors

W 1;n(
) =W 1;p(
) � Lq(
); 8q � 1:

C’est-à-dire 9C > 0 (qui dépend de 
; p et q) tel que kukLq � Cq kukW 1;p ; 8q � 1:
De plus, l’immersion est compacte 8q � 1:
3) Si p > n, alors

W 1;p(
) � C(�
)

C’est-à-dire 9C > 0 (qui dépend de 
; p et q) tel que kukL1 � Cq kukW 1;p :

De plus, l’immersion est compacte.

En particulier, on a toujours W 1;p(
) � Lp(
) et l’emmersion est compacte,81 � p <1:

Remarque 1.3 Dans le cas ou 
 = ]a; b[ est un ouvert borné de R;on a donc :

C10 (]a; b[) � ::: � W 2;p (]a; b[) � C1 ([a; b]) � W 1;p (]a; b[) � C0 ([a; b])

� L1 (]a; b[) � ::: � L2 (]a; b[) � L1 (]a; b[)

Lemme 1.5 ([16] ; lemme 2:1)

Soit 
 2 Rn un ouvert borné de classe C1: Alors l’injection H1 ,! Lq; est continue et compact si

1 � q � 2�; où 2� =
2n

n� 2 ; n � 3:

Lemme 1.6 ([16] ; lemme 2:3)

Soit 
 2 Rn est un ouvert borné avec une frontière @
: Soit 2 � p � 2n

n� 2 ; n � 3: Alors il existe une

constante Dp > 0 dépendant de p; n et 
 telle que

1)
jujp�2 u� jvjp�2 v

� Dp

h
1 + (kukH1 + kvkH1)

1
n + (kukH1 + kvkH1)

p�2
i
ku� vkH1 :

2)
jujp�2 v � Dp

h
1 + kuk

1
n

H1 + kukp�2H1

i
kvkH1

Pour tout u; v 2 H1:

Preuve. On a

��jujp�2 u� jvjp�2 v�� =

������
1Z
0

d
d�

�
jv + �(u� v)jp�2 (v + �(u� v))

�
d�

������
= (p� 1) ju� vj

1Z
0

jv + �(u� v)jp�2 d�

� (p� 1) ju� vj jW jp�2 :

1.7. Résultats de compacité 9



Chapitre 1. Rappels d�Analyse fonctionnelle.

Avec W = juj+ jvj :
En appliquant l’inégalité de Holder, on obtient

jujp�2 u� jvjp�2 v � (p� 1)

0@Z



ju� vj2 jW j2p�4 dx

1A 1
2

� (p� 1)

0@Z



ju� vj2� dx

1A 1
2�
0@Z



jW j(2p�4)�
0
dx

1A 1
2�0

Pour tout � > 1:

Notons que H1 ,! Lq; 1 � q < 2� =
2n

n� 2 ; n � 3; et kvkLq � Cq kvkH1 ;8v 2 H1; 1 � q � 2�:

En choisit � =
2�

2
=

n

n� 2
n

n� 2 � 1
=
n

2
; et

0@Z



ju� vj2� dx

1A 1
2�

= ku� vkL2� � C2� ku� vkH1 :

D’après la condition 2 � p � 2n� 2
n� 2 = 2 +

2

n� 2 ; n � 3 est equivalent de

0 � (2p� 4)�0 � 2� = 2n
n�2

Donc, nous considérons les deux cas suivantes

Cas 1 : 1 � (2p� 4)�0 � 2� = 2n
n�2 :0@Z




jW j(2p�4)�
0
dx

1A 1
2�0

= kWkp�2
L2(p�2)�0

�
�
C2(p�2)�0 kWkH1

�p�2
= Cp�22(p�2)�0 kWk

p�2
H1

Cas 2 : 0 � � � (2p� 4)�0 < 1 � 2� = 2n
n�2 :

jW j(2p�4)�
0
= jW j� � 1 + jW j ;

1.7. Résultats de compacité 10



Chapitre 1. Rappels d�Analyse fonctionnelle.

Alors 0@ 2Z



jW j(2p�4)�
0
dx

1A
1
2�0

=

0@ 2Z



(1 + jW j) dx

1A
1
2�0

�
�
j
j+ j
j

1
2 kWk

� 1
2�0

�
�
j
j+ j
j

1
2 kWkH1

� 1
2�0

=
�
j
j+ j
j

1
2 kWkH1

� 1
n

� j
j
1
n + j
j

1
2n kWk

1
n

H10@ 2Z



jW j(2p�4)�
0
dx

1A
1
2�0

� j
j
1
N + j
j

1
2n kWk

1
n

H1 + Cp�22(p�2)�0 kWk
p�2
H1

Par censéquent jujp�2 u� jvjp�2 v
= (p� 1)C2� ku� vkH1

h
j
j

1
N + j
j

1
2N kWk

1
n

H1 + Cp�22(p�2)�0 kWk
p�2
H1

i
� Dp ku� vkH1

h
1 + kWk

1
n

H1 + kWkp�2H1

i
� Dp

h
1 + (kukH1 + kvkH1)

1
n + (kukH1 + kvkH1)

p�2
i
ku� vkH1

D’où la preuve de lemme.

Lemme 1.7 (de compacité) ([11] ; p:57)

Les notations seront les suivantes : on se donne trois espaces de Banach B0; B et B1 avec

B0 � B � B1; Bi réflexif, i = 0; 1:

l’injection B0 �! B est compact

On définit

W =

�
vj v 2 Lp0(0; T; B0); v0 =

dv

dt
2 Lp1(0; T; B1)

�
Où T est fini et 1 < pi <1; i = 0; 1:

Muni de la norme

kvkLp0 (0;T;B0) + kvkLp1 (0;T;B1)
W est un espace de Banach.

Evidemment W � Lp0(0; T; B) compacte:

1.7. Résultats de compacité 11



Chapitre 1. Rappels d�Analyse fonctionnelle.

Preuve. Ce lemme est classique, pour sa démonstration nous renvoyons le lecteur au livre de

Lions, JL [11]

Théorème 1.9 ([10]) Soit E un espace de Banach réflexif ; alors toute suite bornée dans E admet au

moins une sous-suite faiblement convergente.

Lemme 1.8 ([20] ; lemme 3:1:4)

On suppose que 
 est un ouvert borné de Rn; (1 � p � 1) et soient um; u sont des fonctions de Lp(
)

telles que um converge fortement vers u dans Lp(
) alors

um �! u presque partout

Lemme 1.9 ([20] ; lemme 3:1:5)

On suppose que 
 est un ouvert borné de Rn; (1 � p � 1):et soit um une suite bornée dans Lp(
) et

um converge presque partout vers u; alors u dans Lp(
) et um converge faiblement vers u dans Lp(
):

Remarque 1.4 ([20])

Supposons que (1 � p < 1) et B est un espace de Banach réflexive alors la convergence faible étoile

équivalent à la convergence faible

1.8 Formule de Green

Définition 1.11 Soit u 2 H2 (
) et v 2 H1 (
) : Alors on aZ



v�udx = �
Z



rurvdx+
Z
@


@u

@n
vds:

1.9 Quelques inégalités utiles

Inégalité de Cauchy-Schwartz

Soit 
 un ouvert de Rn(
 � Rn)

8u; v 2 L2(
);

������
Z



uvdx

������ �
Z



juvj dx �

0@Z



juj2 dx

1A 1
2
0@Z



jvj2 dx

1A 1
2

:

(i:e) : kuvkL2(
) � kukL2(
) kvkL2(
)

1.8. Formule de Green 12



Chapitre 1. Rappels d�Analyse fonctionnelle.

Inégalité de Cauchy avec "

Pour tout " > 0 et (a; b) 2 R2 on a

jabj � "

2
jaj2 + 1

2"
jbj2 :

Inégalité de Young avec "

Pour tout " > 0 alors 8 (a; b) 2 R2 on a

jabj � " jajp + c(") jbjq :

Où p; q des nombre réels stictement positifs liés par la relation (1
p
+ 1

q
= 1) et :c(") = 1

p
("p)

�q
p :

D’autre écriture de inégalité de Young avec "

Pour tout " > 0 et (a; b) 2 R2 on a

jabj � 1

p
j"ajp + p� 1

p

����b"
����

p

p� 1
; :8p > 1:

Inégalité de Holder

Soit 
 un ouvert de Rn

Pour tout f 2 Lp(
) et g 2 Lp0(
); jfgj 2 L1(
) et pour tout 1 � p � 1 on note p0 le conjugué de

p; c’est-à-dire le réel tel que
1

p
+
1

p0
= 1; et on a l’inégalité :

Z



jf(x)g(x)j dx � kfkLp(
) kgkLp0 (
) :

Lorsque p = p0 = 2 on retrouve l’inégalité de Cauchy Schwartz.

Inégalité de Trace Z
@


jvj2 ds �
Z



�
" jrvj2 + c (") jvj2

�
dx

Où c (") est une constante positive dépendant seulement de " et du domaine 
:

Lemme 1.10 ([16] ; lemme 2:2)

Soit 
 2 Rn est un ouvert borné avec une frontière @
. Alors0@Z
@


v2(x)dSx

1A 1
2

� 
 kvkH1 pour tout v 2 H1:

1.9. Quelques inégalités utiles 13



Chapitre 1. Rappels d�Analyse fonctionnelle.

Lemme de Gronwall

Soit T > 0,� 2 L1 (0; T ),� � 0 p.p. et C1; C2 � 0. Soit � 2 L1 (0; T ) ; � � 0 p.p, telle que

�� 2 L1 (0; T ) et

� (t) � C1 + C2

Z t

0

� (s)�(s)ds ; pour presque tout t 2 (0; T ) :

Alors on a

� (t) � C1 exp

�
C2

Z t

0

� (s) ds

�
; pour presque tout t 2 (0; T ) :

1.9. Quelques inégalités utiles 14



Chapitre 2

Une équation hyperbolique linéaire de type

ondes avec condition non locale

2.1 Formulation du problème

Dans le domaine borné Q = 
 � (0; T ) où T < 1, 
 est un ouvert borné de Rn, on étudie le

problème aux limites pour l’équation [1] :

utt ��u+ c(x; t)u = f(x; t) (2.1)

A l’équation (2.1), on associe les conditions initiales

u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x) (2.2)

Et la condition intégrale

@u

@�
+

tZ
0

Z



K(x; �; �)u(�; �)d�d� = 0 x 2 @
: (2.3)

Où @
 est la frontière de 
, f(x; t),�(x);  (x); K(x; �; �) sont des fonctions données, et
@u

@�
est le

vecteur normal à @
. Où la fonciton c(x; t) satisfont les conditions suivantes :

(H)

(
0 � c1 � c(x; t) � c2

jc0(x; t)j � c3

2.2 Espaces fonctionnels

Soit

Ŵ 1;2(Q) = fv(x; t) : v 2 W 1;2(Q); v(x; T ) = 0g :

15



Chapitre 2. Une équation hyperbolique linéaire de type ondes avec condition non locale

L’espace habituel de Sobolev muni de la norme

kuk2W 1;2(Q) = kuk2L2(Q) + kruk2L2(Q) + kutk2L2(Q)

Considérons l’équation 

u
00
; v
�
� h�u; vi+ hcu; vi

= hf; vi où v 2 Ŵ 1;2(Q)
(2.4)

Où h:; :i est le produit scalaire dans L2(Q); u est supposé la solution de (2.1) et v 2 Ŵ 1;2(Q):

Definissons la solution généralisée du problème (2:1)� (2:3).
En évaluant les produits scalaires dans (2:4), on obtient :Z

Q

v(x; t)u00(x; t)dxdt = �
Z



 (x)v(x; 0)dx�
Z
Q

v0(x; t)u0(x; t)dxdt (2.5)

Z
Q

�u(x; t)v(x; t)dxdt = �
Z
Q

ru(x; t)rv(x; t)dxdt+
TZ
0

Z
@


v
@u

@�
dsdt (2.6)

En substituant la condition (2:3) dans (2:6) on obtient :

Z
Q

�u(x; t)v(x; t)dxdt = �
TZ
0

Z
@


v(x; t)

tZ
0

Z



K(x; �; �)u(�; �)d�d�dsdt

�
Z
Q

ru(x; t)rv(x; t)dxdt
(2.7)

Remplaçant les identités (2.5),(2.7) alors (2.4) devient

TZ
0

Z



(rurv � u0v0 + cuv)dxdt

+

TZ
0

Z
@


v(x; t)

tZ
0

Z



K(x; �; �)u(�; �)d�d�dsdt

=

TZ
0

Z



fvdxdt+

Z



 (x)v(x; 0)dx

(2.8)

Définition 2.1 on appelle solution généralisée du problème (2.1)-(2.3) toute fonction u 2 W 1;2(Q)

vérifiant l’identité (2.8) pour tout v 2 Ŵ 1;2(Q):

2.2. Espaces fonctionnels 16



Chapitre 2. Une équation hyperbolique linéaire de type ondes avec condition non locale

Théorème 2.1 ([1] ;Théorème 1:2)

Si �(x) 2 W 1;2(Q);  (x) 2 L2(
); f(x; t) 2 L2(
); K(x; �; �) 2 C(
 � 
 � (0; T )); il existe
@K

@�i
; i = 1:::n et

max
Q
jKj � K0; (2.9)

max
Q

���@K@�i ��� � K1: (2.10)

Alors il existe une unique solution généralisée du problème (2:1)� (2:3).

2.3 Unicité de la solution

Montons que la solution généralisée du problème (2:1)� (2:3) si elle existe, est unique.

Preuve. Supposons qu’il existe deux solutions généralisées différentes u1 et u2 du problème (2.1)-

(2.3), il est évident que leur différence u = u1 � u2 est une solution généralisée du problème

(2.1)-(2.3) avec f = ' =  = 0; alors u(x; t) satisfait

TZ
0

Z



(rurv � u0v0 + cuv)dxdt

+

TZ
0

Z
@


v(x; t)

tZ
0

Z



K(x; �; �)u(�; �)d�d�dsdt = 0

(2.11)

Considérons la fonction

v(x; t) =

8>><>>:
�Z
t

u(x; �)d� 0 � t � � ;

0 � � t � T:

(2.12)

Notons que v(x; t) 2 Ŵ 1;2(Q), et utilisant le fait que v0(x; t) = �u(x; t) 8t 2 [0; � ] :
En intégrant par partie l’équation (2.11) il vient :

TZ
0

Z



rurvdxdt = �
�Z
0

Z



rv0rvdxdt = �
�Z
0

Z



rvrv0dxdt�
Z



jrvj2
���
0
dx

Par conséquent
TZ
0

Z



rurvdxdt = 1

2

Z



jrv(x; 0)j2 dx

Et
TZ
0

Z



u0v0dxdt = �
�Z
0

Z



u0udxdt =

�Z
0

Z



uu0dxdt�
Z



u2j�0 dx

2.3. Unicité de la solution 17



Chapitre 2. Une équation hyperbolique linéaire de type ondes avec condition non locale

Par conséquent
TZ
0

Z



u0v0dxdt = �1
2

Z



u2(x; �)dx:

Et
TZ
0

Z



cuv dxdt = �
�Z
0

Z



cv0v dxdt =
1

2

Z



c (x; 0) v2 (x; 0) dx+
1

2

�Z
0

Z



c0 (x; t) v2 (x; t) dxdt

Alors (2:11) devient :

1

2

Z



(jrv(x; 0)j2 + u2(x; �) + c (x; 0) v2 (x; 0))dxdt

= �
TZ
0

Z
@


v(x; t)

tZ
0

Z



K(x; �; �)u(�; �)d�d�dsdt� 1
2

�Z
0

Z



c0 (x; t) v2 (x; t) dxdt

En utilisant (2; 9) sur K(x; �; �) et les conditions (H); on trouve :
1

2

Z



(jrv(x; 0)j2 + u2(x; �) + c1v
2(x; 0))dxdt

�
TZ
0

Z
@


jv(x; t)j
tZ
0

Z



jK(x; �; �)j ju(�; �)j d�d�dsdt+ 1
2

�Z
0

Z



jc0 (x; t)j v2 (x; t) dxdt

� K0

TZ
0

Z
@


jv(x; t)j
tZ
0

Z



ju(�; �)j d�d�dsdt+ c3
2

�Z
0

Z



v2 (x; t) dxdt :

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz et l’inégalité de Cauchy-� avec � = 1; on obtient :Z



(jrv(x; 0)j2 + u2(x; �) + c1v
2(x; 0))dxdt

� K0

TZ
0

Z
@


(v2(x; t) + T j
j
tZ
0

Z



u2(�; �)d�d�)dsdt+ c3

�Z
0

Z



v2 (x; t) dxdt

� K0

TZ
0

Z
@


v2(x; t) dsdt+K0T
2 j
j j@
j

�Z
0

Z



u2(�; �)d�d�) + c3

�Z
0

Z



v2 (x; t) dxdt

En utilisant l’inégalité de trace, et posons L = T 2 j
j j@
j, on obtient :Z



(jrv(x; 0)j2 + u2(x; �) + c1v
2(x; 0))dx

� K0

�Z
0

Z



�
" jrvj2 + c(")v2 + Lu2

�
dxdt+ c3

�Z
0

Z



v2 (x; t) dxdt

2.3. Unicité de la solution 18



Chapitre 2. Une équation hyperbolique linéaire de type ondes avec condition non locale

Notant C0 = max fK0";K0c(") + c3; K0Lg =min f1; c1g ; on obtient l’inégalité suivante

Z



(jrv(x; 0)j2 + u2(x; �) + v2(x; 0))dx � C0

�Z
0

Z



�
jrv(x; t)j2 + u2(x; t) + v2 (x; t)

�
dxdt (2.14)

Considérons la fonction

w(x; t) =

tZ
0

u(x; �)d�

Donc

v(x; t) = w(x; �)� w(x; t)

rv(x; 0) = rw(x; �)

jrvj2 = jrw(x; �)�rw(x; t)j2 � 2 jrw(x; �)j2 + 2 jrw(x; t)j2 :

Et aussi

v2(x; t) = (w(x; �)� w(x; t))2 � 2w2(x; �) + 2w2(x; t)

Alors nous avons

tZ
0

Z



jrvj2 dxdt � 2�
Z



jrw(x; �)j2 dx+ 2
tZ
0

Z



jrw(x; t)j2 dxdt: (2.15)

En remplaçant w dans (2.14), on obtientZ



�
jrw(x; �)j2 + w2(x; �) + u2(x; �)

�
dx

� 2C0�
Z



(jrw(x; �)j2 + w2(x; �)) dx+ 2C0

�Z
0

Z



�
jrwj2 + w2 + u2

�
dxdt

(2.16)

Du moment que � est arbitraire, on le choisit de façon que 1� 2�C0 � 0, alors (2:11) devient

(1� 2C0�)
Z



�
jrw(x; �)j2 + w2(x; �) + u2(x; �)

�
dx � 2C0

�Z
0

Z



�
jrwj2 + w2 + u2

�
dxdt (2.17)

En appliquant l’inégalité de Gronwall,on trouveZ



�
jrw(x; �)j2 + w2(x; �) + u2(x; �)

�
dx � 0 8� 2

�
0;

1

2C0

�
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par conséquent, on obtient u (x; �) = 0, pour tout x 2 
 et � 2
�
0;

1

2C0

�
.

Si T � 1

2C0
; alors u = 0 dans Q: Dans le cas T � 1

2C0
; comme

]0; T [ � [n=n0n=1

�
n� 1
2C0

;
n

2C0

�
;

où n0 = [C0T ] + 1; [C0T ] est la partie entière de C0T , répétons le même procédé pour � 2�
n� 1
2C0

;
n

2C0

�
, on trouve u (x; t) = 0 dans Q. Ainsi, l’unicité est prouvée.

2.4 Existence de la solution

Pour démontrer l’éxistence de la solution généralisée on applique la méthode de Faedo-Galarkin,

soit wk(x) un système fondamental dans W 1;2(
) tel que hwk; wli = �k;l: Cherchons une solution

approchée du problème (2.1) - (2.3) sous la forme

um(x; t) =
mX
k=1

dk(t)wk(x); (2.18)

Où les coefficients dk(t) sont à déterminer, à partir deZ



(u00mwl +rumrwl + cumwl)dx

+

Z
@


wl(x)

tZ
0

Z



K(x; �; �)um(�; �)d�d�ds =

Z



fwldx

(2.19)

dk(0) = �k; d0k(0) = �k;

Les approximations des fonctions '(x) et  (x) sont notées respectivement par

'(n) (x) =
nP
k=1

'kwk (x) ;

 (n) (x) =
nP
k=1

 kwk (x) ;

�k (0) = 'k, �
0
k (0) =  k:

:

En substituant la solution approchée dans l’équation (2:19), on trouveZ



mX
k=1

(d00kwkwl + dkrwkrwl + cdkwkwl) dx

+

Z
@


wl

tZ
0

Z



K(x; �; �)
mX
k=1

dk(�)wk(�)d�d�ds = fl(t):

(2.20)
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Où fl(t) = hf; wli :
Ce qui implique

mX
k=1

(d00k(t) hwk; wli+ dk(t) hrwk;rwli+ dk(t) hcwk; wli)

+
mX
k=1

tZ
0

0@dk(�)Z
@


wl(x)

Z



K(x; �; �)wk(�)d�ds

1A d� = fl(t):

(2.21)

En notant

kl(t) = hrwk;rwli+ hcwk; wli ;

�kl(�) =

Z
@


wl(x)

Z



K(x; �; �)wk(�)d�ds

Alors (2.21) devient

mX
k=1

0@d00k(t)�kl + dk(t)kl(t) +

tZ
0

dk(�)�kl(�)d�

1A = fl(t): (2.22)

On obtient un système d’équations integro-différentielles,on dérive (2:22) par rapport à t on

trouve un système d’équations différentielles du troisième ordre à coefficients réguliers

mX
k=1

(d000k (t)�kl + d0k(t)kl(t) + dk(t) (�kl(t) + 0kl(t))) = f 0l (t) (2.23)

Avec des conditions initiales

dk(0) = �k; d0k(0) = �k; d00k(0) = fl(0)� �kk(0): (2.24)

Par conséquent, c’est un problème de Cauchy pour des équations différentielles linéaires à coeffi-

cients réguliers qui est particulièrement solvable.

Ainsi, pour chaque m il existe une solution unique um(x; t) satisfaisant (2:19)

Lemme 2.1 La suite fumg est uniformément bornée.
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Preuve. Multipliant (2.19) par d0l(t), et sommant par rapport à l de 1 à m;on trouveZ



(u00mu
0
m +rumru0m + cumu

0
m) dxdt

+

Z
@


u0m

tZ
0

Z



K(x; �; �)um(�; �)d�d�dsdt

=

Z



fu0mdxdt

(2.25)

Intégrant par rapport à t sur (0; �); on obtient

�Z
0

Z



(u00mu
0
m +rumru0m + cumu

0
m) dxdt

+

�Z
0

Z
@


u0m

tZ
0

Z



K(x; �; �)um(�; �)d�d�dsdt

=

�Z
0

Z



fu0mdxdt

(2.26)

Intégrant par parties le membre gauche de (2:26) par rapport à t sur (0; �); il vient

�
�Z
0

Z



u00mu
0
mdxdt =

1

2

Z



(u0m(x; �))
2 dx� 1

2

Z



(u0m(x; 0))
2 dx

�
�Z
0

Z



rumru0mdxdt =
1

2

Z



(rum(x; �))2 dx�
1

2

Z



(rum(x; 0))2 dx

�
�Z
0

Z



cumu
0
mdxdt =

1

2

Z



c(x; �)(um(x; �))
2dx� 1

2

Z



c(x; 0)(um(x; 0))
2dx

�1
2

�Z
0

Z



c0(x; t)(um(x; t))
2dxdt
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Et Z
@


�Z
0

u0m

tZ
0

Z



K(x; �; �)um(�; �)d�d�dtds

= �
Z
@


�Z
0

um(x; t)

Z



K(x; �; t)um(�; t)d�dtds

+

Z
@


0@um(x; t) �Z
0

Z



K(x; �; �)um(�; �)d�d�

1A������
�

0

ds

= �
Z
@


�Z
0

um(x; t)

Z



K(x; �; t)um(�; t)d�dtds

+

Z
@


um(x; �)

�Z
0

Z



K(x; �; �)um(�; �)d�d�ds

En substituant les quatres dernières identités dans (2:26), on obtient

1

2

Z



�
(u0m(x; �))

2 + (rum(x; �))2 + c(x; �)(um(x; �))
2
�
dx

=
1

2

Z



�
(u0m(x; 0))

2 + (rum(x; 0))2 + c(x; 0)(um(x; 0))
2
�
dx

+

�Z
0

Z



c0(x; t)(um(x; t))
2dxdt+

�Z
0

Z



fu0mdxdt

+

�Z
0

Z
@


um(x; t)

Z



K(x; �; t)um(�; t)d�dtds

�
Z
@


um(x; �)

�Z
0

Z



K(x; �; �)um(�; �)d�d�ds

(2.27)

En appliquant au quatrième terme du membre droit de (2.27) l’inégalité de Cauchy-" avec " = 1;

on obtient
�Z
0

Z
@


um(x; t)

Z



K(x; �; t)um(�; t)d�dsdt

� 1

2

�Z
0

Z
@


(um(x; t))
2 dsdt+

1

2

�Z
0

Z
@


0@Z



K(x; �; t)um(�; t)d�

1A2

dsdt
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En utilisant l’inégalité de trace, on obtient

1

2

�Z
0

Z
@


(um(x; t))
2 dsdt+

1

2

�Z
0

Z
@


0@Z



K(x; �; t)um(�; t)d�

1A2

dsdt

� 1

2

�Z
0

Z



�
" jrum(x; t)j2 + c(") (um(x; t))

2� dxdt
+
1

2

�Z
0

Z



"

0@Z



rK(x; �; t)um(�; t)d�

1A2

dxdt

+
1

2
c(")

�Z
0

Z



0@Z



K(x; �; t)um(�; t)d�

1A2

dxdt

� 1

2

�Z
0

Z



�
" jrum(x; t)j2 + c(") (um(x; t))

2� dxdt
+
1

2

�Z
0

Z



" j
j
Z



jrK(x; �; t)um(�; t)j2 d�dxdt

+
1

2

�Z
0

Z



c(") j
j
Z



(K(x; �; t)um(�; t))
2 d�dxdt

En utilisant (2:9) et (2:10), on a

1

2

�Z
0

Z
@


(um(x; t))
2 dsdt+

1

2

�Z
0

Z
@


0@Z



K(x; �; t)um(�; t)d�

1A2

dsdt

� 1

2

�Z
0

Z



�
" jrum(x; t)j2 + c(") (um(x; t))

2� dxdt
+
1

2

�Z
0

Z



" j
jK2
1

Z



(um(�; t))
2 d�dxdt

+
1

2

�Z
0

Z



c(") j
jK2
0

Z



(um(�; t))
2 d�dxdt

Finalement
�Z
0

Z
@


um

Z



K(x; �; t)um(�; t)d�dsdt

� 1

2

�Z
0

Z



(" jrumj2 + (c(") + " j
j2K2
1 + c(") j
j2K2

0)u
2
m)dxdt

(2.28)
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En appliquant au cinquième terme du membre droit de (2:27) l’inégalité de Cauchy-Schwarz, et

on utilise l’inégalité de cauchy avec " on obtientZ
@


um(x; �)

�Z
0

Z



K(x; �; �)um(�; �)d�d�ds

� "

2

Z
@


(um(x; �))
2 ds+

1

2"

Z
@


0@ �Z
0

Z



K(x; �; �)um(�; �)d�d�

1A2

ds

En utilisant l’inégalité de trace et les conditions (2:9) et (2:10), on obtient

Z
@


um(x; �)

�Z
0

Z



K(x; �; �)um(�; �)d�d�ds

� "

2

Z



�
� jrum(x; �)j2 + c(�) (um(x; �))

2� dx
+
1

2"

Z



0@�� j
j �Z
0

Z



jrK(x; �; �)j2 (um(�; �))2 d�d�

1A dx

+
1

2"

Z



0@�c(�) j
j �Z
0

Z



(K(x; �; �))2 (um(�; �))
2 d�d�

1A dx

� "

2

Z



�
� jrum(x; �)j2 + c(�) (um(x; �))

2� dx
+
1

2"

�
K2
1�� j
j

2 +K2
0�c(�) j
j

2� �Z
0

Z



(um(x; t))
2 dxdt

2.29

En remplaçant les inégalités (2:28) et (2:29) dans (2:27), on trouveZ



�
(u0m(x; �))

2 + (1� "�) jrum(x; �)j2 + (c1 � "c(�)) (um(x; �))
2� dx

�
Z



�
(u0m(x; 0))

2 + jrum(x; �)j2 + c2 (um(x; 0))
2� dx

+

�Z
0

Z



f 2dxdt+

�Z
0

Z



c3(um)
2dxdt+

�Z
0

Z



(u0m)
2dxdt

+

�Z
0

Z



�
(") jrumj2 + h(")(um)

2
�
dxdt

+
�

"
K2
1� j
j

2

�Z
0

Z



(um(x; �))
2 dxdt+

c(�)

"
K2
0� j
j

2

�Z
0

Z



(um(x; �))
2 dxdt

2.30
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On choisit " et � tels que "� < 1; "c(�) < c1:

On note par

m = min f1; 1� "�; c1 � "c(�)g ;

M = max

�
1; c3 + h(") +

�

"
K2
1� j
j

2 +
c(�)

"
K2
0� j
j

2 ; "

�
Alors (2:30) devient

m

Z



�
(u0m(x; �))

2 + jrum(x; �)j2 + (um(x; �))2
�
dx

�
Z



�
(u0m(x; 0))

2 + jrum(x; 0)j2 + (um(x; 0))2
�
dx

+M

�Z
0

Z



�
(u0m)

2 + jrumj2 + (um)2
�
dxdt+

�Z
0

Z



f 2(x; t)dxdt

En appliquant le lemme de Gronwall et en intégrant sur (0; �), on obtient

kumkW 1;2(Q� )
� C(T )

�
kfkL2(Q) + k�kW 1;2(
) + k kL2(
)

�
: (2.31)

Puisque kfkL2(Q) ; k�kW 1;2(
) ; k kL2(
) sont bornées, donc fumg est borné dansW 1;2(Q) : kumkW 1;2(Q� )
�

D(T ); par conséquent, la suite fumg est uniformément bornée et par suite on peut extraire une

sous suite fumk
g qui converge faiblement. Montrons que sa limite est exactement la solution

généralisée du problème posé.

Lemme 2.2 La limite de la sous suite est la solution du problème (2:1)� (2:3).

Preuve. Pour cela on démontre que la sous suite fumk
g satisfait l’identité (2:8) pour tout fonction

�m(x; t) =
Pm

l=1wl(x)hl(t) 2 W
1;2
T (Q) : Posons

Nm =

(
�m (x; t) =

nX
k=1

hl(t)wl(x); hl(t) 2 W 1:2(0; T ); hl(T ) = 0

)
Comme [1m=1Nm est dense dans W 1;2

T (Q), il suffit de démontrer (2:8) pour tout �m 2 Nm:
En multipliant (2.19) par la fonction hl(t) 2 W 1;2(0; T ); hl(T ) = 0;et prenant la somme de l = 1 à

n, on obtient Z



(u00m�m +rumr�m + cum�m) dxdt

+

Z
@


�m

tZ
0

Z



K(x; �; �)um(�; �)d�d�dsdt

=

Z



f�mdxdt
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Une intégration sur [0; T ] donne

TZ
0

Z



�
�u0m�

0
m +rumr�m + cum�m

�
dxdt

+

TZ
0

Z
@


�m

tZ
0

Z



K(x; �; �)um(�; �)d�d�dsdt

=

Z



u0m(x; 0)�m(x; 0)dx+

TZ
0

Z



f�mdxdt

2.32

Considérons l’intégrale

TZ
0

Z
@


�m

tZ
0

Z



K(x; �; �)(um(�; �)� u(�; �))d�d�dsdt (2.33)

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

tZ
0

Z



K(x; �; �)(um(�; �)� u(�; �)d�d�

�

0@ TZ
0

Z



K2(x; �; �)d�d�

1A
1
2
0@ tZ
0

Z



(um(�; �)� u(�; �))2d�d�

1A
1
2

= kKkL2(Q) kum � ukL2(Q)

De plus, kKkL2(Q) � jQjK0; et kum � ukL2(Q) �! 0: Par passage à la limite dans (2.33), on obtient

l’identité (2.19) et par suite u est la solution généralisée du problème (2.1)-(2.3).
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Chapitre 3

Une équation hyperbolique non linéaire de

type ondes avec condtion non locale

3.1 Formulation du problème

Dans le domaine borné QT� = 
 � (0; T�) où T� < 1, 
 est un ouvert borné de Rn, on considère

le problème aux limites pour l’équation [16]

utt ��u+ ut = jujp�2 u+ f(x; t) x 2 
 ; t � 0: (3.1)

A l’équation (3:1), on associe les conditions initiales

u(x; 0) = u0(x)

ut(x; 0) = u1(x)
(3.2)

Et la condition intégrale

�@u
@v
=

Z



h(x; y; t)u(y; t)dy x 2 @
 ; t � 0: (3.3)

Où @
 est la frontière de 
, u0; u1; f; et h sont des fonctions données, et
@u

@v
est le vecteur normal

à @
.

3.2 Existence de la solution

Théorème 3.1 ([16] Théorème 2:4)

On suppose que 
 est un ouvert borné. On donne f , h, u0, u1 avec

(A1) 2 < p � 2n� 2
n� 2 n � 3
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(A2) f; f
0 2 L1(0; T; L2)

(A3) h 2 L2(0; T; (@
� 
)) h0; h00 2 L2(0; T; (@
� 
))

(A4) (u0; u1) 2 H2 �H1

Alors le problème (3:1)� (3:3) admet une unique solution locale

u 2 L1(0; T�; H2)

ut 2 L1(0; T�; H1)

utt 2 L1(0; T�; L2)
(3.4)

Pour tout T� > 0 assez petit.

Preuve. ([16])

Pour démontrer l’éxistence de la solution on applique la méthode de Faedo-Galarkin.

Le plan de la démonstration est le suivant

1) On construit des solutions (approchées) .

2) On établit sur ces solutions approchées des estimations a priori.

3) Passage a la limite grâce a des propriétés de compacité (pour passer a la limite dans le terme

non linéaire).

Etape 1 :(solutions approchées)

On introduit une suite w1; w2; :::; wm des fonctions ayant les propriétés suivantes8>><>>:
wi 2 H2 8i:
8m; w1; :::; wm sont linéairement indépendantes

Les combinaisons linéaires finies des wi sont dense dans H2:

Une telle suite existe.

On cherche alors um = um(t) solution (approchée) du problème sous la forme

um =
mX
j=1

Cmj(t)wj (3.5)

Les coeffficients Cmj vérifiés le systéme d’équations déffirentielles ordinaires suivant :8>>>><>>>>:
hu00m(t); wji+ hrum(t);rwji+ hu0m(t); wji+

Z
@


hh(x; t); um(t)iwj(x)dsx

=


jum(t)jp�2 um(t); wj

�
+ hf(t); wji :

um(0) = u0 u0m(0) = u1

(3.6)

Le problème (3:6) admet une solution locale dans l’intervalle [0; Tm] pour tout m:

Etape 2 : (estimation a priori)
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Première estimation

En multiplie (3:6) par C 0
mj(t) et on somme sur j, on trouve8>>>><>>>>:

hu00m(t); u0m(t)i+ hrum(t);ru0m(t)i+ hu0m(t); u0m(t)i+
Z
@


hh(x; t)um(t)iu0m(t)dsx

=


jum(t)jp�2 um(t); u0m(t)

�
+ hf(t); u0m(t)i :

um(0) = u0 u0m(0) = u1:

(3.7)

Ce qui donne

1

2

d

dt
ku0m(t)k

2 +
1

2

d

dt
krum(t)k2 + ku0m(t)k

2 +

Z
@


hh(x; s); um(s)iu0m(s)dsxds

=


jum(t)jp�2 um(t); u0m(t)

�
+ hf(t); u0m(t)i

(3.8)

Par intégration de 0 à t; il résulte :

ku0m(t)k
2
+ krum(t)k2 + 2

tZ
0

ku0m(s)k
2
ds+ 2

tZ
0

Z
@


hh(x; s); um(s)iu0m(s)dsxds (3.9)

= 2

tZ
0



jum(s)jp�2 um(s); u0m(s)

�
ds+ 2

tZ
0

hf(s); u0m(s)i ds+ ku0m(0)k
2
+ krum(0)k2

En intégrant par partie le quatrième terme du membre gauche de (3:9), il vient :
tZ
0

Z
@


hh(x; s); um(s)iu0m(s)dsxds

=

Z
@


hh(x; t); um(t)ium(t)dsx �
Z
@


hh(x; 0); u0iu0(x)dsx

�
tZ
0

Z
@


(hh0(x; s); um(s)i+ hh(x; s); u0m(s)i)um(s)dsxds

(3.10)

En substituant l’équation (3:10) dans (3:9), on obtient :

ku0m(t)k
2 + krum(t)k2 = 2

tZ
0

Z
@


(hh0(x; s); um(s)i+ hh(x; s); u0m(s)i)um(s)dsxds

�2
tZ
0

ku0m(s)k
2 ds+ 2

tZ
0

hf(s); u0m(s)i ds+ krum(0)k
2

�2
Z
@


hh(x; t); um(t)ium(t)dsx + ku0m(0)k
2

+2

Z
@


hh(x; 0); u0iu0(x)dsx + 2
tZ
0



jum(s)jp�2 um(s); u0m(s)

�
ds
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Soit

Sm(t) = ku0m(t)k
2 + krum(t)k2 (3.11)

Alors

Sm(t) = Sm(0) + 2

Z
@


hh(x; 0); u0iu0dsx � 2
tZ
0

ku0m(s)k
2 ds+ 2

tZ
0

hf(s); u0m(s)i ds

+2

tZ
0



jumjp�2 um(s); u0m(s)

�
ds� 2

Z
@


hh(x; t); um(t)ium(t)dsx

+2

tZ
0

Z
@


(hh0(x; s); um(s)i+ hh(x; s); u0m(s)i)um(s)dsxds

� Sm(0) +

6X
j=1

Ij

(3.12)

D’après le lemme (1:5) et (1:6) et les inégalités suivantes

2ab � �a2 +
1

�
b2 pour a; b 2 R, � > 0: (3.13)

(a+ b+ c)q � 3q�1(aq + bq + cq) pour tout q � 1; a; b; c � 0: (3.14)

Et

kvk � kvkH1 8v 2 H1; 1 � q � 2� = 2n

n� 2 et n � 3 kvkLq � Cq kvkH1

En estimant toutes les termes du coté droit de (3:12)

Sm(0) + I1 = Sm(0) + 2

Z
@


hh(x; 0); u0iu0dsx

= ku0m(0)k
2 + krum(0)k2 + 2

Z
@


hh(x; 0); u0iu0dsx

=
1

2
�C0

(3.15)

Et

I2 = �2
tZ
0

ku0m(s)k
2 ds � 2

tZ
0

ku0m(s)k
2 + krum(s)k2 ds

= 2

tZ
0

Sm(s)ds

(3.16)
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En appliquant au terme I3 l’inégalité de Cauchy-Schwartz et utilisant l’inégalité (3:13) avec � =

1 ,on obtient

I3 = 2

tZ
0

hf(s); u0m(s)i ds � 2
tZ
0

kfk ku0m(s)k ds

�
tZ
0

kfk2 ds+
tZ
0

ku0m(s)k
2 ds �

tZ
0

kfk2 ds+
tZ
0

Sm(s)ds

� CT +

tZ
0

Sm(s)ds

En appliquant l’inégalités de Cauchy-Schwartz et utilisant l’inégalité (3:13) avec � = 1;au terme

I4 on obtient :

I4 = 2

tZ
0



jum(s)jp�2 um(s); u0m(s)

�
ds � 2

tZ
0

jujp�1 ku0m(s)k ds
�

tZ
0

jum(s)jp�12 ds+ tZ
0

ku0m(s)k
2 ds �

tZ
0

kum(s)k2p�2L2p�2 ds+

tZ
0

Sm(s)ds

�
tZ
0

(C2p�2 kum(s)kH1)
2p�2 ds+

tZ
0

Sm(s)ds

=

tZ
0

C2p�22p�2 kum(s)k
2p�2
H1 ds+

tZ
0

Sm(s)ds

(3.18)

Comme 1 � 2 � 2p� 2 � 2� et H1 ,! L2p�2(
): On a

kum(s)k2H1 = kum(s)k2 + krum(s)k2

=

24ku0k+ tZ
0

ku0m(s)k ds

352 + krum(s)k2
�

24ku0k+ tZ
0

ku0m(s)k ds

352 + Sm(s)

(3.19)

Dans le dernier résultat on a24ku0k+ tZ
0

ku0m(s)k ds

352 = ku0k2 + 2 ku0k tZ
0

ku0m(s)k ds+

0@ tZ
0

ku0m(s)k ds

1A2

(3.20)
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En utilisant l’inégalité (3:13) avec � = 1 et appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz au deuxième

terme du membre droit de (3:20), on obtient24ku0k+ tZ
0

ku0m(s)k ds

352 � 2 ku0k2 + 2

0@ tZ
0

ku0m(s)k ds

1A2

� 2 ku0k2 + 2

264
0@ tZ
0

12ds

1A
1
2
0@ tZ
0

ku0m(s)k
2 ds

1A
1
2

375
2

� 2 ku0k2 + 2t
tZ
0

ku0m(s)k
2 ds

(3.21)

Il résulte que

kum(s)k2p�2H1 �

242 ku0k2 + Sm(t) + 2t

tZ
0

ku0m(s)k
2
ds

35p�1 (3.22)

En utilisant l’inégalité (3:14) et appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient242 ku0k2 + Sm(t) + 2t

tZ
0

ku0m(s)k
2 ds

35p�1 � 3p�22p�1 ku0k2p�2 + 3p�2(Sm(t))p�1

+3p�22p�1tp�1

0@ tZ
0

ku0m(s)k
2 ds

1Ap�1

� 3p�22p�1 ku0k2p�2 + 3p�2(Sm(t))p�1

+3p�22p�1t2p�3
tZ
0

(Sm(s))
p�1ds

Donc

I4 = 2

tZ
0



jum(s)jp�2 um(s); u0m(s)

�
ds

� CT + CT

tZ
0

(Sm(s))
p�1ds+

tZ
0

Sm(s)ds

(3.23)
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En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz et utilisant l’inégalité (3:13) au terme I5; on obtient

I5 = �2
Z
@


hh(x; t); um(t)ium(x; t)dsx

� 2
 khkL1(0;T;L2(@
�
)) kum(t)k kumkH1

� 1

�
2
 khk

2
L1(0;T;L2(@
�
)) kum(t)k

2 + � kumk2H1

� 1

�
2
 khk

2
L1(0;T;L2(@
�
))

242 ku0k2 + 2t tZ
0

ku0m(s)k
2 ds

352

+�

242 ku0k2 + Sm(t) + 2t

tZ
0

ku0m(s)k
2 ds

35
� 1

�
CT + �Sm(t) +

1

�
CT

tZ
0

Sm(s)ds

(3.24)

Pour tout 0 � � � 1:
En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et on utilise le lemme (1; 10) au terme I6, il vient

I6 = +2

tZ
0

Z
@


(hh0(x; s); um(s)i+ hh(x; s); u0m(s)i)um(s)dsxds

� 2
 kh0kL1(0;T;L2(@
�
))

tZ
0

kum(s)k2H1 ds

+2
 khkL1(0;T;L2(@
�
))

tZ
0

ku0m(s)k kum(s)kH1 ds

(3.25)

En utilisant l’inégalité (3:13) sur la deuxième terme du membre droit de (3:25) on obtient

I6 = +2

tZ
0

Z
@


(hh0(x; s); um(s)i+ hh(x; s); u0m(s)i)um(s)dsxds

� 2
 kh0kL1(0;T;L2(@
�
))

tZ
0

kum(s)k2H1 ds

+22
 khk
2
L1(0;T;L2(@
�
))

tZ
0

ku0m(s)k
2
H1 ds+

tZ
0

kum(s)k2H1 ds

� CT

241 + tZ
0

Sm(s)ds

35

(3.26)
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En substituant les six dernières identités dans (3:12), et on choisit � =
1

4
, on obtient

Sm(t) � CT

241 + tZ
0

Sm(s)ds+

tZ
0

(Sm(s))
p�1ds

35 0 � t � Tm

Avec CT est une constante dépend de T:

Par la résolution de l’inégalité Intégrale non linéaire de Voltera, il existe une constante T� dépen-

dante de T (indépendante de m) telle que

Sm(t) � CT 8m 2 N 8 t 2 [0; T�] (3.28)

Avec CT est une constante dépendante de T:

En peut prendre Tm = T� pour tout m.

Deuxiéme estimation

Tout d’abord, nous allons estimer u00m(0):

Quand t �! 0+. Multipliant (3:6) par C 00mj(0) et sommant par rapport à j de 1 à m on trouve

ku00m(0)k
2
= h�u0; u00m(0)i+ hu1; u00m(0)i+



ju0jp�2 u0; u00m(0)

�
+ hf(0); u00m(0)i (3.29)

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

ku00m(0)k � k�u0k+ ku1k+
ju0jp�1+ kf(0)k pour tout m:

On a f 2 L1(0; T; L2) et f 0 2 L1(0; T; L2); donc d’après le lemme 1.2 , f(0) 2 L2(
)
Alors

ku00m(0)k �
_
X0pour tout m: (3,30)

Avec �X0 est une constante.

C’est à dire u00m(0) existe et est bien définit. Dérivant (3; 6) en t, et Multipliant par C 00mj(t) et

sommant par rapport à j de 1 à m, il vient :

1

2

d

dt
ku00m(t)k

2 +
1

2

d

dt
kru0m(t)k

2 + ku00m(s)k
2 +

Z
@


hh0(x; s); um(s)iu00m(s)dsx

+

Z
@


hh(x; s); u0m(s)iu00m(s)dsx = (p� 1)


jum(t)jp�2 u0m(t); u00m(t)

�
+ hf 0(t); u00m(t)i

(3.31)

Par intégration de 0 à t, il résulte

ku00m(t)k
2 + kru0m(t)k

2 + 2

tZ
0

ku00m(s)k
2 ds+ 2

tZ
0

Z
@


[hh0(x; s); um(s)i+ hh(x; s); u0m(s)i]u00m(s)dsxds

= 2(p� 1)
tZ
0



jumjp�1 u0m(s); u00m(s)

�
ds+ 2

tZ
0

hf 0(s); u00m(s)i ds+ ku00m(0)k
2 + kru0m(0)k

2

(3.32)
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En intégrant le quatrième terme du membre gauche de l’équation (3:32) on obtient :

S = 2

tZ
0

Z
@


[hh0(x; s); um(s)i+ hh(x; s); u0m(s)i]u00m(s)dsxds

= 2

Z
@


[hh0(x; s); um(s)i+ hh(x; s); u0m(s)i]u0m(s)dsxj
t
0

�2
tZ
0

Z
@


[hh00(x; s); um(s)i+ hh0(x; s); u0m(s)i]u0m(s)dsxds

�2
Z
@


[hh0(x; s); u0m(s)i+ hh(x; s); u00m(s)i]u0m(s)dsxds

(3.33)

En substituant l’équation (3:33) dans (3:32), on obtient

ku00m(t)k
2 + kru0m(t)k

2 + 2

tZ
0

ku00m(s)k
2 ds

+2

Z
@


[hh0(x; t); um(t)i+ hh(x; t); u0m(t)i]u0m(t)dsx

�2
Z
@


[hh0(x; 0); um(0)i+ hh(x; 0); u0m(0)i]u0m(0)dsx

�2
tZ
0

Z
@


[hh00(x; s); um(s)i+ 2 hh0(x; s); u0m(s)i+ hh(x; s); u00m(s)i]u0m(s)dsxds

= 2(p� 1)
tZ
0



jum(s)jp�1 u0m(s); u00m(s)

�
ds+ 2

tZ
0

hf 0(s); u00m(s)i ds

+ ku00m(0)k
2 + kru0m(0)k

2

(3.34)

On pose Xm(t) = ku00m(t)k
2 + kru0m(t)k

2 alors l’équation (3:34) devient

Xm(t) = Xm(0)� 2
Z
@


[hh0(x; 0); um(0)i+ hh(x; 0); u0m(0)i]u0m(0)dsx

�2
tZ
0

ku00m(s)k
2 ds+ 2(p� 1)

tZ
0



jujp�1 u0m(s); u00m(s)

�
ds

�2
Z
@


[hh0(x; t); um(t)i+ hh(x; t); u0m(t)i]u0m(t)dsx + 2
tZ
0

hf 0(s); u00m(s)i ds

(3.35)
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+2

tZ
0

Z
@


[hh00(x; s); um(s)i+ 2 hh0(x; s); u0m(s)i+ hh(x; s); u00m(s)i]u00m(s)dsxds

� Xm(0) +
6X
i=0

Ji

En estimant toutes les termes du membre droit de l’équation (3:35) ; on obtient

Xm(0) + J1 = Xm(0) + 2

Z
@


[hh0(x; 0); um(0)i+ hh(x; 0); u0m(0)i]u0m(0)dsx

= ku00m(0)k
2 + kru0m(0)k

2 + 2

Z
@


[hh0(x; 0); um(0)i+ hh(x; 0); u0m(0)i]u0m(0)dsx

� �X2
0 + kru0m(0)k

2 + 2

Z
@


[hh0(x; 0); um(0)i+ hh(x; 0); u0m(0)i]u0m(0)dsx

� 1

2
X0

(3.36)

Et

J2 = �2
tZ
0

ku00m(s)k
2 ds

� 2
tZ
0

ku00m(s)k
2 + kru0m(s)k

2 ds

= 2

tZ
0

Xm(s)ds

(3,37)

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz et l’inégalité (3:13) avec � =
1

kf 0k au terme J3,

on obtient :

J3 = 2

tZ
0

hf 0(s); u00m(s)i ds

�
R t
0
kf 0(s)k ds+

R t
0
kf 0(s)k ku00m(s)k

2 ds

� CT +
R t
0
kf 0(s)kXm(s)ds

(3.38)

Pour estimer le terme J4 on utilise l’inégalité suivantejumjp�2 u0m � Dp

h
1 + kum(s)k

1
N

H1 + kum(s)kp�2H1

i
ku0m(s)kH1

� DpCT ku0m(s)kH1

(3.39)
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Donc

J4 = 2(p� 1)
tZ
0

(jumjp�2 u0m; u00m)

� 2(p� 1)
tZ
0

jumjp�2 u0m(s) ku00m(s)k ds
� 2(p� 1)DpCT

tZ
0

ku0m(s)kH1 ku00m(s)k ds

� (p� 1)2D2
pC

2
T

tZ
0

ku0m(s)k
2
H1 ds+

tZ
0

ku00m(s)k
2 ds

� (p� 1)2D2
pC

2
T

24 tZ
0

ku0m(s)k
2 ds+

tZ
0

kru0m(s)k
2 ds

35+ tZ
0

ku00m(s)k
2 ds

� CT

0@1 + tZ
0

Xm(s)ds

1A

(3.40)

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz et utilisant le lemme 1:10 et l’inégalité (3:13) au

terme J5 on obtient

J5 = �2
Z
@


[hh0(x; t); um(t)i+ hh(x; t); u0m(t)i]u0m(t)dsx

� 2

h
kum(t)k kh0kL1(0;T;L2(@
�
)) + ku0m(t)k khkL1(0;T;L2(@
�
))

i
ku0m(t)kH1

� 2CT ku0m(t)kH1 �
1

�
CT + � ku0m(t)k

2
H1

� 1

�
CT + �

242 ku1k2 +Xm(t) + 2t

tZ
0

Xm(s)ds

35
� 1

�
CT + �Xm(t) + CT

0@1 + tZ
0

Xm(s)ds

1A pour tout � 2 [0; 1]

(3.41)
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Finalement

J6 = 2

tZ
0

ds

Z
@


[hh00(x; s); um(s)i+ hh0(x; s); u0m(s)i+ hh(x; s); u00m(s)i]u0m(s)dsx

� 2
CT
tZ
0

kh00kL2(@
�
) kum(s)kH1 ds+ 4
CT

tZ
0

ku0m(s)kH1 ds

+2
CT

tZ
0

ku00m(s)k ku0m(s)kH1 ds

� 2
C
2
T kh00kL1(0;T;L2(@
�
)) +

tZ
0

kh00kL2(@
�
) kum(s)k
2
H1 ds+ 42
C

2
TT

+

tZ
0

ku0m(s)k
2
H1 ds+ 2
C

2
T

tZ
0

ku00m(s)k
2 ds+

tZ
0

ku0m(s)k
2
H1 ds

� CT + CT

tZ
0

Xm(s)ds+

tZ
0

�(s) ku0m(s)k
2
H1 ds

� CT + CT

tZ
0

Xm(s)ds+

tZ
0

�(s)

242 ku1k2 +Xm(t) + 2s

sZ
0

Xm(�)d�

35 ds
� CT + CT

tZ
0

Xm(s)ds+

tZ
0

�(s)Xm(s)ds

(3.42)

Avec

�(s) = 2 + kh00kL2(@
�
) � 2 L1(0; T )

En remplaçant toutes les termes dans (3:35) et on choisit � =
1

2
, on obtient

Xm(t) � CT +

tZ
0

	(s)Xm(s)ds (3.43)

Avec CT est une constante dépendante de T:et

	(s) = CT

h
1 + kf 0(s)k+ kh00(s)kL2(@
�
)

i
	 2 L1(0; T )

D’après le lemme de Gronwall ; on déduit de (3:43) que

Xm(t) � CT exp

24 tZ
0

	(s)ds

35 � CT pour tout t 2 [0; T�] (3.44)
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On en déduit que Tm = T� pour tout m; lorsque m �!1 de (3:28) et (3:44) on constate que8>><>>:
um demeure un ensemble borné de L1(0; T�; H1(
))

u0m demeure un ensemble borné de L1(0; T�; H1(
))

u00m demeure un ensemble borné de L1(0; T�; L2(
))

(3.45)

Etape 3 : passage à la limite

On déduit de (3:45) et le Théorème 1:9 qu’ont peut extraire des sous suites (um); (u0m) et (u00m)

telles que 8>><>>:
um �! u dans L1(0; T�; H1(
)) faible*

u0m �! u0 dans L1(0; T�; H1(
)) faible*

u00m �! u00 dans L1(0; T�; L2(
)) faible*

(3.46)

De plus si B0 = H1(
); B = B1 = L2(
) alors par le lemme de compacité 1:7, lemme 1:8 et (3:45)

on peut déduire de (3:46) que

um �! u fortement dans L2(QT�) et presque partout dans QT�
u0m �! u0 fortement dans L2(QT�) et presque partout dans QT�
u00m �! u00fortement dans L2(QT�) et presque partout dans QT�

(3.47)

D’après la continuité de la fonction t �! jtjp�2 t et le lemme 1:9; on a

jumjp�2 um �! jujp�2 u et p.p dans QT� (3.48)

D’autre part on a

jumjp�2 um2L2(QT� ) =

T�Z
0

Z



jum(x; t)j2p�2 dxdt

=

T�Z
0

kum(t)k2p�2L2p�2 dt

�
T�Z
0

(C2p�2 kum(t)kH1)
2p�2 dt

� C2p�22p�2T� kumk
2p�2
L1(0;T;H1) � CT :

(3.49)

En utilisant le lemme 1:3 avec (3:48) et (3:47)

jumjp�2 um �! jujp�2 u dans L2(QT�) faiblement. (3.50)

3.2. Existence de la solution 40



Chapitre 3. Une équation hyperbolique non linéaire de type ondes avec condtion non locale

Par passage à la limite dans (3:6) et l’utilisation de (3:46), (3:47) et (3:50), alors u vérifiée le

problème

hu00(t); vi+ hru(t);rvi+ hu0(t); vi+
Z
@


hh(x; t); u(t)i v(x)dsx

=


jujp�2 u(t); v

�
+ hf(t); vi : pour tout v 2 H1

u(0) = u0 u0(0) = u1

(3.51)

D’autre part, de (3:46) et (3:51) on a

�u = utt + ut � jujp�2 u� f(x; t) 2 L1(0; T�; L2) (3.52)

Puisque u 2 L1(0; T�; H1(
)) donc jujp�2 u 2 L1(0; T�;L2(
))
Donc on déduit u 2 L1(0; T�; H2)

La preuve de l’existence est complète.

Remarque 3.1 (la régularité) La régularité obtenue en (3.4) donne l’existence d’une solution

unique forte du problème (3.1)-(3.3)8>><>>:
u 2 L1(0; T�; H2) \ C0(0; T�; H1) \ C1(0; T�; L2)
u0 2 L1(0; T�; H1) \ C0(0; T�; L2)
u 2< L1(0; T�; L

2)

Avec moins de régularité sur les conditions unitiales (u0; u1) 2 H1 � L2; on obtient l’existence d’une

solution faible

u 2 C([0; T�] ; H1) \ C1([0; T�] ; L2)

3.3 Unicité de la solution

Montrons que la solution généralisée du problème (3:1)� (3:3) est unique.

Soit u1; u2 deux solutions faibles du problème (3:1)� (3:3) tels que

ui 2 L1(0; T�; H2); u0i 2 L1(0; T�; H1); u00i 2 L1(0; T�; L2); i = 1; 2: (3.53)

Alors u = u1 + u2 satisfait le problème variationnel

hu00(t); vi+ hru(t);rvi+ hu0(t); vi+
Z
@


hh(x; t); u(t)i v(x)dsx

=


ju1jp�2 u1 � ju2jp�2 u2; v

�
pour tout v 2 H1:

u(0) = u0(0) = 0

(3.54)
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prenons v = u0 = u01 + u02 dans (3:54) et en intégrant par rapport à t, on obtient

�(t) = �2
tZ
0

hu0(s); u0(s)i ds� 2
Z
@


hh(x; t); u(t)iu(x; t)dsx

+2

tZ
0

Z
@


[hh0(x; s); u(s)i+ hh(x; s); u0(s)i]u(x; s)dsx

+2

tZ
0



ju1jp�2 u1 � ju2jp�2 u2; u0(s)

�
ds

=
4X
j=1

�j

(3.55)

Où

�(t) = ku0(t)k2 + kru(t)k2 (3.56)

Par (3; 56) et l’inégalité (3:13) et les inégalités suivantes

ku(t)k2 =

0@ tZ
0

ku0(s)k ds

1A2

� t

tZ
0

ku0(s)k2 ds � t

tZ
0

�(s)ds

ku(t)k2H1 = kru(t)k2 + ku(t)k2 � �(t) + t

tZ
0

�(s)ds

tZ
0

ku(t)k2H1 ds �
tZ
0

24�(s) + s

sZ
0

�(�)d�

35 ds � (1 + t2) sZ
0

�(�)d�

On estimons les quatres termes du membre droit de l’équations (3; 55) il vient :

�1 = �2
tZ
0

hu0(s); u0(s)i ds (3,57)

= �2
tZ
0

ku0(s)k2 ds

� CT

tZ
0

�(s)ds
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Et

�2 = �2
Z
@


hh(x; t); u(t)iu(x; t)dsx (3,58)

� 2
 khkL1(0;T;L2(@
�
)) ku(t)k ku(t)kH1

� 1

�
2
 khk

2
L1(0;T;L2(@
�
)) ku(t)k

2 + � ku(t)k2H1

� 1

�
2
 khk

2
L1(0;T;L2(@
�
)) t

tZ
0

�(s)ds+ �

24�(t) + t

tZ
0

�(s)ds

35
� ��(t) +

1

�
CT

tZ
0

�(s)ds

�3 = 2

tZ
0

Z
@


[hh0(x; s); u(s)i+ hh(x; s); u0(s)i]u(x; s)dsx (3,59)

� 2
 kh0kL1(0;T;L2(@
�
))

tZ
0

ku(s)k2H1 ds

+2
 khkL1(0;T;L2(@
�
))

tZ
0

ku0(s)k2 ku(s)kH1 ds (3.1)

� CT

tZ
0

ku(s)k2H1 ds+ CT

tZ
0

ku0(s)k2 ds

� CT

tZ
0

�(s)ds

Par application du lemme (1:6) on aju1jp�2 u1 � ju1jp�2 u1
� Dp

h
1 + (ku1kH1 + ku2kH1)

1
N + (ku1kH1 + ku2kH1)p�2

i
ku(s)kH1

� Dp

h
1 +M

1
n
1 +Mp�2

1

i
ku(s)kH1 � CT ku(s)kH1

Où

M1 = ku1kL1(0;T�;H1) + ku2kL1(0;T�;H1)
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Par conséquent

�4 = 2

tZ
0



ju1jp�2 u1 � ju2jp�2 u2; u0(s)

�
ds (3.60)

� 2CT

tZ
0

ku(s)kH1 ku0(s)k ds

� CT

tZ
0

ku(s)k2H1 ds+ CT

tZ
0

ku(s)k2 ds

� CT

tZ
0

�(s)ds

En substituant (3:57)� (3:60) dans (3:55) et en choisit � =
1

2
, on obtient

�(t) � CT

tZ
0

�(s)ds (3.61)

En utilisant le lemme de Gronwall, il résulte de (3:61) que � � 0 ; (i.e) u1 = u2 :

La preuve de l’unicité est complète .
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Conclusion
Le but de notre travail a été l’étude de l’existence et l’unicité de la solution de deux problèmes

d’équations hyperboliques aux limites avec Conditions intégrales. Le premier est linéaire et le

deuxième est non linéaire. La méthode utilisée pour le traitement de ces problèmes est la

méthode de Faedo-Galarkin qui est considérée comme une méthode efficace pour l’étude de

l’existence de la solution.
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