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Abstract

The purpose of our work focuses on the determination of sufficient conditions that can lead
the solution to tend to zero when the time goes to infinity for integrodifferential wave equation
in the presence of a source term of polynomial type.

We study the stabilization of some problems of viscoelasticity, according to four chapters
that contains existence and uniqueness of the solution, the asymptotic behavior for an integro-

differential equation with a source term.
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Resumé

L’objet de notre travail porte essentiellement sur la détermination des conditions suffisantes
qui peut mener la solution a tendre vers zéro lorsque le temps tend vers I'infini pour une équation
des ondes intégro-différentiels en présence d’'un terme source de type polynomiale.

Nous étudions la stabilisation de quelques problémes en viscoélasticité, selon quatre cha-
pitres qui contiennent ’existence et I'unicité de la solution, le comportement asymptotique d’une

équation intégro-différentielle avec un terme source.
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Introduction

Les matériaux viscoélastiques fournissent un amortissement naturel, qui est da a la propriété
particuliere de ces matériaux a garder une certaine mémoire. Du point de vue mathématique, ces
effets d’amortissement sont modélisés par des opérateurs intégro-différentiells f(f h(t — s)Auds
[12], h représente le noyau dans l'expression de la mémoire qui est supposée décroitre. Si on

'ajoute a une équation hyperbolique avec une dissipation de la forme ¢ (u;), on obtient
t
ug(x,t) — Au(z, t) + / h(t—s)Auds+ g(u) =0 (1)
0

Il existe une littérature riche sur les problémes hyperboliques viscoélastiques dans tout le
domaine. Parmi les nombreux travaux dans ce sens, on peut citer [9,10,11], Fatiha Allabou
[1] ont traité (1) avec g(u;) = 0. En supposant que le noyau h dans la mémoire décroit de
fagon (exponentielle, polynomiale), ils ont obtenu la décroissance (exponentielle, polynomiale) de
I'énergie. Nous pouvons également ajouter dans ce sens l’article de Medjden [8] ou il a démontré
que les solutions décroissent d’une maniére exponentielle sous de nouvelles hypothéses sur la
fonction de relaxation h dans le terme mémoire. Particulierement, il a examiné une nouvelle
famille de noyaux qui n’est pas nécessairement décroissante. Nous pouvons citer aussi ’article de

S. Berrimi et S. Messaoudi [2] dans le cas ou ¢ (u;) = |u|™ uy est en interaction avec |ul” u.

Dans ce mémoire, on s’intéressera au comportement asymptotique des solutions du probléme

(1) dans le cas ou le systéme est soumis a une force extérieure (source de type polynomiale). Il



est connu pour I’équation des ondes que cette source empéche l'existence globale (en temps) de
la solution du probléme; c’est-a-dire que la solution (ou plus précisément 1’énergie du probléme)
tend vers l'infini pour la norme de ’espace considéré quand ¢ s’approche d’une valeur finie T" est
appelée temps d’explosion. Pour cette raison, on appelle le terme source terme d’explosion. Les
termes de dissipations sont par contre des termes qui ont tendance & stabiliser la solution du
probléme. Il est facile de voir qu’en ’absence de termes sources, si la solution existe localement
alors on peut toujours la prolonger en une solution globale. Cette interaction entre terme source
et terme dissipatif a été une question centrale dans de nombreux travaux et elle ’est toujours. 11

est important de savoir quel terme ’emporte sur 'autre.

Nous déterminerons le comportement asymptotique de la solution & 1’aide de deux méthodes :
Inégalités intégrales : Les résultats de nombreux auteurs concernant ’estimation de dé-
croissance de I’énergie de certains problémes dissipatifs sont basés sur le lemme de V. Komornik

[6] ; qui consister & montrer des inégalités de la forme
/ EY™(t)dt < CEM0)E(S), VS > Sy,
s

pour conclure la décroissance polynomiale.
Fonctionnelle de Lyapunov : Cette méthode est basée principalement sur I’établissement
d’une inégalité de la forme

V'(t) <V () sur[0,T], ¢ >0,

Pour montrer ’existence de la solution, nous avons utilisé la méthode de Faedo-Galerkin.

Le mémoire est organisé en quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, nous rappelons les outils nécessaires qui sont utiles dans les chapitres
ultérieurs.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude de 'existence locale et 'unicité de la solution
dans le cas ou le terme source ne dépend que du x et ¢ et g(u;) = —Auy.

Le troisieme chapitre est dévoué au traitement d’un probléme hyperbolique non-linéaire avec

une dissipation viscoélastique ot le noyau h est décroit polynomialement. Un résultat d’existence
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globale et de décroissance polynomiale est prouvé en utilisant les ensembles stables dans le cas
ot le terme source est effectif sur tout le domaine et g(u;) = 0.

Dans le dernier chapitre, nous traitons le comportement asymptotique des solutions du pro-
bleme (1) lorsque le terme source est effectif sur tout le domaine et g(u;) = au;. On montre que
la solution décroit exponentiellement lorsque le noyau qui apparait dans le terme mémoire soit

aussi exponentiellement décroissant vers zéro.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Rappels et prérequis :

Notons par x = (21, X2, ..., ;) le point générique d’un ouvert 2 de R™. Soit u une fonction

définie de Q & valeurs dans R, on désigne par D'u (z) = 815;3:) la dérivée partielle de la fonction u

par rapport a x;. Définissons aussi le gradient et le Laplacien de u, respectivement comme suit

2

ou Ou ou\" s | ou
Vu (8x1’ 0xs’ ’axn) et [Vul l; ox; |’
n Q% (z) Pu Pu  O%u
ulr) = 2 (03:%’ 022 ’83:%) (@)
On notera par C(2) 'espace des fonctions continues de §2 & valeurs dans R; (C'(92))™ est

I'espace des fonctions continues de € & valeurs dans R™, pour k > 1 entier, C*(f2) est 'espace
des fonctions u qui sont £ fois dérivables et dont la dérivée d’ordre k est continue sur ).
C°(€2) ou bien D () ; est espace des fonctions indéfiniment différentiables, & supports com-

pacts qu’on appelle espace des fonctions test.



Chapitre 1. Préliminaires

1.1.1 Espace L?:

Soit un ouvert de R” ; muni de la mesure de Lebesgue dz. On désigne par L'(Q) 'espace des

classes des fonctions intégrables sur €2 & valeurs dans R, on le munit de la norme

[l 1) = fW )| de.
Soit p € R avec 1 < p < +00; on définit I'espace des classes de fonctions LP(£2) par :
LP (Q) = {f :Q — R, f mesurable et [ |f(x)|"dx < +oo} ;
Q

sa norme est

B =

el = <f ) dx)

On dit qu'une fonction f : @ — R appartient & L] (Q) si flx € LP(2) pour tout compact
K c Q.

Remarque 1.1 L’espace L? muni du produit scalaire

=JMMa fge L*(Q)

est un espace de Hilbert.

Définition 1.1 Soit X un espace de Banach, 1 < p < +o0 et [0,T] un intervalle de R. On
appelle espace de Lebesque & valeurs dans X et on note LP (0,T; X) l’espace des fonctions
f:]0,T[ — X, mesurables qui vérifient :

1
) Si1<p<+oo, (J IS5 t)" = Il < +oo.

it) Si p = +00, supesscio,r( || [l x = [/l pooo.7,x) < +00-

Proposition 1.1 L?(0,7; X) muni de la norme HfHLp(O’T;X), 1 < p < 400 est un espace de

Banach.
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Chapitre 1. Préliminaires

1.1.2 Espace de Sobolev
Dérivée faible

Définition 1.2 Soit Q un ouvert de R, et 1 < i < n, u € L._.(Q) une fonction a une i*™*

loc

dérivée faible dans L}, . (Q) s’il existe f; € L} (Q) telle que pour toute ¢ € C5° (Q) on ait

loc loc

Ju (@) Op (z) d = _S{fi (z) ¢ (z) dz

Q

1

e (82) au sens des distributions ; on écrira

Cela revient a dire que f; est la i°™° dérivée de u € L

ou
diu = o, =fi

Espace W7 (Q)

Soit © un ouvert quelconque de R", et p € R, 1 < p < +o00, l'espace WP (Q) est défini par
WP (Q) = {u € LP(Q) ; telque du € LP(Q), 1 <i < n}

ou J; est la i®™ dérivée faible de u € L} (Q).

loc

On pose
HY(Q) = WH2(Q).

Espace W™ (Q)

Soit © un ouvert de R™, m > 2 et p un nombre réel tel que 1 < p < 400, on définit WP ()
comme suit

WmP(Q) ={u e LP () telque D% € L* () ,Va, |a] < m}

oua €N |a| =a;+az+ ...+ a, et D = 9{1052...0%"est la dérivée faible de u € L], (Q) au
sens de la Définition 1.1.
L’espace W"P(§)) est muni de la norme

[ullyms = llullpe + 22 D0

0<|a|<m
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Chapitre 1. Préliminaires

On pose
H™(Q) = W™2(Q).

Remarque 1.2 Les espaces H™()) sont des espaces de Hilbert avec le produit scalaire

(w, V) gm = (u,v) 2+ >, (D%, D) ;> pour u,v € H™ ().

0<|a|<m
On introduit ensuite :
H} () = adhérence de D(2) dans H' (Q2),

= sous-espace de H'(Q) des fonctions "nulles” sur I' = 99).

Définition 1.3 On dit qu’une suite (u,)nen de vecteurs d’un espace de Hilbert X converge fai-

blement vers u € X, et on note u,, — u, st

lim (u,,v) = (u,v) pour tout v € X.

n—oo

Remarque 1.3 1- La limite faible quand elle existe est unique, car si (ui,v) = (us,v) pour tout

v e X, onapourv=u; — U
|21 —U2H2 = (u1 — ug,u; — ug) =0

donc uy = uy. (On peut prendre v € X, car X est un espace de Hilbert, donc X = X' (théoréme
de Riesz)).
2- Sila suite (uy)nen converge versu € X pour la norme (on dit alors qu’elle converge fortement

vers u) alors u, — u. En effet, on a
[{un =, 0)| <l —ul| [|v]]

Ce qui implique que (u, —u,v) — 0 quand, n — 0.

3- St X est de dimension finie alors la convergence faible implique la convergence forte. Il suffit
de considérer la base ey, ...,e, et d’observer que (u,e;) = u; pour u € X ce qui montre que la
convergence faible équivaut alors & la convergence composante par composante, c’est a dire o la

convergence forte.
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Chapitre 1. Préliminaires

Théoréme 1.1 [3]
Soit (un)nen une suite bornée dans un espace de Hilbert X .

Alors la suite (uy,)nen posséde une sous-suite faiblement convergente.

Théoréme 1.2 [3]

Toute suite faiblement convergente dans un espace de Hilbert X est bornée.

Corollaire 1.1 Soient (u,)nen une suite qui converge faiblement vers u et (v,)nen une suite qui

converge fortement vers v. Alors

lim (uy, v,) = (u,v).

n—oo

Preuve D’apres le théoreme 1.2, il existe ¢ > 0 tel que sup,,cy [|un] < ¢. On a alors pour

tout n € N
[(tny vn) — (u, 0)| < [(tn, v — V)] + [{un — u, 0)| < el — vl + [(un, v) = (u,v)|,

d’ou le résultat. m

1.1.3 Quelques formules utiles :

Lemme 1.1 (formule de Green)

Pour tout uw € H?(Q), v e H () on a

— [Auwvdx = [VuVodr — f@vds,
Q Q r on

ot g—:; est la dérivée normale de v a I' dirigée vers ['extérieur.

Lemme 1.2 (formule de Leibniz)

Soit f : R? — R", telle que f et % soient continues sur R?, et soient a et b deux fonctions
dérivables de R dans R.

Alors Uintégrale paramétrique (généralisée) F' défini sur R par

F(:U) = f;((;))f(x,y)dy,
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Chapitre 1. Préliminaires

est dérivable et

F() = fa (@) @) — o)) + 150 Day,

Lemme 1.3 [1,6] Soit E (t) une fonction non-croissante et positive sur [0, 00[. Supposons qu’il

y a des constantes positives A, C' et Sy telle que si
/ E" A (t)dt = CEN0)E(S), VS > So,
s

alors

E(t) < E(0) ((S;: +C§O(izk)) ' , Vt > 0.

Lemme 1.4 (Gronwall)

Soit a une fonction non-négative de L'(0,00) et g une fonction de L>=(0,00) telle que
g(t) < B+ [la(s)g(s)ds:
alors

g(t) < Bexp(fya(s)ds).

1.1.4 Quelques inégalités utiles :

Proposition 1.2 (inégalité de Young)

Soient a et b deux réels positifs, et p et q des réels strictement positifs vérifiant : % —l—é =1, alors
on a
a? b
ab < — + —.
p q

Preuve Cette inégalité provient facilement du fait que la fonction logarithme est concave.

En effet, cette derniére propriété, et les propriétés fonctionnelles du logarithme, entrainent que

1 1 a? bl
In(ab) = —In(a?) + — In (b7 §(—+—).
(ab) p (a”) . (6%) e

Il suffit ensuite d’appliquer la fonction exponentielle & l'inégalité précédente pour obtenir le

résultat voulu. m
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Chapitre 1. Préliminaires

Proposition 1.3 (inégalité de Young avec €)

L’inégalité de Young avec € (valide pour tout € > 0), qui donne également

1
ab < ea® + —0b°.
4e

Preuve On prend
(2ea — b)* > 0,Va,b € R.
Pour € > 0, on a
4e%a® + b — 4eab > 0,
ce qui implique
deab < 4e%a® + bQ,
et par conséquence

1
ab < ea? + —1°.
4e

Proposition 1.4 (inégalité de Holder)

Pour tout f € LP(Q) et g € LY(Q), |fg] € L* () et p,q > 0 telle que : i + é = 1.
Alors on a
J1f(@)g(@) dz < || f (@)l [l9(2)]] o -
Q
Lorsque p = q = 2, on retrouve ['inégalité de Cauchy-Schwarz.
Preuve On a d’aprés 'inégalité de Young
a? bl
Va,b > 0,Vp,q > 0,ab < — + —,
p q
_ =) _ _ lg(=)] :
PTenons a = ey s b = [l e, OR Obtient
1 b 1 1
T PR W P S W10 1L
o IF @) Loy 9(2) | Loy aPllf @)y 2all9@)uq
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Chapitre 1. Préliminaires

alors
L. [f@) 1, gz )!q
x)g(x)|dx — | ———||g(@)||; ¢y dx + — | ———— Lo( dx,
({If( )g(x)|dz < ps{\lf( Wk 19(@)[ paqy do + S{H @I ||f( )l
lg(z )HLq I1f ( )“Lp .
< SO ||f( ) o) + @I H (z )lqu(Q),
1 1
< ||9<x)HLq(Q) “f('r)HLP(Q) (5"‘ 5):
donc
S{If(ﬂf)g(x)l de < [[f (@)l Loy 9(2) | Lo -
|

Lemme 1.5 (inégalité de Poincaré). Soit Q0 un ouvert borné de R™ de frontiére assez réguliére,

alors
lully < Bl[Vull, ,pouru € Hy (Q),
ou
) Vu
=ty

Lemme 1.6 (inégalité de Sobolev-Poincaré [15]).

Soit p un nombre avec 0 < p < 400 (n = 1,2) ou 0 < p < ﬁ (n > 2), alors il existe une

constante C(p, Q) telle que

< C(p, Q) ||Vul,, pour u € Hj (Q).

[l 42

1.1.5 Stabilité de I’énergie

Il existe plusieurs degrés de stabilité que 1’on peut étudier. Le premier degré consiste a analyser

simplement la décroissance de I’énergie des solutions vers zéro, i.e

E(t) — 0 lorsque t — o0,
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Chapitre 1. Préliminaires

c’est ce que 'on appelle la stabilisation forte.
Pour le second, on s’intéresse a la décroissance de I’énergie la plus rapide, c’est-a-dire lorsque

celle-ci tend vers 0 de maniére exponentielle, i.e
E(t) < Cexp(—pt),Vt > 0,

ou C' et 3 sont deux constantes positives avec C' qui dépend des données initiales.
Quant au troisiéme, il étudie des situations intermédiaires, dans lesquelles la décroissance des

solutions n’est pas exponentielle, mais du type polynomial par exemple :
C
E(t) < .Vt >0,

ou C' et « sont deux constantes positives avec C' qui dépend des données initiales.
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Chapitre 2

Existence et unicité de la solution

Dans ce chapitre, on donnera le schéma de la méthode de Faedo-Galerkin et on montrera

I'existence et 'unicité de la solution.

2.1 Méthode de Faedo-Galerkin

Définition 2.1 Soit V' un espace de Hilbert séparable et {V,}, .. une famille d’espace vectoriels

de dimension finie vérifiant les axiomes :

1)V, cV,dimV, < oco;

2) V,, =V quand n — oc.

Au sens suivant : il existe V,, sous-espace dense dans V, tel que pour tout v € V,,, on peut
trouver une suite {un}neN* vérifiant : pour tout n, u, € V,, et u,, — u dans V' lorsque n — oo.

L’espace V,, s’appelle une approximation de Galerkin d’ordre n.

2.2 Le schéma de la méthode de Faedo-Galerkin

Soit (P) le probléme exact pour lequel on cherche & montrer I’existence d’une solution dans

un espace de fonction construit sur un espace de Hilbert séparable V. Soit u la solution unique
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Chapitre 2. Existence et unicité de la solution

du probléeme (P).

Apres avoir fait un choix d’une approximation de Galerkin V,, de V il convient de définir un
probléme approché (P,) dans 'espace de dimension finie (V},) ayant une unique solution (uy,) .

Le déroulement de ’étude est alors le suivant :

Etape 1 : on définit la solution u,, du probléme (P,).

Etape?2 : on établit des estimations sur u,, (dites estimation a priori) pour montrer que u,, est
uniformément bornée.

Etape3 : par utilisation des résultats que u, est uniformément bornée, il est possible d’ex-
traire de{uy, }, .- une sous suite {u'n}neN* qui a une limite dans la topologie faible des espaces qui
interviennent dans les estimations de I’étape 2.

Soit alors u la limite obtenue.

Etape4 : on montrer que u est solution du probleme (P) .

Etape5 : résultats de convergences fortes.

Notre objectif est de construire un procédé d’approximation qui nous fournit a la limite
une démonstration de l’existence de la solution, ce procédé revient a approcher u,(x,t) comme

combinaison linéaire de fonctions des bases w; telle que

(1) = érm(t)wi, (w,8) € Q x [0,T].

2.3 Existence et unicité de la solution

Considérons I’équation des ondes suivante :

;

u — Au + fot h(t—s)Au(s)ds — Au, = f(x,t) dans Q x [0, +00)
u(x,0) =ug (z), u(z,0) =uy (x) dans Q (2.1)

u(z,t) =0 sur I' x [0, +00)
ou 2 est un domaine borné dans R™ de frontiére réguliere I' = 9. Les fonctions ug(x) et uy(z)

sont des données initiales et la fonction de relaxation h(t) vérifier les hypothése suivantes :
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Chapitre 2. Existence et unicité de la solution

(H1) h: Rt — R* est une fonction bornée de C! satisfaisant

1—/ h(s)ds=1(>0,
0
(H2) 1l existe deux constantes positives £, &, telle que

—&h(t) <K (1) < =&R(t), t>0.

Dans ce chapitre, nous allons discuter 1’existence locale et 'unicité de la solution d’une équa-

tion intégro-différentielle en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin.

Théoréme 2.1 Supposons que la fonction h est continue et que ug € Hy (Q)NH?*(Q), uy € L*(Q).

Alors le probléme (2.1) admet une solution unique telle que

uw € C(0,T] ; H Q)N H*Q)),
u, € C([0,T] ; L*(Q))NL*([0,T] ; Hy(9Q)),

uy € L*([0,T] ; L*()).

Preuve

Soit (wy,)nen une base de HJ () N H2(R2), et V,, I'espace engendré par wy, wa, ..., Wy, et soit

() = érin(t)wi,
une solution approchée du probléme suivant
({uﬁ(t)wdx + S{Vun(t)dex — foth(t — S)K{Vun(s)dexds
+ [V, (t)Vwdz = [ f(z, t)wdz. pour w € V,,
Q Q

avec les conditions initiales

Un(0) = Ug, = 3. Pinwi — ug dans Hy () N H?(K).

1=1

Et
u;(()) = Uip = Z qinW; — Uy dans LQ(Q),

=1

(2.2)

(2.3)

(2.4)
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ou

ou
Pin = fuowidﬂf, Qin = fulwidac, et v = —.
Q Q ot

Par les méthodes standards des équations différentielles, on peut prouver I’existence de la solution
du probléme (2.2) a (2.4)sur U'intervalle [0,t,), t, > 0 et t, < T.

Ensuite cette solution peut étre prolonger a l'intervalle fermé [0,77], en utilisant premiére
estimation ci_dessous :
Etapel : (estimation a priori)

On pose w = u/, (t) dans (2.2), on obtient

i Gl @l + 5 1V @)llz) + [V, (1)l

(2.5)
= [Ih(t —s fVun )Vl (t)dads + [ f(z,t)ul,(t)dx.
Q
En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'inégalité de Young, on obtient
f (t —s) fVun YVul (t)dzds
(2.6)
Ih
< S IV + 5 foh(t = 5) [ Vun ()13 ds
et
/ 1 2 1 / 2
S{f(l‘,t)un(t)dfc < 5 Ifllz + 5 ke @1 (2.7)
Puis, en combinant les relations (2.6), (2.7) avec (2.5), on obtient
& Gllun @5 + 5 IVua()15) + 3 1Vur 015 2.8)
X .
< g foh(t — ) [ Vun(s)lly ds + § 11715+ § o (0)]3-
En intégrant (2.8) sur 'intervalle |0, ¢[, on trouve
’ 2 2 t ’ 2
lur, (D1l + IVun ()l + fo [ Vur, ()] dt (2.9)

<Gy fo [LH IR (a1l + I Vua(®)]]3] dt
ou

2 2 t 2
Cr = [[Vuonlly + lluanlly + [y 1f112 ds.
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Ainsi, en appliquant le lemme de Gronwall, on déduit
ey, @)1l + Va5 + fo Ve ()]l5 dt < Ly ; (2.10)

ol L; est une constante positive indépendante de n € N, et t € [0,77] .
Etape 2:

On pose w = u//(t) dans (2.2), on obtient
he (@) + 2 (fwn OV, (1) + L Hw;(twi)

= |V, (t)]3 + & (fo t—stun Vu()dxds)

2.11
fVun )V, (tyde — (B (t — s) fVun YVl (t)dzds (211)

+ [ f(x, t)ull(t)dz.
Q
En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité de Young avec e, et par (Hs) on trouve

—ft fVun ) V!, (t) deds
(2.12)

hl| ;1
< |V |3 + SV [h(t — ) | Vu, (5)]]3 ds.

Appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité de young avec € a nouveau pour avoir

(0 V)V, 0)d < 0 [V 01 + 50 [T o] 213

oul<n< i suffisamment petite.
Ainsi, en intégrant (2.11) sur (0,¢), aprés compensation de les relations (2.12) et (2.13) , on
obtient

%HVU H2 zfo [ ( H2dt

£3||h]|% 1 +h(0)2 2 t 2
< S [TV un(s)[l3 ds + fy [V (8)]5 dt

(2.14)
w20 [Vl ()3 dt+ L[N FI+ [t — ) fwn YVl (t)dxds

fVun YVl (t)dz

+ | [ Vg, Vuy,dx
0

Y
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en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité de Young sur le cinquieéme et le sixieme

terme en (2.14) et par (2.10), on déduit

(3= 20) [Vl (t)5 + & fo lluts(t)]3 dt
< Co+ (14 3n) [ |V, (3)|[3 ds ;
ol

Ca = [[Vuonlly IVusally + 5 5 I1/15 dt

N (211112 1 +h(0)+[R )11 |Ihll oo ) T+1] Ly
4ane

Alors, en appliquant le lemme de Gronwall, on trouve

IV, (O + fo llun ()15 dt < Lo 5

avec Lo est une constante positive indépendante de n € N, et pour tout ¢ € [0,7].

Etape 3:

On pose w = —Au,, dans (2.2), on obtient

i (318 ®)113) = 1V, ()15 + 1 Aw (013
< g5 W15+ | Augll3 + foh t—szun )Auy, (t) dds ;

outo<n< é suffisamment petite.

Comme

f (t—s) fAun )Auy, (t) dzds

lhll 2
< | Aun (05 + g Jyh(t = 5) | Aun(s)ll3 ds ;
puis, en intégrant (2.16) et en utilisant (2.15) et (2.17), on obtient

LI A (B3 + (£ = 20) fy | Aua(s)]13 ds
< Cy+ B [0 Ay (5)]13 ds
ou

1 1
Cs = [lually [[Auonll, + 5 1A 15+ Efot Ifllz ds + Ly + LoT.

Ainsi, par le lemme de Gronwall, on trouve

| Aw, ()3 + [ | Aun(s)||5ds < Lg ;

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)
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avec L3 est une constante positive indépendante de n € N, et pour tout ¢ € [0,7].

Etape 4:

Considérons z, = u; — u, tel que j > n deux nombres naturels, puis appliquant la méme
estimation comme dans 1'étape 1 et I’étape 3, et en observant que {ug,} et {ui,} sont deux

suites de Cauchy dans H}(Q) N H*(Q) et L*() respectivement, on déduit que
2
2 @)l + 1V 2 ()ll5 + fo IV25()]l5 dt — 0, (2.20)

et

1Az, |12 + fot |Az,(s)||2ds — 0, si n — oo pour tout t € [0,7]. (2.21)

Par conséquent, de (2.10), (2.15), (2.19), (2.20) et (2.21), on trouve

u; — u fortement dans C (0, T; Hy(2)) . (2.22)
uj — v’ fortement dans C (0,T; L*(12)) . (2.23)
uj — v’ fortement dans L* (0,7 Hy(Q2)) . (2.24)
u — u” faiblement dans L* (0,T; L* (Q)) . (2.25)

Les relations (2.22) & (2.25) sont suffisantes pour passer a la limite en (2.2) pour trouver

wy — Au+ [{h(t — s)Au(s)ds — Auy = f(x,1).

Soit maintenant u™"), u® deux solutions du probléme (2.1) alors z = u®) — u® vérifie

;

i (z”w +VzVuw — foth(t —$)VzVuwds + Vz’Vw) dr =0 pour w e Hy(),
Q

z(x,0) =0,z (z,0) =0, pour x € ) (2.26)

z(z,t) =0, pour x € 082, t > 0.

\

Posons w = 2/(t) dans (2.26), alors comme dans la dérivation de (2.10) on voit que

12112+ [ V2)13 + [y IIV2]5 dt
< o+ IRlZ) 12105 + 1197 2113] dt.
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En appliquant le lemme de Gronwall, on trouve
1]l = V]|, = 0 pour tout ¢ € [0, 77 ;

on aura finalement

d’ou 'unicité de la solution. m
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Chapitre 3

Existence globale et décroissance

polynomiale

3.1 Introduction

Ce chapitre concerne un cas d’une dissipation viscoélastique. Ici, nous étudions le cas ot
le noyau h décroit polynomialement. Notamment, nous étudions le probléme & valeurs initiales

suivantes )

wy — Au+ [ h(t —s) Au(s)ds = |ul’u dans Q x [0, +00) ;

u(x,0) =wug (), u(x,0) =wu; (z) dans Q ; (3.1)

\ u(x,t) =0sur ' x [0, 400).
Ou Q2 est un domaine borné dans R™ avec une frontiére réguliere I'. Ici h représente le noyau de
la mémoire. p est une constante positive.

Une question importante du comportement asymptotique des solutions d’une équation de
Kirchhoff a été soulevée par Clark dans [4]. Il a été prouvé que la solution décroit de fagon
exponentielle a 1’état d’équilibre a condition qu’on ait une dissipation de la forme u; qui est une
dissipation forte. D’autre part Tatar et Zarai [14] ont montré la décroissance exponentielle de

I’énergie & condition que le noyau h décroisse exponentiellement. Dans ce chapitre, en établissant
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des conditions suffisantes de stabilité polynomiale de la solution sous une dissipation faible, et

en présence d’une source non linéaire par la méme technique utilisé par Zarai dans[15].

3.2 Existence globale

Supposons que le noyau h(t) satisfait les hypothéses générales suivantes :

(A1) h: RT — RT est une fonction bornée de C' satisfaisant
1—/ooh(s)d8:€>().
0
(A2) Tl existe deux constantes positives k et p € (2,00) tels que
() < —kh'e (), t > 0.

11 résulte de (A2)

K
hit) < ——, t >
()—(1+t)p7 _07

pour une certaine constante K > 0. Par conséquent, nous avons

1 1

h" € L (0,00), pour tout n > —.

p

Lemme 3.1 E(t) est une fonction non-croissante sur [0,00) et
E'(t) = (WOVu) (t) —h(t)||Vul? <0, t > 0. (3.2)

Preuve

En multipliant I’équation (3.1) par u; et en intégrant sur {2, on obtient

1d
2 dt {fg | d + Ja Vul* dz — —fQ |uP? d:c} = fQVutfgh(t — s)Vu (s)dsdx ;
mais
1d 1
Jo Ve [yh(t — 5)Vu (s) dsde = —mmmvu) (t) + 5 (WOVu) (1)

ZE {(fo ds) Jo [Vl dx} B _h (1) Jq Vul* dz ;
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donc Iénergie du probléme (3.1) est définie par

B = [+ (1= [ 1)) [V + (0¥ (0= — [l 33 0> 05 (3)
(W) (£) = /0 hit—s) /Q IV (s) — Vu (8)| dads
et
E'(t) = (WOVa) (t) — A (1) ||Vl < 0.
|

Maintenant, soit
! 2 2 p+2
F(t)=(1- i h(s)ds) [[Vu|” + (ROVu) (t)—mllumg; (3.4)

alors

E(t) = ||| + F(¢). (3.5)

Nous définissons le puits de potentiel par

w={u/ Iu(t) := ¢Vl = ]3> 0} U {0}

p+2

Lemme 3.2 Soit u la solution de (3.1). Si ug € W et

o = C(p’ Q)p+2 (p +2

p+2
p

p/2
s E(O)) <1, (3.6)

alors u(t) € W, pour chaque t € [0,T]. Ici, C(p,Q) est la constante de Sobolev-Poincaré.

Preuve
Soit ug € W, alors I(ug) > 0. Par continuité, ce qui implique l'existence de T,, < T telle que
I(u(t)) > 0 pour tout t € [0,7,,]. Par conséquent, & partir de (3.4), (3.5) et le lemme 3.1, nous
avons

(vl < (1— / h(s) ds) |Vl < f%fm) <P iy <P 2R0). @)
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2 2
F(t) 2 (1= Jyh(s)ds) |Vul? + (V) (t) ~ =50 |Vul
> p+2{ 1= [h(s)ds) | Vul }+(hDVu)(t). (3.8)

La relation (3.7) avec le lemme 1.6, impliquent que, pour ¢ € [0, T,,],

C(p, " (p+2
l pl

2 2 2
lullys < C (0, QP [ Vu|* <

p/2 )
BO) IVl
C’est, par notre hypothese sur «

t
|72 < ol ||Vull? < a1 —/ h(s)ds) | Vul]® < €| Vul?, vt € [0,T,]. (3.9)
0

p+2 —

Donc

I(t) > 0,V € [0,T,]

ce qui signifie que u(t) € W, Vt € [0,T,,] . En répétant la procédure, T,, s’étend 4 7. =

Théoréme 3.1 Supposons que ug € W et (3.6) est vérifiée, alors la solution du probléme (3.1)

est globale en temps.

Preuve
1 suffit de montrer que ||/||* 4 ||Vu|* est uniformément bornée en . En vertu du lemme 3.1 et

le lemme 3.2 et comme I(t) > 0, nous obtenons

2
BO0) 2 B2 |+ 1—10 s)ds) [Vall® = = lull73
, 20 2
> I+ NVl — sl IVl = = v
2

> |||+ ——=1 —Vu

> P p+2<> L 7l

> oI+ L v

v

=

=
—N

—_

‘€ 112 AN
+2} (') + 191P)
¢ (/I + I vul?)

v
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Par conséquent

lue|* + || Vul|? < ¢E(0) Vt > 0

pour une constante positive c. m

3.3 Décroissance polynomiale

Dans cette section, nous allons démontrer la décroissance polynomiale de solutions du pro-

bleme (3.1).

Proposition 3.1 Supposons uy € W et (3.6) est vérifiée, alors on a pour tout T > S > 0

/STEW {(1 - /Oth<s> ) [Va O -~ ”””%} !

m

< GLEY (0)E(S),

pour une constante positive C.

Preuve
Tout d’abord, on multiplie les deux cotés de équation (3.1) par E» (t)u et en intégrant sur

Q x [S,T], pour obtenir

Js E# ({1~ f(f h(s)ds) | Vul® = |[ully 25}t

S p+2

(3.10)
fs JoEv u”udxdt+fs JoEr fo (t —s) [Vu(s) — Vu (t)] dsdxdt.
Par intégration par parties, nous avons
T " T N T
_ / / B (O udadt = / B0 |2 dt — / B (1) u )| de
s Ja S Q 5
T m /
+/ (E?(t)> /u’ (t) u (t) dxdt ;
S Q
et (3.10) devient
m m ’ T
JE B0~ [ b () ds) [V ()] de = [T EF 1) e — f B5 (0 () 1) i
+J5 S EF OV ) [y h(t =) [Vu(s) = VO] dsdrdt + [§ B7 @) [ulp5de (311)

+ [y <E )fQ t) ddt.
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Nous commencons par le terme mémoire. En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'inégalité

de Young avec e, on obtient

Is Jo ®
< [s B () [Vu®)]| [fﬂ(fo (t—s)|Vu(s) - u(t)\dsydxrdt;

m

(t) [ b (t —s) [Vu(s) — Vu(t)] dsdadt

(3.12)
<L TE (fo (t— 8) |V (s) — u(t)||ds> dt
+5 [5 BY (#)[|Vu(t)] dt
pour certains gy > 0.
Rappelant que A’ (t) < — kR (t), et en utilisant (3.2), nous voyons que
TR, (f (t — ) [Vu (s) — Vu(t)| ds) " dudi
<IE (f W05 (¢ — ) nHOD) (¢ — )|V () — V)| ds) i
< 0 hlﬁ Bt (t —s)[|[Vu(s) — Vu(t ||2d8 dt
feEto (h ) (h ) (3.13)
< (J5=nt s (s)ds) J3 B @) (Jo ' (= 9) IVu(s) = Vu(t)|*ds) dt
< T JSER @) (Jy (= ) IV (s) = Vu(t)|*ds) dt
< —ih, [T ET@)E (t)dt < b2 ET(0)E(S)
On
/OO B (s)ds = h,.
Par conséquent, (3.12) et (3.13) il résulte
[a Ew(t) [y Juh(t—s)Vu(t) [Vu(s) — Vu (t)] dsdzdt
(3.14)
<@ [TE7 @) IVu(t)|® dt + 22 E7 (0)E(S).
Ensuite, de (3.8) on a
Vul? < —PF2 gy, (3.15)

" p(1— [y h(s)ds)
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et par conséquent, & l'aide de I'inégalité de Poincaré

< (p+2)B

2 2
< B|V
lull” < B[|Vull i

E(t);

ou B est la constante de Poincaré.

Par application de I'inégalité (3.16) et puisque F'(¢) > 0, il vient

/Qu' (1) u (t) da| <

Par ailleurs, a partir de (3.17) et le fait que E(t) est non-croissante, on déduit que

- [ Er e @u ], e < (1 ' “”—2)3) % (0)E(S)

pl

2pl pl

et

fi (87 )fQ t)dudt < — [§ (BS0) | fou' () u t) da]
<31+ >fs< DRECIE

De (3.9) on vérifie aisément que

1 (1 1 @25 ) E%(0)E(S).

Je B7 () |ul?t5dt < o [§ CE% (t) | Vu|* dt

<afg E7 ()1~ [l h(s)ds)|Vu|?dt.
Tenant compte des estimations (3.14) et (3.18) a (3.20) dans (2.11), il vient

ST EF ()1~ [ h(s)ds) | Vu (t)]? dt

’ﬂL

0 ' * dt + 5 fg B (1) | V()| dt

7n

<Js B

ta [TEY )1~ [Th(s)ds) |Vul?dt + 2 (1 + W%) E%(0)E(S)

e B (0)E(S).

2e0k

Si on pose g9 = (1 — a)(1 — [;7 h(s)ds), alors il vient

JEEF ()1~ [ih(s)ds) |V (t)]* dt

< 25 fs B () ) dt

11—«

+i24 <% - 3(p2erv§)B % k) E7 (0)E(S).

Sl DB gy < 2 (1 " M) E().

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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Maintenant, on définit
(ow(® = [ hit=s)u()—ub)ds
(hoVu)(t) = /0 h(t —s)[Vu(s) — Vu(t)] ds,

On multiplie les deux membres de équation (3.1) par E» fo (t—s)[u(s) —u(t)ds et en

intégrant sur ) x [S,T], on trouve
JEET () fyu (how) (t)dudt

—fST E%(t) [, Au(hou) (t)dudt

(3.23)
+ [TEY (@) [, (fo (t— 5) Au (s )ds) (hou) ()dzdt
= fs (t) Jo lul” u(how) (t)dzdt.
Par intégration par parties, on obtient
fSTE%(t ) o u” (hou) (t)dadt = (t) [ou'(t) (houw) ()dm‘T
—fsT< ) [,/ (t) (hou) (t)dedt — [§ B (t) [, (t) (W ou) (t)dadt
+ S B0 (J b ds) o (O] d.
Et une substitution de (3.23) donne
fsT (fo d's) o/ (O dt = [ E% () [, [ul’ u(hou)(t)dedt
() Jo /() (how) (¢ )da:] T ER @) [ () (W o) (t)dadt
(3.24)

+ T (E ) Jo ! (8) (how) (t)dadt + [ E (t) [, Au(hou) (t)drdt

—[TER® f, (fo (t — ) Au (s )ds) (how) (t)dadt.

En outre, en vertu de (3.5) et (3.8), nous avons

(1) (h o) ( )darlS%Hu’(t)!|2+ifg((hM)(t))de
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pour certains €1 > 0 et ¢ > S. Do,

Jo E (t) foh(t—s)[u(s) - u(t)]dsdx)

T

S
< (5 + B0= ‘>) E% (0)E(S).
D’autre part, nous avons

[a B%(t) fou'(t) (W ou) (t)dwdt < 2 [§ B (t) ||/ (t)||” dt

T o ’
g ST B o (S0 (¢ 9) o (s) — u(t)] ds) " dadt
et pour €5 > 0

ST (EE0) Jyu@) (o w) (s

<-1 <€1 + Bf;“) I (E%(t))lE(t)dt

Puisque //(t) < 0, la relation (3.2) implique que
2
Jo (Jy 10 (¢ = ) fu (5) = w(t) ds) " da
< — Joh (s)ds [y B (¢ = s)] [lu(s) = u(t)]* ds

< —Bh(0) (MOVu) (t) < —Bh(0)E'(t).
Par conséquent
[a Bo(t) fou'(t) [y 1 (t = s) [u(s) — u(t)] dsdadt
< 2 g BP () ' (0)]* de + “2EET (0)E(S).
De plus

/STE’?(t)/QAu(hou) (t)d:vdt:—/STEZL(t)/QVU(hovu) (t)ddt,

En outre, nous avons
—[TEv) f, ( JEh(t = s) Aus )ds> (how) (t)dzdt
= [TEY @) [, (fo (t— ) V(s )ds) (ho V) (t)dzdt

= [TEv @) ( JEh(s) ds) [ Vu(t) (h o Vu) (t)dadt

+ [T B () [, (ho Vu) (1)) dadt.

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)
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D’ou, grace a (3.13) on obtient

TERG < Jin( Auds) (how) (t)dadt

< [TEV( (fo ds) Joy Y (t) (ho Vu) (t)dxdt + "2 E% (0)E(S).

(3.31)

Le premier terme du membre droit de (3.31) avec le premier terme du membre droit de (3.29),

peut étre estimée comme suite

m

Js E7(t) (f h(s)ds — 1) Jo, Vu (t) (ho Vu) (t)dxdt
< [¢ BV (t) (1 — [ h(s) ) | [, Vu (t) (ho Vu) (t)dx]| dt
< [TET ()] [ Vu(t) (ho Vu) (t)dx| dt.

S

Et par (3.14) on obtient

Js B (t) (fot h(s)ds — 1) [y Vu (t) (h o Vu) (t)dzdt
(3.32)

’nL

<2 5 BY ()| Vu®)|® dt + 22 B (0)E(S).

Maintenant, par (3.29) a (3.32) on obtient

fglfgﬂ)L)Au(h010(ﬂdxdt

f (t) [ <f0 (t—s Auds) (hou) (t)dxdt (3.33)

<h, (k +255) EY(OE(S) + 3 f5 E¥ () IVu(t)]” at.

En plus de cela, il est facile de voir que la relation (3.13) implique que

/s Eﬂ(t)/ﬂ|u|pu(h<>u) (t)dxzdt

S (E%(t) Jiy [uf?7*2 dag)é (E%(t> Iy ((hou) (t))2dx)%dt
<3 S EY @) a3 de+ 55 5 BY @) fy (Jo ' (s)ds)
(fot Rt (t—s)[u(s) —u ()] ds) dxdt

ez (T 2 Bh,
< g [ BV () |ull3s dt + B B7 (0)B(S).

(3.34)

X
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Pour estimer le terme [ E7 (1) ||u|?**2 dt, nous utilisons I'inégalité de Sobolev-Poincaré
S 2p+2 12

2p+2 2p+2 2p+2
lullzpis < Cu(p, [Vl

) (3.35)
< C(p, ) (B2B(0)) | Vul* = B[Vl

Ici C.(p, Q) est la constante Sobolev-Poincaré, avec 0 < p < +o0o (n=1,2) or 0 < p < -2

(n > 2)
Js E7(t) [ lul”u (how) (t)dvdt
(3.36)

< % [TBY () |Vull® dt + 22 B (0)E(S).

Maintenant, en combinant les relations (3.25), (3.28), (3.33) et (3.36) avec (3.24), on obtient

S5 EZ @) (Jyh(s)ds) [ @) dt
< CER(0)B(S) + % [§ BF (1) |l (I dt
ey (B2) [5 E7 (1) |V dt,

ou
11 B 2, 2B(1-0 h(0)B
C—=h |24+ 4 P _ )
¢ [k Tock ek T h, T ek, 2eam,

I BF ) (Jy b (s) ds = 3 ) Il ()]

m

< CE7(0)E(S) + 5 (X2) [§ E¥ (t) |V dt.

(3.37)

Il est clair que
5 So
/ h(s)ds 2/ h(s)ds >0, S> Sp;
0 0

et en choisissant

So
€9 < / h(s)ds =: hy,
0

YO nwas) [ 220 o) a
([ ro) [

T

Ev (1) || Vul]? dt.

on trouve

CE»(0)E(S) + (1 +8)

IN

€3
2 Js
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D’ou
T m
Js B () |lw'(t)]* dt < WE (0)E(S)
tes (52) [§ BF (8) | Vull .
Mettons l'estimation (3.38) dans (3.22) on obtient
T m
Jg Ev ()1 — [y h(s)ds)||Vu(®)|?dt

<2 (3 22y ;jgk) E* (0)B(S) + g B (0)E(S)

2 145)
(513(a)h0 fs £) [|Vul|? dt.
_ (1 a)hoZ 92 .
Le choix g3 = ifiip) hous permet d’écrire

JEET ()1~ [ h(s)ds) [V (0)| dt

hy | pm
<o [+ 3 52+ ] BP0 GS)

< LC BT (0)E(S);

LA 20 3(p+2)B hy,
ou ' = + + 750 Tt 3k

Ensuite, les relations (3.38) et (3.40) impliquent

o EV(t) |w ()| dt < B (0)B(S)

o (T
+50 [ BV ()(1— [ h(s)ds) || Vu|?dt < 2CE7 (0)E(S).
Finalement, en vertu de (3.9) et (3.40), on obtient

T m
2o [g BV () |ulbthdt < 22 [0 E — [T (s)ds) | Vul? dt

< —8C __pT0)E(S).

— (p+2)(1-a)

Donc, en combinant (3.40) a (3.42) on obtient
T m 2 T m t 2
Js Ev @) @7 dt + [g Ev () (1= [y h(s)ds)[Vu (D) dt
2 TR0 e < (24 s + o) CEE (0)E(S)

< CLE7 (0)E(S).

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)
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Théoréme 3.2 Supposons ug € W et (3.6) est vérifiée, alors nous avons l’estimation suivant

E(t) < E(0) (C§1+—+C?)p, V>0

pour une constante positive c.

Preuve

Tout d’abord, I'application de I'inégalité de Holder, nous donne
(hOVu) (£) = fy b (¢ = 5) [ Vu (s) = Vu (8)]| 775
)BT R (t— ) |V (s) — Vau (£)]|777 ds
< (Jn=5 (¢ = ) [Vu(s) - Vu(O)]Pds) ™"
< (e (= 8) [u(s) - Va () ds) ™" -
par conséquent

[ E7 (t) (hOVw) (t) dt

< JTER @) (JiH (-9 [Vuls) — V()P ds)
x (fg W5 (E— ) | Vu(s) — Vu (t)szs>p+pm dt.

Appliquons I'inégalité de Holder & nouveau pour avoir

[ E% (t) (hOVu) (t) dt
< (JEEH ) Ji 3 (- 9) [ Vu(s) — Vu (@) dsde) ™ (3.44)

X (fST JERYS (t = 5) | Vu(s) — Vu (t)||2dsdt>P*p’” .
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En vertu de la condition A’ (t) < —kh'e (t), on a

m

[¢ E7 (t) (hOVw) (t) dt

< (B30 L0 (= ) V() — Vo) dt) ™
()7 (= S S = ) [ (s) = T 1) dse) ™
< (fST EY 0 (t) [y ' m (t = s) [ Vu(s) — Vu ()| dsdt) o
< ()7 (- T E0n) "

< (fsT EY5 (@) [int—w (t—s) | Vu(s) — Vu ()] dsdt) pm

_Pr
< ()7 B ().
En outre, par I'inégalité de Young, nous avons pour €4 > 0

[ E% () (hOVu) (t) dt

<C (fST EY R )dt> e

o W (E = ) [Vu(s) = Vu (1)) ds

T gt (9); (3.45)

< C (eq)

£ ) I (0)— Tld " B(S)

tey [o BYTU (Hdt
pour certaine constante C' (g4) > 0.

Donc, en combinant (3.43) et (3.45) on obtient

[o EYTE(t)dt < CLE7 (0)E(S) +e4 [o B (t)dt

. (3.46)
+C () || Jo b (1= 5) |V (s) = Vu (8)[* ds|| * B(S);
/T B0 (¢)dt
S
< Oy (ETZ(O) + ‘ /0 B (t = s) | Vu(s) — Vu (£)]* ds p) E(S); (3.47)
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pour certaine constante positive Cj.

D’autre part, nous avons quand m = 2

2(p + 2)
pl

/Oh% (t—s)|[Vu(s) — Vu ()| ds < /Oh% (t —s) (E(s) + E(t)) ds

t
< M/ h (5)dsE(0), Wt >0.
pl 0

Donc

T
/ E'o(t)dt < CsE7(0)E(S), VS > S,. (3.48)
S

Ainsi, en appliquant le lemme 1.3 avec \ = %, on obtient

0 (S s

Maintenant, si m = 1, a partir de

t t
/ IVu (s) — Vu (t)]|* ds < 21%62 (/ E(s)ds + sg]é)tE(t)) < C3E(0),Vt >0
0 0 t>

et (3.47), nous pouvons écrire
T 1 1 1
/ E' % (t)dt < C4E»(0)E(S), VS > S,.
S

Ainsi, en appliquant le lemme 1.3 avec A = 1, on obtient
P

E(t) < E(0) <(;914;(O§()) (+1 gj)) , Yt > 0.

La preuve est ainsi achevée. m
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Chapitre 4

Décroissance exponentielle

4.1 Introduction :

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude du comportement asymptotique d’une équation
intégro-différentielle. On montrera que 1’énergie du systéme décroit exponentiellement vers zéro,
NP ) , C C
quand le temps tend vers l'infini, en présence d’une dissipation linéaire, pourvu que le noyau
dans le terme mémoire est aussi exponentiellement décroissant. De nouvelles hypothéses seront
considérées.
Nous considérerons le probleme de ’équation des ondes suivante avec un terme non-local en

temps et une dissipation interne faible l'article de Medjden et Tatar [6].

(

Uge + auy —Au—i—fgh(t—s) Au(s)ds = |u|’u dans Q x [0,4+00) ;

u(z,0) =wug (z), u (x,0) =uy (z) dans Q; (4.1)

u(z,t) =0sur I' x [0,400) ;

\
ot € est un domaine borné dans R™ de fronti¢re réguliere I' = 0. Les fonctions ug(z) et
u1(z) sont des données initiales et la fonction de relaxation h(t) sera fixée plus loin, p est une

constante positive.

Ce probléme modélise certains phénomeénes en viscoélasticité, (voir [5] pour la discussion de
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'origine de ces modeles). Dans [3] , le probléme a été considéré sur un domaine étoilé avec une
dissipation non linéaire g(u;). D’autre part, le taux de convergence vers zéro n’a pas été trouve.

Dans tous ces travaux, I’hypothése suivante sur le terme noyau

h'(t) < —nh(t),Vt >0

a été imposée.

Dans ce travail, on donnera un taux de convergence explicite pour la solution du probléme
(4.1), c’est 'objectif de ce chapitre. On montrera que la solution est exponentiellement asympto-
tiquement stable pour vu que le noyau qui apparait dans le terme mémoire soit aussi exponentiel-
lement décroissant vers zéro. De plus, nous remplacons 'hypothese ci-dessus qui est fréquemment

utilisée par les conditions
R'(t) <0 et e*h(t) € L'(0,00), pour un certain a > 0.

Aucune autre condition sur la dérivée de h(t) n’a été supposée. Notre méthode a deux avan-
tages : Elle est simple (aucune machinerie lourde n’est nécessaire) et ¢a couvre un certain nombre
de noyaux qui n’ont pas été traités précédemment (par exemple, les noyaux constants sur des
sous-intervalles). A cette fin, une nouvelle fonctionnelle de type Lyapunov a été établie. En effet,
nous modifierons I’énergie associée au systéme en ajoutant un terme convenablement choisi, ce

qui nous permet d’éliminer certains termes indésirables.

4.2 Comportement asymptotique :

Supposons que le noyau h(t) est une fonction de C*(R,,R,) qui satisfait a :

(A1)  HK(t) <0 pour tout teRy,
(A2) 1— ["h(s)ds ={>0,
(A3)  e*h(t) € LY(R.) pour a > 0.
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Nous définissons le puits de potentiel par

w = {u/ 10u(®) = £Vl = Jull3 > 0} U {0}

D’apreés le lemme 3.2, u(t) € W, pour chaque t € [0,7].

Nous devons montrer que 1'énergie classique associée a (4.1) est sous la forme

2
= g{(|ut|2 +|Vul* - — Jul"*?)dz.
On a
U + auy — Au + foth(t — $)Au(s)ds = |ul’u

multipliant les deux membres de ’équation par u; et intégrant sur €2,

_ _ pe2.
thf]ut| dx+af|ut] dx futAud:E—l—futh s)Au(s)dsdr = thf] ul

par intégration par partie, on obtient

1

d - v p+2

f|Vu| dx—fVuth (t — 8)Vu(s)dsdz + af |u|* dv =
Q

2dt 2dt

alors
d 2 2 2 +2 ¢ 2
— [(Jue]” + |Vu]” = ——= |u|""")dz = 2[Vu [, h(t — s)Vu(s)dsdz — 2a |u|” dz,
dto p+2 0 ’ Q

donc

2
E(t) = g{(lutlz + | Vul* ) [u""*)dz.

Dans cette section, nous avons traités le cas a > 0, supposons que a = 1.

Théoréme 4.1 Supposons ug € W et (3.6) est vérifiée, et si les hypothéses (A1) a (A3) sont
satisfaites, alors l’énergie de (4.1) décroit de fagon exponentielle vers zéro, c’est a dire, il existe

deux constantes positives C' et > 0 telles que
E(t)<Ce™, t>0.
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Preuve

La différentiation de E(t) par rapport a la variable ¢ donne

dfl_f) = 2 |wf dz + 2 Vuy [ h(t — 5)Vu(s)dsdz. (4.2)

Posons

(hOVu)(t ffo (t — s) |Vu(t) — Vu(s)|” dsdz,
en dérivant (hCOVu) par rapport a ¢, et en utilisant la formule de Leibniz

d

—(hOVu)(t) = @[ [IR (¢ — ) [Vu(t) — Vu(s)|? dsdx + ({ [32h(t — 5)Vuy(t) |Vu(t) — Vu(s)| dsdz,

= (WOVu)(t) + foo (t — s)Vuy (t) Vu (t) dsdx — 2fVuthth(t — $)Vu (s)dsdx
+h(t)g{|Vu| dx — (t)({|Vu| dz,

= (K'OVu)(t —2fVutf0 (t —s)Vu(s)dsdx + — {(fo )S{WuI?ds}

—h(t)({|Vu| dz,

donc
%(hDVU)(t) = —QfVuthth(t — 8)Vu (s)dsdxr + (WOVu)(t)
{(fo ds) / ok ds} aon Vul® da. (4.3)
Alors, on définit
e(t) = [ w2z + (1 — ['h(s)ds) [ [Vul>dz + (ROVu)(t) - %f P2 da.
Q 0 Q

Et

e'(t) = —2f|ut| dr — —h f|Vu| der + = (h OVu)(t). (4.4)

Remarquons que de ’hypothese (A1) on a

é(t) <0 ,t>0.

page 41




Chapitre 4. Décroissance exponentielle

De plus, il existe une constante M > 0 telle que
E(t) < Me(t) ,t>0.

Car

2
e(t) = [l + (1 - fo s)ds) || Vul); + ffo (t — s) [Vu(t) — Vu(s)|” dsdz — )

et comme

ffoth(t — ) |Vu(t) — Vu(s)|* dsdz > 0,

Q
on a

! s)ds) ||V L

e(t) = 5 lluell3 + 5 (1 = [Sh(s)ds) [|Vul; - ) ul”
D’apres (A2) on a
1-— fo s)ds > (.

Il existe une constante M > 0 telle que
E(t) < Me(t), t>0.

Ensuite, on introduit les deux fonctionnelles

= [uudz,
Q
et
ffo s) |[Vu(s)|? dsdz,
ou
= _O‘tft )e**ds ;o > 0.

En utilisant ’équation (4.1) de notre probléme, nous obtenons

do(t) . d
T SO

= f|ut| dx+futtudx,
Q Q

— §{|ut|2 dx —S{utudx—kf{uAudx —S{ufoth(t— s)Au (s) dsdx—I—S{ |ul? ud,

= [|uwfde — fuuds — [ |Vul>de + [Vuf h(t — $)Vu(s)dsda + [ Ju " da.
Q Q Q Q

Q
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D’apres I'inégalité de Young, on obtient

bfVufoth(t — $)Vu(s)dsdr < lf \Vu|? do + lf (foth(t - S)Vu(s)ds>2 dx,

2

iHVU|@*%kab (t— ) (h(t — 5))* Vu(s)ds) d,

IN

IN

5(]; \Vul? dz + §g{f0h(t — s)ds [y h(t — s) [Vu(s)]” dsdz,

IN

1 1-7
5/ Vul? dz + Tffoth(t — 5) [Vu(s)|? dsdz.
Q Q

Par conséquent

do (t 1
d2 (f) < f|ut|2dx—futudx—f\Vu\de+—f|Vu\2d;z:
dt a o 3 22
1—0 . ) "
P (= ) [Vus) P dsda + [ ol do.
Q Q
1
< [l|w)f de — [wudr — = [ |Vul? dz
Q Q 29
1—¢
+5— [ Joh(t = ) [Vu(s)[* dsdw + [ ul”™ dx. (4.6)
{ Q

En dérivant la fonctionnelle W (¢) par rapport a ¢ et en utilisant la formule de Leibniz, on trouve

dv (t) % ¢ 5 d
- = fH ) | Vu(t)] dx—i—({fo (Vu(s)| EHa(t_ s)dsdz,
= @f [°h(s)e*ds |Vu(s)|)? da + hf I [ Vu(s)|”
(—aH(t — s) + e ) (=h(t — 5)e*=9))dsdx,
donc
d\I;t(t) = (f; h(s)e*ds) f \Vul? dz — o (t ffo (t — ) |Vu(s)|]? dsdz. (4.7)

On introduit maintenant la fonctionnelle

V(t) =e(t) +eP(t) +n¥Y(t),

page 43




Chapitre 4. Décroissance exponentielle

avec 0 < & < 1 et > 0. Des relations ci-dessus (4.4), (4.5) et (4.7) on trouve

V() = €(t)+e®(t) +nl(t),

IN

—Zf\ut]2dx— f]Vu| dz + (h'OVu) (¢ +6f]ut\ dx—gfutudm— —f\Vu\ dx

h(t — s) [Vu(s)|? dsdz + e [ [uf " dz +n (3 h(s)e**ds) [ |Vul* dx
Q Q
—an¥ (¢ nffo s) |[Vu (s)|? dsdz,
mais

Vi < —2-e)f lu|? da — [g — (foooh(s)easds)] / Vul? de — e® (t) — an¥ (¢)

e(1-14)

+ (A'OVu) (t) — (77 — > S{fgh(t — )|V (s)|* dsdzx + 8({ |2 dx. (4.8)

Si on choisit a tel que

foooh(8>€a$d8 < 1—_€,

alors, on peut choisir 7 tel que

c (12_ 0 <n< g (foooh(:s)eo‘sds)_1 ,

par conséquent, les coefficients de [ |Vu|” d et ffgh(t—s) |V ()] dsda dans (4.8) sont négatifs.
Q )
On a

(hOVu) (1) = g{foth(t—s)Wu(t)—Vu(s)|2dsdx,

IN

f{ Jyh(t = s) [Vu () dsdz + (jl" [ih(t = s) [Vu (s)[* dsdx
+2 (j; Jih(t = s) [Vu(t)||[Vu (s)] dsdz,
< 21— 0) [ |Vul*do +2f [yh(t — ) |Vu(s)| dsda.

Q Q

Par conséquent

Vit) < —(2- e)f |ug|? da — [g - (foooh(s)easds)} g{ |Vul|® dz — e® () — anV (t)

—<77 ( >ff0 (t—s ]Vu()\gdsdwjteg{]u\p”da:
i (hDVu)( ) — 1 (hOV) (8).
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Donc

Vi(t) < —(2- 5)({ lug|* dx — e® () — an¥ (t) — E —n (J; h(s)e™ds) —2(1 — f)u] s{ V| dz

~ (1= 20 = o) [t = ) D (9P s+ £ P e = 0 (090) (1),

Finalement, nous choisissons p suffisamment petite telle que le coefficient entre crochets soit

positif.
Donc
VI(t) < —e®(t) — anl (t) — [g —n ([h(s)e™ds) — 2(1 — f)ﬂ]
! ! 2do — (2 — w|? dz
- foth(s)ds)u —foh(s)ds)hﬂvm dw — (2 g)g{| ¢ d
0V () - LD (<2
< —ed (t) — an¥ (1)

_ min { =0 (Wh)erds) ~20-00] (), 04 2>s} ot
si on pose : § = min { [;_n(fowh(s)e;ds) —2(1—€)u] ,(2=29), 1, @} ,
donc

VI(t) < —e®(t)—an¥(t) — fe(t),

IN

—min{e, an, 0} V(t),

< =BV(1).

Par intégration sur [0,¢] on obtient

De la définition de V'(¢) et de e(t), on conclut I’assertion du Théoréme 4.1. La preuve est ainsi

achevée. m
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Conclusion

Dans notre travail qui a pour objet une équation des ondes intégro-différentiells, nous avons
traité quelques aspects importants du point de vue mathématique :

- L’existence locale,

- L’existence globale,

- L’étude du comportement asymptotique des solutions pour des temps infinis (décrois-
sance polynomiale et décroissance exponentielle).

D’autres aspects méritent également d’étre explorés :

- Explosion des solutions.

- Donner une approximation numérique. ...
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