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’ Introduction \

Loptimisation est une méthode (ensemble des méthodes) qui consiste a rechercher le minimum
ou le maximum d’une fonction linéaire ou non linéaire avec ou sans contraintes.

Soit f:R"™ — R et (P) le probleme de minimisation sans contraintes suivant
min {f (z) : z € R"} (P)

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problemes du type (P), on peut
citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthode est surtout utilisée pour les problemes de
grande taille.

Cette méthode a été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel ([30, 1952]), pour la minimisa-
tion de fonctions quadratiques strictement convexes. Plusieurs mathématiciens ont étendu cette
méthode pour le cas non linéaire. Ceci a été réalisé pour la premiére fois, en 1964 par Fletcher et
Reeves ([22, 1964 ]) (méthode de Fletcher-Reeves) puis en 1969 par Polak, Ribiere ([38, 1969])
et Ployak ([39, 1969]) (méthode de Polak-Ribiére-Ployak). Une autre variante a été étudiée en
1987 par Fletcher ([21, 1987]) ( méthode de la descente conjuguée). Une derniére version a été
propsée par Dai et Yuan ([14, 1999]) (méthode de Dai-Yuan).Toutes ces méthodes génerent une
suite {x},.y de la facon suivante

Tpp1 = Tp + apdy, (0.1)

Le pas a; € R est déterminé par une optimisation unidimentionnelle ou recherche linéaire
exacte ou inexacte.

Les directions d; sont calculées de facon récurrente par les formules suivantes

— sik=1

dy={ N . (0.2)
— gk + Bpdi—1 sik > 2

gr = Vf(xk) et Bk e R.

Les différentes valeurs attribuées a /3, définissent les différentes formes du gradient conjugué.

Si on note yx_1 = gr — gr_1, Sk = Tr+1 — T} ON obtient les variantes suivantes :

1- Gradient conjugué variante Hestenes - Stiefel (HS)[30]

15 _ Jip1¥e
‘ dy yx

2- Gradient conjugué variante Fletcher Reeves (FR)[22]

2
rr_ _ll9:l
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HQLHH




3- Gradient conjugué variante Daniel (D)[16]

513 _ ngHVQf (l“k) dy,
ATV f (a) di

4- Gradient conjugué variante Polak-Ribiere-Polyak (PRP)[38,39]

PRP _ gl;ryk
ko = 2
gkl

5- Gradient conjugué variante descente — Fletcher (CD)[21]

2
ool
g d]llgk:—l

6- Gradient conjugué variante Liu - Storey (LS)[33]

7- Gradient conjugué variante de Dai-Yuan (DY)[14]

2
DY _ HQkH
g d;_lyk—l

8- Gradient conjugué variante de Dai-Liao (DL)[13]

DL _ ng+1 (yk - tsk)
k /ykTSkJ

9- Gradient conjugué variante Hager-Zhang (HZ)[29]

Ry

HZ Yk Gk+1
= | yp — 2dy

F ( d{iUk) d}l—yk

10- Gradient conjugué variante de Z. Wei [51]

ng <gk - ||J]|Zf|1|||gk—1)
lgr—1]®
11- Gradient conjugué variante de Hao Fan, Zhibin Zhu et Anwa Zhou [23]

*
k

2
MN Hng - ||gfi|1|ugl;rgk—1

MN —
plgg dia| + llgk—1])?
12- Gradient conjugué variante Rivaie-Mustafa-Ismail-Leong (RMIL)[46]

RMIL gl;r (gk - gk—l)
k = 2
[ dy—1]]




Dans le cas ou f est une fonction quadratique strictement convexe avec une recherche linéaire

exacte toutes ces variantes de /3, ont la méme valeur

PRP _ gFR _ gCD _ gDY
Malgré que toutes ces méthodes ont été trés importantes pour la résolution du probleme (P),
leur étude s’est faite de facon individuelle et chacune a part par Flecher, Powell, Wolf, El Baali,
Polak-Ribiere, Polyak,Y. H. Dai and Y. Yuan,.... Il est alors 1égitime de se poser le probleme suivant
Peut on définir une nouvelle méthodes dans une méme classe et étudier leurs propriétés
de descente et de convergence ?

M. Belloufi et R. Benzine ont répondu dans ([7, 2014]) positivement a cette question. Le but
principal de ce mémoire est d’étudier de facon approfondie le travail de M. Belloufi et R. Benzine
([7, 2014]).

La nouvelle forme du gradient conjugué en question, est de la forme (0.1) ot dj, est la forme

génerale suivante

d,fB — { [ 9wl (0.3)
1 .
- 50k +dp_1 Sik > 2
lgx |

Le mémoire comporte quatre chapitres

Chapitre 1

On introduit dans ce chapitre les notions préliminaires et de base.

Chapitre 2

On expose dans ce chapitre les grandes lignes des méthodes d’optimisation sans contraintes ba-
sées sur les directions de descente et les recherches linéaires.

On insistera dans ce chapitre sur les recherches linéaires inexactes dites de Wolfe, Armijo et
Goldstein-Price.

Chapitre 3

On établit dans ce chapitre une synthése des résultats de convergence concernant les differentes
variantes de la méthode du gradient conjugué avec la recherche linéaire inexacte.

Chapitre 4

On expose dans le chapitre 4 la nouvelle méthode du Gradient conjugué et qui a été introduite
par M. Belloufi et R. Bengzine ([7,2014]). Les auteurs montrent que cette nouvelle méthode est

globalement convergente avec les conditions de Wolfe fortes.




Chapitre 1

Préliminaires : Optimisation sans

contraintes

On introduit dans ce chapitre les notions préléminaires de base concernant 'optimisation sans
contraintes. On commence par quelques éléments de Topologie et de calcul differentiel.
On termine ce chapitre par quelques notions sur les problemes de minimisation sans contraintes

et leurs algorithmes

1.1 Généralités sur les matrices

Dans tout ce qui suit on considére 'ensemble 1, (k) des matrices carrées (n x n) a coefficients

dans un corps k (en pratique R ou C).

Définition 1.1 [9] (Matrice symétrique )

Soit A une matrice carrée de M, (k) tel que A = [a;j]1<;j<n -
On dit que A est symétrique si A = A’

Ou A’ est la matrice transposée A’ = [a;i|1<i j<n

Définition 1.2 [9] (Matrice (semi-définie ) positive )

Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients réels.

On dit que A est semi-définie positive si
Ve eR" (Az,z)=2'Az >0

Attention cela ne signifie pas automatiquement que tous les coefficients de A sont positifs.
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Définition 1.3 [9] (Matrice définie positive )

Soit A une matrice carrée d’ordre n.

On dit que A est définie positive si A est semi-définie positive et

(Az,z) =0 2=0

1.2 Calcul différentiel

Définition 1.4 ( Dérivées partielles)

Soit f une fonction définie de R” dans R,on suppose que f admet des dérivées partielles par
rapport a chaque variable au point a

On appelle différentielle de f en a et on note df, 'application linéaire de R" dans R définie par
_NOf

i=1 O

dfa

(a) h; (1,1)

Définition 1.5 [47] (Gradient)

On appelle gradient de la fonction f en un point x € R" et on note V f(z) tel que

Wﬂmf—aﬂmz(af é”)@) 1,2

O dxy "7 Oz,

Exemple 1.1 1) fonction f(z) = —a* + 1223 — 4722 + 60z

Gradient V f(z) = —42® + 3622 — 94x + 60
2) fonction f(x1,z5) = 100(zy — 22)% + (1 — 21)?
—400(zy — 22)z, — 2(1 — x1)>

Gradient Vf(z) =
< 200(zy — 27)

Définition 1.6 [10] (point stationnaire)

On dit que z*est un point stationnaire de f si Vf(z*) =0

Définition 1.7 [10] (Hessienne)

Soit M, 'anneau des matrices carrées (nxn) dans R
On appelle Hessienne de f en un point x € R" la matrice symétrique de M, notée H(x) définie

par
0% f
6513‘,'8.%']'

H() = V(T D) = Vf0) = (520 ) @) i=Ta j=Tn ,3)

1.2. Calcul différentiel |
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Théoreme 1.1 [12] (Schawarz)

Soit U un ouvert de R" eta € U, Si f : U — R est deux fois différentiable en a alors

0% f
8:620.75]-

_ %
N 8%83@

(a)

(a) Vi, j e {l,...,n}

Autrement dit, la matrice V?f(a) est symétrique, ou bien la forme bilinéaire D?f(a) est symé-

trique.

Définition 1.8 [5] (Dérivée directionnelle)

On appelle dérivée directionnelle de f dans la direction d au point z, notée Jf(z,d) la limite

(éventuellement 4+o00) du rapport

f(z + hd) — f(x)

lorsque h tend vers 0

h
Autrement dit Iy
5 (x,d) = lim flot h) — 1@ _ 9Ty (1,4)
e Si ||d|| = 1 : la dérivée directionnelle est le taux d’accroissement de f dans la direction d au

point x

1.3 Notion de convexité

Le cas ou les données sont convexes est un cas trés important car les problemes quadratiques
sont a la base de nombreux algorithmes non linéaires. Nous rappelons quelques définitions et

propriétés.
Définition 1.9 [9] (Ensemble convexe)
On dit que l'ensemble S C R™ est convexe si
V(z,y) € S x S, YA€ [0,1] X+(1-NyelS (1,5)
Définition 1.10 [9](Fonction convexe)

On dit que la fonction f : S C R” — R U {400} est convexe si S est convexe et si

V(z,y) € SxSVA€[0,1] f(Az+(1—Ny) < Af(x)+(1—A)f(y) (1,6)

1.3. Notion de convexité [}
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Définition 1.11 [9](Fonction strictement convexe)

On dit que la fonction f : S C R” — RU {400} est strictement convexe si S est convexe et si

V(z,y) € Sx Savecx Ay VA €]0, 1] fAz+ (1 —=Ny) < Af(z)+ (1 =N f(y) 1,7

Définition 1.12 [31] (Fonction fortment convexe )
Supposons que f soit différentiable , f est dit fortment convexe de module £ > 0 si
Y(r,y) €RZAE(0,1] FOw+(1=Ny) S Af(@) + (1= NF0) = S M1=N) [z —y|* (1.8)
Définition 1.13 [31] (Fonction pseudo convexe)
Supposons que f soit différentiable, f est dit pseudo convexe si

Vziet xo Vérifient Vf(x) (ze — 1) >0 ona f(zs) > f(z1) (1.9)

1.3.1 Continuité des fonctions convexes

Donnons maintenant quelques propriétés (topologiques) importantes des fonctions convexes.

Lemme 1.1 [9] Soit f : R" — R une fonction convexe et majorée par une constante et si au

voisinage d’'un point xo € H , f est continue en x,

1.3.2 Différentiabilité des fonctions convexes
Donnons maintenant quelques propriétés de différentiabilité.
Théoreme 1.2 Soit S C R™ convexe non vide ouvert et f : R" — R différentiable dans S alors
1) f est convexe dans S si et seulement si pour tout & € S
fl@)>f@)+V' (z—2) Vores
2) f est strictement convexe dans S si et seulement si pour tout & € S
f@)>f@)+V'(zr—3) VreS

Théoreme 1.3 Soit S C R" non vide ouvert convexe et f : S — R un fonction deux fois différen-

tiable, si H (x) est défine positive on tout x de S alors f est strictement convexe dans S.

1.3. Notion de convexité
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1.4 Formulation mathématique

1.4.1 Le vocabulaire de I'optimisation

Soit V' est un espace vectoriel normé muni de la norme ||.||
On s’intéresse au probléme suivant
inf f(x) (1,10)

zeK
OuK CV etf:K — R estune fonction appelle fonction cofit ou critére.

*Si K =V on dit que (1, 10) est un probléme d’optimisation sans contrainte.

*Si K C V on dit que (1,10) est un probleme d’optimisation sous contrainte.

* Si dim K < +oo (resp dim K = 400 ) on dit que (1, 10) est un probleme d’optimisation en

dimension finie (resp infinie).[44]

1.4.2 Formulation abstraite

Les exemples d’optimisation peuvent tous s’écrire sous la forme générale suivante

min f(x)
/ <0
(P 9= (1,11)
h(z) =0
reR"”
Ou f :R"™ — R est une fonction de plusieurs variables (z = (1, xo, ...... ,x,)) & valeurs réelles

cette fonction (que 'on minimise) est appelée indifféremment fonction cofit, objectif ou critere.
g : R" — RP est une fonction de plusieurs variables x € R™ a valeurs dans R? : elle a p composantes
et on peut écrire g(z) = (g1(z), -, g,(2)).

Chaque fonction g; étant définie sur R™ et a valeurs dans R, La fonction g représente les contraintes
en inégalité.

La notation g(x) < 0 signifie qu'on considére les inégalités composante par composante
g@) <0 € vi=Tp gl(x)<0

h : R"™ — RYest une fonction de plusieurs variables = € R™ a valeurs dans R? : elle a ¢ composantes
et on peut écrire h(x) = (hy(x), -, hy(2)).
Chaque fonction h; étant définie sur R™ et a valeurs dans R, La fonction h représente les contraintes

en égalité [9].

1.4. Formulation mathématique
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1.4.3 Extremums d’une fonction

Définition 1.14 [6] (Probléeme Minimalici)

Soit f : R" — R on appelle probleme de minimisation sans contraintes le probléeme (P) suivant
(P)  {f(@):zeR"}

Considérons le probleme de minimisation sans contraintes (P)

a) z* € R" s'appelle minimum global de probleme (P) si

f@) < f(z) Ve e R" (1,12)
b) z* € R"est un minimum local s’il existe un voisinageV. (z*) de z* tel que

f@) < f(z) VeelV. (2" (1,13)
c) z* est minimum local strict s’il existe un voisinage V. (z*) de z* tel que

f@)<f(zr) VreV.(z") etx#uz" (1,14)

Maimum ghota

G loecal

Merurmam local

i " 1 [ ] i ' ¥

Figl.1 Le Maximum global, local et Le Minimum local

Exemple 1.2 La fonction f(x) = 3z* — 162® + 1822 présente sur I = [—1, 4]

Trois extrema locaux, x = 0 et x = 3(minima), x = 1(maximum).
Seul m = f(3) = —27 est un minimum global sur 7
Le maximum global étant atteint a 'extrémité gauche de l'intervalle /, M = f(—1) = 37.

1.4. Formulation mathématique
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1.5 Les problemes de minimisation sans contraintes et leurs

algorithmes

Soit f : R™ — R On appelle probléeme de minimisation sans contraintes le probléeme (P) cité
précédemment. 'étude de ces problemes est importante pour des raisons diverses. Beaucoup de
problemes d’optimisation avec contraintes sont transformés en des suites de problemes d’opti-
misation sans contraintes (multiplicateur de Lagrange, méthodes des penalités, ...). études des
problemes d’optimisation sans contraintes trouve aussi des applications dans la résolution des
systemes différentiels non linéaires.

Les méthodes numériques de résolution de divers problemes de minimisation sans contraintes
ont pris ces derniéres années un bel essor si bien que la bibliographie correspondante contient des
centaines d’ouvrages et d’articles. Cet intérét n’est nullement fortuit, il reflete le réle de premier
plan que les problemes d’optimisation jouent dans les applications.

La construction d’algorithmes consacrés a la recherche efficace de minimum d’une fonction sans
contraintes est un probleme complexe, car il ne suffit pas d’élaborer un algorithme mais il faut
montrer de plus qu’il est plus performant que ceux déja connus.

On compare des algorithmes en se basant sur plusieurs criteres, par exemple, la précision du
résultat, le nombre d’évalutions fonctionnelles et celui d’évaluations du gradient, la vitesse de la

convergence ainsi que le temps de calcul.

1.5.1 Algorithmes (déterministes)

La définition des classes de problemes fait appel aux notions d’algorithme déterministe [2]
Un algorithme déterministe est un algorithme classique qui fait des choix déterministes a chaque

étape.
Définition 1.15 [9] (Algorithme)

Un algorithme est défini par une application A de R™ dans R" permettant la génération d’une

suite d’éléments de R™ par la formule :

z, € R" donné k£ = 0 Etape d’initialisation
Tpe1 = Axy) k =k + 1 Itération k

Ecrire un algorithme n’est ni plus ni moins que se donner une suite (xj)rey de R™ étudier la

convergence de I'algorithme, c’est étudier la convergence de la suite (z)gen -

1.5. Les problémes de minimisation sans contraintes et leurs algorithmes
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1.5.2 Aspect général des algorithmes

Pour construire des algorithmes de minimisation sans contraintes on fait appel a des processus
itératifs du type
Tpy1 = T + apdy, (1,15)

Ot d;, détermine la direction de déplacement a partir du point z;, et o, est un facteur numérique
dont le grandeur donne la longueur du pas dans la direction dj.

Le type d’algorithme permettant de résoudre le probléme (P) sera déterminé dés qu'on définit
les procédes de construction du vecteur d,, et de calcul de o a chaque itération.

La facon avec laquelle on construit les vecteurs dy et les scalaires «;, détermine directement les
propriétés du procesus et spécialement en ce qui concerne la convergence de la suite {xz;} ainsi
que la vitesse de convergence de la méthode.

Pour s’approcher de la solution optimale du probleme (P) (dans le cas général, c’est un point
en lequel ont lieu peut étre avec une certaine précision les conditions nécessaires d’optimalité de
f), on se déplace naturellement a partir du point z; dans la direction de la décroissance de la
fonction f [10].

1.5.3 Fonctions multivoques et algorithmes

Une application multivoque est une application A qui a z € R” fait correspondre un sous en-
semble A(z) de R™.

Etant donné un point x, En appliquant les instructions d’un certain algorithme, on obtient un
nouveau point x, 1. Cette procédure peut étre décrite par une application multivoque A appelée
application algorithmique.

Donc étant donné un point x; € R”, 'application algorithmique génere une suite z1, xo, ..,
rr11 € R™ pour tout k.

La notion d’application algorithmique fermé est directement liée a la convergence des algo-

rithmes [10].

Définition 1.16 [10] Soient X et Y deux sous ensembles fermés non vides de R" et R™ respective-
ment et A : X — Y une application multivoque. A est dite fermée au point x € R" si
€ X, xp — @ o
g o implique que y € A(x) (1,16)
U €Y, yp =y
Donnons un théoreme de convergence qui utilise les fonctions multivoques et qui nous sera utile

par la suite. Avant cela notons qu’a cause de la non convexité, de la taille du probleme et d’autres

1.5. Les problémes de minimisation sans contraintes et leurs algorithmes
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difficultés on peut arréter le procesuss itératif si on trouve un point appartient a un ensemble
spécifique qu’on appelle ensemble des solutions ).

Voici ci-dessous quelques exemples typiques de cet ensemble.
Q={z*:Vf(z*) =0}
Q) = {z* : x* est une solution optimale locale du probléme (P)}
Q={z*: f(z*) <v*+¢ } oue > 0 est une tolérance définie a 'avance et v* est la valeur minimale
de la fonction objectif.

Nous dirons que I'application algorithmique A : X — X converge dans Y C X si commencant
par n’importe quel point initial z; € Y, la limite de toute sous suite convergente, extraite de la

suite x4, xo, ..., générée par l'algorithme, appartient a .

Théoreme 1.4 [6] Soient X un ensemble non vide fermé dans R" et X un ensemble des solutions
non vide. Soit £ : R™ — R une fonction continue, on considere que Uapplication algorithmique
C : X — X veérifie la propriété suivante : "étant donné x € X alors £(y) < &(z) pour y € C(z)":
Soit B : X — X une application algorithmique fermée sur le complémentaire de §) qui vérifie :
€(y) < &(z) pour y € B(x) et x ¢ Q Maintenant considérons Uapplication algorithmique composé
A = CB: Soit 1 € X lasuite {x}} est générée comme suit : Si z, € € stop, sinon poser xy,1 € A(xy)

remplacer k par (k + 1) et répéter.

Supposons que A = {z € X, £(x) < &(x1)} est compact. Alors, ou bien lalgorithme s’arréte a un
nombre fini d’itérations pour un point de €2, ou tous les points d’accumulations de {x} } appartiennent
a .

1.6 Convergence globale des algorithmes

Définition 1.17 [28] Soit un algorithme itératif qui génére une suite (zy)reny dans R™ afin de ré-
soudre le probléme

min f(z)

Ou f : R" — R est une application de classe C?, l'algorithme est dit globalement convergent si
quelque soit le point initial z, € R™

lim inf || Vf(zs) |= 0

k——+o0

1.6. Convergence globale des algorithmes
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1.7 Modes et vitesse de convergence

Définition 1.18 [9] Soit {x}} une suite de vecteurs convergente vers x telle que x;, # T pour tout k,

Lordre de la convergence de la suite {x} est le supremum des nombres p non négative tel que

Tim ||xk+1—/x\|| o

— =7< 00 (1,17)
k—+o00 || T — T ||p

Sip=1et7 < 1 alors la convergence est dite linéaire.
Sip=1et7 =0 alors la convergence est dite super linéaire.
Sip > 1 etr < oo alors la convergence est super linéaire d’ordre p.

En particulier, si p = 2 et 7 < 1 alors la convergence est dite quadratique.

1.8 Conditions d’optimalité

1.8.1 Pourquoi conditions d’optimalité ?

Afin d’analyser ou de résoudre de maniére efficace un probléeme d’optimisation, il est fonda-
mental de pouvoir disposer de conditions d’optimalité.
En effet, celles-ci nous servent non seulement a vérifier la validité des solutions obtenues, mais
souvent I'étude de ces conditions aboutit au développement des algorithmes de résolution eux-
mémes.
Des conditions équivalentes peuvent étre obtenues de diverses manieres, en procédant a des
analyses suivants différentes "lignes directrices".
Lapproche considérée ici pour 'obtention de conditions est basée sur les notions de descente et

de direction admissible.[10]

1.8.2 Conditions nécessaires d’optimalité

Théoreme 1.5 Soit f : R™ — R telle que f soit différentiable au point = € R".Soit d € R" telle que
Vf(Z)'d < 0Alors
36> 0telque f(Z+ ad) < f(Z)V a €]0,0]

La direction d s’appelle dans ce cas direction de descente.

Preuve. [6] Comme [ est différentiable en Z alors

[(@+ad) = f(Z) +aVf(@)'d+ ald|\NZ,ad)

1.7. Modes et vitesse de convergence



Chapitre 1. Préliminaires : Optimisation sans contraintes

Ou A\(Z, ad) — 0 pour o — 0, Ceci implique

[+ ad) - f(7)

«

= V@) d+ ||d| AT, ad)  a#£0

Et comme V f(Z)'d < 0 et A\(Z,ad) — 0 pour « — 0,36 > 0 tel que
V@) d+||d|\NZ,ad) <0 Va€]0,d]
Et par conséquent on obtient

fG@E+ad) < f(Z) Yaeo,d]

Conditions nécessaires du premier ordre

Théoreme 1.6 Soit f: R™ — R différentiable en =, Si = est un minimum local alors

V(@) =0

Preuve. [35] Par contre, on suppose que V f(z) # 0
Si on pose d = —V f(Z),on obtient

Vi@)'d=~ Vi@ <0
Et par le théoreme précédent, il existe § > 0 tel que

f(Z+ ad) < f(Z) Va €]0, 9]
Mais ceci est contradiction avec le fait que z est un minimum local, D’ou Vf(zZ) =0. m
Remarque 1.1 Le théoréme dernier vrai si on remplace R" par un ouvert V' de R”

Conditions nécessaires du deuxieme ordre

Théoreme 1.7 Soit f : R™ — R deux fois différentiable en T Supposons que T soit minimum local
Alors
Vf(Z) = 0et H(T) est semi définie positive

1.8. Conditions d'optimalité
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Preuve. [18] Le théoreme ci-dessus montre la premiére proposition

Pour la deuxieme proposition on a
1
f(@+ad) = f(Z)+ aVf(Z)d+ §a2dtH(§)d + a2 ||d||* Mz, ad)

Ou A\(Z, ad) — 0 pour o — 0, Ceci implique

[+ ad) - f(7)

a2

1
= 5dtH(f)d + I’ Mz, ad)  a#0

Comme 7 est un minimum local alors f(z + ad) > f(Z)

Pour « suffisamment petit, d’ou
1
EdtH(’x\)d + || Mz, ad) >0 pour a petit

En passant a la limite qund o — 0, on obtient que d'H(Z)d > 0

D’ou H(Z) est semi définie positive. m

Exemple 1.3 Soit f(x) = 2} + 23 — 47,29

43 — 4
Gradient V f(z) = T
—4xq + 423

Points stationnaires vérifientV f(z) = 0.

0 1 —1
Trois solutions z(!) = ) = ) =
0 1 —1

1) 2 et 23 sont des minimum alors que z(!) ne l'est pas

2)Tout point stationnaire n’est pas forcément un minimum Nécessité d'une autre condition

1.8.3 Conditions suffisantes d’optimalité
Théoreme 1.8 Soit f : R" — R deux fois différentiable en x

Si Vf(x) =0et H(Z) est définie positive, alors T est minimum local strict.
Preuve. [36] La fonctionf est deux fois différentiable au point x
Alors Vx € R™, on obtient

fl@)=f@)+ V@) (@ -2)+ %(x —2) H(@)(x — ) + [lo = 2| A&, 2 — 7) (1,18)

Ou\Z,z —7) - Opourx — T
Supposons que 7 n’est pas un minimum local strict.

Donc il existe une suite {x;} convergente vers 7 telle que

flag) < f(@) = #7 Yk

1.8. Conditions d'optimalité
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Posons N
g — =7
[l — ]
Donc ||dx|| = 1 et on obtient a partir de (1.18)
— f(z 1
J@) = J@) Ly gy AGa—5) <0 vk (1,19)

e — 2" 2
Et comme ||di|| =1 Vk alors 3{dy},y,cy telle que

dp, — d pourk — oo et ke N,

On a bien str ||d|| = 1.

Considérons donc {d; },., et le fait que
ANz, x —T) — 0 pourk — ocoetk € N;

Alors (1.19) donne d'H (Z)d < 0,
Ce qui contredit le fait que H(7)est définie positive car||d|| = 1(donc d # 0).
Donc 7 est un minimum local strict. m

Exemple 1.4 Illustration de la condition nécessaire du 2e ordre

f(x) =} + 25 — 4z129

4a3 — 4
Gradient :V f(x) = TR
—4xy + 43

0 1 -1
Points stationnaires : 21 = (0> ) = <1> o) = ( 1)

. 12x% —4
Hessienne H(z) =

—4 1223
i 2 ME]
Hessienne ( ﬂ —"I) (12 —'1.""| Flz —'1.)
-4 12 —4 12 —4 12
Vel. propres 4 et -4 8 et 16 B et 16
Type de Point selle Minimum Minimum
golution

1.8. Conditions d'optimalité
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1.8.4 Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité dans le cas convexe

Théoreme 1.9 [6] Soit f : R™ — R telle que f est convexe et différentiable Alors
T est un minimum global de f si et seulementsi V f(Z) =0

Remarque 1.2 Si fest convexe, alors tout minimum local est aussi global .

De plus si fest strictement convexe, alors tout minimum local devient non seulement global mais

aussi unique (voir [6])
Théoreme 1.10 [6] Soit f : R" — R telle que f est pseudo convexe

Soit ¥ € R" tel que V f(x) = 0alors T est un minimum global de f

1.8. Conditions d'optimalité



Chapitre 2

Les méthodes d’optimisation sans

contraintes

On expose dans ce chapitre les grandes lignes des méthodes d’optimisation sans contraintes
basées sur les directions de descente et les recherches linéaires. Ces méthodes génerent des suites
{71} ey de la facon suivante :

Th1 = Tk + agdy,

On suppose connaitre la direction de descente d au point x;. La recherche linéaire consiste a
trouver oy, de facon a diminuer la fonction f suffisamment le long de cette direction.
On insistera dans ce chapitre sur les recherches linéaires inexactes dites de Wolfe, Armijo et

Goldstein-Price.

2.1 Résultats d’existence et d’unicité

Avant d’étudier les propriétés de la solution (ou des solutions) de (P) il faut s’assurer de leur

existence. Nous donnerons ensuite des résultats d’unicité.

Définition 2.1 [19] (Fonction coercive)

On dit que f : H — R est coercive si

lim f(x)=+o0 2,1)

[|[| —+o0
Exemple 2.1 1. La fonction f,(x) = ||z, est coercive

2. fo(x) = 2?2 — 22 n’est pas coercive.

21
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En effet, la suite de terme général z,, = (0,n) n € N est telle que

lim || @, ||= lim n=+o00 mais lim fy(x,)= lim —n®>=—o0
n—-+00 n—-+0o n—-+o00o n—-+o0o

Théoreme 2.1 (Existence)

Soit f : R" — R U {400} propre, continue et coercive

Alors (P) admet au moins une solution.

Preuve. [ Voir 45] m

Cunicité résulte en général de propriétés de convexité (de f et de K).

Théoreme 2.2 (Unicité)

Soit f : k C R" — R strictement convexe sur K convexe, Le minimum de f sur K s'il existe est
unique.
Preuve. [45] Soit 7 € K tel que

f@) < flx) VeekK

Supposons qu'il existe y # T tel que
fy) < flx) VeekK

Formons pour X €]0, 1] le vecteur
u=Ay+(1-Nz

D’apres la stricte convexité de f et puisque nécessairementf(y) = f(z)on a
flu) <Af(@) + (A =N f (@) = f(2)

Ce qui contredit le fait que ¥ soit un minimumonadoncz =7%. m

2.2 Meéthodes a directions de descente

2.2.1 Principe général

Considérons le probléme d’optimisation sans contrainte [10]

(P)  {minf(z)}

T€R™
Ou f: R® — R est supposée réguliere.
On note aussi par V f(z) et V2f(z) le gradient et le hessien de f en x respectivement.

On s’'intéresse ici a une classe d’algorithmes qui sont fondés sur la notion de direction de descente.

2.2. Méthodes a directions de descente
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2.2.2 Direction de descente
Définition 2.2 [10] (direction de descente)

Soit f : R® — R, d un vecteur non nul de R” est dit une direction de descente s’il existe un réel

d > 0 tel que pour tout « dans l'intervalle|0, §[ on a
flz+ad) < f(x) (2,2)
Théoreme 2.3 [10] Si f est différentiable en un point = € R"et d € R"telle que
V' f(z).d <0 (2,3)
Alors d est une direction de descente en x

Remarque 2.1 [10] La direction d fait avec U'opposé du gradient —V f(x) un angle 0 strictement

plus petit que 90
—V'f(z).d ™
s € [0, =] 2,4)
IV )il d ]

)
Tensemble des directions de descente de f en z, {d € R" : V' f(z).d < 0} forme un demi-espace

6 = arcco

ouvert de R”

On voit que si d est une direction de descente f(z + ad) < f(z) pour tout > 0 suffisamment
petit, et donc que f décroit strictement dans la direction d.

De telles directions sont intéréssantes en optimisation car, pour faire décroitre f il suffit de faire

un déplacement le long de d.

2.2.3 Description des méthodes a directions de descentes

Les méthodes a directions de descentes utilisent cette idée pour minimiser une fonction [11,
1847].
Elles construisent la suite des itérés {x},>1 approchant une solution z; du probléme (P) par la
récurrence

Tpy1 = T + apdy, pour k > 1 (2,5)

Ou oy, est appelé le pas et dj, 1a direction de descente de f en z;
Pour définir une direction de descente il faut donc spécifier deux choses.
e Dire comment la direction d,, est calculée, la maniere de procéder donne le nom a I'algorithme.

e Dire comment on détermine le pas oy, c’est ce que 'on appelle la recherche linéaire.

2.2. Méthodes a directions de descente
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Algorithme 2.1(méthode a directions de descente- une itération)[10]|

Etape O : (initialisation)

On suppose qu’au début de l'itération k, on dispose dun itéré z; € R”
Etapel :

Test d’arrét : si || V f(xy) ||~ 0; arrét de I'algorithme ;

Etape2 :

Choix d’une direction de descente d;, € R";

Etape3 :

Recherche linéaire : déterminer un pas «; > 0 le long de d, de maniere a "faire décroitre f
suffisamment” ;

Etape4 :

Si la recherche linéaire réussie xy,1 = xp + apdy;

remplacer k par k + 1 et aller a I'étape 1.

2.3 La Recherche linéaire

Faire de la recherche linéaire veut dire déterminer un pas «; le long d’une direction de descente

di, autrement dit résoudre le probléme unidimensionnel
min f(zy +ad;) o €R (2,6)

Notre intérét pour la recherche linéaire ne vient pas seulement du fait que dans les applications on
rencontre, naturellement, des problemes unidimensionnels, mais plutét du fait que la recherche
linéaire est un composant fondamental de toutes les méthodes traditionnelles d’optimisation mul-
tidimensionnelle. D’habitude, nous avons le schéma suivant d'une méthode de minimisation sans
contraintes multidimensionnelle : en regardant le comportement local de 'objectif f sur l'itéra-
tion courante xj, la méthode choisit la “direction du mouvement” d; (qui normalement, est une

direction de descente de l'objectif : V' f(x).d < 0) et exécute un pas dans cette direction
Tk — Tp1 = T + Qpdy 2,7)

Afin de réaliser un certain progres en valeur de 'objective, c’est-a-dire pour assurer que : f(zy +
ardy) < f(xy).Et dans la majorité des méthodes le pas dans la direction d; est choisi par la

minimisation unidimensionnelle de la fonction
hk(a) = f(xk + adk) (2,8)

Ainsi, la technique de recherche linéaire est une brick de base fondamentale de toute méthode

multidimensionnelle.

2.3. La Recherche linéaire
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2.3.1 Objectifs a atteindre

Il s’agit de réaliser deux objectifs
Le premier objectif
Consiste a faire décroitre f suffisamment Cela se traduit le plus souvent par la réalisation d’'une
inégalité de la forme
f(zx + apdy) < f(zx) + "un terme négatif ” 2,9)

Le terme négatif disons v joue un role-clé dans la convergence de I'algorithme utilisant cette
recherche linéaire. Pargument est le suivant. Si f(z;) est minorée ( il existe une constante C telle
que f(xy) > C pour tout k ), alors ce terme négatif tend nécessairement vers zéro : v, — 0.
C’est souvent a partir de la convergence vers zéro de cette suite que l'on parvient a montrer
que le gradient lui-méme doit tendre vers zéro. Le terme négatif devra prendre une forme bien
particuliére si on veut pouvoir en tirer de I'information.

En particulier, il ne suffit pas d’'imposer ([31])

[ + ogdy) < f(ag)

Le second objectif

Consiste d’empécher le pas «; > 0 d’étre trop petit, trop proche de zéro.

Le premier objectif n’est en effet pas suffisant car 'inégalité (2,9) est en général satisfaite par des
pas «y > 0 arbitrairement petit.

Or ceci peut entralner une "fausse convergence", c’est-a-dire la convergence des itérés vers un point

non stationnaire, comme le montre 'observation suivante ([20]).

Si on prend
€
O<ap < — (2,10)
F 2k
La suite {z;} générée par (2,7) est de Cauchy, puisque pour 1 <[/ < k on a
i=k—1 =kl
lxx — 2] = Z; od; || < Z; 5 0 lorsque [ — oo (2,11)

Donc {x;} converge, disons vers un point Z. En prenant [ = 1 et ¥ — oo dans I'estimation ci-
dessus, on voit que 7 € B(xz1,¢) et donc Z ne saurait étre solution s’il n’y a pas de solution dans
B(x1,¢). On a donc arbitrairement forcer la convergence de {z,} en prenant des pas trés petits.
Pour simplifier les notations, on définit la restriction de f a la droite {x; + ady/a € R} C R™
comme la fonction

hy :RY - R ar— hi(a) = f(og, + ady) (2,12)

2.3. La Recherche linéaire
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2.3.2 Types de recherche linéaire

Il existe deux grandes classes de méthodes qui s’intéressent a ’optimisation unidimensionnelle :
a) les recherches linéaires exactes.

b) les recherches linéaires inexactes.

2.4 Recherches linéaires exactes

Comme on cherche a minimiser f, il semble naturel de chercher a minimiser le critere le long de

d; et donc de déterminer le pas «; comme solution du probleme
min hg(a) a >0 (2,13)

C’est ce que l'on appelle la regle de Cauchy et le pas déterminé par cette regle est appelé pas de
Cauchy ou pas optimal.
Dans certains cas, on préférera le plus petit point stationnaire de h;, qui fait décroitre cette fonc-
tion

ar =inf{a > 0: hy (a) < h (0)} (2,14)

On parle alors de regle de Curry et le pas déterminé par cette regle est appelé pas de Curry. De ma-

niére un peu imprécise, ces deux regles sont parfois qualifiées de recherche linéaire exacte.([10])

Remarque 2.2 [10] Ces deux régles ne sont utilisées que dans des cas particuliers, par exemple

lorsque hy, est quadratique.

Le mot exact prend sa signification dans le fait que si f est quadratique la solution de la recherche

linéaire s’obtient de facon exacte et dans un nombre fini d’itérations.

2.4.1 Les inconvénients des recherches linéaires exactes pour une fonction

non linéaire arbitraire

Il ne peut pas exister de pas de Cauchy ou de Curry,

La détermination de ces pas demande en général beaucoup de temps de calcul et ne peut de
toutes facons pas étre faite avec une précision infinie,

Lefficacité supplémentaire éventuellement apportée a un algorithme par une recherche linéaire
exacte ne permet pas, en général, de compenser le temps perdu a déterminer un tel pas,

Les résultats de convergence autorisent d’autres types de regles (recherche linéaire inexacte),

moins gourmandes en temps de calcul.([10])

2.4. Recherches linéaires exactes
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2.4.2 Intervalle de sécurité

Dans la plupart des algorithmes d’optimisation modernes, on ne fait jamais de recherche linéaire
exacte, car trouver «; signifie qu’il va falloir calculer un grand nombre de fois la fonction A, et
cela peut étre dissuasif du point de vue du temps de calcul.

En pratique, on recherche plutot une valeur de o* qui assure une décroissance suffisante de f.

Cela conduit a la notion d’intervalle de sécurité ([31]).

Définition 2.3 [24] On dit que [oy,, aq) est un intervalle de sécurité s’il permet de classer les valeurs

de « de la facon suivante :

e Si a < o, alors est considéré trop petit,

e Siag > a > a, alors est satisfaisant,

e Si a > a4 alors est considéré trop grand.

Le probleme est de traduire de fagcon numérique sur A, les trois conditions précédentes, ainsi que

de trouver un algorithme permettant de déterminer «,, et ay.

2.5 Recherches linéaires inexactes

On considere la situation qui est typique pour I'application de la technique de recherche linéaire
a l'intérieur de la méthode principale multidimensionnelle. Sur une itération k£ de la derniere
méthode nous avons l'itération courante x;, € R" et la direction de recherche d;, € R" qui est

direction de descente pour notre objectif f : R” — R
V' f(zp).dp <0 (2,15)
Le but est de réduire “de facon importante” la valeur de I'objectif par un pas
T > Tpp1 = Tp + apdy, (2.16)

De z;, dans la direction d; pour cela de nombreux mathématiciens (Armijo, Goldstein, Wolfe, Al-
baali, Fletcher...) ont élaboré plusieurs regles (tests). lobjectif de cette section consiste a présenter

les principaux tests. D’abord présentons le schéma d’une recherche linéaire inexacte.([31])

2.5.1 Schéma des recherches linéaires inexactes

Elles reviennent a déterminer, par tatonnement un intervalle [, o], Ol @* € [, 4], dans lequel

hk(Oék> < hk(O) (f({L‘k + Oékdk) < f(l‘k)) (2,17)

2.5. Recherches linéaires inexactes
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Le schéma de I'algorithme est donc

Algorithme 1.1 (Schéma général des recherches linéaires inexactes) [31]|

Etape O : (initialisation)
ag1 = aq = 0, choisir oy > 0, poser k = 1 et aller a 'étapel.
Etape 1 :
Si o, est satisfaisant ( suivant un certain critére ) : STOP(a* = ay,).
Si ay, est trop petit ( suivant un certain critere ) : nouvel intervalle :
[ Qg1 = Qp,0q 1 = oy | et aller & 'étape 2.
Si «y, est trop grand ( suivant un certain critére) : nouvel intervalle :
[ Qgr+1 = ap,0q 11 = aq | et aller a Pétape 2.
Etape 2 :
Si agp+1 = 0 déterminer o1 €] g ji1, +00 |
Si agp+1 # 0 déterminer a1 €] agpt1, Qapr1]
remplacer k par k + 1 et aller a I'étape 1.

Il nous reste donc a décider selon quel(s) critére(s) « est trop petit ou trop grand ou satisfaisant.

2.5.2 Laregle (le critere) d’Armijo

On bute a réduire “de facon importante” la valeur de I'objectif par un pas x —— xp1 = ) + apdy
de ) dans la direction dy, tel que f(xp + apdy) < f(xy).

Or cette condition de décroissance stricte n’est pas suffisante pour minimiser h; au moins locale-
ment. Par exemple, avec la fonction h : R — R; z + h(z) = 2° et 7; = 2, les choix d;, = (—1)¥*};
ap =2+ 3 x 27*+Y donnent : 2, = (—1)*(1 +27F).

h(xy) est bien strictement décroissante mais {z},., ne converge pas vers le minimum zéro mais
vers 1 (dans cet exemple le pas est trop grand).

La regle d’Armijo ([4]) impose une contrainte sur le choix de «;, suffisante pour minimiser loca-
lement h.

Une condition naturelle est de demander que f décroisse autant qu'une portion p €]0, 1| de ce que
ferait le modele linéaire de f en z;. Cela conduit a I'inégalité suivante, parfois appelée condition

d’Armijo ou condition de décroissance linéaire

Elle est de la forme (2,18), car p devra étre choisi dans |0, 1].

Il faut qu’en «ay, la fonction h,, prenne une valeur plus petite que celle prise par la fonction ¢, («)

o — hi,(0) + ph},(0)a autrement dit o — f(zp) + parV ' f(z1)ds

2.5. Recherches linéaires inexactes
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2.5.3 Laregle (le critere) de Goldstein&Price.

Dans la regle d’Armijo on assure la décroissance de la fonction objectif a chaque pas, mais c’est
ne pas suffisant, reprenant 'exemple de la fonction h : R — R, z +— h(z) = 22 et x; = 2, et cette
fois d;, = —1 le choix a;, = 2=**+ donnent : z;, = (1 +27%).

hy. est bien strictement décroissante mais {r},., ne converge pas vers le minimum zéro mais
vers 1. Alors que la condition d’Armijo est satisfaite.

Les conditions de Goldstein & Price ([27]) suivant sont, comme on va le prouver, suffisante pour
assurer la convergence sous certaines conditions et indépendamment de I'algorithme qui calcule
le parametre.

Etant données deux réels p et § tels que 0 < p < § < 1 ces conditions sont

fx, 4 ady) < f(x) + paV ' f(zy)dy (2,19)

f(zr + ady) > f(zg) +6aV T f(xr)dy (2,20)

2.5.4 Laregle (le critere) de Wolfe

La conditions (2,19)-(2,20) "regle de Goldstein&Price" peuvent exclure un minimum ce qui est
peut étre un inconvénient. Les conditions de wolfe ([49]) n’ont pas cet inconvénient.

Etant donnés deux réels p et o tel que 0 < p < o < 1 ces conditions sont
fa, 4 ady) < f(x) + paV ' f(zy)dy (2,21)
V' f(ap + ady)dy > oV f(ay)ds (2,22)

Conditions de Wolfe fortes

Pour certains algorithmes (par exemple le gradient conjugué non linéaire) il est parfois nécessaire
d’avoir une condition plus restrictive que (2.22).

Pour cela la deuxiéme condition (2.22) est remplacée par
VT flae + ady)dy| <o |V f(ap)di| = =V f(ar)d
On aura donc les conditions de Wolfe fortes ([50])
flzg + ady) < f(ag) + paVTf(:ck)dk (2,23)

IV fan + ady)dy,| < =0V f(xy)dy, (2,24)

2.5. Recherches linéaires inexactes
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Remarque 2.3 [10] La seconde condition (2.22) ou condition de courbure interdit le choix de pas

trop petit pouvant entrainer une convergence lente ou prématurée.

Remarque 2.4 [10] On voit bien que les conditions de Wolfe fortes impliquent les conditions de
Wolfe faibles. Effectivement (2.23) est équivalente a (2.21), tandis que (2.24)

| VT flap + ardy)dy, |< =0V f(xy)dy
= O'VTf<ZEk)dk < VTf(QJk + Oékdk)dk < —O'VTf(xk)dk
= oV f(zr)dp < V' f(2p + ardy)dy

2.6 Convergence des méthodes a directions de descente

2.6.1 Condition de Zoutendijk

Dans cette section, on va étudier la contribution de la recherche linéaire inexacte a la convergence
des algorithmes a directions de descente. Ce n’est qu'une contribution, parce que la recherche li-
néaire ne peut a elle seule assurer la convergence des itérés. On comprend bien que le choix de
la direction de descente joue aussi un role. Cela se traduit par une condition, dite de Zoutendijk,
dont on peut tirer quelques informations qualitatives intéressantes. On dit qu'une reégle de re-
cherche linéaire satisfait la condition de Zoutendijk s’il existe une constante C' > 0 telle que pour
tout indice £ > 1 on ait

F(@rer) < flaw) = C || Vf(ar) > cos® 0 (2,25)

Ou 0y, est 'angle que fait d;, avec —V f(x;) défini par

V7 fzi)dy,
| V£ (@) Il d ||

Voici comment on se sert de la condition de Zoutendijk([10])

(2,26)

cosf, =

Proposition 2.1 Si la suite {x}} générée par un algorithme d’'optimisation vérifie la condition de

Zoutendijk (2,25) et si la suite { f(xy)} est minorée, alors

Z | V£(xr) ||? cos? 8 < oo (2,27)

k>1

Preuve. [25] En sommant les inégalités (2,25), on a

ST () I cost b < S (Fmn) — fari)

k>1

2.6. Convergence des méthodes a directions de descente
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La série est donc convergente puisqu’il existe une constant C' telle que pour tout k f(z;) > C' =
Les deux propositions suivantes précisent les circonstances dans les quelles la condition de Zou-

tendijk (2,25) est vérifie avec les regles d’Armijo et de Wolfe.

Proposition 2.2 Soit f : R” — R une fonction continuement différentiable dans un voisinage de
I={zeR": f(z) < f(z1)}
On considere un algorithme a directions de descente d; qui génere un suite {x;} en utilisant la

recherche linéaire d’Armijo(2,18) avec a; > 0

Alors il existe une constante C' > 0 telle que pour tout &£ > 1 'une des conditions

f(ara) < flaw) — OV f(ar)dy (2,28)
Ou
flxrpn) < flaw) = C | VF(xx) | cos® 0y (2,29)

Est vérifiée.
Preuve. [25] Si le pas «;, = a; est accepté, on a (2,25) car «; est uniformément positif.

Dans le cas contraire, (2,18) n’est pas vérifiée avec un pas a;f < % Ccest-a-dire
flar + O‘;gdk> > f(ax) + Pavaf(Ik)dk

Comme f est continuement différentiable, on a pour tout o, > 0

1

f(:Uk + Oékdk) = f(l‘k) -+ avaf(Ik)dk + /[Vf(flik + takdk) — Vf(.?:k)}TOékdkdt (2,30)
0
= f(op+ apdy) < far) + VT fa)dy + Cagl|di)?

Ou C > 0 est une constante. Avec 'inégalité précédente et le fait que On obtient

{ fxr + ondy) — fax) > pag VT f(a)dy, 2.31)
fan + aydy) = fxr) < VT fag)dy + Ca2 | dy || ’
= po V' flzp)dy < oV fag)dy + Co2 || dy ||? (2,32)
= —Coy || di, [°< (1= p)a, V' f ()
Or
p < 1$0<1—p<1:1%p>1 (2,33)
D’ou
VI flee)de > 1__Cpa;€ | di = =V " flar)ds < 5 (_jpa; I |” (2,34)
= | VT f(a)di =) VT f (@) [[I] di || cos 0 < ¢ ay || di |I?

I—p
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Ce qui permet de minorer o' || d;, || et donc aussi « || d;, || par une constante fois ||V f(x1)| || dx |

Cette minoration et 'expression suivante de (2,18)

fan + arde) < f(ax) = pag | V7 f (@) [[I] di || cos 0y (2,35)
Conduit a (2,25). =
Proposition 2.3 Soit f : R” — R une fonction continuement différentiable dans un voisinage de

F={zeR": f(zx) < f(x1)}

On considere un algorithme a directions de descente d;, qui génere une suite {x;} en utilisant la
recherche linéaire de Wolfe (2,23)-(2,24)

Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout k£ > 1 la condition de Zoutendijk (2,25)
est vérifiée.

Preuve. [25] D’apres (2,22)

va($k + Oékdk)dk > O'VTf(CCk)dk
~(1 =)V f(ar)dp = (1 = 0) | V' f(wy)dy |

& (1—0) |V f(zr)d |< (Vf(ze+ ondy) = V (k) d

Et du fait que f est continuement différentiable

(1—0) | V' flz)d|=(1=0) || VT f(zx) Il di || cos by
< || Vf(@r + arde) = Vf(xr) ||| d |l
= (L—0) | V' flax) || cosbp < L ay || dy |
=

1—-o
oy < S22 97 fla) | costy

En utilisant (2,23) on aura

flan+ande) < fla) + pay VT fap)dy,
= flap +ady) < far) + paV' flz)d < flop)+ | paV T f(zy)dy |
= f(zp +ady) < flzp)+ | paV T fap)de |< flan) — paV T f(a)dg
= flan+ady) < fa) = pa || V7 fap) (|| di || cos b
=  f(zg + ady) < f(zg) — ( 7) | V7 f(2r) ||? cos® by,

On en déduit (2,25). =

2.6. Convergence des méthodes a directions de descente



Chapitre 3

Résultats de convergence des méthodes du
gradient conjugué non linéaire avec la

recherche linéaire inexacte

Dans ce chapitre on va essayer de présenter une synthese sur les différents résultats de conver-
gence des méthodes du gradient conjugué pour la minimisation des fonctions sans contraintes.
Ces méthodes seront utilisées avec une recherche linéaire inexacte (Wolfe forte ou faible). Pana-
lyse couvre quatre classes de méthodes qui sont globalement convergentes pour des fonctions
réguliéres non nécessairement convexes. Dans la premiére famille, ce sont certaines propriétés de
la méthode de Fletcher-Reeves qui jouent un role crucial, tandis que la seconde famille partage
avec la méthode de Polak-Ribiere-Polyak une propriété importante. La troisieme concerne la mé-
thode de la descente conjuguée et dans la derniére famille on va présenter quelques propriétés

de la nouvelle méthode du gradient conjugué non linéaire dite de Dai-Yuan.

3.1 Méthodes du gradient conjugué non linéaire

Notre probléme consiste a minimiser une fonction f de n variables a valeurs réelles
min{f(z) : z € R"} 3,1)

Ou f est réguliere (contintiment différentiable) et g est son gradient. Notons par g, le gradient
de f au point z;.
Rappelons que les différentes méthodes du gradient conjugué générent des suites {z; } de la forme
suivante

Tht1 = T + audy, (3,2)
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Ou la direction recherchée est définie par la formule de récurrence suivante

— ik=0
dy=1 % o (3,3)
— gk + Bpdi—1 sik>1

Le coefficient (3, détermine la méthode du gradient conjugué en question (Fletcher Reeves, Polak

Ribiere Polyak,...). Le pas a;, € R* étant déterminé par une recherche linéaire.([31])

Lhypothése 3.1.1 [10]

() Lensemble : L = {x € R", f(x) < f(x1)} est borné, ot o € R" est le point initial.
(ii) Sur un voisinage N' de L, la fonction objectif f est contintiment différentiable et son gradient est
lipchitzien (i.e).

3l >0tel que |g(z) —g(@)|| <l|lz—Z|| Ve,zeN (3,4

Remarque 3.1 [10] Notons que ces suppositions impliquent qu’il existe \ > 0 tel que
lg(@)| <A Vzel (3,5)
Définition 3.1 [31] On dit que dy. est une direction de descente suffisante si
dl g < —Cllgel®> ot C >0 (3,6)
Rappelons les conditions de Wolfe faibles

flop+ady) < f(zr) + pardy gr @3,7)
d;gkﬂ > odggk (3,8)

Oou O<p<o<l
Les conditions de Wolfe fortes
flay + awdi) < fap) + pardy, gi
|d} grs1| < —0dy g (3,9)
ou O<p<o<l1
Les conditions de Wolfe relaxée
[l + ondi) < f(xk) + pawdy, gi
ordy g < dj gip1 < —0ad)] g (3,10)

Oou O<p<or<let o3>0

Présentons maintenant un théoreme fondamental qui assure la satisfaction de la condition de
Zoutendijk, dans laquelle le pas a4, est déterminé par la regle de Wolfe faible. Ce théoreme était
démontré par Zoutendijk ([53, 1970]) et Powell ([40, 1971]).

3.1. Méthodes du gradient conjugué non linéaire
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Théoreme 3.1 Considérons une méthode du type (3.2) et (3.3) dans laquelle d;, est une direction
de descente et le pas «y, est déterminé par la régle de Wolfe faible (3.7)-(3.8) avec o € ]0,%[.
Considérons aussi que Uhypotheése 3.1.1 soit satisfaite. Alors pour une telle méthode la condition de
Zoutendijk suivante

ZCOSQQHQkHQ < 00 (3,11)

k>1

Est vérifiée.

Preuve. ([53,1970])
De (3.8) on a

dp (g1 — ge) > (0 — 1) dj gk

D’autre part

dy (grsr — 98) < Nk — gell |l
ay, L||dg|”

o—1\ d! g
g 2> ( ) E
L) |ldi]®

En remplacant ceci dans (3.7) on aura

IN

D’ou

Flag + andy) < flag) + peos® O || gl

Or puisque f est bornée sur \ on a

S cos? B n|* < oo

k>1

Ce qui acheve la démonstration. =

3.2 Meéthode de Fletcher-Reeves

La méthode de Fletcher-Reeves ([22, 1964]) est une extension directe de la méthode du gradient
conjugué linéaire au cas des fonctions quelconques. Appliquée a une fonction quadratique, elle
est identique au gradient conjugué linéaire.

Pour la méthode de Fletcher-Reeves la variante 3, est

2
FR Hng

k - 2
| gr—1ll

(3,12)

3.2. Méthode de Fletcher-Reeves
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3.2.1 Algorithme de la méthode de Fletcher-Reeves

Cette méthode est tres intéressante, d'une part parce qu’elle nécessite le stockage de trés peu
d’informations (essentiellement trois vecteurs de dimension n) d’autre part, par sa vitesse de

convergence tres supérieure a celle des algorithmes du gradient classique([31])

Algorithme 4.1 Méthode de Fletcher-Reeves

EtapeO : (initialisation)
Soit x( le point de départ, g9 = V f(z0), poser dy = —go
Poser k = 0 et aller a I'étape 1.
Etape 1:
Sigp,=0 :STOP ( z* = z;)."Test d’arrét"
Sinon aller a I'étape 2.
Etape 2 :

Définir Tpy1 = Tk + Oékdk avec : i = mina>0 f(l’k + dek)

dpy1 = —Grs1 + 55510[1@
Oou )
FR __ g
k1 = 2
[

Poser k = k + 1 et aller a I'étape 1.

3.2.2 La propriété de descente de la méthode de FR

Powell ([42, 1984]) a démontré la satisfaction de la propriété de descente de la fonction objectif
pour la méthode de Fletcher-Reeves avec recherche linéaire exacte.
Al-Baali ([1, 1985]) a démontré la satisfaction de la propriété de descente de la fonction objectif
pour la méthode de Fletcher-Reeves avec la recherche linéaire inexacte forte de Wolfe.
J.C. Gilbert et Nocedal ([24, 1992]) ont généralisé ce résultat pour toute méthode du type (3.2)-
(3.3) dont

1Bl < B " (3,13)

Théoreme 3.2 Supposons que Lhypotheése 3.1.1 soit satisfaite.

Considérons une méthode du type (3.2) et (3.3) dont (5, satisfait a (3.13) et le pas «y, satisfait a
la regle de Wolfe forte (3.9) ot o €]0, 1|, Alors cette méthode génére des directions de descente.

3.2. Méthode de Fletcher-Reeves
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De plus on a

—1

T —

< kI < E=1,..
o gl l-o

Preuve. ([24, 1992])

(3,14)
La démonstration se fait par récurrence
1) Pourk =1
2
digr _ —lall” _
2 2
gl g1l
D’autre part
1 == < -1
I<o< ==
2 21_ > —1
2) Supposons que (3.14) est satisfaite pour £ > 1 et démontrons pour k + 1
Supposons que
—1 d; 20 — 1
< w20 k=1,.. )
I=0 = gl = T=0
On a .
dy 1 Grr1 — k1 + Bri1di)  Gra
k+1 +2 _ (—gnt k+12 ) Gkt 14 Byd gem
[yt [z
D’autre part de (3.12) on aura
2 2
gR [ gxl L [ gxl
lgeall® ™ BEE llgx + 117
D’ou - -
Ay 19K+1 — 1 Brs1 di g1 (%)
R =
[rzsy| ko llgnl
En utilisant la condition de recherche linéaire (3.9) on aura

}dk gk+1| < —odpgr =0 |5k+1‘ d;Tgk < ﬁk-',-ld;rlgk—i-l < -0 |5k+1’ dy, g
Remplacant ceci dans (**)

S ‘ﬁk-s-l}d;—gk

-
d;+1gk+21 <-1- U|5k+1‘ dy; g

Beti llgel® = llgerall Bt llgell”

De (*) on aura
1 |Bk+1‘ o < d2+19k+21 <14 ‘6k+1}
5k+1 (1-— ) H9k+1” 5k+1 ( )
Et de (3.13)
|Bk+1|
l—0o ﬁkﬂ

3.2. Méthode de Fletcher-Reeves
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On aura -
-1 dpi1Gr1 20 —1

L=0 7 lgea|® ~ 1-0

Ce qui acheve la démonstration. =

Corollaire 3.1 [31] D’apreés (3.14) on déduit que pour tout k > 1, dj, est une directions de descente
suffisante avec C' = =22 > (.

-0
En effet
_ T _
1 < dkg;€2 < 20 -1
=0 = Jal = 1-0
. 1—-20
= digr < —Cllgil]* o C = 1_

Remarque 3.2 [31] La méthode de Fletcher-Reeves avec une recherche linéaire exacte génere des

directions de descente.
En effet, a chaque itération &£ > 1 on a
T FR T
dk+1gk+1 = (—gk+1 + 5k+1dk) Jk+1
T FR ;T
= —Gpr19k+1 + Bri1dy Gr
2
= — |lgrsll
Puisque
o = min f(z ady,) = min hy (o
k a>0 f< k * k) a>0 k( )
Donc «y, vérifie la condition nécessaire d’optimalité

hi(ag) = diV f(vg +opdy) = di grr =0 VE>1

3.2.3 Convergence de la méthode de Fletcher-Reeves

Le premier résultat de convergence de la méthode du gradient conjugué non linéaire (version
Flecher Reeves) avec des recherches linéaires inexactes (recherche linéaire inexacte de Wolfe
forte (3.9) oli o < 3) était démontré par Al-Baali ([1, 1985]).

Touati Ahmed et Story ([48, 1990]) ont généralisé ce résultat pour 0 < 3, < ﬁkF R

Gilbert et Nocedal ([24, 1992]) ont généralisé ce résultat pour |3,| < 3% .

Théoreme 3.3 Supposons que Uhypothése 3.1.1 soit satisfaite. Considérons une méthode du type
(3.2) et (3.3) dont B, satisfait a (3.13) et le pas oy, satisfait aux conditions de Wolfe fortes (3.9) ou

o €0, %[ . Alors cette méthode est globalement convergente, dans le sens suivant

klim inf ||gx|| =0 (3,15)

3.2. Méthode de Fletcher-Reeves
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recherche linéaire inexacte

Preuve. ([24, 1992]) Puisque les conditions du théoréme 3.2 sont satisfaites alors on a

-1 dlgn 20—1
< EE < = —ody_1gk1
I=o ~ P = T=0 S0

D’autre part de (3.9)
\dj. gryr| < —ody, gr = |d)}_19x] < —ody_19k—1
D’ou

|di_ 19| < —odi_1951 ||9k &

1
De (32); (313) et (7’::’:7\—)

Il

lgell® = 284di_1gx + B3 lldi1 ]|
< lgell® + |26di_19x| + B2 ldi |

1+o 2
(157 ) ol + (3£ e

IN

Posons ¢ = 1¥Z > 1, on aura

ldell> < & llgell® + (BFF)* 1 dis]?

N

IA

Supposons que g, est borné en dehors du zéro (limy_. inf ||gx|| # 0) c’est-a-dire

lgrll 2w >0 ¥k = ||gpl| > < w2

De (3.5) on a
k 4 k
Il < o llgell* D> llgsl ™ < —221
j=1 j=1
= ||dk|\2§6)\—ik
w
D’ou

> 2 DN

k>1 k>1

Ce qui veut dire que ) _, -, W est divergente.

~ g’

< allgel + (BE) [< & llgeal* + (BT 2l

k k
N 4 —2 ~ 4 —2 ~ 4 —2
o llgel™ > Ngill™* + 6 llgell* lgall = = 6 llgell* > llgs|
=2 j=1

(.v.
w

BOSON )
WK
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D’autre part, puisque les conditions du Théoreme 3.1. et du théoreme 3.2 sont satisfaites on a

Zcos2 O lokl” < oo

E>1
Et
Hgkl\ gl
< cosby < cor—r
il i
D’ou
[PAR
AL lgl? <Y cos? O llgr]l? < o0
E>1 Hdk” E>1
. Z Hng
E>1 Hdk”
ol
= > g
k>1 HdkH
1
= Z d 2
E>1 || k”

Ce qui contredit (****), d’ou le résultat ([24, 1992])
klim inf [|gx]| =0
]

Remarque 3.3 Lui, Han et Yuan ([32, 1995]) ont prouvé le résultat (3.15) pour cette méthode si

p=0= % Dai et Yuan([17, 1996]) Uont encore démontré mais par une approche plus simple.

Remarque 3.4 La méthode de Fletcher-Reeves posséde de bon propriété théoriquement, mais en pra-
tique, elle converge parfois lentement, et méme prématurément. En effet, si les pas sont trop petits, il
se peut que ce comportement s’élargit pour un grand nombre d’itérations, et c’est ce qu’il nous oblige
a réinitialiser en posant S5 % = 0.

Powell ([41, 1977]) est le premier qui a observé ce comportement, ainsi il a donné un contre exemple
avec une recherche linéaire exacte. On évite cet inconvénient en réinitialisant chaque n itération par
exemple.

Nemirovsky et Yudin ([37, 1983]) ont démontré par un contre exemple que la méthode de Fletcher-
Reeves converge plus lentement que la méthode de Steepest descent. (cas d’une fonction quadratique

avec recherche linéaire exacte).

3.2. Méthode de Fletcher-Reeves
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3.3 Méthode de Polak-Ribiere-Polyak

Cette méthode fut découverte par Polak, Ribiere ([38, 1969]) et Polyak ([39, 1969]).

Pour la méthode de Polak-Ribiére-Polyak la variante /3, est :

-
£RP _ 9k yk712 (3,16)
gkl

3.3.1 Algorithme de la méthode de Polak-Ribiere-Polyak

/Algorithme 4.2 Méthode de Polak-Ribiere-Polyak[31]]

EtapeO : (initialisation)
Soit x( le point de depart, g9 = V f(z0), poser dy = —go
Poser k = 0 et aller a I'étape 1.
Etape 1 :
Sig, =0 :STOP ( z* = x;,)."Test d’arrét"
Si non aller a I'étape 2.
Etape 2 :

Définir x 1 = x; + apdy, avec
ar = min f(zy + ady)
a>0

dpy1 = —Grp1 + 5ff1pdk

Ou

2 o 2
gl [ gxl
Poser k = k + 1 et aller a I'étape 1.

3.3.2 Convergence de la méthode de PRP

La convergence de cette méthode est assurée pour une fonction fortement convexe avec recherche
linéaire, mais si f n’est pas convexe elle ne converge pas.

Pour remédier a cet inconvénient Powell ([43, 1986]) a modifié le choix de ﬁf RP afin d’assurer
la convergence avec une recherche linéaire exacte.

Gilbert et Nocedal ([24, 1992]) ont proposé une nouvelle méthode qui converge dans le sens
(3,15) avec ou bien une recherche linéaire exacte ou inexacte.

Le résultat suivant est du a Polak et Ribiere ([38, 1969]).

3.3. Meéthode de Polak-Ribiére-Polyak
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Théoreme 3.4 Si f est fortement convexe, continiiment différentiable avec un gradient lipchitzien,
alors la méthode de Polak Ribiére avec recherche linéaire exacte génére une suite {x;} convergeant

vers l'unique point x* réalisant le minimum de f.

Preuve. [43] Montrons dans un premier temps que

—ngk
gl 1]
Est uniformément positif. Grace a la recherche linéaire exacte, on a

cos b, =

dlﬂyk—l = d;q (gk - gk—l)
-
= _d;rqgkfl = - (_gkfl + Bfipdkd) Jr—1
= llgsall®

La forte convexité de f implique que

1
(2% — 20e1)  Yhor > — |low — 2|
A1 Op—1

d;—_1yk—1 =

Ou 7 > 0 est le module de forte convexité de f.

On en déduit, en utilisant la constante de lipchitz L de ¢

‘BPRP} _ |91;ryk:—1‘ _ ‘g;yk—1| < ap—1L gk |ze — xp—1]| _ £ g ||
’ T Y e R T T P A

On peut alors borner ||di|| par

Idell < Naell + |85 | d-]
L Hgk“
< gl + = (| dp—1]|
N ||dp—1]]
L
< (1 ¥ —) ™
n
Ensuite I
o=~ <= (14 ) laul ]
Ou encore . .
—d L\
cos bl = T Ik > (1—1——)
gl Nl n

D’apres la recherche linéaire exacte, la condition de Zoutendijk est vérifié.

Mais f et donc { f(xy)} est bornée inférieurement (car f est fortement convexe).

On en déduit que g, — 0.D’autre part, {z;} est bornée ( f est fortement convexe) et posseéde donc
des sous suites convergentes.

La limite de celles-ci ne peut étre que 'unique minimum z* de f (car g, — 0). Donc toute la suite

{z}} converge vers z*. m

3.3. Meéthode de Polak-Ribiére-Polyak
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Remarque 3.5 [31]Si f n’est pas convexe, la méthode de Polak-Ribiére-Polyak peut ne pas conver-
ger. Powell ([42, 1984]) a donné un exemple de fonction (de 3 variables, deux fois continitment
différentiable) pour laquelle Ualgorithme génére une suite {x;} dont aucun des points d’adhérence

n’est stationnaire.

En 1986, il a modifié la variante ka RP en évitant les valeurs négatifs, autrement dit si a l'itération
kona:sif;* <0, on redémarre en posant 31 ** = 0 (prendre la direction de la plus profonde

pente)
By, = max {0, 5"}

Ce choix assure la convergence si le pas «; est déterminé par la régle de Wolfe forte.

Remarque 3.6 Gilbert et Nocedal ([24, 1992]) ont assuré la convergence avec une recherche li-
néaire exacte ou inexacte, en hybridant les méthodes de FR et de PRP Donc cette nouvelle méthode

consiste a prendre la variante [3,, comme suit

=B si B < =B
_ PRP _: | aPRP FR
Br = g St ’ﬂk ‘ < Bk

FR .: oPRP FR
pOSUBLT > By

Remarque 3.7 Grippo et Lucidi ([26, 1997]) et P Armand ([3, 2005]) ont suggéré des modifica-

tions dans le choix de oy, afin d’établir le résultat de la convergence.

3.4 Méthode de descente conjuguée

Cette méthode fut proposée en 1987 par Fletcher et Reeves([21, 1987]).

Pour la méthode de la descente conjuguée la variante 3, est

2
CD ||91c||
= (3,17)
g _d£71gk:—1

3.4.1 Algorithme de la méthode de descente conjuguée

Algorithme 4.3 Méthode de la descente conjuguée[10]|

EtapeO : (initialisation)
Soit x( le point de départ, g0 = V f(z0), poser dy = —go

3.4. Méthode de descente conjuguée



Chapitre 3. Résultats de convergence des méthodes du gradient conjugué non linéaire avec la
recherche linéaire inexacte

Poser k = 0 et aller a I'étape 1.

Etape 1 :
Sig, =0 :STOP ( z* = x;)."Test d’arrét"
Si non aller a I'étape 2.

Etape 2 :

Définir z; .1 = 1 + apdy avec

ap = I;l;glf(xk + ady,)

dpy1 = —Gry1 + ﬁgﬂdk
Oou
2
CD _ [ gsa
k+1 _dggk

Poser k = k + 1 et aller a I'étape 1.

3.4.2 La propriété descente de la méthode de descente conjuguée

Fletcher ([21, 1987]) a démontré que la méthode de la descente conjuguée est une méthode de
descente si le pas oy, est déterminé par la régle forte de Wolfe (3.9) avec o < %

Dai et Yuan ([17, 1996]) ont démontré que cette méthode avec la regle de Wolfe relaxée (3.10)
ou0<p<o;<let0 <oy <1, génere des directions de descente suffisante a chaque itération
k> 1.

Théoreme 3.5 Pour toute méthode du type (3.2) et (3.3) dont (3, satisfait a (3.17) et le pas «y,
satisfait aux conditions de Wolfe relaxée (3.10)

[l +arde) < flaw) + pdy gi
et Uld]—lg—gk < dzglﬁ-l S —O'degk

Ofl0<p<01<1 et0 <oy <1.
Alors notre méthode génere des directions de descente suffisante a chaque itération k£ > 1.
Preuve. [17, 1996] On a

-
—dygr = — (—gk‘l'ﬁngk—l) Ik

dy. 9k
— gl {Hk—_l}
dgflgk—l
~dige _ . GG
llgx|? dy_1 k-1

3.4. Méthode de descente conjuguée
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D’autre part de (3.10)

ordi gy < dlge < —02d] gi

dlj:——1gk
= 1—02§1—|—T—§1+01
k—19k—1
D’ou T
1—0'2<_kgzk 1+0'1
19|

Donc si ||gx|| # 0, on a
d;ng—CHngz ouC=1—-0y>0

Et donc d;, est une direction de descente suffisante. m

3.4.3 Convergence de la méthode de descente conjuguée

Yuan ([52, 1993]) a démontré la convergence au sens (3.15) de cette méthode avec un pas
satisfaisant aux conditions (3.7)-(3.10) si o < % et oy = 0.
Dai et Yuan ([17, 1996]) ont démontré ce résultat pour o; < 1 et o5 = 0.

Théoreme 3.6 Supposons que la Uhypothése 3.1.1 est satisfaite. Toute méthode du type (3.2) et
(3.3) dons laquelle (3, vérifie (3.17) et le pas «, est déterminé par la régle de Wolfe relaxée (3.10)

ou 0 < p<oy <letoy =0, estde descente convergente, dans le sens suivante
lim inf ||gx|| =0
k—o0

Preuve. [17,1996] Du théoreme 3.2 on a

—dr
1-— (o) S kgzk S 1+ (on]
[l 9w
T
- 1< d’fgj <l+a
[ gr|
2
5 (+oytedel o
_dkgk
2 2
S (4o llgk+1]” Il g |
T =g llgrnall® T
L B
(I+o01)” SﬁFR <1
k+1

cD FR
ﬁkJrl < ﬁkJrl

3.4. Méthode de descente conjuguée
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Donc 31 vérifie I'inégalité (3.13), D’aprés le théoréme 3.3 on a

klim inf ||gx|| =0

3.5 Meéthode de Dai-Yuan

Cette méthode était découverte par Dai et Yuan ([14, 1999]).

Pour la méthode de la descente conjugué la variante 3, est

2 2
DY gl gl
- = (3,18)
’ dy i[9k — gl di_ Yk

Remarquons que cette variante a les mémes numérateur et dénominateur de les variantes de
Fletcher-Reeves et Hestenes-Stielfel respectivement.
Cette méthode possede plusieurs propriétés, par exemple elle possede la propriété de descente a

chaque itération.

3.5.1 Algorithme de la méthode de Dai-Yuan

Algorithme 4.4 Méthode de Dai-Yuan[10]|

Etape O : (initialisation)
Soit x( le point de départ, g0 = V f(z0), poser dy = —go
Poser k = 0 et aller a I'étape 1.
Etape 1 :
Sig, =0 :STOP ( z* = z;,)."Test d’arrét"
Si non aller a I'étape 2.
Etape 2 :
Définir x, 1 = x; + aydy, avec :

o = mingso f(z + ady)

DY
A1 = —Grt1 + Bip1di
Oou
B _ _lgrsal® _ lgel®
k+1 7 dl [gk41—g] vk

Poser k =k + 1 et aller a I'étape 1.

3.5. Méthode de Dai-Yuan
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Algorithme 4.5 Méthode de Dai-Yuan avec la regle de Wolfe faible]

EtapeO : (initialisation)
Soit x( le point de départ, gy = V f(z0), poser dy = —go.
Poser k = 0 et aller a I'étape 1.
Etape 1:
Sigp,=0 :STOP ( z* = z;)."Test d’arrét"
Si non aller a I'étape 2.
Etape 2 :
Définir x; = xp + apdy, avec : oy, Vérifie les conditions (3.7)-(3.8)

dev1 = —Grr1 + Biiade
Oou ) )
DY _ g+ _ [ gr-+1]]
A gk — o) A Y

Poser k = k + 1 et aller a I'étape 1.

3.5.2 La propriété de descente de la méthode de Dai-Yuan

Dai et Yuan ([15, 1998]) ont démontré qu’a chaque itération & > 1, la direction recherchée par
cette méthode avec la recherche de Wolfe faible (3.7)-(3.8), est de descente si la fonction objectif
f est strictement convexe.

Ils ([14, 1999]) s’ont généralisé ce résultat pour toute fonction réguliere.

Théoreme 3.7 Supposons que Lhypotheése 3.1.1 soit satisfaite.

Pour toute méthode du type (3.2) et (3.3) dont /3, satisfait a (3.18) et le pas « satisfait aux

conditions de Wolfe faible :

flae+awde) < flaw) + pdy gi

T T

Ou 0 < p < o < 1 Alors toutes les directions générées sont de descente, autrement dit
dige <0 Vk>1 3.1)

Preuve. [14, 1999] La démonstration se fait par récurrence.
1) Pourk =1
digi=— gl <0

3.5. Méthode de Dai-Yuan
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recherche linéaire inexacte

2) Supposons que (3.19) est satisfaite pour £ > 1 et démontrons qu’elle le sera pour k +

1Supposons que
dlgn<0 k>1

En utilisant (3.7) on aura

diyr = di (grsr — gx) > di (grs1 —gx) = (0 = V) djgp = — (1 — o) d} gp > 0

D’autre part

-
d;—+1gk+1 = (—9k+1 + 51?4?1%) Gk+1
= —|lgrsall’ +5kDf1ngk+1

||9k+1||2

dT9k+1
dfyk F

= - Hgk+1||2 +

Or puisque d} g, < 0, d}l y,, > 0 il en résulte
dlI+1gk+1 <0

Ce qui acheve la démonstration. =

3.5.3 Convergence de la méthode de Dai-Yuan

Dai-Yuan ([14, 1999]) ont démontré la convergence de la méthode de Dai-Yuan au sens (3.15) si

le pas oy, est déterminé par la regle de wolfe faible.

Théoreme 3.8 [14]Supposons que Uhypothése 3.1.1 est satisfaite. La suite {x} générée par Ualgo-

rithme converge dans le sens

klim inf || g [|[=0

3.5. Méthode de Dai-Yuan
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Convergence global de la méthode CGBB a
direction de descente pour I'optimisation

sans contrainte

Soit f : R™ — R et (P) le probleme de minimisation non linéaire, sans contraintes suivant

min {f(z):x € R"} (P)

Comme on I'a vu avant les differentes méthodes du gradient conjugué génerent des suites {x; },
de la facon suivante
Thy1 = Tp + agdy, 4,1)

Le pas a; € R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou recherche linéaire exacte
ou inexacte, tel que la longueur de I'étape «; > 0 est calculé en effectuant certaines recherches

linéaire. La recherche de Wolfe forte est de trouver une longueur de pas positif «;, telle que
f x4+ andy) — f (zx) < dogy di 4,2)

‘9 (2 + ardy) dk‘ < —og, di 4,3)

Les directions d;, sont calculées de facon récurrente par les formules suivantes

— sik=1
dy = n . (4,4)
—gi + Brdi—1 sik >2

Tel que gr, = V f(zx) et B, € R.
Les différentes valeurs attribuées a /3, définissent les différentes formes du gradient conjugué.
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Nous avons vu dans les paragraphes précedents comment les résultats de convergences des diffe-
rentes méthodes de gradient conjugué dépendaient essentiellement des scalaires 5, et ces résul-
tats ont été étudiés séparément suivant les differentes valeurs de /3, voir El-Baali ([1, 1985]), Gil-
bert et Nocdall ([24, 1992]), Grippo et Lucidi ([26, 1997]), Powell ([43,1986]), Touati-Ahmed
et Storey ([48,1990]), Powell ([42, 1984]).

La question naturelle qui se pose est la suivante :

Peut on obtenir des résultats de convergence avec ces variantes du Gradient Conjugué ou
d’autres qui sont non liée a 3, en utilisant des recherches linéaires inexactes de Wolf fortes ?
La réponse a été donnée positivement dans le travail récent de M. Belloufi et R. Benzine ([7,2014]),
qui proposé des modifications du gradient conjugué de la forme (0.3).

Ce paragraphe détaille cette étude.

4.1 Algorithme de la méthode CGBB

[7] Nous sommes maintenant en mesure d’introduire la nouvelle Algorithme.
Dans cette section, nous donnons le spécifique de la nouvelle méthode de gradient conjugué

proposé. Comme I’a signalé devant nos directions de recherche d2” sont définis comme suit

. sik=1
5 —
apB — ) gl
—H Hng—l—dk,l si k>2
Gk
lalgorithme est donné comme suit
Algorithme 1.[7]
Etape 0 : Donnée x, € R", posé dPP = — i 91”2, k= 1.
g1

Etape 1 : Si ||gx|| = 0 puis arréter sinon passer a UEtape 2.
Etape 2 : posé x1 = xj, + apdP? ot dBP est défini par (4.4), et oy, est défini par (4.2) et (4.3).
Etape 3 : posé k := k + 1 et passez a UEtape 1.

4.2 La propriété de descente de la méthode CGBB

Le théoreme suivant indique que, si «y est calculée par la recherche de linéaire de Wolfe fortes

(4.2) et (4.3), puis la direction de recherche d27 satisfait la propriété de descente.

Théoreme 4.1 Pour toute méthode du type (4.2) et (4.3) dont le pas «, satisfaisant aux conditions
1

de Wolfe fortes ott 0 < 0 < 3

4.1. Algorithme de la méthode CGBB
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Alors les directions générées par cete méthode sont des directions de descente autrement dit
dige <0 VE>1 (4,6)

De plus on a

k-1 k-1

—Zaj < g,;rdk < —2+Zaj

=0 =0
Preuve. [7] La démonstration se fait par récurrence.
1) Pourk =1

2
digr =gl

2) Supposons que (4,6) et (4.7) est satisfaite pour & > 1 et démontrons qu’elle le sera pour & + 1

Supposons que

k-1 k-1
—Y) o <gldi<-2+) o
§=0 j=0

On a
T _ T
gk+1dk+1 =—-1+ 9k+1dk (4,8)
De (4.3) et (4.6)
—1+o0gldi < gi1di1 < —1—0gjdy, (4,9)
D’autre part de (4.7), on aura
k k—1
—Zaj = —1- aZaj < g,;r+1dk+1
j=0 j=0

k-1 k
< —1+UZaj = —2+Zaj
=0 §=0

D’ou
k k
— 20] < 9/;r+1dk+1 < -2+ ZU]
=0 =0
De
k
Giadins < =24 o’ (4,10)
=0
Et
k 00 1
P e 11
ZO’ Za T 4,11)
7=0 7=0

01\106}0,%}
Donc1—o¢ > ; dolt —2+Zf:00j <0

4.2. La propriété de descente de la méthode CGBB
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Par conséquent, en utilisant (4.10) nous avons

91;r+1dk+1 <0

Ce qui achéve la démonstration. m

4.3 Convergence de la méthode BB

Afin d’établir la convergence globale de la méthode proposée, on suppose que ’hypothese suivante
est satisfaite
Hypothese 4.3.1 [7] Soit f deux fois continiiment différentiable et 'ensemble

L:={xeR" f(x)< f(x1)} est borné.

Théoreme 4.2 Supposons que Lhypothése 4.3.1 soit satisfaite.

Considérons une méthode du type (4,1) et (4,4) avec le pas oy, satisfaisant aux conditions de Wolfe
fortes (4,2) et (4,3) ou 6 < 0 < 7 Alors cette méthode est globalement convergente, dans le sens
suivant

ICILI& inf ||gx|| = 0 (4,12)

Preuve. [7] 1l est indiqué dans le théoréme (4.1) que la propriété de descente (4.6) est satisfaite

1
pour o € }0, 5] , d’autre part de (4,3), (4.7) et (4.11) on aura

k—2 k—1
~ . o
|95 1| < —0gi_ydi1 < 0'20] = ZGJ S (4,13)
7=0 7=0
Ainsi, a partir de la définition de d et en utilisant (4.13) on en déduit que
2 1 2 7 2
||dk|| = 3 535 dk—l + ||d/€—1|| (4114)
gkl gl
1 20 1

+ [ g1 ])?
2 2
lgrll” 1= ]gxll

1+o 1
= (152) o+ el
o) Tl

Par conséquent on aura

k

1+o0 1 1

ld? < ( ) ; 4,15)

-0 j;ngn? e
k

14+o0 1

= (1—0)ZH T

j=1 1195

4.3. Convergence de la méthode BB
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D’ou

1 1+0 1
()5
g1l =/ gl

Nous prouvons maintenant (4.12) par 'absurde,Supposons maintenant que (4.12) n’est pas sa-

tisfaite, autrement dit : il existe une constante ¢ > 0 telle que

lgkll > &> 0 (4,16)
Comme g, est borné ci-dessus sur ensemble de niveau L et appliquons (4.15) on aura :

dil|* < erk (4,17)

Ou ¢ est une constante positive,De (4.7) et (4.11) on obtient
T k—
cosb, = —k (4,18)
lgell 1]l — ( 2; ) (1wl 1l

<1—20) 1
>
L—o0 ) |lgell lldll

En remplacant (4.17) et (4.16) dans (4.18) on aura
1—20
2
Ek cos 91@2(1_0)5 HQ_QE k 4,19)

Ol ¢, est une constante positive.Par conséquent, la série ", cos?® f;, est divergent.

gl Hdk

Soit M la borne supérieure de ||V?f (z)|| sur I'ensemble de niveau L

Gindi = (g5 + V2 f ()" di < gl di + May ||dy|?

En utilisant (4.3), on aura

(1-0)
ap > ————595 d (4,20)
M [|dy |7

D’autre part de (4.20) et (4.2),on a
(1-0)6 (ggdk)Z
< _

= fr —cs||gull” cos® Oy,

Ol 3 = M > (0.D’autre part, puisque f est borné au-dessous alors on a

> llgell* cos® 6y, converge
P

Ce qui veut dire que ), cos? §; est converge. Ce qui contredit (4.19), d’ott le résultat. Donc

klim inf [|gx]| =0

4.3. Convergence de la méthode BB



Chapitre 4. Convergence global de la méthode CGBB a direction de descente pour |'optimisation sans
contrainte

4.4 Résultats et discussion numérique

Dans cette partie nous allons effectuer des tests numériques pour montrer I'efficacité et la perfor-
mance du nouvel algorithme CGBB muni de la recherche linéaire Wolfe fortes.
Une comparaison a été réalésée avec les autres méthodes de CG y compris BB, CG_DESCENT,

PRP et FR. Nous sommes considérés ¢ = 1079 et le critere d’arréte est ||g;|| < 107°.

—

—— 1 S

- 141 "

a4

M

Fig.4.1-Performance basée sur le temps CPU.

4.4.1 Les profils de performance numérique

Les profils de performance numérique de la méthode du gradient conjugué BB,
CG_DESCENT, PRP et FR basés sur le temps CPU.

4.4. Résultats et discussion numérique
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons présenté une syntheése générale de la méthode de minimisation
multi-dimensionnelle sans contrainte en particulier la méthode a direction de descente comme la
méthode de la descente conjuguée avec les recherches linéaires exactes et inexactes, la méthode
de Newton pour obtenir la convergence global (local) des méthodes précédentes.

Ensuite, nous avons étudiée une nouvelle famille des méthodes de gradient conjugué non li-
néaire, la propriété de descente est assurée a chaque itération et certains résultats généraux de
convergence sont montrés pour cette famille avec la recherche linéaire de Wolfe fortes.

Il est clair d’apres la figure. 4.1, que la méthode CGBB est numériquement plus performante que
les autres méthodes du gradient conjugué CG_DESCENT, PRP et FR

4.4. Résultats et discussion numérique
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