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Résumé

Soit f : R™ — R est une fonction contintiment différentiable. On cherche a résoudre le

probléme d’optimisation sans contraintes suivant :

(P { i 1(0).

On s’intéresse dans ce mémoire a une nouvelle classe de méthodes du gradient conjugué
a trois terme introduite par D. Songhai et W. Zhong, pour résoudre les problémes
d’optimisation sans contrainte de grand taille. Pour cette classe des méthodes du gradient
conjugué avec la recherche linéaires de Wolfe fortes la propriété de descente est assurée a
chaque itération. Certains résultats généraux de convergence sont également établis pour
la nouvelle famille de gradient conjugué.

On fera une synthése des derniers travaux concernant ces méthodes. Des tests numé-
riques sont donnés pour montrer la performance numérique du nouvel algorithme.

Mots clés : Gradient conjugué, Algorithme, Convergence globale, Recherche linéaire

inexacte, Méthode de gradient conjugué a trois termes, Regle de Wolfe.



Abstract

Consider the following unconstrained optimization problem (where f : R"” — R is

countinious and differentiabl) :

P+ { i 1(0).

CEGR”

In this memory we are interested in a new class of a three-term conjugate gradient
algorithm introduced by D. Songhai and W. Zhong, for solving large-scale unconstrai-
ned optimization problems. It is important that the proposed method produce sufficient
descent search direction at every iteration with the strong Wolfe line searches, and the
global convergence properties of the given methods are discussed.

We will synthesize latest research on these methods. The numerical results show that
the proposed methods are efficient.

Key words : Conjugate gradient, Algorithm, Global convergence, Inexact line search,

Three-term conjugate gradient method, Wolfe line search.



Introduction

L’optimisation est une branche des mathématiques et de 'informatique en tant que
disciplines, cherchant & modéliser, a analyser et & résoudre analytiquement ou numérique-
ment les problémes qui consistent & déterminer quelles sont la ou les solution(s) satisfaisant
un objectif quantitatif tout en respectant d’éventuelles contraintes.

L’optimisation joue un role important en recherche opérationnelle (domaine a la fron-
tiere entre I'informatique, les mathématiques et ’économie), dans les mathématiques ap-
pliquées (fondamentales pour I'industrie et 1'ingénierie), en analyse et en analyse numé-
rique, en statistique pour 'estimation du maximum de vraisemblance d’une distribution,
pour la recherche de stratégies dans le cadre de la théorie des jeux, ou encore en théorie
du controéle et de la commande.

Aujourd’hui, tous les systémes susceptibles d’étre décrits par un modeéle mathématique
sont optimisés. La qualité des résultats et des prédictions dépend de la pertinence du
modele, de 'efficacité de I'algorithme et des moyens pour le traitement numérique.

Les domaines d’applications sont extrémement variés : optimisation d’un trajet, de
la forme d’un objet, d’'un prix de vente, d’une réaction chimique, du controle aérien,
du rendement d’un appareil, du fonctionnement d’un moteur, de la gestion des lignes
ferroviaires, du choix des investissements économiques, de la construction d’un navire, etc.
L’optimisation de ces systémes permet de trouver une configuration idéale, d’obtenir un
gain d’effort, de temps, d’argent, d’énergie, de matiére premiére, ou encore de satisfaction.

Tres loin de constituer une liste exhaustive, ces quelques exemples attestent de la
variété des formulations et préfigure la diversité des outils mathématiques susceptibles de
résoudre ces problémes.

Plus formellement, 'optimisation est ’étude des problémes qui s’expriment de la ma-
niere suivante.

Etant donné une fonction f : R" — R, trouver un élément 7 de R” tel que f (Z) < f (z)
pour tout x € R.

On dit que l'on cherche & minimiser la fonction f sur l'ensemble R. La fonction f
porte divers noms : fonction-colit ou simplement cotit, fonction-objectif ou simplement
objectif, critére, etc.

[’optimisation linéaire étudie le cas ou la fonction objectif et les contraintes carac-
térisant I’ensemble A sont linéaires. C’est une méthode trés employée pour établir les
programmes des raffineries pétroliéres, mais aussi pour déterminer la composition la plus
rentable d'un mélange salé, sous contraintes, & partir des prix de marché du moment.

L’optimisation linéaire en nombres entiers étudie les problémes d’optimisation linéaire

dans lesquels certaines ou toutes les variables sont contraintes de prendre des valeurs



entieres. Ces problémes peuvent étre résolus par différentes méthodes : séparation et
évaluation, méthode des plans sécants.

L’optimisation quadratique étudie le cas ou la fonction objective est une forme qua-
dratique (avec contraintes linéaires)

L’optimisation non linéaire étudie le cas général dans lequel I’objectif ou les contraintes
(ou les deux) contiennent des parties non linéaires, éventuellement non-convexes.

L’optimisation stochastique étudie le cas dans lequel certaines des contraintes dé-
pendent de variables aléatoires. En optimisation robuste, les aléas sont supposés étre
situés dans des intervalles autour de positions nominales et on cherche a optimiser le
systéme soumis a de tels aléas, dans le pire des cas.

La programmation dynamique utilise la propriété qu'une solution se compose nécessai-
rement de sous-solutions optimales (attention : le contraire n’est pas vrai en général) pour
décomposer le probléme en évitant ’explosion combinatoire. Elle est utilisable lorsque la
fonction objectif est une somme de fonctions monotones croissantes dont les arguments
sont des inconnues distinctes. C’est la programmation dynamique qui permet par exemple :

— - aux avionneurs de trouver les plans de décollage optimaux de leurs engins,

- aux ingénieurs de bassin de répartir la production miniére entre leurs différents puits,

- aux producteurs d’électricité de planifier la marche des usines hydroélectriques,

- aux media planners de répartir efficacement un budget de publicité entre différents
supports.

Formellement on peut écrire ce probléeme noté (P) de la maniére suivante :

Soit f : R™ — R est une fonction contintiment différentiable et (P) le probléme de
minimisation sans contraintes suivant :

P+ { min 7).

Pour trouver (ou approcher) un point en lequel une fonction de plusieurs variables est
minimum, il est classique de remplacer le probléme initial par une suite (infinie en générale)
qui converge vers la solution du probléme de minimisation ou la fonction économique ne
dépend plus que d’une variables : c’est le principe des méthodes de descente. Autrement

dit ; de construire un algorithme itératif de la forme :
Ti1 = T + apdg, (1)

telle que «y, est appelé le pas. il est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou
recherche linéaire exacte ou inexacte. d, est la direction de descente qui faire les différents

méthodes a direction de descente.



Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problémes d’optimisation
(P), on peut citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthode est surtout utilisée

pour les problémes de grand taille dont la direction dj, est calculée par la formule récurrente

_ k=0
d=4 o , (2)
—gr + Brdi—1 sik>1

suivant :

telle que : g = Vf(z).
Les différentes valeurs attribuées a /3, définissent les différentes formes du gradient
conjugué. Si on note Yy, = grr1 — gk, ON va présenter quelques variantes suivantes :

1- Gradient conjugué variante Hestenes-Stiefel (HS)([15], 1952) :

fs _ Jhp1¥k
g dfyk

2- Gradient conjugué variante Fletcher Reeves (FR)([13], 1964) :

2
rr okl
k - P
| gr—1]]

3- Gradient conjugué variante Polak-Ribiére-Polyak (PRP)(]20-21],1969) :

PRP __ gl{yk
ET 2
gr—all

4- Gradient conjugué variante Dai-Yuan (DY) ([11],1999) :

2
DY _ H9k+1 ||
g d;;ryk

5- Gradient conjugué variante Hager-Zhang (HZ)([17],2005) :

1 Al
HZ
= Yi — 2dy, Gt 1-
¥ Al yk ( dF s, +1

Malgré que toutes ces méthodes ont été trés importantes pour la résolution du probléme

(P), leur étude s’est faite de fagon individuelle et chacune a part par Flécher, Powell,
Wolf, El Baali, Polak-Ribiére, Polyak,Y. H. Dai and Y. Yuan,... Il est alors
légitime de se poser le probléme suivant :

Peut-on regrouper toutes ces méthodes et définir d’autres nouvelles et les

mettre dans une méme famille et étudier leurs propriétés de descente et de



convergence ensemble 7

E.M.L. Beale est répondu dans ([8]) positivement & cette question. Le but principal
de ce mémoire est d’étudier de facon approfondie le travail de D. Songhai et W. Zhong
([23]).

La forme unifiée du gradient conjugué en question, est de la forme (2) et la direction

de recherche a été déterminée par :

div1 = —Gry1 + Brdi + 71 dy, (3)
ou le parameétre 3, peut étre donnée par 655, kFR ou BkDY, ..., etc..., et le parameétre v,
est donnée par :
0 E=t+1, n
= T .
Tk gl k>t 41,
dt Yt

Le mémoire est divisé en trois chapitres.

Le premier chapitre contient les notions de base utiles pour la suite. On insiste surtout
sur les notions de direction de descente, sur les conditions d’optimalité des problémes de
minimisation sans contraintes.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux recherches linéaires inexactes célébres (Armijo,
Wolf et Goldstein). On montre comment ces recherches linéaires contribuent dans la
convergence des algorithmes & directions de descente.

Le dernier chapitre est consacré a un algorithme de gradient conjugué a trois termes
pour résoudre les problémes d’optimisation sans contrainte de grand taille introduite par
D. Songhai et W. Zhong ([23]). Cette classe génére des suites {z;},.y de la fagon
suivante :

The1 = Tk + Oékdk.

Le pas a; € R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou recherche linéaire

inexacte.

Les directions dj sont calculées de fagon récurrente par les formules suivantes :

di+1 = —Gk+1 — OkSk — MYk, (5)

ou : )

T T
5= (1—min 1, D LY seoen pigenr (6)
Y. Sk Yi. Sk Yi. Sk
et
T
Yk 9k+1

Ny = 2 (7)

T
Y Sk



CHAPITRE 1

(Généralités sur 'optimisation sans

contraintes

1.1 Rappel du calcul différentiel

1.1.1 Différentiabilité et rappel du gradient et hessienne

Définition 1.1.1 Soit f : Q C R™ — R définie sur l'ouvert ). f est dite différentiable

en xo sl existe une application g : R™ — R linéaire telle que :

f(@o + 1) = f(xo) + g(h) + [[Al| e(h),

avec :

lime(h) = 0.

h—0
La fonction g est représentée (dans (R", (-,-)) euclidien) par un unique vecteur.
Dans le cas ou [ est deux fois différentiable en xq, on a le développement de Taylor-

Young d’ordre 2 suivant :
Flao + ) = fao) + (Vf (o), ) + 5 (V2F (o), ) + 4l (h).

Définition 1.1.2 Pour tout x € 2 et h € R™ on note (quand existe) la dérivée direc-

tionnelle de f en x de direction h par :

of [+ th) - f(x)

= () = tim 2L ),




1.1. RAPPEL DU CALCUL DIFFERENTIEL

g(t) = f(x +th).

Nous rappelons aussi la formule

0
a—{;(x) = (Vf(x),h) Ve e QVheR"
e Plus généralement, soit F': 2 C R™ — R™ une fonction de plusieurs variables qui a
fi(z)
x € () associe F(x) = : . On dit qu’elle est différentiable en z( si chacune des
fm(x)
fonctions composantes fi,--- , f,, 'est, et on note la matrice jacobienne de F' en x par

Jr(r) € My, (R) telle que :

VAW [ ) 2 (z)
Jr(x) = : = : ' :
Vin@) \ Yl oo 2 ()
Définition 1.1.3 On dit que f est deux fois différentiable en x lorsque le gradient est

différentiable en x. Pour tout x € Q on note (quand existe) V?f(x) € M,(R) la matrice

carrée donnée par :

Vif(x) = H(x) = : : : ,
2 2
aziafxl (.I') U %(:ﬁ)

(H(x) est une matrice symétrique s’appelle la matrice hessienne de f en z).

Exemple 1.1.1 Soit f : R" — R définie par :
f(z) = {a,z),Vx € R,

ot a est un vecteur donnée (c’est a dire une fonction linéaire). Alors on calcul facilement :
of

= ay, donc :
8xk

V() =a,

le gradient est constante, cect nous donne :

V2f(z) = H(z) = 0.

MAALEM.S-FERHI.I-Univ.Tébessa @ Master Mathématiques Appliquées



1.2. NOTIONS DE CONVEXITE

1.2 Notions de convexité

Le cas ou les données sont convexes est un cas treés important car les problémes qua-

dratiques sont a la base de nombreux des algorithmes non linéaires.

1.2.1 Ensembles convexes

Définition 1.2.1 On dit que l'ensemble C' C R"™ est convexe si et seulement si :
Y(z,y) € C* Vvt € [0,1],tx + (1 —t)y € C.

Autrement dit, C' est conveze s’il contient tout segment reliant deux quelconque de ses

points.

Exemple 1.2.1 1- Un intervalle [a,b] ou |a,b| est convere dans R.
2- R est un ensemble convexe mais R* n’est pas un ensemble convexe.

3- Une réunion disjointe d’intervalles de R n’est pas convexe.

1.2.2 Fonctions convexes

Définition 1.2.2 (Fonction convexe) On dit que la fonction f : C' C R" — RU{+o0}

est convexe si C est une ensemble convexe et si :
V(z,y) € C2Vte[0,1];  fte+(1—t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y).

Définition 1.2.3 (Domaine d’une fonction convexe) Soit f : C C R" — RU{+o0}

une fonction convexe. On appelle domaine de f ’ensemble :
dom (f) ={z e R"| f(z) < +o0}.

o Cette ensemble est convexe.

o Lorsque le domaine de f est non vide, f est dite fonction propre.

Définition 1.2.4 (Fonction strictement convexe) On dit que f : C C R" — RU

{+o0} est strictement conveze si C' est conveze et si :
V(a,y) € C avee x £y, €]0,1[; fltr+(1—t)y) <tf (@) +(1—1) f ().

Exemple 1.2.2 1- f (z) = ||x|| est strictement conveze.

MAALEM.S-FERHI.I-Univ.Tébessa Master Mathématiques Appliquées



1.2. NOTIONS DE CONVEXITE

2- Tout application affine est convexe. (c’est a dire de la forme :

ot « et x dans le domaine de définition et B € R.

e On dit qu'une matrice carré symétrique est semi définie positive si
VX #0,XTAX > 0.
A est définie positive si I'inégalité précédente est stricte.

Exemple 1.2.3 Soit A une matrice carrée d’ordre n et b € R" et soit la fonction définie

par : X
flz) = 5 (Az,z) —(b,z), .

Si A est semi définie positive alors f est convexe, sinon A est définie positive et f est

strictement convezxe.

1.2.3 Minimum (maximum) d’une fonction

e On appelle qu’une boule ouverte de R™ de centre z* et de rayon r est I’ensemble :
B(x®,r) ={z e R" | [lx —a™[| <r},
Ou ||.||désigne la norme de R.

Définition 1.2.5 (Minimum et maximum local) Soit C un ensemble non vide de R
et f une fonction de C' dans R.
On dit que z* € C réalise un mintmum local de [ sur C' si on peut trouver une

boule ouwverte B(x*,r) de R™ telle que :
Ve e B(z*,r)NC f(z") < f(x).

Définition 1.2.6 On dit que x* € C réalise un maximum local de f sur C' si on peut

trouver une boule ouverte B(z*,r) de R" telle que :

Ve € B(z*,r)NC f(z*) > f(x).

MAALEM.S-FERHI.I-Univ.Tébessa Master Mathématiques Appliquées



1.2. NOTIONS DE CONVEXITE

Définition 1.2.7 (Minimum et maximum global) On dit que 2* € C réalise un mi-

nimum global de [ sur C si :
VeeC f(z") < f(x).
On dit que x* € C réalise un maximum global de [ sur C' si :
VeeC  f(z%) = f(x).

Définition 1.2.8 (Minimum et maximum strict) Le minimum et le mazximum sont

dites strict si les inégalités dans les définitions précédentes sont (<,>).

1.2.4 Continuité des fonctions convexes

Donnons maintenant quelques propriétés (topologiques) importantes des fonctions

convexes.

Théoréme 1.2.1 Soit f : R* — R U {400} une fonction conveze, il est équivalent de
dire :

1- 11 existe un ouvert non vide O sur lequel f est majorée par une constante réelle et
ne vaut pas constamment (—oo).

2- f est propre, dom (f) est d’intérieur non vide et f est continue sur l'intérieur de

son domaine.

Lemme 1.2.1 Si au voisinage d’un point uy € R, une fonction convexe f est majorée

par une constante finie,alors f est continue en uy.

Preuve. (Du lemme) En se raméne par translation au cas ot ug = 0 et f(0) = 0. Soit V'
un voisinage de l'origine tel que f(u) < a < +o0, pour tout v € V. posons W =V N -V

et donnons nous € € ]0,1[. Si u € eW on a par convexité :

g € W donc f(u) < (1—2¢)f(0) +5f(g) < €a,

—= € W done f(u) > (1+)f(0) = =f(~=) > ca.

Finalement
VueW |f(u)] < ea.

D’ou la continuité. =

MAALEM.S-FERHI.I-Univ.Tébessa @ Master Mathématiques Appliquées



1.2. NOTIONS DE CONVEXITE

Preuve. (Du théoréme) Supposons donc "1" est vérifié ; O est donc inclus dans I'inté-
rieur du domaine de f qui est en particulier non vide. Donc f est propre. Soit u € O tel
que f(u) > —oo. D’aprés le lemme 1 f sera continue en u donc finie sur un voisinage de
u. pour tout v € int(dom(f)), il existe p > 1 tel que w = u+ p(v —u) qui est appartienne
a lintérieur de dom(f) car l'intérieur d'un convexe est un convexe. L’homothétie h de

centre w et de rapport 1 — — transforme u en v et O en un ouvert h(O) contenant v. Pour

tout v’ de h(O), on a par convexité :

A1) < ot f 7 W) + 5 S0 < Pt < )

Par conséquent :tout point v de l'intérieur de domaine de f posséde un voisinage h(O)
sur lequel f est majorée par une constante finie.

D’aprés le lemme 1 f est continue en v. =

Corollaire 1.2.1 Toute fonction convexe propre sur un espace de dimension finie est

continue sur lintérieur de son domaine.

1.2.5 Différentiabilité des fonctions convexes

Définition 1.2.9 Soit f est une fonction de R™ dans R U {+oc0}. On dit que f est

Gataux-différentiable en uw € dom(f) si la dérivée directionnelle :

P e) — ti T ) = )

t—0t+ t ’

existe dans toute direction v € R™, et si lapplication v — f (u,v) est linéaire. On note :

f (u,v) = (V f(u),v),

ou (.,.) désigne le produit scalaire de R". L’élément V f(u) de R"™ est le gradient de f en

u.

Remarque 1.2.1 Si f est différentiable au sens classique en u (on dit alors Fréchet
-différentiable), alors [ est Gateaux-différentiable en u, la réciproque est fausse, comme
le montre le contre exemple suivant :
) x six =y
x,Y) = .
Y 0 st non

La fonction f est continue en (0,0) et Gateauz-différentiable en (0,0) mais pas Fréchet

différentiable en (0,0).
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1.2. NOTIONS DE CONVEXITE

Théoréme 1.2.2 Soit f : C' C R* — R Gdteaux différentiable sur C' avec C' convexe.

f est convexe si et seulement si :
V(u,v) € Cx C: f(v) > f(u) + (Vf(u),v—u).
Preuve. Montrons I'implication :
[ est convexe = V(u,v) € C x C: f(v) > f(u) +(Vf(u),v—u).
Donc, supposons f est convexe. On a par définition :
vt €10,1],Yu,v € C? f(tv+ (1 — t)u) < tf(v) + (1 —t)f(u),

= flu+tv—u)) < f(u) +t(f(v) = f(u)),
= flu+it(v—u)) = fu) <t(f(v) = f(u)),

divisant par ¢ € |0, 1] et passant au limite quand ¢ — 0% on obtient :

flutt(v =) = f(u)

lim . < (f(v) = f(u)),
lim flu+t(v —tu)) —fu) Fu) < F(v),

ce qui donne :
(Vf(u),v—u)+ f(u) < f(v),

ce qu’il fallait démontrer. Montrons maintenant réciproquement,
V(u,v) € Cx C: f(v) > f(u)+ (Vf(u),v —u) = f est convexe.

On a alors :
V(u,v) € C'x C: f(v) > f(u) +(Vf(u),v—u),
On applique cette inégalité a (u + t(v — u), u) donc :

V(u,v) € CxC: f(u)>
V(u,v) € CxC: f(u)

flu+tlv—u)+(Vflu+tv—u)),u—u—tv—u)),
flu+t(v—u)) —t(Vflu+tlv—u)),(v—u). (1)

v

On applique aussi cette inégalité a ((u + t(v — u)),v) donc :

V(u,v) e C x C: f(v) > flu+tv—u)) +(Vf(u+tlv—u)),(v—u) —tlv—u)),
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V(u,v) eCxC: flv) > flut+tlv—u)+ (1 —-t)(Vfilu+tlv—u)),v—u)y. (2)

Multipliant (1) fois (1 — ¢) et (2) fois (¢) et on fait 'addition (1)+(2) :
V(u,v) € Cx C:tf(v)+ (1 —=t)f(u) > (t+1—1t)f(u+t(v—u)),

Ce qui vérifié que f est convexe. D’otll la démonstration du théoréme. =

Théoréme 1.2.3 Soit f : C' C R* — R est gateauz différentiable sur C' avec C' est

convexe. f est convexe si et seulement si V f est un opérateur monotone, c’est-a-dire :

f est convere <= Y(u,v) € C' x C : (Vf(u) — Vf(v),u—v) >0.

1.3 Optimisation sans contraintes

Soit le probléme :

(P) = {min /(o).

TER™?

ou f est une fonction de R" vers R U {+oc} .
Avons d’étudier les propriétés de la solution (ou les solutions) de (P), il faut s’assurer

de leur existence et donner des résultats d’unicité.

Définition 1.3.1 (Coércivité) On dit que f : R" — R est coercive si :

lim f(z) = +oo,
[|[| =00

tel que ||.|| désigne la norme euclidienne de R™.

loll = \fo2 +ad ..oz = (D)} tgz = (21, ,x,)" ER".
=1

Exemple 1.3.1 1- la fonction f(x) = ||x|| est coécrive.

2- les fonctions affines définie par :

f(z) = {a,x) + B,

telle que oo € R™ et € R ne sont pas coércives.

1.3.1 Reésultats d’existence et d’unicité

Commengons par donner un résultat d’existence.
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1.3. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

Théoréme 1.3.1 Soit f : R" — RU{+o0} une fonction propre, continue et coércive

alors le probléme (P) admet au moins une solution.

Preuve. Soit d = inf(P) alors d < 400 car f est propre. Soit (z,)p,en € R" une suite

minimisant c’est a dire telle que :

lim f(z,) =d.

p—too
Montrons que (z,) est bornée, si ce n’était pas le cas on pourrait extraire de cette suite
une sous suite (encore noté (z,)) telle que :

lim |z,| = +oc.
p—+o0

Par coércivité de f on aurait :

lim f(x,) = +oo.
p—+oo
Ce qui contredit le fait que
lim f(z,) =d < +o0.

p—>+oo
Comme (,) est bornée, on peut alors en extraire une sous suite ( encore notée (x,) ) qui

converge vers T € R". Par continuité de f, on a alors :

d= lim f(z,) = f(7).

p—+o0

En particulier d > —o0 et T est une solution du probléme (P). m

Théoréme 1.3.2 Sous les hypothéses du théoréme précédente, si f est strictement convexe,

alors le probléme (P) admet une solution unique.

Preuve. Supposons que f admette au moins un minimum m et soient x; # 5 (dans R™)

réalisant ce minimum :
f(z1) = f(a2) = m.

Par stricte convexité de la fonction f on a alors :

X1+ T2 1

f(=5=) < 5 (@) + f(z2)) = m.

Ceci contredit le fait que m est le minimum. Donc z; = z,. =
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Théoréme 1.3.3 Soit f : R® — R de classe Ct, on suppose qu’il existe o > 0 tel que :
V(z,y) e R" xR" (Vf(z) = V[(y),x—y) > alz -yl (%)

alors f est strictement convexe et coércive.

Par conséquent, f admet un minimum unique x* sur R"™ caractériser par :
Vi) =0.

Définition 1.3.2 (Fonction elliptique) On dit que f : R" — R est elliptique si la

condition (x) est vérifiée. v est appelé la constante d’ellipticité.

Proposition. 1.3.1 Une fonction f deux fois différentiable est elliptique si et seulemen
St :
n n 2 2
V(z,y) eR" xR"  (D*f(x)y,y) > oyl

1.3.2 Conditions d’optimalités

Les conditions nous allons donner sont des conditions différentielles qui porte sur la
dérivée de la fonction & minimiser. On va donc restreindre au cas des fonctions gateaux-
différentiable.

Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Théoréme 1.3.4 Soit f une fonction telle que f : R™ — R gateau-différentiable sur R™.

Si x* réalise un minimum (global ou local) de f sur R", alors :
Vf(z*)=0. (%)

Définition 1.3.3 Un point z* € R"™ qui vérifie (x) est appelé point critique ou station-

naire. La relation (xx) est aussi appelé Equation d’Euler.

Remarque 1.3.1 Le théoréme précédente n’a pas de sens si la fonction f n’est pas diffé-

rentiable par exemple :

f(z) =|z|,Vz € R.

Donc le résultat du théoréme est une condition nécessaire qui n’est pas en générale suffi-

sante.

MAALEM.S-FERHI.I-Univ.Tébessa Master Mathématiques Appliquées



1.4. PROBLEMES D’OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

Condition nécéssaire et suffisante d’optimalité du premier ordre

Théoréme 1.3.5 Soit f : R" — R gdteau-différentiable et convexe sur R™. Un point x*

réalise un minimum global de f sur R" ssi :
Vf(®)=0.
Preuve. Comme f est convexe on a :
Vo, z* € R, f(z) > f(a*) + (Vf(z"),x — "),
et comme
V(") =0,

alors : Vo, z* € R™, f(z) > f(2*) = x*est réalise le minimum global. =

Condition nécessaire d’optimalité du second ordre

Théoréme 1.3.6 On suppose que x* est un minimum (local) de f et que f est deux fois
dérivables sur R™ alors :

1- Vf(z*) = 0.

2-Vr e R" (D*f(x*)x,x) > 0.
Remarque 1.3.2 La deuxiéme assertion (2) est équivalente o dire que la matrice hés-

sienne de f en x* est semi définie positive et aussi symétrique.

Condition nécessaire et suffisante d’optimalité du second ordre

Théoréme 1.3.7 Soit f : R" — R deux fois dérivables sur R" vérifiant :
1- Vf(z*) = 0.
2- Ja > 0 telle que : Yo € R* (D2f(a)x, x) > o||z|*.

Alors la fonction f admet un minimum local strict en x*.

Remarque 1.3.3 La condition (2) revient a dire que D?f(z*) est définie positive.

1.4 Problémes d’optimisation sans contraintes

Soit f : R™ — R est une fonction continiiment différentiable et (P) le probléme de

minimisation sans contraintes suivant :

P+ { min 7o)

TER™
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1.4. PROBLEMES D’OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

1.4.1 Aspect générale des algorithmes

Pour trouver (ou approcher) un point en lequel une fonction de plusieurs variables
est minimum, il est classique de remplacer le probléme initial (7P) par une suite (7)o
(infinie en générale) qui converge vers la solution du probléme de minimisation ou la
fonction économique ne dépend plus que d’une variables : c’est le principe des méthodes

de descente. Autrement dit ; de construire un algorithme itératif de la forme :
Thy1 = Tk + Qpdy,

telle que a4 est appelé le pas. il est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou
recherche linéaire exacte ou inexacte. dy est la direction de descente qui faire les différents

méthodes a direction de descente.

1.4.2 Notion de convergence globale

Un algorithme qui définie par une application multivoque A : R — R™ permettant la

génération d’une suite d’élément de R™ par la formule suivante :

o donnée kK =0
Thy1 = A(fL‘k), k=k +1

Donc, écrire un algorithme n’est ni plus ni moins que se donner une suite (), de
R™. Etudier la convergence de 1’algorithme c’est simplement étudier la convergence de la
suite (2x) ey -

e On dit qu’'un algorithme est globalement convergent si, pour quelque soit le point
de départ w choisi, la suite (z1),.y générée par cet algorithme converge vers un point

satisfont une condition nécessaire d’optimalité.

1.4.3 Vitesse de convergence

Nous nous intéressant maintenant & 1’évaluation de son efficacité d’un point de vue
pratique, lefficacité d’un algorithme dépend du nombre d’itérations nécessaires pour ob-
tenir une approximation a ¢ prés (e fixé a l'avance) de l'optimum Z. Si 'on compare
entre eux plusieurs algorithmes, et si I'on admet que le temps de calcul par itération est
sensiblement le méme pour tous, le meilleur est celui qui nécessitera le plus petit nombre
d’itérations. Malheureusement, il se révéle impossible de dégager des conclusions générales
de ce genre de comparaison. Suivant le point de départ choisi, la nature de la fonction a

optimiser, la valeur de la tolérance choisie, la hiérarchie des algorithmes peut varier consi-
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1.4. PROBLEMES D’OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

dérablement. Si ’on veut dégager un critére ayant une certaine valeur d’absolu, il faut par
conséquent recourir a un autre type d’analyse, c’est 'objet de I’étude de la convergence
asymptotique c’est-a-dire du comportement de la suite {z}} au voisinage du point limite
2. Ceci conduit a attribuer & chaque algorithme un indice d’efficacité appelé sa vitesse
de convergence.

Nous introduisons maintenant les différents types de convergence. Plagons nous dans

R”, ou ||.|| désigne la norme euclidienne et considérons une suite {z} convergeant vers Z.
2541 ]
lzx — .||
et A est le taux de convergence associé.
g Jma ]

g — .|

e Si lim sup = A < 1 quand £ — o0. On dit que la convergence est linéaire

— 0 quand £ — oo, on dit que la convergence est super-linéaire.

261 — 2.

e Plus précisément si dp > 1 tel que lim sup “ P < 400, on dit que la conver-
k—s 00 T — Tk
gence est super-linéaire d’ordre p.

||$k+1 — ¥

e En particulier si lim sup It H2 < 400, on dit que la convergence est quadra-
k—oco ||TF — ¥

tique (super-linéaire d’ordre 2).
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CHAPITRE 2

Méthodes & direction de descente et

recherche linéaire

2.1 Méthodes a direction de descente

Le schéma général d’une méthode & direction de descente est le suivant :

{ ro € R™ donnée

)
Tpt1 = Tg + agdy,

ou oy, € R7 le pas et dj la direction de descente sont choisis de telle sorte que :

Le pas et la direction peuvent étre fixées ou changés a chaque itération.

2.1.1 Direction de descente

Soit f : R™ — R une fonction contintiment différentiable et soit z un vecteur de R™.
Idée :

o On démarre d’un point z.

o On génére une suite des vecteurs z1, s, - - - tel que la valeur de la fonction & minimiser

décroit a chaque itération :

flzrar) < flzg) k=1,2,---

18



2.1. METHODES A DIRECTION DE DESCENTE

Théoréme 2.1.1 Soit f une fonction a minimiser, on note xy. le point courant et V f(xy)
le gradient de f en xy. d;, € R™ est une direction de descente au point x; si et seulement
St :

30 >0 tel que f(xp + apdy) < f(zx) : Yoy, € 10, 9].

Définition 2.1.1 On dit que d; est une direction de descente de f en x), € R™ si :

e oy, fait avec (—V f(z)) un ongle 6 strictement plus petit que 90°.

—VT f(x).dp [ z[.
V7" f ()| [l '2

f = arccos

2.1.2 Algorithme de la méthode a direction de descente

’Algorithme de la méthode a direction de descente‘

» Etape 1 : (Initialisation) : xy € R” donnée (k = 0).

» Etape 2 : calcul d’'une direction de descente dj.

» Etape 3 : on détermine une pas oy > 0 le long du d; par une recherche linéaire.

» Etape 4 : nouvelle itérée : x4 1 = z; + agdg. (k =k + 1 Itération k).

» Etape 5 : (Critére d’arrét) : si ||x;41 — 2x]| < ¢ stop, sinon, on pose k = k+1 et
on retourne a ’étape 2 tel que € > 0 assez petit donnée qui présente la précision désirée.

2.1.3 Exemples des directions de descente :

Si on pose :
Vf(xk) = gk

1- Au méthode du Gradient la direction dj. est définie par :
dk = —(k. avec (gi 7£ 0.
En effet ; vérifions la condition (d) :

gt (=g) = — |laul” < 0.

2- Au méthode de Gradient conjugué la direction dj, est définie par :

—qo sik=0
d, = ) .
—gk + Brdp—1 sik>1
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3- Au méthode de Newton la direction dj, est définie par :

dp = — [H(x3,)] " .gx ot H est la matrice héssienne de f.

2.2 Recherches linéaires (Optimisation unidimension-

nelle)

Considérons le probléme d’optimisation sans contraintes (P) :

ou f:R" — R.

Les algorithmes qu’on étudie par la suite suivent les schémas généraux suivants. L’al-
gorithme démarre d’un point xq € R"™. A l'itération k supposons qu’on ait le point zy, le
point xp,; successeur de xj sera construit de la facon suivante, on choisit une direction

dy, (de descente en général) et déterminons z;,; comme suit :
Tpy1 = Tk + apdy,

ol «y, est solution optimale du probléme d’optimisation unidimensionnel suivant :

{ff,fgé f(z + agdy) .
C’est a dire que «y, vérifie :
[ (zp + ardy) < f (2 + ady) , Vo > 0,

ol T, et d; sont fixes et la fonction & minimiser est une fonction d’une variable réelle
définie comme suit :
a— hg (@) = f () + ady) .

Il faut noter que dans les problémes d’optimisation sans contraintes on a besoin de résoudre

a chaque Itération zj, un probléme d’optimisation dans R.

2.2.1 Objectifs a atteindre

Une recherche linéaire veut dire déterminer un pas oy le long d’une direction de des-

cente di. Il s’agit de réaliser deux objectifs :
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> Le premier objectif
Consiste a faire décroitre f suffisamment, Cela se traduit le plus souvent par réalisation

d’une inégalité de la forme :
ok + apdy) < f(zg) + "un terme négatif". (xx)

Le terme négatif joue un role-clé dans la convergence de 'algorithme utilisant cette
recherche linéaire, et devra prendre une forme bien particuliére si on veut pouvoir en tirer

de l'information. En particulier, il ne suffit pas d’imposer :

> Le second objectif

consiste d’empécher le pas a > 0 d’étre trop petit, trop proche de zéro.

Le premier objectif n’est en effet pas suffisant car I'inégalité (xx*) est en général satis-
faite par des pas a; > 0 arbitrairement petit.

Il existe deux grandes classes de méthodes qui s’intéressent a’ I'optimisation unidi-
mensionnelle :

o les recherches linéaires exactes.

o les recherches linéaires inexactes.

2.2.2 Recherches linéaires exactes
Comme on cherche a minimiser f, il semble naturel de chercher & minimiser le critére

le long de di et donc de déterminer le pas aj comme solution du probléme :

IOI}ZIEI hi (o) = glzlgl far + ady).

C’est ce que l'on appelle la regle de Cauchy et le pas déterminé par cette regle est
appelé pas de Cauchy ou pas optimal. Dans certains cas, on préférera le plus petit point

stationnaire de hy qui fait décroitre par cette fonction :
ap =1inf{a > 0: hy (o) < hy (0)}.

On parle alors de régle de Curry et le pas déterminé par cette régle est appelé pas de
Curry. De maniére un peu imprécise, ces deux régles sont parfois qualifiées de recherche

linéaire exacte.

Remarque 2.2.1 Iis ne sont utilisés que dans des cas particuliers, par exemple lorsque
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f est quadratique, la solution de la recherche linéaire s’obtient de facon exacte et dans un

nombre fini d’itérations.

Les inconvénients des recherches linéaires exactes

Pour une fonction non linéaire arbitraire,

¢ il ne peut pas exister de pas de Cauchy ou de Curry,

¢ la détermination de ces pas demande en général beaucoup de temps de calcul et ne
peut de toutes fagons pas étre faite avec une précision infinie,

¢ Lefficacité supplémentaire éventuellement apportée a un algorithme par une re-
cherche linéaire exacte ne permet pas, en général, de compenser le temps perdu a déter-
miner un tel pas.

4 les résultats de convergence autorisent d’autres types de régles (recherche linéaire

inexacte), moins gourmandes en temps de calcul.

Intervalle de sécurité

Dans la plupart des algorithmes d’optimisation modernes, on ne fait jamais de re-
cherche linéaire exacte, car trouver oy signifie qu’il va falloir calculer un grand nombre
de fois la fonction h; et cela peut étre dissuasif du point de vue du temps de calcul. En
pratique, on recherche plutot une valeur de & qui assure une décroissance suffisante de f.

Cela conduit a la notion d’intervalle de sécurité.

Définition 2.2.1 On dit que [, o] est un intervalle de sécurité s’il permet de classer
les valeurs de a la fagon suivante :

¢ Sia < a, alors a est considéré trop petit.

¢ Sia, <a< o alors o est satisfaisant.

¢ Sia > aq alors a est considéré trop grand.

Le probléme est de traduire de facon numérique sur h;, les trois conditions précédentes,
ainsi que de trouver un algorithme permettant de déterminer o, et ay. L’idée est de
partir d’un intervalle suffisamment grand pour contenir [ay, a4], et d’appliquer une bonne

stratégie pour itérativement réduire cet intervalle.

Réduction de ’intervalle

On suppose maintenant que ’on dispose d’un intervalle oy, a4] mais que 'on n’a pas

encore de « satisfaisant.
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Une maniére simple de procéder par exemple par dichotomie, en choisissant :

Qg+ Qg
a=——
2
puis en conservant soit [a,, @] ou [«, o) suivant que « est trop grand ou trop petit.
le probléeme est que cette stratégie ne réduit pas assez rapidement 'intervalle. Cependant
elle n’utilise aucune informations sur h;. On préfére en général procéder en construisant
une approximation polynomiale p(a) de hy et en choisissant « réalisant le minimum (s’il

existe) de p(a) sur [ay, ag).

Algorithme (Algorithme de base)

» Etape 0 : (Initialisation) : o, = ay = 0, choisir a; > 0; poser k = 1 et aller &
I’étape 1;
» Etape 1:
- Si oy, convient, poser & = «y, et on s’arréte.
- Si ay est trop petit on prend o 41 = ak, g ri1 = ag, et on va a I'étape 2.
- Si ay, est trop grand on prend ag 1 = o, Qg1 = 0y, €t on va a I'étape 2.
» Etape 2 :
- Si g1 = 0 déterminer a1 €|ag g1, +00].
- Si g g1 # 0 déterminer a1 €]ag g1, Qagt1ls
Remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1.
Il faut maintenant préciser quelles sont les relations sur h;, qui va nous permettre de
caractériser les valeurs de a convenables, ainsi que les techniques utilisées pour réduire

Pintervalle.

2.2.3 Recherches linéaires inexactes
Schéma des recherches linéaires inexactes

Elles reviennent & déterminer, par tdtonnement un intervalle [ay, aq] 01l & € [y, vl

dans lequel :
h (Oék> < hy (0) (f (ZEk + Oékdk) <f (l’k)) .

Le schéma de 'algorithme est donc :

Algorithme (Schéma des recherches linéaires inexactes)

» Etape 0 : (Initialisation) : a,; = ag1 = 0, choisir ag > 0; poser k = 1 et aller

a I'étape 1.
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» Etape 1:
- Si ay, est satisfaisant (suivant un certain critére) : STOP (& = ay).
- Si ay est trop petit (suivant un certain critére) : nouvel intervalle :
(g ki1 = g, Qa1 = aq) et aller a étape 2.
- Si oy est trop grand (suivant un certain critére) : nouvel intervalle :
(g1 = Qg, g1 = o) et aller a I'étape 2.
» Etape 2 :
- St g1 = 0 déterminer a4y €|ag fr1, +00[.
- St ag 1 # 0 déterminer agy1 €] ki1, Ca g1
Remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1.
I1 nous reste donc a décider selon quel(s) critére(s) a est trop petit ou trop grand ou

satisfaisant.

La régle d’Armijo

La regle d’Armijo (1966) impose une contrainte sur le choix de «y suffisante pour
minimiser localement h;. Une condition naturelle est de demander que f décroisse autant

qu'une p € |0, 1] parfois appelée condition d’Armijo ou condition de décroissance linéaire :
f (Ik + Oékdk) <f (l’k) + ,OOévaf (Ik) dy.

Autrement dit :
h, () < Py (0) + phy, (0) .
Elle est de la forme (f (zx + axrdy) < f (z1)), car p devra étre choisi dans |0, 1[. La
fonction prenne une valeur plus petite que celle prise par la fonction affine :

o — f(z1) + par V7T f (z1) dy. (%)

Test d’Armijo

¢ Si by () < by (0) + phy, (0) @, alors « convient.
¢ Si hy () > hg (0) + phj, (0) «, alors « est trop grand.

Algorithme (Reégle d’Armijo)

» Etape 0 : (Initialisation) : o1 = a41 = 0, choisir a; > 0, p €]0, 1] poser k =1
et aller a ’étape 1.
» Etape 1:
- Si hy, (o) < hi (0) + phy, (0) . = STOP (& = ay)
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- St hy (k) > hy (0) + phy, (0) oy, , alors a1 = g, gpr1 = o et aller a I'étape

» Etape 2 :
- Si g, k+1 = 0 déterminer ayyq €]ag 1, +00].
- Si g g1 # 0 déterminer a1 €]ag ki1, Ca 1],

Remplacer k par k£ + 1 et aller a ’étape 1.

Remarque 2.2.2 ¢ En pratique, la constante p est prise trés petite, de maniére a satis-
faire () le plus facilement possible. Typiquement, p = 10~%. Notons que cette constante
ne doit pas étre adaptée aux données du probléeme et donc que ’on ne se trouve pas devant
un choix de valeur délicat.

¢ Dans certains algorithmes, il est important de prendre p < % pour que le pas oy, Soit
accepté lorsque xy, est proche d’une solution.

& L’inégalité (%) est toujours vérifiée si ap, > 0 est suffisamment petit.

¢ On a vu qu’il était dangereux d’accepter des pas trop petits, cela pouvait conduire a
une fausse convergence. Il faut donc un mécanisme supplémentaire qui empéche le pas
d’étre trop petit. On utilise souvent la technique de rebroussement due a Armijo en
1966 ou celle de Goldstein.

La régle de Goldstein et Price

Dans la régle d’Armijo on assure la décroissance de la fonction objectif & chaque pas,
mais ce n’est pas suffisant. Les conditions de Goldstein et Price (1969) suivantes sont,
comme on va le prouver, suffisantes pour assurer la convergence sous certaines conditions
et indépendamment de 'algorithme qui calcule le parameétre .Dans celle-ci, en ajoutant

une deuxiéme inégalité a la reégle d’Armijo on obtient la régle de Goldstein :
[ (@) + po VT f (w) di > f (zn + ondi) > f (zi) + oV f (@) di;

Autrement dit : hy (0) + phy, (0) @ > hy () > hy, (0) 4+ ohy, (0) @

ou p et o sont deux constantes vérifiant 0 < p < o < 1, cette inégalité qui empéche le

pas d’étre trop petit.

Test de Goldstein et Price

¢ Si by () < by (0) + oh) (0) a, alors « est trop petit.
¢ Si hy () > hy (0) + ph, (0) o, alors « est trop grand.
¢ Si hy (0) + phy (0) e > hy () > hy (0) + ohj, (0) o, alors v convient.
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Algorithme (Reégle de Goldstein et Price)

» Etape 0 : (Initialisation) : o, 1 = g1 = 0, choisir a3 >0, p€]0,1[ et o € |p, 1],
poser k =1 et aller a ’étape 1.
» Etape 1:
- Si hy (0) + phy, (0) v > hy (ag) > hi (0) + oh), (0) . : STOP (& = ag,).

- Si hy, (ou) > i, (0) + phi, (0) cu, alors g1 = g, g k1 = Qg i, €t aller a I'étape
- Si hy (o) < hy (0) + by, (0) g, alors g1 = Qap, Qg1 = oy 5 et aller & étape

» Etape 2 :
- Si g g1 = 0 déterminer ayyq €]ag 1, +00].

- St a1 # 0 déterminer agyq €]y fr1, Qg |-

Théoréme 2.2.1 Soit hy : R, — R définie par hy (o) = f (xx + ady) est continue
et bornée inférieurement. Si dy, est une direction de descente en xy et si p € |0,1] et

o € |p, 1], alors l’ensemble des pas vérifiant la régle de Goldstein et Price est non vide.

La régle de Wolfe

Les conditions de la régle de Goldstein et Price peuvent exclure un minimum ce qui
est peut étre un inconvénient (par exemple sur la fonction f(z) = z?). La régle de Wolfe
(1969) fait appel au calcul de R}, (ay), elle est donc en théorie plus cotiteuse que la régle
de Goldstein. Cependant dans de nombreuses applications, le calcul du gradient V f(zy,)
représente un faible cotit additionnel en comparaison du cotit d’évaluation de f(xy), c’est
pourquoi cette régle est tres utilisée.

La régle de Wolfe a pour but de déterminer un pas «y vérifiant les deux conditions

suivantes :

1- La fonction f doit décroitre de maniére significative :
f(xk + akdk) < f(l’k) + ,OOzvaf(iL‘k)dk. (Wl)
2- Le pas aj doit étre suffisamment grand :

VT f(ag + candy)dy, > oV f (1) dy. (W.2)
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Autrement dit :

>

B

&
AN

hi. (0) + phy, (0) @
ohy, (0),

=
2
v

avec 0 < p < o < 1.(typiquement p = 0,1 et 0 = 0,9).

Test de Wolfe

¢ Si hy () < by (0) + phy, (0) v et B (o) > oh), (0) alors « convient.
¢ Si by (@) > hy (0) + ph, (0) o, alors « est trop grand.
¢ Si b (a) < ohy, (0), alors a est trop petit.

Algorithme (Régle de Wolfe)

» Etape 0 : (Initialisation) : o1 = a1 = 0, choisir oy > 0,p €]0,1[ et 0 € |p, 1],
poser k =1 et aller a ’étape 1.
» Etape 1 :
- Si hy (ag) < hy (0) + phl, (0) ag et h), (ag) > oh) (0) : STOP (& = a).

- Si hy, (ou) > i, (0) + phi, (0) oy, alors g g1 = g, g k1 = Qg i, €t aller & I'étape

- Si by, (o) < ohy, (0), alors agp+1 = Qak, g pt1 = Qi ; et aller a I'étape 2.
» Etape 2 :
- Si ag+1 = 0 déterminer a1 €] g1, +00[.

- Si a1 # 0 déterminer a1 €]y pr1, Va gt

La régle de Wolfe forte

Pour certains algorithmes (par exemple le gradient conjugué non linéaire), il est par-
fois nécessaire d’avoir une condition plus restrictive que (W.2). Pour cela on obtient des

contraintes plus fortes si on le remplace par :
V" f(azr + ady)dp| < =0V f (2) dp. (W.3)
Les (W.1) et (W.3) sont les conditions de Wolfe fortes (1971). Autrement dit :
hi (o) < hy (0) + phy, (0) (Wf.1)

(h;(a)‘ < —oVTf (2)dy, (WE.2)

avec 0 < p<o <1
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Remarque 2.2.3 On voit bien que les conditions de Wolfe forte impliquent les condi-
tions de Wolfe faible. En effet,

‘VTf<$k + Oédk)dk’ —O'VTf (33) dy, =
oVTf(x)dy < VVf(rp+ady)dy < -0V f(2)d, =
oVTf(x)dy < VT f(+ ady)dy.

IN

N

2.3 Convergence des méthodes a direction de des-

cente

2.3.1 Condition de Zoutendijk

On va étudier la contribution de la recherche linéaire inexacte & la convergence des
algorithmes & directions de descente. Ce n’est qu’une contribution, parce que la recherche
linéaire ne peut a elle seule assurer la convergence des itérés. On comprend bien que le
choix de la direction de descente joue aussi un role. Cela se traduit par une condition,
dite de Zoutendijk, dont on peut tirer quelques informations qualitatives intéressantes.
On dit qu’une regle de recherche linéaire satisfait la condition de Zoutendijk s’il existe

une constante C' > 0 telle que pour tout indice k£ > 1 on ait :

f(@rsr) < flxr) = CUIV f ()| cos® O, (Z.1)
ou 0y est Pangle que fait dj, avec —V f(xy), défini par :

—V" fai)di .
V7 (i) || 1]

cos by, =

Proposition. 2.3.1 Si la suite {xy} générée par un algorithme d’optimisation vérifie la

condition de Zoutendigk (Z.1) et si la suite {f(xy)} est minorée, alors :

Z IV f(z1)||” cos? 0 < 0. (2.2)

k>1

Preuve. En sommant les inégalités (Z.1), on a :

k
S IV eos; < = () = Flanan)),
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Comme { f(zx)} est minorée, donc il existe un C” telle que :
—f(z41) < =C".

Alors :

(ZHW )% cos® 6; <é(f( D) =" <oo> (Zuw )12 cos? 0, <oo>.

k>1

Les deux propositions suivantes précisent les circonstances dans les quelles la condition

de Zoutendijk (Z.1) est vérifie avec les régles d’Armijo et de Wolfe.

Proposition. 2.3.2 Soit f : R" — R une fonction contiiment différentiable dans un

voisinage de I' donnée par :

[={zeR": f(z) < f(z1)}.

On considére un algorithme a directions de descente dy,, qui génére une suite {x;} en
utilisant la recherche linéaire d’Armijo avec oy > 0. Alors il existe une constante C' > 0

telle que, pour tout k > 1, l'une des conditions :

f(@rs) < flaw) — OV f(an)dr, (Z'1)
ou :

(i) < fla) = OV f(zp)|]* cos® by, (Z'.2)

est vérifiée.

Proposition. 2.3.3 Soit f : R" — R une fonction continument différentiable dans un
voisinage de I'. On considére un algorithme o directions de descente dy, qui génére une
suite {xy} en utilisant la recherche linéaire de Wolfe. Alors il existe une constante C' > 0

telle que, pour tout k > 1, la condition de Zoutendigk (Z.1) est vérifiée.
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CHAPITRE 3

Gradient conjugué a trois termes pour la
résolution des problémes d’optimisation sans

contraintes

Ce chapitre introduit une classe importante d’algorithmes de résolution des problémes
d’optimisation sans contraintes.

Le concept central est celui de direction de descente. On le retrouvera dans des
contextes variés, également pour résoudre des problémes avec contraintes. Tous les al-
gorithmes d’optimisation n’entrent pas dans ce cadre. Une autre classe importante de
méthodes se fonde sur la notion de région de confiance.

On commencera notre chapitre par une synthése sur les différentes méthodes d’optimi-
sation sans contraintes, et on termine par ce chapitre & un algorithme de gradient conjugué

a trois terme pour résoudre les problémes d’optimisation sans contrainte de grand taille.

3.1 Meéthodes numériques utilisées pour résoudre les

problémes d’optimisation sans contraintes

Les méthodes numériques utilisées pour résoudre les problémes d’optimisation sans
contraintes sont itératives. On part d’'un point initial xq et a la k-ieme itération, si on
a Ty, le successeur xyy; est obtenu en utilisant les informations utilisées a itération k.
Il est souhaitable que la suite x; , ainsi construite converge vers la solution optimale

du probléme. On classe les méthodes d’optimisation sans contraintes en deux classes

30



3.1. METHODES NUMERIQUES UTILISEES POUR RESOUDRE LES
PROBLEMES D’OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

essentielles : les méthodes a recherches linéaires et les méthodes a régions de confiance.

3.1.1 Méthode du gradient (Méthode de la plus forte pente)

La méthode (ou algorithme) du Gradient fait partie d’une classe plus grande des
méthodes numériques appelées méthodes de descente. Expliquons rapidement 1'idée
directrice de ces méthodes.

On veut minimiser une fonction J. Pour cela on se donne un point de départ arbitraire
x,. Pour construire l'itéré suivant x; il faut penser qu’on veut se rapprocher du minimum
de J; on veut donc que J(z1) < J(z,). On cherche alors x; sous la forme z; = x, + p;d;
ou d; est un vecteur non nul de R" et pl un réel strictement positif. En pratique donc, on
cherche d; et p; pour que J(z,+p;d1) < J(x,). On ne peut pas toujours trouver d;. Quand
dy existe on dit que c’est une direction de descente et pl est le pas de descente. La
direction et le pas de descente peuvent étre fixes ou changer & chaque itération. Le schéma

général d’une méthode de descente est le suivant :

o € R™ donné.
Tpi1 = T + ppdy, di, € R* — {0}, p, € R™

ou p,, et dj sont choisis de telle sorte que J(xy + ppdi) < J(zy).
Une idée naturelle pour trouver une direction de descente est de faire un développement

de Taylor (formule) & 'ordre 2 de la fonction J entre deux itérés xy, et w1 = xp + pdy
J(zr + ppdi) = J(zr) + pp(VI (k). di) + o(prdi).

Comme on veut J(xp + ppdi) < J(xx), on peut choisir en premiére approximation
dr = —VJ(xy). La méthode ainsi obtenue s’appelle ’algorithme du Gradient. Le pas p,

est choisi constant ou variable.

Algorithme du Gradient

1. Initialisation

kE =0 : choix de z( et de p, > 0.
2. Itération k

Tpy1 = T — pp VI (Tk)-
3. Critére d’arrét

- Si || zpy1 — x| < e, STOP.

- Sinon, on pose k = k + 1 et on retourne a 2.
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La méthode du gradient est I'une des plus simples et plus célebres méthodes d’opti-
misation sans contraintes. Pour beaucoup de problémes, la méthode du gradient travaille
de fagon performante dans les premiéres itérations, mais lorsqu’on s’approche d’un point
stationnaire la méthode devient trés lente. Ce phénomeéne est appelé phénomeéne du zig-

2aguing.

3.1.2 Meéthode du gradient conjugué

Les méthodes du gradient conjugué sont utilisées pour résoudre les problémes d’opti-
misation non linéaires sans contraintes spécialement les problémes de grandes tailles. On

I'utilise aussi pour résoudre les grands systémes linéaires.

Elles reposent sur le concept des directions conjuguées parce que les gradients successifs

sont orthogonaux entre eux et aux directions précédentes.

L’idée initiale était de trouver une suite de directions de descente permettant de ré-

soudre le probléme :

P+ { i 1(0)

TeR™

ou f est réguliére (contintiment différentiable).

Le principe général d’une méthode a directions conjuguées

Donnons la définition de "conjugaison" :

Définition 3.1.1 Soit A une matrice symétrique n X n, définie positive. On dit que deux

vecteurs x et y de R™ sont A—conjugués (ou conjugués par rapport a A) s’ils vérifient :

w7 Ay = 0.

Description de la méthode

Soit {dy,dy, ...,d,} une famille de vecteurs A-conjugués. On appelle alors méthode de
directions conjuguées toute méthode itérative appliquée o une fonction quadratique stric-

tement convexe de n variables :

1
q(z) = ExTA:B +bvlz+c.
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Avec x € R" et A € M, «, est symétrique et définie positive, b € R" et ¢ € R, conduisant

a 'optimum en n étapes au plus. Cette méthode est de la forme suivante :

{ o donné.

Thy1 = Tk + Oékdk,

ol «y, est optimal et dy,ds, .., d, possédant la propriété d’étre mutuellement conjuguées
par rapport a la fonction quadratique.
Si on note g, = Vq (21,), la méthode se construit comme suit :

Calcul de oy

Comme «j, minimise ¢ dans la direction dj, on a :

Vk 54 (o) = di V(1) =0,

diVq(zri1) = df (Azpq +b) = 0.

Soit
di Azy, + apdy) + dib =0,
d’ot 'on tire
—dz (Axk + b)
(8% =
g dT Ady,

Comment construire les directions A-conjuguées ?

Des directions A-conjuguées dy, ..., d; peuvent étre générées a partir d’'un ensemble
de vecteurs linéairement indépendants &, ...., €, en utilisant la procédure dite de Gram-
Schmidt, de telle sorte que pour tout ¢ entre 0 et k, le sous-espace généré par dy, ..., d;
soit égale au sous-espace généré par &, ...., ;.

Alors d; ;1 est construite comme suit :

dis1 = &1 + Z Plit 1ymm-
m=0

Nous pouvons noter que si d; 1 est construite d’'une telle maniére, elle est effectivement
linéairement indépendante avec dy, ..., d;.

En effet, le sous-espace généré par les directions dy, ..., d; est le méme que le sous-espace
généré par les directions g, ....,§;, et §;,; est linéairement indépendant de &, ....,&;.

€41 ne fait donc pas partie du sous-espace généré par les combinaisons linéaires de la
i

forme Z P(i+1)m@m, de sorte que d;;1 n’en fait pas partie non plus et est donc linéairement

m=0
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indépendante des d, ..., d;.
Les coefficients ¢(; 1), eux sont choisis de maniére a assurer la A-conjugaison des
dOv ) d’H—l-

Méthode de gradient conjugué dans le cas quadratique

La méthode du gradient conjugué quadratique est obtenue en appliquant la pro-
cédure de Gram-Schmidt aux gradients Vq(xzo), ..., Vq(z,-1), c’est-a-dire en posant
§o = —Vq(z0), ... &1 = —Va(@n1).

En outre, nous avons :
Vq(r) = Az + b, et V?q(z) = A.

Notons que la méthode se termine si Vg(zy,) = 0.

La particularité intéressante de la méthode du gradient conjugué est que le membre
de droite de 1’équation donnant la valeur de d;,; dans la procédure de Gram-Schmidt
peut étre grandement simplifié.

Notons que la méthode du gradient conjugué est inspirée de celle du gradient (plus

profonde pente).

Algorithme de la méthode du gradient conjugué pour les fonctions quadra-

tiques

On suppose ici que la fonction & minimiser est quadratique sous la forme :

1
q(z) = ExTAx +b'r +c

Si 'on note g, = V f(xy), Palgorithme prend la forme suivante.

Cet algorithme consiste a générer une suite d’itérés {xy} sous la forme :
Thi1 = Tp + Qpdy.

L’idée de la méthode est :
1- Construire itérativement des directions d,, ..., d, mutuellement
conjuguées :

A chaque étape k la direction dj, est obtenue comme combinaison linéaire du gradient

en x; et de la direction précédente dj_, c’est-a-dire :

diy1 = —Vq(@ry1) + Bryrdr,
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les coefficients 3, étant choisis de telle maniére que dj, soit conjuguée avec toutes les

directions précédentes. autrement dit :
T
djy Ady =0,
On en déduit :

A Ady = 0= (=Vg(wrn) + Bradi) Ady =0
=  —V7q(xps1)Ady, + By df Ady =0
=

3 _ VTC](-TkJrl)Adk _ glzﬂAdk
ol dT Ady dl Ady, -

2- Déterminer le pas a, :

En particulier, une fagon de choisir «;, consiste a résoudre le probléme d’optimisation

unidimensionnelle suivant :
o = 1;[1>1£1 f(z + ady),
on en déduit :
1 d{ _dggk
Ady, d{ dedk

ap = —

Le pas «;, obtenu ainsi s’appelle le pas optimal.

[Algorithme du gradient conjugué "quadratique|

Etape 0 : (initialisation)
Soit g le point de départ, go = Vq(zg) = Axg + b, poser dy = —go,
poser k = 0 et aller & I’étape 1.
Etape 1 :
sigr =0 :STOP ( z* = xy)."Test d’arrét".
si non aller & I’étape 2.
Etape 2 :

Prendre xy 1 = x) + agdy avec :

o = _dggk
drAdy,
1 = —Gr+1 + By,
Bri M
dl Ady,

Poser k = k + 1 et aller a I'étape 1.
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Différentes formules de 5, ; dans le cas quadratique

Les différentes valeurs attribuées a 3, définissent les différentes formes du gradient
conjugué.
Si on note yr_1 = gr — gr—1, Sk = Tx+1 — T) on obtient les variantes suivantes :

1- Gradient conjugué variante Hestenes - Stiefel (HS) :

HS _ gl{+1yk
k dfyk

2- Gradient conjugué variante Fletcher Reeves (FR) :

2

rr okl
k - P

lge—1|

3- Gradient conjugué variante Daniel (D) :

5D _ gl{-s-lVQf (xk) dy,
FOAIVA f () dy

4- Gradient conjugué variante Polak-Ribiére-Polyak (PRP) :

PRP gl{yk
k = 2
gl

5- Gradient conjugué variante descente — Fletcher (CD) :

2
oo ___lad®
F d;{_lgk—l

6- Gradient conjugué variante Liu - Storey (LS) :

Ls _ Jkaa¥k
: df; gr

7- Gradient conjugué variante de Dai-Yuan (DY) :

2
DY _ ||9k|| _
g d%ﬂflyk—l

8- Gradient conjugué variante de Dai—Liao (DL) :

DL _ ng+1 (Y — tsi)
g ?J;{Sk
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9- Gradient conjugué variante Hager-Zhang (HZ) :

el !
HZ Yk Gk+1
g ( di yi ) dfyk

10- Gradient conjugué variante de Z. Wei :

.ok (9 o)

k 2
g1

11- Gradient conjugué variante de Hao Fan, Zhibin Zhu et Anwa Zhou :

2

k _— .
gl de—a| + Hgk—lH2

12- Gradient conjugué variante Rivaie-Mustafa-Ismail-Leong (RMIL) :

rvrz _ 9k (96 = 9r-1)
k - 2
ldi—1]]

Remarque 3.1.1 Dans le cas quadratique on a vu que :
HS _ qPRP _ qFR _ aqCD _ aDY
k= B = Bt = Bea = B

Dans le cas non quadratique, ces quantités ont en général des valeurs différentes.

Méthode du gradient conjugué dans le cas non quadratique

On s’intéresse dans cette section & la minimisation d’une fonction f : R" — R, non
nécessairement quadratique :

min f(z).

Les méthodes du gradient conjugué géneérent des suites {xj},_,,, de la forme sui-
vante :

Tet1 = Tk + Oékdk.

Le pas o) € R étant déterminé par une recherche linéaire. la direction dj est définie

par la formule de récurrence suivante (5, € R) :

— 0k sik=1,
d = _
—gr + Brpdip_1 si k> 2.
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PROBLEMES D’OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

Ces méthodes sont des extensions de la méthode du gradient conjugué linéaire du cas

quadratique, si 3, prend l'une des valeurs :

PRP _ ngyk
k - 29

gr—1]l

2

rr gl
k - 29

gr—1]l

2
o _ ol
_d£—19k—1

ol Yr—1 = Gk — Jk—1-

Algorithme de la méthode du gradient conjugué pour les fonctions quelconques

Etape 0 : (initialisation)
Soit zo le point de départ, go = V f(x¢), poser dy = —go.
Poser k£ = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Sigr =0 :STOP ( z* = xy)."Test d’arrét".
Si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :

Définir xp, 1 = 1 + agdy avec :
ay, : calculer par la recherche linéaire.

dy+1 = —Grt1 + Bry1dr,
ou :

P41 : défini selon la méthode.
Poser k = k + 1 et aller a I'étape 1.
Remarque 3.1.2 Dans le cas quadratique avec recherche linéaire exacte, on a vu que :

PRP __ pFR _ QCD __ DY
k - Yk — Fk —FE -

3.1.3 Meéthode de Newton

La méthode de Newton n’est pas une méthode d’optimisation & proprement parler.

C’est en réalité une méthode utilisée pour résoudre des équations non linéaires de la forme
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PROBLEMES D’OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

F(z) = 0 ou F est une fonction de R™ dans R". Nous allons d’abord la décrire puis montrer
comment on peut 'appliquer & la recherche de minimum.
Description de la méthode

Considérons le probléme d’optimisation sans contraintes (P) :

Ou f:R" — R.
Le principe de la méthode de Newton consiste & minimiser successivement les approxi-

mations du second ordre de f, plus précisément si
fx)=f @)+ V() (x—a) + (@ — ) H () (2 — 2) + 0|z — 2]

Posons :
q(z) = f (@) + V() (@—ap) + (z— ) H(zx) (x — 23) -

Soit g1 Poptimum de g, alors il vérifie V¢ (x41) = 0, soit en remplagant :

Vf(xr) + H (z1) (Tp41 — 1) = 0,

ou encore :

H (1) (Thy1 — wp) = =V f (21),

donc :

a1 = 2 — [H (@) Vf (2).

’ Algorithme de Newton ‘

Etape initiale : Soit ¢ > 0, critére d’arrét. Choisir x; point initial, poser k£ = 1 et
aller a I’étape principale.
Etape principale : Si ||V f (z;)|| < € stop, sinon poser :
i = ap — [H ()] VS (),
Remplacer k£ par k£ + 1 est aller a ’étape principale.

3.1.4 Méthode de quasi Newton ou quasi-Newtoniennes

Une méthode de quasi Newton est une méthode de type :

{ Tpt1 = Tp + Apdy, (3.1)

dy, = — By,
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ou bien :

{ Tpt1 = Tk + Aidy, (3.2)

dk = _Sglgka

ou By (respectivement Sy) est une matrice destinée a approcher l'inverse du Héssien de f
(respectivement le Héssien) de f en xj. Le probléme posé est : quelle stratégie & adopter

pour faire cette approximation ?

On peut par exemple poser B; = I, mais comment ensuite mettre a jour 'approxima-

tion Bj au cours des itérations ?
L’idée est la suivante :

Prenons f € C? (R"), et faisons un développement de V f (z) au voisinage de xy, :

V(@) = Vf(ze)+ H(zp) (@ —z1) + 0 (|2 — 2]
~ Vf(zx)+ H () (x —21),

ce qui implique :

[H (2)] ' [V f (2) = Vf (23)] ~ 2 — 24

Les approximations sons exacts si f est quadratique. En particulier avec © = xy,; et

si By, était une bonne approximation de [H (z)] " alors :
By [g (vk41) — g (wr)] = Tpyr — .
On peut imposer que By, satisfait cette équation exactement d’ou

Bis1lg (@r41) — g (xn)] = Tps1 — . (3.3)

Formules de mise a jour de ’approximation du Héssien

Le principe de la mise a jour consiste & une itération donnée de I’algorithme :

Y

Tri1 = Tp + Apdy
dr = —Brg

a appliquer une formule de type :

Byy1 = B + Ay, (34)
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avec A symétrique, assurant la relation de quasi Newton. ainsi que By, définie posi-
tive, sous ’hypothése que By est définie positive.

La formule (3.4) permet d’utiliser les nouvelles informations obtenues lors de I’étape
k de 'algorithme, c’est a dire essentiellement le gradient g1 = V f (2541) au point xyyq,
obtenu par une recherche linéaire (exacte ou approchée) dans la direction dj. Il existe
différentes formules de type (3.1). Suivant que Ay est de rang un ou deux, on parlera de

correction de rang un ou de rang deux.

Méthode de correction de rang un
Etend donné que [H (wk)]_lest symétrique, la formule de mise & jour de ’approximation
du Hessien B, est la suivante :
Bk+1 = Bi+ akukuf, Ug € Rn,

donc la condition de quasi Newton s’écrit comme suit :

sk = (By + aruguy,) Y,
ou encore :

sk — By = arugu, yi.-

D’ou 'on déduit que uy est proportionnel & s, — By, avec un facteur qui peut étre
pris en compte dans a;. Un choix évident pour vérifier cette derniére équation est de
prendre uy = s — Bryr et ai tel que ag (ufyk) = 1, on obtient :

T
(sk — Bryr) (s — Bryr)
T
(sk — Bryr)" Uk

Biy1 = By + (3.5)

Méthode de Davidon Fletcher Powell (DFP)

Cette méthode a été proposée par Davidon en 1959 et développé plus tard en 1963
par Fletcher. La formule de mise a jour de DFP est une formule de correction de rang

deux. De facon plus précise construisons By, en fonction de By de la forme :
Bypi1 = B + A + Ay, (36)
avec Ay et A, deux matrices de rang un tel que :

T T
Ak = QrpUrUy , Ak = bkvkvk,
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ar, b, sont des constantes, wug, v, sont deux vecteurs de R".

By doit satisfaire la condition quasi Newton c’est a dire :
Trt1 — Tk = Bry1 [grr1 — gx] -

Si on pose par suite :
Sk = Tk+1 — Tk, Yk = Gk+1 — Gk,

Donc :

s, = DBty

= (Bk + apupu; + bkvkv,:f) Yk,

par suite :

T T
apUurUy Y + brvrv, Yr = Sk — Bryk.

Un choix évident pour satisfaire cette équation est de prendre :

U = Sk, Vp, = Bk’yk, akugyk = 1, bk’l]gyk = —1,
d’ou :
skst BryiyeBr
Biy1 =B+ 5+ — —= .
Sk Yk Yy, Bry

Algorithme de Davidon Fletcher Powell (DFP)

Etape initiale :

(3.7)

(3.8)

Soit € > 0, déterminer le critére d’arrét. Choisir un point initial z; et une matrice

symétrique définie positive B; quelconque (par exemple By = I) poser k = 1, et aller aux

étapes principales.

Etapes principales :

Etape 1 : Si ||V f (zg)|| < e stop; sinon, poser dy = —Bygy et déterminer le pas

optimal \; solution optimale du probléme min f (zj + Adg), A > 0. et poser Ty, =

Etape 2 : Construire By, comme suit :
sksk Bryryl Br

By = By + — )
" Stk yl By
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avec :

Sk = Tkl — Tk

ye = Vf(xr) = V().

Remplacer k par k£ + 1 et aller a ’étape 1.

Méthode de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno(BFGS)

La formule de mise a jour de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno est une
formule de correction de rang deux, qui s’obtient a partir de la formule DFP en interver-
tissant les roles de s, et y. La formule obtenue permet de mettre a jour une approximation
B, de Hessien lui méme et non de son inverse comme dans le cas de la méthode DFP.
On exigera que posée dans les mémes propriétés, a savoir By, reste définie positive si By
I’est et bien sur I’équation d’approximation de quasi Newton doit étre vérifiée, c’est a
dire :

By 155 = Y.

On obtient donc :

T T
ykyk Bksksk Bk
B..1.=B — . 3.9
b bt yl'sy, sT Bysy (3.9)

Algorithme de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno(BFGS)

Etape initiale : Soit ¢ > 0, déterminer le critére d’arrét. Choisir x; point initial et
B, définie positive quelconque (par exemple By = I). Poser k = 1 et aller aux étapes
principales.

Etapes principales :

Etape 1 : Si |V f (z4)|| < € stop; sinon, poser dy = —Bygr et déterminer le pas
optimal Ay solution optimale du probléme min f (x + Adg), A > 0 et poser
Tyl = Tk + Apdg.

Etape 2 : Construire By, comme suit :

Yryr  Brsisi Br

Biyi1 =B, + —
+1 k T T )
Yy Sk sy Bisy

avec :

Sk = Tg41 — Tk,

yr = Vf(zp) — Vf(xw).
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Remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1.

Les méthodes de classe Broyden

Une méthode de classe Broyden est une méthode de quasi-Newton ou 'approxi-

mation de I'inverse du Hessien prendre la formule suivant :

Bisisi Br | Yyl
T 7.t ¢
sy, Bisy, Y Sk
Ye  Bisk ]

yrse st Bisk

Bk‘—i—l = Bk (sszsk)vkvg, (310)

tlques € [0.1], of = |
4 Si ¢ = 0 on obtient la méthode BFGS, car la formule (3.10) devient :

BispstBe  yryi
By = By — b b

T TaQ ’
S Bksk Yi. Sk

c’est exactement la formule de I'approximation de la méthode BFGS.
¢ Si ¢ = 1 on obtient la méthode DFP.

3.2 Meéthode du gradient conjugué a trois termes

Pour améliorer Defficacité de la méthode du gradient conjugué classique, un type de
méthodes de gradient conjugué de trois-terme a été largement étudié récemment. La
premiére méthode générale a trois termes du gradient conjugué a été proposée par Beale
dans [8]. Dans [19], Nazareth a présenté un autre type de méthode de gradient conjugué
de trois terme, Dans [27], un algorithme de gradient conjugué de descente PRP modifié a
été développé, ou le direction de la recherche est obtenue par une formule a trois termes.
Dans [28], la méthode de gradient conjugué HS a été modifiée par une méthode du
gradient conjugué de descente a trois termes. Trés récemment, Andrei [4-5] a étudié trois

types de méthodes a trois termes.

3.2.1 Principe général d’une méthode du Gradient conjugué a

trois termes
Condition de conjugaison de Dai-Liao

Donnons la définition :

Définition 3.2.1 Soit f:R"™ — R, d un vecteur non nul de R" est dit une direction de
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conjugaison de Dai-Liao, si

T T
iy 1Yk = —thGpp15k, (*)
avec tp > 0, aussi bien qu’étre suffisamment descente.

Les méthodes du Gradient Conjugué a trois termes utilisent I'idée suivante pour ré-
soudre le probleme (P).

Elles construisent la suite des itérés {zy},~,, approchant une solution z; de (P) par
la récurrence : )

Tpa1 = T + agdg, pour k > 1, (3.11)

ol «ay est appelé le pas et dj. la direction de recherche de f en xy.

Pour définir une méthode du Gradient Conjugué a trois termes il faut donc spécifier
deux choses :

¢ Dire comment la direction dj, est calculée; la maniére de procéder donne le nom &
I’algorithme.

¢ Dire comment on détermine le pas ay; c’est ce que I’on appelle : la recherche linéaire.

Quelques méthodes du Gradient Conjugué a trois termes

Décrivons cette classe d’algorithmes de maniére précise.
La premiére méthode générale a trois termes du gradient conjugué a été proposé par
E.M.L. Beale dans [§], ou en incorporant une direction d; de redémarrage (t < k — 1),

la direction de recherche a été déterminée par :

div1 = —Gry1 + Brdr + vids. (3.12)
Dans D'algorithme de Beale [8], le paramétre 3, peut étre donnée par 525, S5 ou
kD Y etc..., et le parametre v est donnée par :
0 k=t+1, (3.13)
= T . .
TR g s
t Yt

Dans [19], Nazareth a présenté un autre type de méthode de gradient conjugué a

trois termes, ou la direction de recherche est calculé par :

Yi_ 1Yk
y]zlldk—l

y;fyk

dy +
y;fdk

dk+1 = —Yk + dk—l, (314)

avec d_1 = dg = 0. Il est prouvé que si f est une fonction d’objectif quadratique convexe,

alors pour toute pas oy, les directions de recherche générés par (3.14) sont conjugués dans
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la matrice de coefficient du terme quadratique en f. Dans [26], un algorithme de gradient
conjugué PRP modifié décent a été développé, ou la direction de recherche est obtenu

par la formule & trois termes suivants :

ng+1yk 91::+1dk
T di — T
9k 9k 95 9k

dk+1 = —Gr+1 +

Dans [27], la méthode de gradient conjugué HS a été modifiée par une méthode de
gradient conjugué a trois termes de descente. Ca lit :
ggﬂyks B g;ﬂlsk

dit1 = —Grt1 +
" - s{gk s{yk

Yk,

ol Sk = Tk+1 — Tk-

Différent des méthodes de gradient conjugué classiques, les méthodes de trois termes
ci-dessus ont une propriété remarquable que la direction construite est suffisamment des-
cente, & savoir pour chaque k > 0, il satisfait que gf dj, < —c HngZ, ol ¢ est une constante
donnée. Tres récemment, Andrei dans [4-6] a enquété sur les trois types de méthodes de

gradient de descente a trois terme suivants :

T T T
Y. Sk Yi. Gk Sk Gk
dpy1 = —k—29k+1 g J;l p— +21 Yk (3.15)
g% [l x|l g%l
||yk ||2 Sggkﬂ yggk—&-l SZQM
A1 =—gr1— | |1+ — 5 — Yk, 3.16
Tk Tse ) s lse %N (3.16)
et
Hyk H ? ngkﬂ y;?gzm ngkﬂ
Air1 = —Grp1 — [ [ 1+ 2 - Sk— —5—Yk- 3.17
i i ylsk | ylsk Yi Sk YL sk (3:17)
respectivement.

3.3 Nouvelle méthode du gradient conjugué a trois

termes

3.3.1 Le nouveau Algorithme. Définition et propriétés générales
Description de la méthode

Dans cette section, nous allons exposer 1'idée de proposer une nouvelle méthode de

gradient conjugué spectrale et de développer un nouvel algorithme. Il est bien connu que
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si la matrice Hessienne de f est définie positive, alors la direction le plus efficace a z;, est

la direction de Newton :
dryr = =V f (1) grra, (3.18)

Ainsi, pour la direction de Newton di, 1, il est vrai que :

$EV2f(2ri1)dpr1 = — 54 G- (3.19)

En vertu de la condition de sécant | V> f(zy.1)sx = yi |, (3.19) peut étre approximée

par :
ydekH = —S;;ngH. (320)

Par conséquent, si une direction dj;; est nécessaire pour satisfaire (3.20), alors il
peut étre considéré comme une direction de Newton approximative. Ensuite, nous allons
construire une direction dy; de telle sorte que les deux (3.20) et (*) sont satisfaits.

Noter que la différence entre (3.16) et (3.17) se trouve dans le second terme. Nous

essayons de remplacer ce terme par :

2
S O O 73 o /S 4T N
vise | ybs  ylbsk ’

ol 7 est une constante scalaire de telle sorte que la direction obtenue satisfait (3.20) et

(x). Nous avons d’abord besoin que (3.20) est vraie. Ensuite, il est facile d’obtenir que

7 = —1. En outre, nous pouvons prouver le résultat suivant.

Proposition. 3.3.1 Soit dy,1 donnée par :

||yk||2 3£9k+1 yi{gk—i-l ngkﬂ
dey1= g1 — | | 1 — — Sp — 2. 3.21
i i Yisk | Ui sk YL sk YL sk (3:21)

Alors, (x) est vérifiée.

Preuve. Par calcul direct, on peut vérifier que dy; satisfait (%), onty =1>0. m
La proposition précédente montre que di.; est une direction conjugué satisfaisant la
condition de conjugaison de Dai-Liao, aussi bien qu’étre une direction approximative de

Newton.

Réécrire dy41 en (3.21) comme :

dit1 = —QrGr+1, (3.22)
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ol : (J; est une matrice, donnée par :

T T 2 T
Qu=r— S Tk () el ) sesic (3.23)
Ui Sk Yi. Sk ) Yi Sk

Rappelant la méthode d’actualisation (de mise & jour) de BFGS classique suivante :

T T :
Yi. Sk Yy Sk

On voit qu’il existe une relation étroite entre (3.23) et (3.24). Actuellement pour
H,, = I et modifier le signe devant y,{sk dans le troisiéme terme de (3.24), nous savons
que (3.24) se révele étre (3.23). De ce point de vue, di4; dans (3.21) est une direction
spectrale similaire a celle obtenue par la méthode de quasi-Newton.

Cependant, dj,; donné par (3.21) n’est pas toujours une direction de descente. Ac-
tuellement, y7s, < ||yx||%, alors dy.; peut étre montée. Pour cette raison, nous modifions

(3.21) comme suivant :

di+1 = —Gr+1 — OkSk — MYk, (3.25)
ou :
2 T T
5= (1—min 1, DU se0en yicgenr (3.26)
Y. Sk Y. Sk Y. Sk
et
T
Yi 9k+1
- , 3.27
nk y;{Sk ( )

Remarque 3.3.1 Dans la section qui suit, nous allons prouver que di., déterminée par
(3.25), (3.26) et (3.27) est une direction de descente.

Remarque 3.3.2 Il est noter que si yl s, < ||lyul|> est vérifiée, alors (3.25) se réduit a la

méthode dans [26]. Cela signifie que notre méthode est une extension de celui de [26].

Avec la construction de la direction, nous trouvons un pas par la stratégie de recherche
linéaire standard de Wolfe [24-25] :

, (3.28)

f(@ri1) < flan) + pougy dy
g(xre1)" > ogldy

ou 0 < p <o <1.(pet o sont deux constantes).
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Algorithme de la méthode du gradient conjugué a trois termes (MTHREECG)

» Etape 1 (Initialisation) : Choisir o € dom(f) et calculer fy = f(z¢), go =
V f(xo) et dg = —go.Pour k = 0. Poser k =1 et aller a I’étape 2.

» Etape 2 (Critére d’arrét) : Si ||gx|,, < ¢, alors STOP, sinon aller a I’étape 3.

» Etape 3 (Détermination du pas) : En utilisant la recherche linéaire de wolfe
(3.28) pour déterminer le pas ay.

» Etape 4 : Calculer z = zy + agdy, g, := Vf(2) et yp = gk — G-

» Etape 5 : Calculer a; = ayg} dy et by, = —apyl dy.

» Etape 6 (Accélération du pas) : Si b, > 0, alors calculer <5k = —%—:) , et actuali-
ser l'itération comme xy1 = o) + g dg.. Sinon, poser xp; = z. Calculer fri1, gri1,5¢ =
Th1 = Tk €0 Yo = Grt1 — Gk

» Etape 7 (Actualisation des coefficients) : Calculer §, et 1, par (3.26) et (3.27),
respectivement.

» Etape 8 (Actualisation du direction) : Calculer une nouvelle direction par
(3.25).

» Etape 9 (Critére de redémarrage de Powell) : Si |gf, g;| > 0.2 lges1l” , alors
poser diy1 = —gk+1-

» Etape 10 : Poser k := k + 1. Aller a I'étape 2.

Remarque 3.3.3 Comme pour les résultats existants (voir, par exemple, [1,7,12-16] et
[18]), la mise en place de la convergence de ’algorithme nécessite que le pas obtenu satisfait

les conditions de la recherche linéaire de Wolfe forte suivant :

{ f@e) < flan) + pagy dy (3.29)

|\9(wri1)"di| < —ogidi

Dans ce cas, 'étape 3 doit étre mis en ceuvre par (3.29).

Remarque 3.3.4 Dans [3], N. Andrei a proposé un programme d’accélération du pas

comme suit. Pourn >0, on a :

1
f(@p + nagdy) = f(zr) + nowgl dy + §nzaidfv2f<xk)dk +o <H7704deH2) ,

et
1
f @+ andi) = f(xx) + angids + SRy V2 f(wg)dy + o (Hakd”2> :
Définir :
Ui(n) = f(or + nardy) — f( + ardy).
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Alors, de W, (n) =0, on obtient :

ag

S 3.30
bk + 2akek7 ( )

N =
telle que Ui(n,) < 0, o ar = aggid, < 0,b, = aid£V2f(xk)dk, et €, = o (ak ||dk||2)

Ceci, o est une amélioration de oy

étant donné que la méthode proposée dans le présent document ne dépend pas sur
le calcul de V2f(x;), nous remplacons le b, ci-dessus a l'étape 5 de l’algorithme par
by = —ayyldy. Par la suite, a 'étape 6 de I'algorithme, nous améliorons le pas en réglant
(5k = —Z—:) et Tpy1 = Tk +epoudy si by > 0. Il est clair que g, est une forme modifiée de
N, OU € est enlevé, et ay et by sont remplacés par ay et by, respectivement. Il peut étre

prouvé que l'inégalité suivante est (voir Proposition 3.1 dans [3]) :

A savoir, ey, est une accélération du pas ay.

Remarque 3.3.5 Il a été prouvé dans [9] que la méthode du gradient conjugué standard
sans redémarrage est au plus linéairement convergente. Dans [22] et [5], il a été suggéré
que la direction est redémarré par dyyy = —gpi1, dans le cas ot |gF gesa] > 0.2]|ges1 |’
que l’on appelle la stratégie de redémarrage de Powell. Dans l’étape 9 de [’algorithme, la

stratégie de redémarrage de Powell est utilisé pour améliorer efficacité de l’algorithme.

3.3.2 Convergence globale du nouveau Algorithme

Dans cette section, nous avons étudier la convergence globale de 'algorithme de la
méthode du gradient conjugué a trois termes. Nous indiquons d’abord les hypothéses
suivantes douces, qui sont nécessaires pour prouver les principaux résultats dans le présent

document.

Hypothése 3.3.1 L’ensemble Q) définie par :

Q={zeR"/f(x) < f(xo)},

est borné.

Hypotheése 3.3.2 Dans un voisinage V' de ), f est continiment différentiable et son

gradient g est Lipschitzienne, c’est a dire, il existe une constante L > 0 tel que :

lg(x) =gl < Lz = yl|, Yo,y € V. (3.32)
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3.3. NOUVELLE METHODE DU GRADIENT CONJUGUE A TROIS TERMES

Comme f(zy) décroit quand k — o0, il résulte de I’hypothése précédente que la
suite {z}} générée par l'algorithme de la méthode du gradient conjugué a trois termes
est clairement contenue dans une région bornée. Par conséquence, il existe une suite
convergente de {xj}. Sans perte de généralité, on suppose que {z;} est convergente. En
outre, a partir les deux hypothéses précédentes, il est conclu qu’il existe une constante

v, > 0 tel que pour tout x € Q, ||g(z)|| < 7,. Ainsi, la suite {gx} est également bornée.
Lemme 3.3.1 Soit f : R® — R" une fonction continiment différentiable. Supposons
que la recherche linéaire satisfait auz conditions de Wolfe (3.28). Alors, dy1 définie par

(3.25), (3.26) et (3.27) est une direction de descente.

Preuve. Des conditions de Wolfe (3.28), nous avons :

Yi sk > 0.
Si:
visk < lywll”
alors :
Geadir = — llgen|” < 0.
Sinon 2
gl{ﬂdkﬂ - Hgk+1H2 - (1 — min {1, L'}gcs”: }) (912%15:) <0.

Lemme 3.3.2 Supposons que la recherche linéaire satisfait aux conditions de Wolfe
(3.28). Alors dyy1 définie par (3.25), (3.26) et (3.27) satisfait a la condition de conju-

gaison (x).

Preuve. Par calcul direct, nous obtenons :
PO a1 ) G AN
k 9 ylzsk ygsk k 9

— 1 — i [yl llyrl1?
t, = 1 — min {1, yTsr } + yTsr > 0.

ou

. . . 2 , . . , .
En particulier, si ||y||” < vy} sk, alors t, = 1. Par conséquence, la direction dj; définie

par (3.25)-(3.29) satisfait a la condition de conjugaison (). m
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3.3. NOUVELLE METHODE DU GRADIENT CONJUGUE A TROIS TERMES

Lemme 3.3.3 Supposons que d; est une direction de descente et que V f satisfait a la

condition de Lipschitz :
IVf(@) = Vo)l < Llle—

pour tous x sur le segment reliant xy, et xjy1. Sous la recherche linéaire de Wolfe (3.28),

il est vrai que :
(1-o0) |glzdk}

O =
L || dy||”

Preuve. Soustraire g/ d;, des deux cotés de la premiére inégalité dans (3.28), on obtient
que :
(0= 1) gldi < (gesr = 98)" di = it die < Jyell dall < anL |ldi]|*. (3.33)

Comme dj, est descente et 0 < o < 1, le résultat désiré découle directement de (3.33). =
Lemme 3.3.4 Soient {dy} et {ay} sont deux suites générées par l’algorithme de la mé-

thode du gradient conjugué a trois termes. Supposons que les hypothéses 3.3.1 et 3.3.2

sont vérifiées. Alors :

Z \dkH : (3.34)

k=0

Preuve. A partir de (3.28) et le lemme 3.3.3, il en résulte que :

(1-o0) ‘ggdk‘

fe — fre1 > —pargld > p d
L ||dy|]

Alors, par I’hypothése 3.3.1, (3.34) est prouvée. m

Lemme 3.3.5 Soient {dy} et {ax} sont deux suites générées par l'algorithme de la mé-
thode du gradient conjugué a trois termes, ot oy est obtenu par la recherche linéaire de

Wolfe forte. Supposons que les hypothéses 3.3.1 et 3.3.2 sont vérifiées. Si :

2 ||dk|| (339)

k=0

Alors :
klim inf || gx|| = 0.

Preuve. Dénoté : .
dk gk

P =T 1o
g Hng HdkH
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3.3. NOUVELLE METHODE DU GRADIENT CONJUGUE A TROIS TERMES

Compte tenu du lemme 3.3.1, il est clair que :

digr < — ||91c||27

Ainsi : ™
gk
P < —-
g x|
11 donne :
p% > H9k||2
= Ikl

Supposons que le résultat souhaité est pas vrai, c’est-a-dire :
lim inf ||gx|| # O,
k—o0
alors, il existe v > 0 tel que :
gkl =~ > 0,Vk > 1.

Par conséquent

T, \2 (A
< llgxll® < 2= (dk29k> ] (dkgk)z
ldel® > Tyl kT ldg Pl | V2l dll

Du lemme 3.3.4, nous savons que :

ce qui implique que :

1
Z I ”2 < +00 est convergent.
k=0 Ik

Cela contredit la condition (3.35). La preuve du résultat souhaité est terminée.

Théoréme 3.3.1 Soient {di} et {ax} sont deuz suites générées par algorithme de la

méthode du gradient conjugué a trois termes, ot «y est obtenu par la recherche linéaire
de Wolfe forte. Supposons que les hypothéses 3.3.1 et 3.3.2 sont vérifiées. Si f est

une fonction uniformément convexe sur S, c’est a dire qu’il existe une constante p > 0

tel que :

(Vf(@) = VW) (@ —y) <plle —yl* Yo,y e V.

Alors :

tim g = . (3.36)
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3.4. TESTS NUMERIQUES

Preuve. Par la continuité de Lipschitz, nous savons que :

il < L lsll -

D’autre part, par la convexité uniforme, il donne :

viv sk 2 p sl

Ainsi :
|Sggk+1| ||?Jk||2 ‘ngkﬂ‘ |?/kTgk:+1‘
|5k| — T T 2 T
|Ys skl |95 Sk| Y% Sk|
L? L
g +— Y 4 Y
pllsell w2 lsell  pllsell
L? 1
S (1+L+—) — (3.37)
u ) sl
Depuis,

| = |S¢ Grs1] - |sE || lgna .
Esel = ullsel® T mllsall’

il est conclu que :

L2
it < v+ 10 ol + I ol <+ 2 (2+L+ 7) |

Par conséquent, dy,1 est borné. Compte tenu du lemme 3.3.5, (3.36) est vraie. La

preuve a été complétée. m

3.4 Tests numériques

Dans cette partie nous allons effectuer des tests numériques pour montrer 'efficacité
et la performance du nouveau algorithme (MTHREECG).

3.4.1 Principe :

Nous testons l'algorithme (MTHREECG) en mettant en ceuvre pour résoudre les
75 problémes de test de référence de [2]. Pour chaque probléme de test, nous changeons
la dimension n = 1000, 2000, ...,10000, respectivement. Dans la recherche linéaire de
Wolfe, les parameétres p = 0.0001 et ¢ = 0,8. La tolérance Prend le critére d’arrét

de I'algorithme ¢ = 1076.
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3.4. TESTS NUMERIQUES

3.4.2 Etapes:

Nous comparons MTHREECG avec THREECG dans [7], la CG_DESCENT

dans [14], et la méthode du gradient conjugué a trois termes de Beale dans [10].

3.4.3 Codes de programmation :

Tous les codes des procédures informatiques sont écrites en Fortran 77, et sont mises
en ceuvre sur PC avec Processeur 2,9 GHz, 4 Go de mémoire RAM et systéme d’exploi-
tation Windows XP. La figure du code Fortran Version 1.4 (14 Novembre 2005) de la
(CG_DESCENT) est téléchargé a partir du site Web :
http ://clas.ufl.edu/users/hager/papers/CG/Archive/CG_DESCENT-F-1.4.tar.gz.

Le code de la (ThreeCG) et la recherche linéaire de Wolfe est téléchargé a partir du
site Web de N.Andrei :
http ://camo.ici.ro/neculai/ THREECG /threecg.for.

3.4.4 Profils de performance numérique

Les profils de performance numérique de la méthode du gradient conju-
gu¢ MTHREECG, THREECG et CG_ DESCENT basés sur le temps
CPU.

0.9

—
—

081

0.7 r

— MTHREECG
— THREECG

sed F S NPT N [— CG_DESCENT 1
05 -
04 1
03 - -

1 15 2 25

T

Fic. 3.1 — Performance basée sur le temps CPU.
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3.4. TESTS NUMERIQUES

Les profils de performance numérique de la méthode du gradient conju-
gu¢ MTHREECG, THREECG et CG_ DESCENT basés sur le nombre
d’itérations.

e ——

085} P - R
K
K4
09} -
P
085} .
——— MTHREECG
—— THREECG
ost/ 5 |-=- CG_DESCENT .
075 J
;
UT A! 1 i
1 15 2 25 3

F1G. 3.2 — Performance basée sur le nombre d’itérations.

Les profils de performance numérique de la méthode du gradient conju-
gu¢ MTHREECG, THREECG, CG _DESCENT et BEALE basés
sur le temps CPU.

T =

095}
09}
085}
08}
Po 75}

07F

065
— MTHREECG
06 — THREECG -
————— CG_DESCENT
055 BEALE o
02 1 15 2 25

T

FiG. 3.3 — Performance basée sur le temps CPU
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Conclusion

Il est clair d’apres les figures. 3.1, 3.2 et 3.3, que le nouveau algorithme est numéri-
quement plus performante que les autres méthodes du gradient conjugué THREECG,
CG_DESCENT et BEALE
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Conclusion générale

Durant les 60 dernieres années, beaucoup de méthodes du gradient conjugué ont été
élaborées et par conséquent une multitude de résultats de convergence ont été démontrées.
Dans ce mémoire nous avons présenté une synthése générale sur les méthodes de gradient
conjugué a trois termes.

Ensuite, nous avons étudiée une nouvelle famille des méthodes de gradient conjugué
a trois terme, la propriété de descente est assurée a chaque itération et certains résultats
généraux de convergence sont montrés pour cette famille avec la recherche linéaire de
Wolfe fortes.

Les résultats numériques montrent que cette méthode est plus performante que d’autres

méthodes de gradient conjugué assez connues.



Bibliographie

[1]- A.Y. Al-Bayati, Hawraz N. Al-khayat, A global convergent spectral conjugate
gradient method,Aust. J. Basic Appl. Sci. 7 (2013) 303-309.

[2]- N. Andrei, An unconstrained optimization test functions collection, Adv. Model.
Optim. 10 (2008) 147-161.

[3]- N. Andrei, Acceleration of conjugate gradient algorithm for unconstrained opti-
mization, Appl. Math. Comput. 213 (2009) 361-369.

[4]- N. Andrei, A modified Polak-Ribiére-Polyak conjugate gradient algorithm for
unconstrained optimization, Optimization 60 (2011) 1457-1471.

[5]- N. Andrei, A simple three-term conjugate gradient algorithm for unconstrained
optimization, J. Comput. Appl. Math. 241 (2013) 19-29.

[6]- N. Andrei, On three-term conjugate gradient algorithms for unconstrained opti-
mization, Appl. Math. Comput. 219 (2013) 6316-6327.

[7]- N. Andrei, Another conjugate gradient algorithm with guaranteed descent and
conjugacy conditions, J. Optim. Theory Appl. 159(1) (2013) 159-182, http ://dx.doi.org/10.1007 /s10957-
013-0285-9.

[8]- E.M.L Beale, A derivation of conjugate gradients, in : F.A Lootsma (Ed.), Nu-
merical Methods for Nonlinear optimization, Academic Press, London, 1972, pp. 39-43.

[9]- H.P. Crowder, P. Wolfe, Linear convergence of the conjugate gradient method,
IBM J. Res. Dev. 16 (1969) 431-433.

[10]- Y.H. Dai, Y. Yuan, Convergence properties of the Beale-Powell restart algo-
rithm, Sci. China Ser. A 41 (1998) 1142-1150.

[11]- Y.H. Dai, Y. Yuan, A nonlinear conjugate gradient method with a strong global
convergence property, STAM J. Optim. 10 (1999) 177-182.

[12]- Y.H. Dai, Y. Yuan, A three-parameter family of nonlinear conjugate gradient
methods, Math. Comput. 70 (2000) 1155-1167.

[13]- R. Fletcher, C.M. Reeves, Function minimization by conjugate gradients,
Comput. J. 7 (1964) 149-154.

[14]- W.W. Hager, H. Zhang, Algorithme 851 : CG_DESCENT, a conjugate gra-
dient method with guaranteed descent, ACM Trans. Math. Softw. 32 (2006) 113-137.

[15]- M.R. Hestenes, E.L. Stiefel, Methods of conjugate gradients for solving linear
systems, J. Res. Natl. Bur. Stand. 49(6) (1952) 409-436.

[16]- H.D. Huang, Y.J. Li, Z.X. Wei, Global convergence of a modified PRP
conjugate gradient method, J. Math. Res. Expo. 30 (2010) 141-148.

[17]- S. Huang, Z. Wan, S.H. Deng, A modified projected conjugate gradient method
for unconstrained optimization problems, ANZIAM J. 54(03) (2013) 143-152.



[18]- C. Li, L. Fang, X.L. Cao, Global convergence of a kind of conjugate gradient
method, TELKOMNIKA 11 (2013) 544-549.

[19]- L. Nazareth, A conjugate direction algorithm without line search, J. Optim.
Theory Appl. 23 (1997) 373-387

[20]- E. Polak and G. Ribiére, Note sur la convergence de directions conjugées,
Rev. Francaise Informat Recherche Opertionelle, 3e Année 16 (1969), pp. 35-43.

[21]- B. T. Polyak, The conjugate gradient method in extreme problems, USSR Comp.
Math. Math. Phys., 9 (1969), pp. 94-112.

[22]- M.J.D Powell, Restart procedures of the conjugate gradient method, Math.
Program. 2 (1977) 241-254.

[23]- D. Songhai, W. Zhong, A three-term conjugate gradient algorithm for large-
scale unconstrained optimization problems, Applied Numerical Mathematics, 92(2015)70—
81.

[24]- Z. Wan, Z.L. Yang, Y.L. Wang, New spectral PRP conjugate gradient method
for unconstrained optimization, Appl. Math. Left. 24(1) (2011) 16-22.

[25]- P. Wolfe, Convergence conditions for ascent methods, SIAM Rev. 11 (1968)
226-235.

[26]- J. Zhang, Y.Xiao, Z. Wei, Nonlinear conjugate gradient methods with suffi-
cient descent condition for large-scale unconstrained optimization, Math. Probl. Eng. 2009
(2009),

http ://dx.doi.org/10.1155/2009/234290, Article ID 243290.

[27]- L. Zhang, W. Zhou, D.H. Li, A descent modified Polak-Ribiére-Polyak conju-
gate gradient method and its global convergence, IAM J. Numer. Anal. 26 (2006) 629-640.

[28]- L. Zhang, W. Zhou, D.H. Li, Some descent three-term conjugate gradient
methods and their global convergence, Optim. Methods Softw. 22 (2007) 697-711.



	Introduction
	Généralités sur l'optimisation sans contraintes
	Rappel du calcul différentiel
	Différentiabilité et rappel du gradient et hessienne

	Notions de convexité
	Ensembles convexes
	Fonctions convexes
	Minimum (maximum) d'une fonction
	Continuité des fonctions convexes
	Différentiabilité des fonctions convexes

	Optimisation sans contraintes
	Résultats d'existence et d'unicité
	Conditions d'optimalités

	Problèmes d'optimisation sans contraintes
	Aspect générale des algorithmes
	Notion de convergence globale
	Vitesse de convergence


	Méthodes à direction de descente et recherche linéaire
	Méthodes à direction de descente
	Direction de descente
	Algorithme de la méthode à direction de descente
	Exemples des directions de descente :

	Recherches linéaires (Optimisation unidimensionnelle)
	Objectifs à atteindre
	Recherches linéaires exactes
	Recherches linéaires inexactes

	Convergence des méthodes à direction de descente
	Condition de Zoutendijk


	Gradient conjugué à trois termes pour la résolution des problèmes d'optimisation sans contraintes
	Méthodes numériques utilisées pour résoudre les problèmes d'optimisation sans contraintes
	Méthode du gradient (Méthode de la plus forte pente)
	Méthode du gradient conjugué
	Méthode de Newton
	Méthode de quasi Newton ou quasi-Newtoniennes

	Méthode du gradient conjugué à trois termes
	Principe général d'une méthode du Gradient conjugué à trois termes

	Nouvelle méthode du gradient conjugué à trois termes
	Le nouveau Algorithme. Définition et propriétés générales
	Convergence globale du nouveau Algorithme

	Tests numériques
	Principe :
	Etapes :
	Codes de programmation :
	Profils de performance numérique :


	Conclusion générale
	Bibliographie

