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Résumé

Soit f : Rn ! R est une fonction continûment di¤érentiable. On cherche à résoudre le
problème d�optimisation sans contraintes suivant :

(P) :
�
min
x2Rn

f(x) :

On s�intéresse dans ce mémoire à une nouvelle classe de méthodes du gradient conjugué

à trois terme introduite par D. Songhai et W. Zhong, pour résoudre les problèmes
d�optimisation sans contrainte de grand taille. Pour cette classe des méthodes du gradient

conjugué avec la recherche linéaires deWolfe fortes la propriété de descente est assurée à
chaque itération. Certains résultats généraux de convergence sont également établis pour

la nouvelle famille de gradient conjugué.

On fera une synthèse des derniers travaux concernant ces méthodes. Des tests numé-

riques sont donnés pour montrer la performance numérique du nouvel algorithme.

Mots clés : Gradient conjugué, Algorithme, Convergence globale, Recherche linéaire
inexacte, Méthode de gradient conjugué à trois termes, Règle deWolfe.



Abstract

Consider the following unconstrained optimization problem (where f : Rn ! R is

countinious and di¤erentiabl) :

(P) :
�
min
x2Rn

f(x) :

In this memory we are interested in a new class of a three-term conjugate gradient

algorithm introduced by D. Songhai andW. Zhong, for solving large-scale unconstrai-
ned optimization problems. It is important that the proposed method produce su¢ cient

descent search direction at every iteration with the strong Wolfe line searches, and the
global convergence properties of the given methods are discussed.

We will synthesize latest research on these methods. The numerical results show that

the proposed methods are e¢ cient.

Key words : Conjugate gradient, Algorithm, Global convergence, Inexact line search,
Three-term conjugate gradient method,Wolfe line search.



Introduction

L�optimisation est une branche des mathématiques et de l�informatique en tant que

disciplines, cherchant à modéliser, à analyser et à résoudre analytiquement ou numérique-

ment les problèmes qui consistent à déterminer quelles sont la ou les solution(s) satisfaisant

un objectif quantitatif tout en respectant d�éventuelles contraintes.

L�optimisation joue un rôle important en recherche opérationnelle (domaine à la fron-

tière entre l�informatique, les mathématiques et l�économie), dans les mathématiques ap-

pliquées (fondamentales pour l�industrie et l�ingénierie), en analyse et en analyse numé-

rique, en statistique pour l�estimation du maximum de vraisemblance d�une distribution,

pour la recherche de stratégies dans le cadre de la théorie des jeux, ou encore en théorie

du contrôle et de la commande.

Aujourd�hui, tous les systèmes susceptibles d�être décrits par un modèle mathématique

sont optimisés. La qualité des résultats et des prédictions dépend de la pertinence du

modèle, de l�e¢ cacité de l�algorithme et des moyens pour le traitement numérique.

Les domaines d�applications sont extrêmement variés : optimisation d�un trajet, de

la forme d�un objet, d�un prix de vente, d�une réaction chimique, du contrôle aérien,

du rendement d�un appareil, du fonctionnement d�un moteur, de la gestion des lignes

ferroviaires, du choix des investissements économiques, de la construction d�un navire, etc.

L�optimisation de ces systèmes permet de trouver une con�guration idéale, d�obtenir un

gain d�e¤ort, de temps, d�argent, d�énergie, de matière première, ou encore de satisfaction.

Très loin de constituer une liste exhaustive, ces quelques exemples attestent de la

variété des formulations et pré�gure la diversité des outils mathématiques susceptibles de

résoudre ces problèmes.

Plus formellement, l�optimisation est l�étude des problèmes qui s�expriment de la ma-

nière suivante.

Étant donné une fonction f : Rn ! R, trouver un élément x deRn tel que f (x) � f (x)
pour tout x 2 R:
On dit que l�on cherche à minimiser la fonction f sur l�ensemble R. La fonction f

porte divers noms : fonction-coût ou simplement coût, fonction-objectif ou simplement

objectif, critère, etc.

L�optimisation linéaire étudie le cas où la fonction objectif et les contraintes carac-

térisant l�ensemble A sont linéaires. C�est une méthode très employée pour établir les

programmes des ra¢ neries pétrolières, mais aussi pour déterminer la composition la plus

rentable d�un mélange salé, sous contraintes, à partir des prix de marché du moment.

L�optimisation linéaire en nombres entiers étudie les problèmes d�optimisation linéaire

dans lesquels certaines ou toutes les variables sont contraintes de prendre des valeurs



entières. Ces problèmes peuvent être résolus par di¤érentes méthodes : séparation et

évaluation, méthode des plans sécants.

L�optimisation quadratique étudie le cas où la fonction objective est une forme qua-

dratique (avec contraintes linéaires)

L�optimisation non linéaire étudie le cas général dans lequel l�objectif ou les contraintes

(ou les deux) contiennent des parties non linéaires, éventuellement non-convexes.

L�optimisation stochastique étudie le cas dans lequel certaines des contraintes dé-

pendent de variables aléatoires. En optimisation robuste, les aléas sont supposés être

situés dans des intervalles autour de positions nominales et on cherche à optimiser le

système soumis à de tels aléas, dans le pire des cas.

La programmation dynamique utilise la propriété qu�une solution se compose nécessai-

rement de sous-solutions optimales (attention : le contraire n�est pas vrai en général) pour

décomposer le problème en évitant l�explosion combinatoire. Elle est utilisable lorsque la

fonction objectif est une somme de fonctions monotones croissantes dont les arguments

sont des inconnues distinctes. C�est la programmation dynamique qui permet par exemple :

� - aux avionneurs de trouver les plans de décollage optimaux de leurs engins,

- aux ingénieurs de bassin de répartir la production minière entre leurs di¤érents puits,

- aux producteurs d�électricité de plani�er la marche des usines hydroélectriques,

- aux media planners de répartir e¢ cacement un budget de publicité entre di¤érents

supports.

Formellement on peut écrire ce problème noté (P) de la manière suivante :
Soit f : Rn ! R est une fonction continûment di¤érentiable et (P) le problème de

minimisation sans contraintes suivant :

(P) :
�
min
x2Rn

f(x) :

Pour trouver (ou approcher) un point en lequel une fonction de plusieurs variables est

minimum, il est classique de remplacer le problème initial par une suite (in�nie en générale)

qui converge vers la solution du probléme de minimisation où la fonction économique ne

dépend plus que d�une variables : c�est le principe des méthodes de descente. Autrement

dit ; de construire un algorithme itératif de la forme :

xk+1 = xk + �kdk; (1)

telle que �k est appelé le pas. il est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou

recherche linéaire exacte ou inexacte. dk est la direction de descente qui faire les di¤érents

méthodes à direction de descente.



Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problèmes d�optimisation

(P), on peut citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthode est surtout utilisée
pour les problèmes de grand taille dont la direction dk est calculée par la formule récurrente

suivant :

dk =

(
�g0 si k = 0

�gk + �kdk�1 si k � 1
; (2)

telle que : gk = rf(xk):
Les di¤érentes valeurs attribuées à �k dé�nissent les di¤érentes formes du gradient

conjugué. Si on note yk = gk+1 � gk; on va présenter quelques variantes suivantes :
1- Gradient conjugué variante Hestenes-Stiefel (HS)([15], 1952) :

�HSk =
gTk+1yk

dTk yk
:

2- Gradient conjugué variante Fletcher Reeves (FR)([13], 1964) :

�FRk =
kgkk2

kgk�1k2
:

3- Gradient conjugué variante Polak-Ribière-Polyak (PRP)([20-21],1969) :

�PRPk =
gTk yk

kgk�1k2
:

4- Gradient conjugué variante Dai-Yuan (DY)([11],1999) :

�DYk =
kgk+1k2

dTk yk
:

5- Gradient conjugué variante Hager-Zhang (HZ)([17],2005) :

�HZk =
1

dTk yk

 
yk � 2dk

kykk2

dTk yk

!
gk+1:

Malgré que toutes ces méthodes ont été très importantes pour la résolution du problème

(P), leur étude s�est faite de façon individuelle et chacune à part par Flécher, Powell,
Wolf, El Baali, Polak-Ribière, Polyak,Y. H. Dai and Y. Yuan,... Il est alors
légitime de se poser le problème suivant :

Peut-on regrouper toutes ces méthodes et dé�nir d�autres nouvelles et les
mettre dans une même famille et étudier leurs propriétés de descente et de



convergence ensemble ?

E.M.L. Beale est répondu dans ([8]) positivement à cette question. Le but principal
de ce mémoire est d�étudier de façon approfondie le travail de D. Songhai et W. Zhong
([23]).

La forme uni�ée du gradient conjugué en question, est de la forme (2) et la direction

de recherche a été déterminée par :

dk+1 = �gk+1 + �kdk + kdt; (3)

où le paramètre �k peut être donnée par �
HS
k , �FRk ou �DYk , ..., etc..., et le paramètre k

est donnée par :

k =

(
0 k = t+ 1;
gTk+1yt

dTt yt
k > t+ 1:

: (4)

Le mémoire est divisé en trois chapitres.

Le premier chapitre contient les notions de base utiles pour la suite. On insiste surtout

sur les notions de direction de descente, sur les conditions d�optimalité des problèmes de

minimisation sans contraintes.

Le deuxième chapitre est consacré aux recherches linéaires inexactes célèbres (Armijo,
Wolf et Goldstein). On montre comment ces recherches linéaires contribuent dans la
convergence des algorithmes à directions de descente.

Le dernier chapitre est consacré à un algorithme de gradient conjugué à trois termes

pour résoudre les problèmes d�optimisation sans contrainte de grand taille introduite par

D. Songhai et W. Zhong ([23]). Cette classe génère des suites fxkgk2N de la façon
suivante :

xk+1 = xk + �kdk:

Le pas �k 2 R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou recherche linéaire
inexacte.

Les directions dk sont calculées de façon récurrente par les formules suivantes :

dk+1 = �gk+1 � �ksk � �kyk; (5)

où :

�k =

 
1�min

(
1;
kykk2

yTk sk

)!
sTk gk+1
yTk sk

� y
T
k gk+1
yTk sk

; (6)

et

�k =
yTk gk+1
yTk sk

: (7)



CHAPITRE 1

Généralités sur l�optimisation sans

contraintes

1.1 Rappel du calcul di¤érentiel

1.1.1 Di¤érentiabilité et rappel du gradient et hessienne

Dé�nition 1.1.1 Soit f : 
 � Rn ! R dé�nie sur l�ouvert 
. f est dite di¤érentiable
en x0 s�il existe une application g : Rn ! R linéaire telle que :

f(x0 + h) = f(x0) + g(h) + khk "(h);

avec :

lim
h!0

"(h) = 0:

La fonction g est représentée (dans (Rn; h�; �i) euclidien) par un unique vecteur.
Dans le cas où f est deux fois di¤érentiable en x0, on a le développement de Taylor-

Young d�ordre 2 suivant :

f(x0 + h) = f(x0) + hrf(x0); hi+
1

2



r2f(x0)h; h

�
+ khk2 "(h):

Dé�nition 1.1.2 Pour tout x 2 
 et h 2 Rn on note (quand existe) la dérivée direc-
tionnelle de f en x de direction h par :

@f

@h
(x) = lim

t!0

f(x+ th)� f(x)
t

= g0(0);

5



1.1. RAPPEL DU CALCUL DIFFÉRENTIEL

où

g(t) = f(x+ th):

Nous rappelons aussi la formule

@f

@h
(x) = hrf(x); hi ;8x 2 
;8h 2 Rn:

� Plus généralement, soit F : 
 � Rn ! Rm une fonction de plusieurs variables qui à

x 2 
 associe F (x) =

0BB@
f1(x)
...

fm(x)

1CCA : On dit qu�elle est di¤érentiable en x0 si chacune des
fonctions composantes f1; � � � ; fm l�est, et on note la matrice jacobienne de F en x par

JF (x) 2Mm;n(R) telle que :

JF (x) =

0BB@
rf1(x)
...

rfm(x)

1CCA =

0BB@
@f1
@x1
(x) � � � � � � @f1

@xn
(x)

...
. . .

...
@fm
@x1
(x) � � � � � � @fm

@xn
(x)

1CCA :
Dé�nition 1.1.3 On dit que f est deux fois di¤érentiable en x lorsque le gradient est
di¤érentiable en x. Pour tout x 2 
 on note (quand existe) r2f(x) 2 Mn(R) la matrice
carrée donnée par :

r2f(x) = H(x) =

0BB@
@2f
@x21
(x) � � � @2f

@x1@xn
(x)

...
. . .

...
@2f

@xn@x1
(x) � � � @2f

@x2n
(x)

1CCA ;
(H(x) est une matrice symétrique s�appelle la matrice hessienne de f en x).

Exemple 1.1.1 Soit f : Rn ! R dé�nie par :

f(x) = ha; xi ;8x 2 Rn;

où a est un vecteur donnée (c�est à dire une fonction linéaire). Alors on calcul facilement :
@f

@xk
= ak, donc :

rf(x) = a;

le gradient est constante, ceci nous donne :

r2f(x) = H(x) = 0:

MAALEM.S-FERHI.I-Univ.Tébessa 6 Master Mathématiques Appliquées



1.2. NOTIONS DE CONVEXITÉ

1.2 Notions de convexité

Le cas où les données sont convexes est un cas très important car les problèmes qua-

dratiques sont à la base de nombreux des algorithmes non linéaires.

1.2.1 Ensembles convexes

Dé�nition 1.2.1 On dit que l�ensemble C � Rn est convexe si et seulement si :

8(x; y) 2 C2;8t 2 [0; 1] ; tx+ (1� t)y 2 C:

Autrement dit, C est convexe s�il contient tout segment reliant deux quelconque de ses

points.

Exemple 1.2.1 1- Un intervalle [a; b] ou ]a; b[ est convexe dans R.
2- R est un ensemble convexe mais R� n�est pas un ensemble convexe.
3- Une réunion disjointe d�intervalles de R n�est pas convexe.

1.2.2 Fonctions convexes

Dé�nition 1.2.2 (Fonction convexe) On dit que la fonction f : C � Rn ! R[f+1g
est convexe si C est une ensemble convexe et si :

8 (x; y) 2 C2;8t 2 [0; 1] ; f (tx+ (1� t) y) � tf (x) + (1� t) f (y) :

Dé�nition 1.2.3 (Domaine d�une fonction convexe) Soit f : C � Rn ! R[f+1g
une fonction convexe. On appelle domaine de f l�ensemble :

dom (f) = fx 2 Rn j f (x) < +1g :

� Cette ensemble est convexe.
� Lorsque le domaine de f est non vide, f est dite fonction propre.

Dé�nition 1.2.4 (Fonction strictement convexe) On dit que f : C � Rn ! R [
f+1g est strictement convexe si C est convexe et si :

8 (x; y) 2 C2 avec x 6= y; 8t 2 ]0; 1[ ; f (tx+ (1� t) y) < tf (x) + (1� t) f (y) :

Exemple 1.2.2 1- f (x) = kxk est strictement convexe.

MAALEM.S-FERHI.I-Univ.Tébessa 7 Master Mathématiques Appliquées



1.2. NOTIONS DE CONVEXITÉ

2- Tout application a¢ ne est convexe. (c�est à dire de la forme :

f(x) = h�; xi+ �;

où � et x dans le domaine de dé�nition et � 2 R:

� On dit qu�une matrice carré symétrique est semi dé�nie positive si

8X 6= 0; XTAX � 0:

A est dé�nie positive si l�inégalité précédente est stricte.

Exemple 1.2.3 Soit A une matrice carrée d�ordre n et b 2 Rn et soit la fonction dé�nie
par :

f(x) =
1

2
hAx; xin � hb; xin :

Si A est semi dé�nie positive alors f est convexe, sinon A est dé�nie positive et f est

strictement convexe.

1.2.3 Minimum (maximum) d�une fonction

� On appelle qu�une boule ouverte de Rn de centre x� et de rayon r est l�ensemble :

B(x�; r) = fx 2 Rn j kx� x�k < rg ;

Où k:kdésigne la norme de R:

Dé�nition 1.2.5 (Minimum et maximum local) Soit C un ensemble non vide de Rn

et f une fonction de C dans R.
On dit que x� 2 C réalise un minimum local de f sur C si on peut trouver une

boule ouverte B(x�; r) de Rn telle que :

8x 2 B(x�; r) \ C f(x�) � f(x):

Dé�nition 1.2.6 On dit que x� 2 C réalise un maximum local de f sur C si on peut
trouver une boule ouverte B(x�; r) de Rn telle que :

8x 2 B(x�; r) \ C f(x�) � f(x):
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Dé�nition 1.2.7 (Minimum et maximum global) On dit que x� 2 C réalise un mi-
nimum global de f sur C si :

8x 2 C f(x�) � f(x):

On dit que x� 2 C réalise un maximum global de f sur C si :

8x 2 C f(x�) � f(x):

Dé�nition 1.2.8 (Minimum et maximum strict) Le minimum et le maximum sont

dites strict si les inégalités dans les dé�nitions précédentes sont (<;>).

1.2.4 Continuité des fonctions convexes

Donnons maintenant quelques propriétés (topologiques) importantes des fonctions

convexes.

Théorème 1.2.1 Soit f : Rn ! R [ f+1g une fonction convexe, il est équivalent de
dire :

1- Il existe un ouvert non vide O sur lequel f est majorée par une constante réelle et

ne vaut pas constamment (�1).
2- f est propre, dom (f) est d�intérieur non vide et f est continue sur l�intérieur de

son domaine.

Lemme 1.2.1 Si au voisinage d�un point u0 2 R, une fonction convexe f est majorée
par une constante �nie,alors f est continue en u0.

Preuve. (Du lemme) En se ramène par translation au cas où u0 = 0 et f(0) = 0: Soit V
un voisinage de l�origine tel que f(u) � a < +1, pour tout u 2 V . posons W = V \ �V
et donnons nous " 2 ]0; 1[. Si u 2 "W on a par convexité :

u

"
2 W donc f(u) � (1� ")f(0) + "f(u

"
) � "a;

�u
"
2 W donc f(u) � (1 + ")f(0)� "f(�u

"
) � "a:

Finalement

8u 2 W jf(u)j � "a:

D�où la continuité.
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Preuve. (Du théorème) Supposons donc "1" est véri�é ; O est donc inclus dans l�inté-
rieur du domaine de f qui est en particulier non vide. Donc f est propre. Soit u 2 O tel
que f(u) > �1. D�après le lemme 1 f sera continue en u donc �nie sur un voisinage de
u. pour tout v 2 int(dom(f)), il existe � > 1 tel que w = u+ �(v�u) qui est appartienne
à l�intérieur de dom(f) car l�intérieur d�un convexe est un convexe. L�homothétie h de

centre w et de rapport 1� 1
�
transforme u en v et O en un ouvert h(O) contenant v. Pour

tout v0 de h(O), on a par convexité :

f(v0) � �� 1
�
f(h�1(v0)) +

1

�
f(w) � �� 1

�
a+

1

�
f(w):

Par conséquent :tout point v de l�intérieur de domaine de f possède un voisinage h(O)

sur lequel f est majorée par une constante �nie.

D�après le lemme 1 f est continue en v.

Corollaire 1.2.1 Toute fonction convexe propre sur un espace de dimension �nie est
continue sur l�intérieur de son domaine.

1.2.5 Di¤érentiabilité des fonctions convexes

Dé�nition 1.2.9 Soit f est une fonction de Rn dans R [ f+1g : On dit que f est
Gâtaux-di¤érentiable en u 2 dom(f) si la dérivée directionnelle :

f 0(u; v) = lim
t!0+

f(u+ tv)� f(u)
t

;

existe dans toute direction v 2 Rn, et si l�application v ! f
0
(u; v) est linéaire. On note :

f
0
(u; v) = hrf(u); vi ;

où h:; :i désigne le produit scalaire de Rn. L�élément rf(u) de Rn est le gradient de f en
u.

Remarque 1.2.1 Si f est di¤érentiable au sens classique en u (on dit alors Fréchet
-di¤érentiable), alors f est Gâteaux-di¤érentiable en u, la réciproque est fausse, comme
le montre le contre exemple suivant :

f(x; y) =

�
x si x = y2

0 si non
:

La fonction f est continue en (0; 0) et Gâteaux-di¤érentiable en (0; 0) mais pas Fréchet

di¤érentiable en (0; 0):
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Théorème 1.2.2 Soit f : C � Rn �! R Gâteaux di¤érentiable sur C avec C convexe.

f est convexe si et seulement si :

8(u; v) 2 C � C : f(v) � f(u) + hrf(u); v � ui :

Preuve. Montrons l�implication :

f est convexe =) 8(u; v) 2 C � C : f(v) � f(u) + hrf(u); v � ui :

Donc, supposons f est convexe. On a par dé�nition :

8t 2 ]0; 1] ;8u; v 2 C2 f(tv + (1� t)u) � tf(v) + (1� t)f(u);

=) f(u+ t(v � u)) � f(u) + t(f(v)� f(u));

=) f(u+ t(v � u))� f(u) � t(f(v)� f(u));

divisant par t 2 ]0; 1] et passant au limite quand t! 0+ on obtient :

lim
t!0+

f(u+ t(v � u))� f(u)
t

� (f(v)� f(u));

lim
t!0+

f(u+ t(v � u))� f(u)
t

+ f(u) � f(v);

ce qui donne :

hrf(u); v � ui+ f(u) � f(v);

ce qu�il fallait démontrer. Montrons maintenant réciproquement,

8(u; v) 2 C � C : f(v) � f(u) + hrf(u); v � ui =) f est convexe.

On a alors :

8(u; v) 2 C � C : f(v) � f(u) + hrf(u); v � ui ;

On applique cette inégalité à hu+ t(v � u); ui donc :

8(u; v) 2 C � C : f(u) � f(u+ t(v � u)) + hrf(u+ t(v � u)); u� u� t(v � u)i ;
8(u; v) 2 C � C : f(u) � f(u+ t(v � u))� t hrf(u+ t(v � u)); (v � u)i : (1)

On applique aussi cette inégalité à h(u+ t(v � u)); vi donc :

8(u; v) 2 C � C : f(v) � f(u+ t(v � u)) + hrf(u+ t(v � u)); (v � u)� t(v � u)i ;
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8(u; v) 2 C � C : f(v) � f(u+ t(v � u)) + (1� t) hrf(u+ t(v � u)); v � ui : (2)

Multipliant (1) fois (1� t) et (2) fois (t) et on fait l�addition (1)+(2) :

8(u; v) 2 C � C : tf(v) + (1� t)f(u) � (t+ 1� t)f(u+ t(v � u));

Ce qui véri�é que f est convexe. D�où la démonstration du théorème.

Théorème 1.2.3 Soit f : C � Rn �! R est gâteaux di¤érentiable sur C avec C est

convexe. f est convexe si et seulement si rf est un opérateur monotone, c�est-à-dire :

f est convexe() 8(u; v) 2 C � C : hrf(u)�rf(v); u� vi � 0:

1.3 Optimisation sans contraintes

Soit le problème :

(P) =
�
min
x2Rn

f(x) ;

où f est une fonction de Rn vers R [ f+1g :
Avons d�étudier les propriétés de la solution (ou les solutions) de (P), il faut s�assurer

de leur existence et donner des résultats d�unicité.

Dé�nition 1.3.1 (Coércivité) On dit que f : Rn ! R est coercive si :

lim
kxk!+1

f(x) = +1;

tel que k:k désigne la norme euclidienne de Rn.

kxk =
q
x21 + x

2
2 + : : :+ x

2
n = (

nX
i=1

x2i )
1
2 tq x = (x1; � � � ; xn)T 2 Rn:

Exemple 1.3.1 1- la fonction f(x) = kxk est coécrive.
2- les fonctions a¢ nes dé�nie par :

f(x) = h�; xi+ �;

telle que � 2 Rn et � 2 R ne sont pas coércives.

1.3.1 Résultats d�existence et d�unicité

Commençons par donner un résultat d�existence.
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Théorème 1.3.1 Soit f : Rn ! R[ f+1g une fonction propre, continue et coércive
alors le problème (P) admet au moins une solution.

Preuve. Soit d = inf(P) alors d < +1 car f est propre. Soit (xp)p2N 2 Rn une suite
minimisant c�est à dire telle que :

lim
p!+1

f(xp) = d:

Montrons que (xp) est bornée, si ce n�était pas le cas on pourrait extraire de cette suite

une sous suite (encore noté (xp)) telle que :

lim
p!+1

kxpk = +1:

Par coércivité de f on aurait :

lim
p!+1

f(xp) = +1:

Ce qui contredit le fait que

lim
p!+1

f(xp) = d < +1:

Comme (xp) est bornée, on peut alors en extraire une sous suite ( encore notée (xp) ) qui

converge vers �x 2 Rn. Par continuité de f , on a alors :

d = lim
p!+1

f(xp) = f(�x):

En particulier d > �1 et �x est une solution du problème (P):

Théorème 1.3.2 Sous les hypothèses du théorème précédente, si f est strictement convexe,
alors le problème (P) admet une solution unique.

Preuve. Supposons que f admette au moins un minimum m et soient x1 6= x2 (dans Rn)
réalisant ce minimum :

f(x1) = f(x2) = m:

Par stricte convexité de la fonction f on a alors :

f(
x1 + x2
2

) <
1

2
(f(x1) + f(x2)) = m:

Ceci contredit le fait que m est le minimum. Donc x1 = x2:
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Théorème 1.3.3 Soit f : Rn ! R de classe C1, on suppose qu�il existe � > 0 tel que :

8(x; y) 2 Rn � Rn hrf(x)�rf(y); x� yi � � kx� yk2 ; (�)

alors f est strictement convexe et coércive.

Par conséquent, f admet un minimum unique x� sur Rn caractériser par :

rf(x�) = 0:

Dé�nition 1.3.2 (Fonction elliptique) On dit que f : Rn ! R est elliptique si la
condition (�) est véri�ée. � est appelé la constante d�ellipticité.

Proposition. 1.3.1 Une fonction f deux fois di¤érentiable est elliptique si et seulemen
si :

8(x; y) 2 Rn � Rn


D2f(x)y; y

�
� � kyk2 :

1.3.2 Conditions d�optimalités

Les conditions nous allons donner sont des conditions di¤érentielles qui porte sur la

dérivée de la fonction à minimiser. On va donc restreindre au cas des fonctions gâteaux-

di¤érentiable.

Condition nécessaire d�optimalité du premier ordre

Théorème 1.3.4 Soit f une fonction telle que f : Rn ! R gâteau-di¤érentiable sur Rn.
Si x� réalise un minimum (global ou local) de f sur Rn, alors :

rf(x�) = 0: (��)

Dé�nition 1.3.3 Un point x� 2 Rn qui véri�e (�) est appelé point critique ou station-
naire. La relation (��) est aussi appelé Equation d�Euler.

Remarque 1.3.1 Le théorème précédente n�a pas de sens si la fonction f n�est pas di¤é-
rentiable par exemple :

f(x) = jxj ;8x 2 R:

Donc le résultat du théorème est une condition nécessaire qui n�est pas en générale su¢ -

sante.
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Condition nécéssaire et su¢ sante d�optimalité du premier ordre

Théorème 1.3.5 Soit f : Rn ! R gâteau-di¤érentiable et convexe sur Rn. Un point x�

réalise un minimum global de f sur Rn ssi :

rf(x�) = 0:

Preuve. Comme f est convexe on a :

8x; x� 2 Rn; f(x) � f(x�) + hrf(x�); x� x�i ;

et comme

rf(x�) = 0;

alors : 8x; x� 2 Rn; f(x) � f(x�)) x�est réalise le minimum global.

Condition nécessaire d�optimalité du second ordre

Théorème 1.3.6 On suppose que x� est un minimum (local) de f et que f est deux fois

dérivables sur Rn alors :
1- rf(x�) = 0:
2- 8x 2 Rn hD2f(x�)x; xi � 0:

Remarque 1.3.2 La deuxième assertion (2) est équivalente à dire que la matrice hés-
sienne de f en x� est semi dé�nie positive et aussi symétrique.

Condition nécessaire et su¢ sante d�optimalité du second ordre

Théorème 1.3.7 Soit f : Rn ! R deux fois dérivables sur Rn véri�ant :
1- rf(x�) = 0:
2- 9� > 0 telle que : 8x 2 Rn hD2f(x�)x; xi � � kxk2 :
Alors la fonction f admet un minimum local strict en x�:

Remarque 1.3.3 La condition (2) revient à dire que D2f(x�) est dé�nie positive.

1.4 Problèmes d�optimisation sans contraintes

Soit f : Rn ! R est une fonction continûment di¤érentiable et (P) le problème de
minimisation sans contraintes suivant :

(P) :
�
min
x2Rn

f(x) :
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1.4.1 Aspect générale des algorithmes

Pour trouver (ou approcher) un point en lequel une fonction de plusieurs variables

est minimum, il est classique de remplacer le problème initial (P) par une suite (xk)k2N
(in�nie en générale) qui converge vers la solution du problème de minimisation où la

fonction économique ne dépend plus que d�une variables : c�est le principe des méthodes

de descente. Autrement dit ; de construire un algorithme itératif de la forme :

xk+1 = xk + �kdk;

telle que �k est appelé le pas. il est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou

recherche linéaire exacte ou inexacte. dk est la direction de descente qui faire les di¤érents

méthodes à direction de descente.

1.4.2 Notion de convergence globale

Un algorithme qui dé�nie par une application multivoque A : Rn ! Rn permettant la
génération d�une suite d�élément de Rn par la formule suivante :(

x0 donnée k = 0

xk+1 = A(xk); k = k + 1
:

Donc, écrire un algorithme n�est ni plus ni moins que se donner une suite (xk)k2N de

Rn. Étudier la convergence de l�algorithme c�est simplement étudier la convergence de la
suite (xk)k2N :

� On dit qu�un algorithme est globalement convergent si, pour quelque soit le point
de départ x0 choisi, la suite (xk)k2N générée par cet algorithme converge vers un point

satisfont une condition nécessaire d�optimalité.

1.4.3 Vitesse de convergence

Nous nous intéressant maintenant à l�évaluation de son e¢ cacité d�un point de vue

pratique, l�e¢ cacité d�un algorithme dépend du nombre d�itérations nécessaires pour ob-

tenir une approximation à " près (" �xé à l�avance) de l�optimum x̂: Si l�on compare

entre eux plusieurs algorithmes, et si l�on admet que le temps de calcul par itération est

sensiblement le même pour tous, le meilleur est celui qui nécessitera le plus petit nombre

d�itérations. Malheureusement, il se révèle impossible de dégager des conclusions générales

de ce genre de comparaison. Suivant le point de départ choisi, la nature de la fonction à

optimiser, la valeur de la tolérance choisie, la hiérarchie des algorithmes peut varier consi-
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dérablement. Si l�on veut dégager un critère ayant une certaine valeur d�absolu, il faut par

conséquent recourir à un autre type d�analyse, c�est l�objet de l�étude de la convergence

asymptotique c�est-à-dire du comportement de la suite fxkg au voisinage du point limite
x̂. Ceci conduit à attribuer à chaque algorithme un indice d�e¢ cacité appelé sa vitesse
de convergence.
Nous introduisons maintenant les di¤érents types de convergence. Plaçons nous dans

Rn, où k:k désigne la norme euclidienne et considérons une suite fxkg convergeant vers x̂:
� Si lim sup kxk+1�x�kkxk � x�k

= � < 1 quand k �!1: On dit que la convergence est linéaire
et � est le taux de convergence associé.

� Si kxk+1�x�kkxk � x�k
�! 0 quand k �!1; on dit que la convergence est super-linéaire.

� Plus précisément si 9p > 1 tel que lim sup
k�!1

kxk+1 � x�k
kxk � x�kp

< +1; on dit que la conver-
gence est super-linéaire d�ordre p.

� En particulier si lim sup
k�!1

xk+1 � x�
kxk � x�k2

< +1; on dit que la convergence est quadra-

tique (super-linéaire d�ordre 2).
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CHAPITRE 2

Méthodes à direction de descente et

recherche linéaire

2.1 Méthodes à direction de descente

Le schéma général d�une méthode à direction de descente est le suivant :(
x0 2 Rn donnée
xk+1 = xk + �kdk

;

où �k 2 R�+ le pas et dk la direction de descente sont choisis de telle sorte que :

f(xk + �kdk) � f(xk):

Le pas et la direction peuvent être �xées ou changés à chaque itération.

2.1.1 Direction de descente

Soit f : Rn ! R une fonction continûment di¤érentiable et soit x un vecteur de Rn.
Idée :

� On démarre d�un point x0.
�On génère une suite des vecteurs x1; x2; � � � tel que la valeur de la fonction à minimiser

décroit à chaque itération :

f(xk+1) < f(xk) k = 1; 2; � � � :

18



2.1. MÉTHODES À DIRECTION DE DESCENTE

Théorème 2.1.1 Soit f une fonction à minimiser, on note xk le point courant et rf(xk)
le gradient de f en xk. dk 2 Rn est une direction de descente au point xk si et seulement
si :

9� > 0 tel que f(xk + �kdk) < f(xk) : 8�k 2 ]0; �[ :

Dé�nition 2.1.1 On dit que dk est une direction de descente de f en xk 2 Rn si :

rf(xk)T :dk < 0: (d)

� �k fait avec (�rf(xk)) un ongle � strictement plus petit que 90�:

� = arccos
�rTf(xk):dkrTf(xk)

 kdkk 2
h
0;
�

2

h
:

2.1.2 Algorithme de la méthode à direction de descente

Algorithme de la méthode à direction de descente

I Etape 1 : (Initialisation) : x0 2 Rn donnée (k = 0).
I Etape 2 : calcul d�une direction de descente dk.
I Etape 3 : on détermine une pas �k > 0 le long du dk par une recherche linéaire.
I Etape 4 : nouvelle itérée : xk+1 = xk + �kdk. (k = k + 1 Itération k).
I Etape 5 : (Critère d�arrêt) : si kxk+1 � xkk < " stop, sinon, on pose k = k+1 et

on retourne à l�étape 2 tel que " > 0 assez petit donnée qui présente la précision désirée.

2.1.3 Exemples des directions de descente :

Si on pose :

rf(xk) = gk:

1- Au méthode du Gradient la direction dk est dé�nie par :

dk = �gk: avec gk 6= 0:

En e¤et ; véri�ons la condition (d) :

gTk :(�gk) = �kgkk
2 < 0:

2- Au méthode de Gradient conjugué la direction dk est dé�nie par :

dk =

(
�g0 si k = 0

�gk + �kdk�1 si k � 1
:
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3- Au méthode de Newton la direction dk est dé�nie par :

dk = � [H(xk)]�1 :gk où H est la matrice héssienne de f:

2.2 Recherches linéaires (Optimisation unidimension-

nelle)

Considérons le problème d�optimisation sans contraintes (P) :

(P) :
�
min
x2Rn

f(x) ;

où f : Rn �! R:
Les algorithmes qu�on étudie par la suite suivent les schémas généraux suivants. L�al-

gorithme démarre d�un point x0 2 Rn. A l�itération k supposons qu�on ait le point xk, le
point xk+1 successeur de xk sera construit de la façon suivante, on choisit une direction

dk (de descente en général) et déterminons xk+1 comme suit :

xk+1 = xk + �kdk;

où �k est solution optimale du problème d�optimisation unidimensionnel suivant :�
min
�k�0

f(xk + �kdk) :

C�est à dire que �k véri�e :

f (xk + �kdk) � f (xk + �dk) ;8� � 0;

où xk et dk sont �xes et la fonction à minimiser est une fonction d�une variable réelle

dé�nie comme suit :

�! hk (�) = f (xk + �dk) :

Il faut noter que dans les problèmes d�optimisation sans contraintes on a besoin de résoudre

à chaque Itération xk, un problème d�optimisation dans R.

2.2.1 Objectifs à atteindre

Une recherche linéaire veut dire déterminer un pas �k le long d�une direction de des-

cente dk. Il s�agit de réaliser deux objectifs :
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. Le premier objectif
Consiste à faire décroître f su¢ samment, Cela se traduit le plus souvent par réalisation

d�une inégalité de la forme :

f(xk + �kdk) � f(xk) + "un terme n�egatif". (��)

Le terme négatif joue un rôle-clé dans la convergence de l�algorithme utilisant cette

recherche linéaire, et devra prendre une forme bien particulière si on veut pouvoir en tirer

de l�information. En particulier, il ne su¢ t pas d�imposer :

f(xk + �kdk) < f(xk):

. Le second objectif
consiste d�empêcher le pas �k > 0 d�être trop petit, trop proche de zéro.

Le premier objectif n�est en e¤et pas su¢ sant car l�inégalité (��) est en général satis-
faite par des pas �k > 0 arbitrairement petit.

Il existe deux grandes classes de méthodes qui s�intéressent a� l�optimisation unidi-

mensionnelle :

� les recherches linéaires exactes.
� les recherches linéaires inexactes.

2.2.2 Recherches linéaires exactes

Comme on cherche à minimiser f , il semble naturel de chercher à minimiser le critère

le long de dk et donc de déterminer le pas �k comme solution du problème :

min
��0

hk (�) = min
��0

f(xk + �dk):

C�est ce que l�on appelle la règle de Cauchy et le pas déterminé par cette règle est
appelé pas de Cauchy ou pas optimal. Dans certains cas, on préférera le plus petit point
stationnaire de hk qui fait décroître par cette fonction :

�k = inf f� � 0 : hk (�) < hk (0)g :

On parle alors de règle de Curry et le pas déterminé par cette règle est appelé pas de
Curry. De manière un peu imprécise, ces deux règles sont parfois quali�ées de recherche
linéaire exacte.

Remarque 2.2.1 Ils ne sont utilisés que dans des cas particuliers, par exemple lorsque
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f est quadratique, la solution de la recherche linéaire s�obtient de façon exacte et dans un

nombre �ni d�itérations.

Les inconvénients des recherches linéaires exactes

Pour une fonction non linéaire arbitraire,

� il ne peut pas exister de pas de Cauchy ou de Curry,
� la détermination de ces pas demande en général beaucoup de temps de calcul et ne

peut de toutes façons pas être faite avec une précision in�nie,

� L�e¢ cacité supplémentaire éventuellement apportée à un algorithme par une re-
cherche linéaire exacte ne permet pas, en général, de compenser le temps perdu à déter-

miner un tel pas.

� les résultats de convergence autorisent d�autres types de règles (recherche linéaire
inexacte), moins gourmandes en temps de calcul.

Intervalle de sécurité

Dans la plupart des algorithmes d�optimisation modernes, on ne fait jamais de re-

cherche linéaire exacte, car trouver �k signi�e qu�il va falloir calculer un grand nombre

de fois la fonction hk et cela peut être dissuasif du point de vue du temps de calcul. En

pratique, on recherche plutôt une valeur de �̂ qui assure une décroissance su¢ sante de f .

Cela conduit à la notion d�intervalle de sécurité.

Dé�nition 2.2.1 On dit que [�g; �d] est un intervalle de sécurité s�il permet de classer
les valeurs de � la façon suivante :

� Si � < �g alors � est considéré trop petit.
� Si �g � � � �d alors � est satisfaisant.
� Si � > �d alors � est considéré trop grand.

Le problème est de traduire de façon numérique sur hk les trois conditions précédentes,

ainsi que de trouver un algorithme permettant de déterminer �g et �d. L�idée est de

partir d�un intervalle su¢ samment grand pour contenir [�g; �d], et d�appliquer une bonne

stratégie pour itérativement réduire cet intervalle.

Réduction de l�intervalle

On suppose maintenant que l�on dispose d�un intervalle [�g; �d] mais que l�on n�a pas

encore de � satisfaisant.
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Une manière simple de procéder par exemple par dichotomie, en choisissant :

� =
�g + �d
2

;

puis en conservant soit [�g; �] ou [�; �d] suivant que � est trop grand ou trop petit.

le problème est que cette stratégie ne réduit pas assez rapidement l�intervalle. Cependant

elle n�utilise aucune informations sur hk. On préfère en général procéder en construisant

une approximation polynomiale p(�) de hk et en choisissant � réalisant le minimum (s�il

existe) de p(�) sur [�g; �d].

Algorithme (Algorithme de base)

I Etape 0 : (Initialisation) : �g = �d = 0; choisir �1 > 0 ; poser k = 1 et aller à
l�étape 1 ;

I Etape 1 :
- Si �k convient, poser �̂ = �k et on s�arrête.

- Si �k est trop petit on prend �g;k+1 = �k; �d;k+1 = �d, et on va à l�étape 2.

- Si �k est trop grand on prend �d;k+1 = �k; �g;k+1 = �g; et on va à l�étape 2.

I Etape 2 :
- Si �d;k+1 = 0 déterminer �k+1 2]�g;k+1;+1[.
- Si �d;k+1 6= 0 déterminer �k+1 2]�g;k+1; �d;k+1[;

Remplacer k par k + 1 et aller à l�étape 1.

Il faut maintenant préciser quelles sont les relations sur hk qui va nous permettre de

caractériser les valeurs de � convenables, ainsi que les techniques utilisées pour réduire

l�intervalle.

2.2.3 Recherches linéaires inexactes

Schéma des recherches linéaires inexactes

Elles reviennent à déterminer, par tâtonnement un intervalle [�g; �d] où �̂ 2 [�g; �d];
dans lequel :

hk (�k) < hk (0) (f (xk + �kdk) < f (xk)) :

Le schéma de l�algorithme est donc :

Algorithme (Schéma des recherches linéaires inexactes)

I Etape 0 : (Initialisation) : �g;1 = �d;1 = 0; choisir �1 > 0 ; poser k = 1 et aller
à l�étape 1.
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I Etape 1 :
- Si �k est satisfaisant (suivant un certain critère) : STOP (�̂ = �k):

- Si �k est trop petit (suivant un certain critère) : nouvel intervalle :

[�g;k+1 = �k; �d;k+1 = �d] et aller à l�étape 2.

- Si �k est trop grand (suivant un certain critère) : nouvel intervalle :

[�g;k+1 = �g; �d;k+1 = �k] et aller à l�étape 2.

I Etape 2 :
- Si �d;k+1 = 0 déterminer �k+1 2]�d;k+1;+1[.
- Si �d;k+1 6= 0 déterminer �k+1 2]�g;k+1; �d;k+1[:

Remplacer k par k + 1 et aller à l�étape 1.

Il nous reste donc à décider selon quel(s) critère(s) � est trop petit ou trop grand ou

satisfaisant.

La règle d�Armijo

La règle d�Armijo (1966) impose une contrainte sur le choix de �k su¢ sante pour
minimiser localement hk: Une condition naturelle est de demander que f décroisse autant

qu�une � 2 ]0; 1[ parfois appelée condition d�Armijo ou condition de décroissance linéaire :

f (xk + �kdk) � f (xk) + ��krTf (xk) dk:

Autrement dit :

hk (�) � hk (0) + �h0k (0)�:

Elle est de la forme (f (xk + �kdk) < f (xk)), car � devra être choisi dans ]0; 1[. La

fonction prenne une valeur plus petite que celle prise par la fonction a¢ ne :

� �! f (xk) + ��krTf (xk) dk: (�)

Test d�Armijo

� Si hk (�) � hk (0) + �h0k (0)�, alors � convient.
� Si hk (�) > hk (0) + �h0k (0)�, alors � est trop grand.

Algorithme (Règle d�Armijo)

I Etape 0 : (Initialisation) : �g;1 = �d;1 = 0, choisir �1 > 0, � 2]0; 1[ poser k = 1
et aller à l�étape 1.

I Etape 1 :
- Si hk (�k) � hk (0) + �h0k (0)�k : STOP (�̂ = �k)
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- Si hk (�k) > hk (0) + �h0k (0)�k , alors �d;k+1 = �d; �g;k+1 = �k et aller à l�étape

2.

I Etape 2 :
- Si �d;;k+1 = 0 déterminer �k+1 2]�d;k+1;+1[.
- Si �d;k+1 6= 0 déterminer �k+1 2]�g;k+1; �d;k+1[;

Remplacer k par k + 1 et aller à l�étape 1.

Remarque 2.2.2 � En pratique, la constante � est prise très petite, de manière a satis-
faire (�) le plus facilement possible. Typiquement, � = 10�4. Notons que cette constante
ne doit pas être adaptée aux données du problème et donc que l�on ne se trouve pas devant

un choix de valeur délicat.

� Dans certains algorithmes, il est important de prendre � < 1

2
pour que le pas �k soit

accepté lorsque xk est proche d�une solution.

� L�inégalité (?) est toujours véri�ée si �k > 0 est su¢ samment petit.
� On a vu qu�il était dangereux d�accepter des pas trop petits, cela pouvait conduire a

une fausse convergence. Il faut donc un mécanisme supplémentaire qui empêche le pas

d�être trop petit. On utilise souvent la technique de rebroussement due a Armijo en
1966 ou celle de Goldstein.

La règle de Goldstein et Price

Dans la règle d�Armijo on assure la décroissance de la fonction objectif à chaque pas,
mais ce n�est pas su¢ sant. Les conditions de Goldstein et Price ( 1969) suivantes sont,
comme on va le prouver, su¢ santes pour assurer la convergence sous certaines conditions

et indépendamment de l�algorithme qui calcule le paramètre .Dans celle-ci, en ajoutant

une deuxième inégalité à la règle d�Armijo on obtient la règle de Goldstein :

f (xk) + ��krTf (xk) dk � f (xk + �kdk) � f (xk) + ��krTf (xk) dk;

Autrement dit : hk (0) + �h0k (0)� � hk (�) � hk (0) + �h0k (0)�;

où � et � sont deux constantes véri�ant 0 < � < � < 1, cette inégalité qui empêche le

pas d�être trop petit.

Test de Goldstein et Price

� Si hk (�) < hk (0) + �h0k (0)�, alors � est trop petit.
� Si hk (�) > hk (0) + �h0k (0)�, alors � est trop grand.
� Si hk (0) + �h0k (0)� � hk (�) � hk (0) + �h0k (0)�, alors � convient.
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Algorithme (Règle de Goldstein et Price)

I Etape 0 : (Initialisation) : �g;1 = �d;1 = 0, choisir �1 > 0; � 2 ]0; 1[ et � 2 ]�; 1[,
poser k = 1 et aller à l�étape 1.

I Etape 1 :
- Si hk (0) + �h0k (0)� � hk (�k) � hk (0) + �h0k (0)�k : STOP (�̂ = �k):

- Si hk (�k) > hk (0) + �h0k (0)�k; alors �d;k+1 = �k; �g;k+1 = �g;k, et aller à l�étape

2.

- Si hk (�k) < hk (0) + �h0k (0)�k, alors �d;k+1 = �d;k; �g;k+1 = �k ; et aller à l�étape

2.

I Etape 2 :
- Si �d;k+1 = 0 déterminer �k+1 2]�d;k+1;+1[:
- Si �d;k+1 6= 0 déterminer �k+1 2]�g;k+1; �d;k+1[.

Théorème 2.2.1 Soit hk : R+ �! R dé�nie par hk (�) = f (xk + �dk) est continue

et bornée inférieurement. Si dk est une direction de descente en xk et si � 2 ]0; 1[ et

� 2 ]�; 1[ ; alors l�ensemble des pas véri�ant la règle de Goldstein et Price est non vide.

La règle de Wolfe

Les conditions de la règle de Goldstein et Price peuvent exclure un minimum ce qui
est peut être un inconvénient (par exemple sur la fonction f(x) = x2). La règle deWolfe
( 1969) fait appel au calcul de h0k (�k), elle est donc en théorie plus coûteuse que la règle

de Goldstein. Cependant dans de nombreuses applications, le calcul du gradient rf(xk)
représente un faible coût additionnel en comparaison du coût d�évaluation de f(xk), c�est

pourquoi cette règle est très utilisée.

La règle deWolfe a pour but de déterminer un pas �k véri�ant les deux conditions
suivantes :

1- La fonction f doit décroitre de manière signi�cative :

f(xk + �kdk) � f(xk) + ��krTf(xk)dk: (W.1)

2- Le pas �k doit être su¢ samment grand :

rTf(xk + �kdk)dk � �rTf(xk)dk: (W.2)
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Autrement dit :

hk (�) � hk (0) + �h
0
k (0)�;

h0k (�) � �h0k (0) ;

avec 0 < � < � < 1:(typiquement � = 0; 1 et � = 0; 9).

Test de Wolfe

� Si hk (�) � hk (0) + �h0k (0)� et h0k (�) � �h0k (0) alors � convient.
� Si hk (�) > hk (0) + �h0k (0)�, alors � est trop grand.
� Si h0k (�) < �h

0
k (0), alors � est trop petit.

Algorithme (Règle de Wolfe)

I Etape 0 : (Initialisation) : �g;1 = �d;1 = 0, choisir �1 > 0; � 2 ]0; 1[ et � 2 ]�; 1[,
poser k = 1 et aller à l�étape 1.

I Etape 1 :
- Si hk (�k) � hk (0) + �h0k (0)�k et h0k (�k) � �h0k (0) : STOP (�̂ = �k):
- Si hk (�k) > hk (0) + �h0k (0)�k; alors �d;k+1 = �k; �g;k+1 = �g;k, et aller à l�étape

2.

- Si h0k (�) < �h
0
k (0), alors �d;k+1 = �d;k; �g;k+1 = �k ; et aller à l�étape 2.

I Etape 2 :
- Si �d;k+1 = 0 déterminer �k+1 2]�d;k+1;+1[:
- Si �d;k+1 6= 0 déterminer �k+1 2]�g;k+1; �d;k+1[:

La règle de Wolfe forte

Pour certains algorithmes (par exemple le gradient conjugué non linéaire), il est par-

fois nécessaire d�avoir une condition plus restrictive que (W.2). Pour cela on obtient des

contraintes plus fortes si on le remplace par :

��rTf(xk + �dk)dk
�� � ��rTf (x) dk: (W.3)

Les (W.1) et (W.3) sont les conditions de Wolfe fortes (1971). Autrement dit :

hk (�) � hk (0) + �h0k (0)�; (Wf.1)���h0k(�)��� � ��rTf (x) dk; (Wf.2)

avec 0 < � < � < 1:
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Remarque 2.2.3 On voit bien que les conditions de Wolfe forte impliquent les condi-
tions deWolfe faible. En e¤et,

��rTf(xk + �dk)dk
�� � ��rTf (x) dk )

�rTf (x) dk � rTf(xk + �dk)dk � ��rTf (x) dk )
�rTf (x) dk � rTf(xk + �dk)dk:

2.3 Convergence des méthodes à direction de des-

cente

2.3.1 Condition de Zoutendijk

On va étudier la contribution de la recherche linéaire inexacte à la convergence des

algorithmes à directions de descente. Ce n�est qu�une contribution, parce que la recherche

linéaire ne peut à elle seule assurer la convergence des itérés. On comprend bien que le

choix de la direction de descente joue aussi un rôle. Cela se traduit par une condition,

dite de Zoutendijk, dont on peut tirer quelques informations qualitatives intéressantes.
On dit qu�une règle de recherche linéaire satisfait la condition de Zoutendijk s�il existe
une constante C > 0 telle que pour tout indice k � 1 on ait :

f(xk+1) � f(xk)� C krf(xk)k2 cos2 �k; (Z.1 )

où �k est l�angle que fait dk avec �rf(xk), dé�ni par :

cos �k =
�rTf(xk)dkrTf(xk)

 kdkk :
Proposition. 2.3.1 Si la suite fxkg générée par un algorithme d�optimisation véri�e la
condition de Zoutendijk (Z.1) et si la suite ff(xk)g est minorée, alors :X

k�1

krf(xk)k2 cos2 �k <1: (Z.2)

Preuve. En sommant les inégalités (Z.1), on a :

kX
i=1

krf(xi)k2 cos2 �i �
1

C
(f(x1)� f(xk+1)) :

MAALEM.S-FERHI.I-Univ.Tébessa 28 Master Mathématiques Appliquées



2.3. CONVERGENCE DES MÉTHODES À DIRECTION DE DESCENTE

Comme ff(xk)g est minorée, donc il existe un C 0 telle que :

�f(xk+1) � �C 0:

Alors : 
kX
i=1

krf(xi)k2 cos2 �i �
1

C
(f(x1)� C 0) <1

!
)
 X
k�1

krf(xk)k2 cos2 �k <1
!
:

Les deux propositions suivantes précisent les circonstances dans les quelles la condition

de Zoutendijk (Z.1 ) est véri�e avec les règles d�Armijo et deWolfe.

Proposition. 2.3.2 Soit f : Rn ! R une fonction contiûment di¤érentiable dans un

voisinage de � donnée par :

� = fx 2 Rn : f(x) � f(x1)g :

On considère un algorithme à directions de descente dk; qui génère une suite fxkg en
utilisant la recherche linéaire d�Armijo avec �1 > 0: Alors il existe une constante C > 0
telle que, pour tout k � 1, l�une des conditions :

f(xk+1) � f(xk)� CrTf(xk)dk; (Z
0
:1)

où :

f(xk+1) � f(xk)� C krf(xk)k2 cos2 �k; (Z 0:2)

est véri�ée.

Proposition. 2.3.3 Soit f : Rn ! R une fonction continument di¤érentiable dans un

voisinage de �. On considère un algorithme à directions de descente dk; qui génère une

suite fxkg en utilisant la recherche linéaire deWolfe: Alors il existe une constante C > 0
telle que, pour tout k � 1, la condition de Zoutendijk (Z.1) est véri�ée.
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CHAPITRE 3

Gradient conjugué à trois termes pour la

résolution des problèmes d�optimisation sans

contraintes

Ce chapitre introduit une classe importante d�algorithmes de résolution des problèmes

d�optimisation sans contraintes.

Le concept central est celui de direction de descente. On le retrouvera dans des

contextes variés, également pour résoudre des problèmes avec contraintes. Tous les al-

gorithmes d�optimisation n�entrent pas dans ce cadre. Une autre classe importante de

méthodes se fonde sur la notion de région de con�ance.

On commencera notre chapitre par une synthèse sur les di¤érentes méthodes d�optimi-

sation sans contraintes, et on termine par ce chapitre à un algorithme de gradient conjugué

à trois terme pour résoudre les problèmes d�optimisation sans contrainte de grand taille.

3.1 Méthodes numériques utilisées pour résoudre les

problèmes d�optimisation sans contraintes

Les méthodes numériques utilisées pour résoudre les problèmes d�optimisation sans

contraintes sont itératives. On part d�un point initial x0 et à la k-i�eme itération, si on

a xk, le successeur xk+1 est obtenu en utilisant les informations utilisées à l�itération k.

Il est souhaitable que la suite xk , ainsi construite converge vers la solution optimale

du problème. On classe les méthodes d�optimisation sans contraintes en deux classes

30



3.1. MÉTHODES NUMÉRIQUES UTILISÉES POUR RÉSOUDRE LES
PROBLÈMES D�OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

essentielles : les méthodes à recherches linéaires et les méthodes à régions de con�ance.

3.1.1 Méthode du gradient (Méthode de la plus forte pente)

La méthode (ou algorithme) du Gradient fait partie d�une classe plus grande des
méthodes numériques appelées méthodes de descente. Expliquons rapidement l�idée
directrice de ces méthodes.

On veut minimiser une fonction J . Pour cela on se donne un point de départ arbitraire

xo. Pour construire l�itéré suivant x1 il faut penser qu�on veut se rapprocher du minimum

de J ; on veut donc que J(x1) < J(xo). On cherche alors x1 sous la forme x1 = xo + �1d1
où d1 est un vecteur non nul de Rn et �1 un réel strictement positif. En pratique donc, on
cherche d1 et �1 pour que J(xo+�1d1) < J(xo). On ne peut pas toujours trouver d1. Quand

d1 existe on dit que c�est une direction de descente et �1 est le pas de descente. La
direction et le pas de descente peuvent être �xes ou changer à chaque itération. Le schéma

général d�une méthode de descente est le suivant :(
x0 2 Rn donné.
xk+1 = xk + �kdk; dk 2 Rn � f0g; �k 2 R+�

;

où �k et dk sont choisis de telle sorte que J(xk + �kdk) � J(xk):
Une idée naturelle pour trouver une direction de descente est de faire un développement

de Taylor (formule) à l�ordre 2 de la fonction J entre deux itérés xk et xk+1 = xk + �kdk :

J(xk + �kdk) = J(xk) + �k(rJ(xk); dk) + o(�kdk):

Comme on veut J(xk + �kdk) < J(xk), on peut choisir en première approximation

dk = �rJ(xk). La méthode ainsi obtenue s�appelle l�algorithme du Gradient. Le pas �k
est choisi constant ou variable.

Algorithme du Gradient

1. Initialisation

k = 0 : choix de x0 et de �0 > 0:

2. Itération k

xk+1 = xk � �krJ(xk).
3. Critère d�arrêt

- Si kxk+1 � xkk < " , STOP.
- Sinon, on pose k = k + 1 et on retourne à 2.
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PROBLÈMES D�OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

La méthode du gradient est l�une des plus simples et plus célèbres méthodes d�opti-

misation sans contraintes. Pour beaucoup de problèmes, la méthode du gradient travaille

de façon performante dans les premières itérations, mais lorsqu�on s�approche d�un point

stationnaire la méthode devient très lente. Ce phénomène est appelé phénomène du zig-

zaguing.

3.1.2 Méthode du gradient conjugué

Les méthodes du gradient conjugué sont utilisées pour résoudre les problèmes d�opti-

misation non linéaires sans contraintes spécialement les problèmes de grandes tailles. On

l�utilise aussi pour résoudre les grands systèmes linéaires.

Elles reposent sur le concept des directions conjuguées parce que les gradients successifs

sont orthogonaux entre eux et aux directions précédentes.

L�idée initiale était de trouver une suite de directions de descente permettant de ré-

soudre le problème :

(P) :
�
min
x2Rn

f(x) ;

où f est régulière (continûment di¤érentiable).

Le principe général d�une méthode à directions conjuguées

Donnons la dé�nition de "conjugaison" :

Dé�nition 3.1.1 Soit A une matrice symétrique n�n, dé�nie positive. On dit que deux
vecteurs x et y de Rn sont A�conjugués (ou conjugués par rapport à A) s�ils véri�ent :

xTAy = 0:

Description de la méthode

Soit fd0; d1; :::; dng une famille de vecteurs A-conjugués. On appelle alors méthode de
directions conjuguées toute méthode itérative appliquée à une fonction quadratique stric-

tement convexe de n variables :

q(x) =
1

2
xTAx+ bTx+ c:
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Avec x 2 Rn et A 2Mn�n est symétrique et dé�nie positive, b 2 Rn et c 2 R, conduisant
à l�optimum en n étapes au plus. Cette méthode est de la forme suivante :(

x0 donné.

xk+1 = xk + �kdk;
;

où �k est optimal et d1; d2; ::; dn possédant la propriété d�être mutuellement conjuguées

par rapport à la fonction quadratique.

Si l�on note gk = rq (xk), la méthode se construit comme suit :
Calcul de �k
Comme �k minimise q dans la direction dk; on a :

8k ; q0 (�k) = dTkrq(xk+1) = 0;

dTkrq(xk+1) = dTk (Axk+1 + b) = 0:

Soit

dTkA(xk + �kdk) + d
T
k b = 0;

d�où l�on tire

�k =
�dTk (Axk + b)

dTkAdk
:

Comment construire les directions A-conjuguées ?
Des directions A-conjuguées d0; :::; dk peuvent être générées à partir d�un ensemble

de vecteurs linéairement indépendants �0; ::::; �k en utilisant la procédure dite de Gram-
Schmidt, de telle sorte que pour tout i entre 0 et k, le sous-espace généré par d0; :::; di
soit égale au sous-espace généré par �0; ::::; �i.

Alors di+1 est construite comme suit :

di+1 = �i+1 +
iX

m=0

'(i+1)mdm:

Nous pouvons noter que si di+1 est construite d�une telle manière, elle est e¤ectivement

linéairement indépendante avec d0; :::; di.

En e¤et, le sous-espace généré par les directions d0; :::; di est le même que le sous-espace

généré par les directions �0; ::::; �i, et �i+1 est linéairement indépendant de �0; ::::; �i:

�i+1 ne fait donc pas partie du sous-espace généré par les combinaisons linéaires de la

forme
iX

m=0

'(i+1)mdm, de sorte que di+1 n�en fait pas partie non plus et est donc linéairement
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indépendante des d0; :::; di.

Les coe¢ cients '(i+1)m, eux sont choisis de manière à assurer la A-conjugaison des

d0; :::; di+1.

Méthode de gradient conjugué dans le cas quadratique

La méthode du gradient conjugué quadratique est obtenue en appliquant la pro-

cédure de Gram-Schmidt aux gradients rq(x0); :::;rq(xn�1), c�est-à-dire en posant
�0 = �rq(x0); :::; �n�1 = �rq(xn�1):
En outre, nous avons :

rq(x) = Ax+ b; et r2q(x) = A:

Notons que la méthode se termine si rq(xk) = 0.
La particularité intéressante de la méthode du gradient conjugué est que le membre

de droite de l�équation donnant la valeur de dk+1 dans la procédure de Gram-Schmidt
peut être grandement simpli�é.

Notons que la méthode du gradient conjugué est inspirée de celle du gradient (plus

profonde pente).

Algorithme de la méthode du gradient conjugué pour les fonctions quadra-
tiques

On suppose ici que la fonction à minimiser est quadratique sous la forme :

q(x) =
1

2
xTAx+ bTx+ c:

Si l�on note gk = rf(xk), l�algorithme prend la forme suivante.
Cet algorithme consiste à générer une suite d�itérés fxkg sous la forme :

xk+1 = xk + �kdk:

L�idée de la méthode est :

1- Construire itérativement des directions d0; :::; dk mutuellement
conjuguées :
A chaque étape k la direction dk est obtenue comme combinaison linéaire du gradient

en xk et de la direction précédente dk�1 c�est-à-dire :

dk+1 = �rq(xk+1) + �k+1dk;
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les coe¢ cients �k+1étant choisis de telle manière que dk soit conjuguée avec toutes les

directions précédentes. autrement dit :

dTk+1Adk = 0;

On en déduit :

dTk+1Adk = 0)
�
�rq(xk+1) + �k+1dk

�T
Adk = 0

) �rT q(xk+1)Adk + �k+1d
T
kAdk = 0

) �k+1 =
rT q(xk+1)Adk

dTkAdk
=
gTk+1Adk

dTkAdk
:

2- Déterminer le pas �k :
En particulier, une façon de choisir �k consiste à résoudre le problème d�optimisation

unidimensionnelle suivant :

�k = min
�>0

f(xk + �dk);

on en déduit :

�k = �
1

Adk
gk
dTk
dTk
=
�dTk gk
dTkAdk

:

Le pas �k obtenu ainsi s�appelle le pas optimal.

Algorithme du gradient conjugué "quadratique"

Etape 0 : (initialisation)

Soit x0 le point de départ, g0 = rq(x0) = Ax0 + b, poser d0 = �g0;
poser k = 0 et aller à l�étape 1:

Etape 1 :

si gk = 0 : STOP ( x� = xk)."Test d�arrêt".

si non aller à l�étape 2.

Etape 2 :

Prendre xk+1 = xk + �kdk avec :

�k =
�dTk gk
dTkAdk

;

dk+1 = �gk+1 + �k+1dk;

�k+1 =
gTk+1Adk

dTkAdk
:

Poser k = k + 1 et aller à l�étape 1.
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Di¤érentes formules de �k+1 dans le cas quadratique

Les di¤érentes valeurs attribuées à �k dé�nissent les di¤érentes formes du gradient

conjugué.

Si on note yk�1 = gk � gk�1; sk = xk+1 � xk on obtient les variantes suivantes :
1- Gradient conjugué variante Hestenes - Stiefel (HS) :

�HSk =
gTk+1yk

dTk yk
:

2- Gradient conjugué variante Fletcher Reeves (FR) :

�FRk =
kgkk2

kgk�1k2
:

3- Gradient conjugué variante Daniel (D) :

�Dk =
gTk+1r2f (xk) dk

dTkr2f (xk) dk
:

4- Gradient conjugué variante Polak-Ribière-Polyak (PRP) :

�PRPk =
gTk yk

kgk�1k2
:

5- Gradient conjugué variante descente �Fletcher (CD) :

�CDk = � kgkk2

dTk�1gk�1
:

6- Gradient conjugué variante Liu - Storey (LS) :

�LSk = �
gTk+1yk

dTk gk
:

7- Gradient conjugué variante de Dai-Yuan (DY) :

�DYk =
kgkk2

dTk�1yk�1
:

8- Gradient conjugué variante de Dai�Liao (DL) :

�DLk =
gTk+1 (yk � tsk)

yTk sk
:
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9- Gradient conjugué variante Hager-Zhang (HZ) :

�HZk =

 
yk � 2dk

kykk2

dTk yk

!T
gk+1
dTk yk

:

10- Gradient conjugué variante de Z. Wei :

��k =
gTk

�
gk � kgkk

kgk�1kgk�1

�
kgk�1k2

:

11- Gradient conjugué variante de Hao Fan, Zhibin Zhu et Anwa Zhou :

�MN
k =

kgkk2 � kgkk
kgk�1kg

T
k gk�1

� jgTk dk�1j+ kgk�1k
2 :

12- Gradient conjugué variante Rivaie-Mustafa-Ismail-Leong (RMIL) :

�RMIL
k =

gTk (gk � gk�1)
kdk�1k2

:

Remarque 3.1.1 Dans le cas quadratique on a vu que :

�HSk+1 = �
PRP
k+1 = �

FR
k+1 = �

CD
k+1 = �

DY
k+1:

Dans le cas non quadratique, ces quantités ont en général des valeurs di¤érentes.

Méthode du gradient conjugué dans le cas non quadratique

On s�intéresse dans cette section à la minimisation d�une fonction f : Rn ! R, non
nécessairement quadratique :

min
x2Rn

f(x):

Les méthodes du gradient conjugué génèrent des suites fxkgk=0;1;2:::de la forme sui-
vante :

xk+1 = xk + �kdk:

Le pas �k 2 R étant déterminé par une recherche linéaire. la direction dk est dé�nie
par la formule de récurrence suivante (�k 2 R) :

dk =

(
�gk si k = 1;

�gk + �kdk�1 si k � 2:
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Ces méthodes sont des extensions de la méthode du gradient conjugué linéaire du cas

quadratique, si �k prend l�une des valeurs :

�PRPk =
gTk yk

kgk�1k2
;

�FRk =
kgkk2

kgk�1k2
;

�CDk =
kgkk2

�dTk�1gk�1
:

où yk�1 = gk � gk�1:

Algorithme de la méthode du gradient conjugué pour les fonctions quelconques

Etape 0 : (initialisation)
Soit x0 le point de départ, g0 = rf(x0), poser d0 = �g0:
Poser k = 0 et aller à l�étape 1.

Etape 1 :
Si gk = 0 : STOP ( x� = xk)."Test d�arrêt".

Si non aller à l�étape 2.

Etape 2 :
Dé�nir xk+1 = xk + �kdk avec :

�k : calculer par la recherche linéaire.

dk+1 = �gk+1 + �k+1dk;

où :

�k+1 : dé�ni selon la méthode.

Poser k = k + 1 et aller à l�étape 1.

Remarque 3.1.2 Dans le cas quadratique avec recherche linéaire exacte, on a vu que :

�PRPk = �FRk = �CDk = �DYk :

3.1.3 Méthode de Newton

La méthode de Newton n�est pas une méthode d�optimisation à proprement parler.
C�est en réalité une méthode utilisée pour résoudre des équations non linéaires de la forme
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F (x) = 0 où F est une fonction de Rn dans Rn. Nous allons d�abord la décrire puis montrer
comment on peut l�appliquer à la recherche de minimum.

Description de la méthode

Considérons le problème d�optimisation sans contraintes (P) :

(P) :
�
min
x2Rn

f(x) ;

Où f : Rn �! R:
Le principe de la méthode de Newton consiste à minimiser successivement les approxi-

mations du second ordre de f , plus précisément si

f (x) = f (x) +rf (xk)t (x� xk) + (x� xk)tH (xk) (x� xk) + o kx� xkk2 :

Posons :

q (x) = f (x) +rf (xk)t (x� xk) + (x� xk)tH (xk) (x� xk) :

Soit xk+1 l�optimum de q, alors il véri�e rq (xk+1) = 0; soit en remplaçant :

rf (xk) +H (xk) (xk+1 � xk) = 0;

ou encore :

H (xk) (xk+1 � xk) = �rf (xk) ;

donc :

xk+1 = xk � [H (xk)]�1rf (xk) :

Algorithme de Newton

Etape initiale : Soit " > 0, critère d�arrêt. Choisir x1 point initial, poser k = 1 et
aller a l�étape principale.

Etape principale : Si krf (xk)k � " stop, sinon poser :
xk+1 = xk � [H (xk)]�1rf (xk).
Remplacer k par k + 1 est aller a l�étape principale.

3.1.4 Méthode de quasi Newton ou quasi-Newtoniennes

Une méthode de quasi Newton est une méthode de type :(
xk+1 = xk + �kdk;

dk = �Bkgk;
; (3.1)
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ou bien : (
xk+1 = xk + �kdk;

dk = �S�1k gk;
; (3.2)

où Bk (respectivement Sk) est une matrice destinée à approcher l�inverse du Héssien de f

(respectivement le Héssien) de f en xk. Le problème posé est : quelle stratégie à adopter

pour faire cette approximation ?

On peut par exemple poser B1 = I, mais comment ensuite mettre à jour l�approxima-

tion Bk au cours des itérations ?

L�idée est la suivante :

Prenons f 2 C2 (Rn), et faisons un développement de rf (x) au voisinage de xk :

rf (x) = rf (xk) +H (xk) (x� xk) + 0 (kx� xkk)
' rf (xk) +H (xk) (x� xk) ;

ce qui implique :

[H (xk)]
�1 [rf (x)�rf (xk)] ' x� xk:

Les approximations sons exacts si f est quadratique. En particulier avec x = xk+1 et

si Bk était une bonne approximation de [H (xk)]
�1 alors :

Bk [g (xk+1)� g (xk)] ' xk+1 � xk:

On peut imposer que Bk+1 satisfait cette équation exactement d�où

Bk+1 [g (xk+1)� g (xk)] = xk+1 � xk: (3.3)

Formules de mise à jour de l�approximation du Héssien

Le principe de la mise à jour consiste à une itération donnée de l�algorithme :(
xk+1 = xk + �kdk

dk = �Bkgk
;

à appliquer une formule de type :

Bk+1 = Bk +�k; (3.4)
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avec �k symétrique, assurant la relation de quasi Newton. ainsi que Bk+1 dé�nie posi-
tive, sous l�hypothèse que Bk est dé�nie positive.

La formule (3:4) permet d�utiliser les nouvelles informations obtenues lors de l�étape

k de l�algorithme, c�est à dire essentiellement le gradient gk+1 = rf (xk+1) au point xk+1,
obtenu par une recherche linéaire (exacte ou approchée) dans la direction dk. Il existe

di¤érentes formules de type (3:1). Suivant que �k est de rang un ou deux, on parlera de

correction de rang un ou de rang deux.

Méthode de correction de rang un

Etend donné que [H (xk)]
�1est symétrique, la formule de mise à jour de l�approximation

du Hessien Bk est la suivante :

Bk+1 = Bk + akuku
T
k ; uk 2 Rn;

donc la condition de quasi Newton s�écrit comme suit :

sk =
�
Bk + akuku

T
k

�
yk;

ou encore :

sk �Bkyk = akukuTk yk:

D�où l�on déduit que uk est proportionnel à sk � Bkyk, avec un facteur qui peut être
pris en compte dans ak. Un choix évident pour véri�er cette dernière équation est de

prendre uk = sk �Bkyk et ak tel que ak
�
uTk yk

�
= 1, on obtient :

Bk+1 = Bk +
(sk �Bkyk) (sk �Bkyk)T

(sk �Bkyk)T yk
: (3.5)

Méthode de Davidon Fletcher Powell (DFP)

Cette méthode a été proposée par Davidon en 1959 et développé plus tard en 1963
par Fletcher. La formule de mise à jour de DFP est une formule de correction de rang
deux. De façon plus précise construisons Bk+1 en fonction de Bk de la forme :

Bk+1 = Bk + Ak +�k; (3.6)

avec �k et Ak deux matrices de rang un tel que :

Ak = akuku
T
k ; �k = bkvkv

T
k ;
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ak, bk sont des constantes, uk, vk sont deux vecteurs de Rn.
Bk+1 doit satisfaire la condition quasi Newton c�est à dire :

xk+1 � xk = Bk+1 [gk+1 � gk] :

Si on pose par suite :

sk = xk+1 � xk, yk = gk+1 � gk;

Donc :

sk = Bk+1yk (3.7)

=
�
Bk + akuku

T
k + bkvkv

T
k

�
yk;

par suite :

akuku
T
k yk + bkvkv

T
k yk = sk �Bkyk:

Un choix évident pour satisfaire cette équation est de prendre :

uk = sk, vk = Bkyk, akuTk yk = 1, bkv
T
k yk = �1;

d�où :

Bk+1 = Bk +
sks

T
k

sTk yk
� Bky

T
k ykBk

yTkBkyk
: (3.8)

Algorithme de Davidon Fletcher Powell (DFP)

Etape initiale :

Soit " > 0, déterminer le critère d�arrêt. Choisir un point initial x1 et une matrice

symétrique dé�nie positive B1 quelconque (par exemple B1 = I) poser k = 1, et aller aux

étapes principales.

Etapes principales :

Etape 1 : Si krf (xk)k < " stop ; sinon, poser dk = �Bkgk et déterminer le pas
optimal �k solution optimale du problème min f (xk + �dk), � � 0. et poser xk+1 =

xk + �kdk:

Etape 2 : Construire Bk+1 comme suit :

Bk+1 = Bk +
sks

T
k

sTk yk
� Bkyky

T
kBk

yTkBkyk
;
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avec :

sk = xk+1 � xk:
yk = rf (xk+1)�rf (xk) :

Remplacer k par k + 1 et aller a l�étape 1.

Méthode de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno(BFGS)

La formule de mise à jour de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno est une
formule de correction de rang deux, qui s�obtient à partir de la formule DFP en interver-
tissant les rôles de sk et yk. La formule obtenue permet de mettre à jour une approximation

Bk de Hessien lui même et non de son inverse comme dans le cas de la méthode DFP.
On exigera que posée dans les mêmes propriétés, à savoir Bk+1 reste dé�nie positive si Bk
l�est et bien sur l�équation d�approximation de quasi Newton doit être véri�ée, c�est à
dire :

Bk+1sk = yk:

On obtient donc :

Bk+1 = Bk +
yky

T
k

yTk sk
� Bksks

T
kBk

sTkBksk
: (3.9)

Algorithme de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno(BFGS)

Etape initiale : Soit " > 0, déterminer le critère d�arrêt. Choisir x1 point initial et
B1 dé�nie positive quelconque (par exemple B1 = I). Poser k = 1 et aller aux étapes

principales.

Etapes principales :
Etape 1 : Si krf (xk)k < " stop ; sinon, poser dk = �Bkgk et déterminer le pas

optimal �k solution optimale du problème min f (xk + �dk), � � 0 et poser

xk+1 = xk + �kdk:

Etape 2 : Construire Bk+1 comme suit :

Bk+1 = Bk +
yky

T
k

yTk sk
� Bksks

T
kBk

sTkBksk
;

avec :

sk = xk+1 � xk;
yk = rf (xk+1)�rf (xk) :
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Remplacer k par k + 1 et aller a l�étape 1.

Les méthodes de classe Broyden

Une méthode de classe Broyden est une méthode de quasi-Newton où l�approxi-
mation de l�inverse du Hessien prendre la formule suivant :

Bk+1 = Bk �
Bksks

T
kBk

sTkBksk
+
yky

T
k

yTk sk
+ �

�
sTkBksk

�
vkv

T
k ; (3.10)

tel que � 2 [0; 1] ; vTk =

�
yk
yTk sk

� Bksk
sTkBksk

�
:

� Si � = 0 on obtient la méthode BFGS, car la formule (3:10) devient :

Bk+1 = Bk �
Bksks

T
kBk

sTkBksk
+
yky

T
k

yTk Sk
;

c�est exactement la formule de l�approximation de la méthode BFGS.

� Si � = 1 on obtient la méthode DFP.

3.2 Méthode du gradient conjugué à trois termes

Pour améliorer l�e¢ cacité de la méthode du gradient conjugué classique, un type de

méthodes de gradient conjugué de trois-terme a été largement étudié récemment. La

première méthode générale à trois termes du gradient conjugué a été proposée par Beale
dans [8]. Dans [19], Nazareth a présenté un autre type de méthode de gradient conjugué
de trois terme, Dans [27], un algorithme de gradient conjugué de descente PRP modi�é a
été développé, où le direction de la recherche est obtenue par une formule à trois termes.

Dans [28], la méthode de gradient conjugué HS a été modi�ée par une méthode du
gradient conjugué de descente à trois termes. Très récemment, Andrei [4-5] a étudié trois
types de méthodes à trois termes.

3.2.1 Principe général d�une méthode du Gradient conjugué à

trois termes

Condition de conjugaison de Dai-Liao

Donnons la dé�nition :

Dé�nition 3.2.1 Soit f : Rn ! R, d un vecteur non nul de Rn est dit une direction de
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conjugaison de Dai-Liao, si
dTk+1yk = �tkgTk+1sk; (�)

avec tk > 0, aussi bien qu�être su¢ samment descente.

Les méthodes du Gradient Conjugué à trois termes utilisent l�idée suivante pour ré-

soudre le problème (P) :
Elles construisent la suite des itérés fxkgk�1 ; approchant une solution xk de (P) par

la récurrence :

xk+1 = xk + �kdk; pour k � 1; (3.11)

où �k est appelé le pas et dk la direction de recherche de f en xk:

Pour dé�nir une méthode du Gradient Conjugué à trois termes il faut donc spéci�er

deux choses :

} Dire comment la direction dk est calculée ; la manière de procéder donne le nom à

l�algorithme.

} Dire comment on détermine le pas �k; c�est ce que l�on appelle : la recherche linéaire.

Quelques méthodes du Gradient Conjugué à trois termes

Décrivons cette classe d�algorithmes de manière précise.

La première méthode générale à trois termes du gradient conjugué a été proposé par

E.M.L. Beale dans [8], où en incorporant une direction dt de redémarrage (t � k � 1),
la direction de recherche a été déterminée par :

dk+1 = �gk+1 + �kdk + kdt: (3.12)

Dans l�algorithme de Beale [8], le paramètre �k peut être donnée par �
HS
k , �FRk ou

�DYk , etc..., et le paramètre k est donnée par :

k =

(
0 k = t+ 1;
gTk+1yt

dTt yt
k > t+ 1:

: (3.13)

Dans [19], Nazareth a présenté un autre type de méthode de gradient conjugué à
trois termes, où la direction de recherche est calculé par :

dk+1 = �yk +
yTk yk
yTk dk

dk +
yTk�1yk

yTk�1dk�1
dk�1; (3.14)

avec d�1 = d0 = 0: Il est prouvé que si f est une fonction d�objectif quadratique convexe,

alors pour toute pas �k, les directions de recherche générés par (3:14) sont conjugués dans
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la matrice de coe¢ cient du terme quadratique en f . Dans [26], un algorithme de gradient

conjugué PRP modi�é décent a été développé, où la direction de recherche est obtenu

par la formule à trois termes suivants :

dk+1 = �gk+1 +
gTk+1yk

gTk gk
dk �

gTk+1dk

gTk gk
yk:

Dans [27], la méthode de gradient conjugué HS a été modi�ée par une méthode de
gradient conjugué à trois termes de descente. Ça lit :

dk+1 = �gk+1 +
gTk+1yk

sTk gk
sk �

gTk+1sk

sTk yk
yk;

où sk = xk+1 � xk:
Di¤érent des méthodes de gradient conjugué classiques, les méthodes de trois termes

ci-dessus ont une propriété remarquable que la direction construite est su¢ samment des-

cente, à savoir pour chaque k � 0, il satisfait que gTk dk � �c kgkk
2, où c est une constante

donnée. Très récemment, Andrei dans [4-6] a enquêté sur les trois types de méthodes de
gradient de descente à trois terme suivants :

dk+1 = �
yTk sk

kgkk2
gk+1 +

yTk gk+1

kgkk2
sk �

sTk gk+1

kgkk2
yk; (3.15)

dk+1 = �gk+1 �
  

1 +
kykk2

yTk sk

!
sTk gk+1
yTk sk

� y
T
k gk+1
yTk sk

!
sk �

sTk gk+1
yTk sk

yk; (3.16)

et

dk+1 = �gk+1 �
  

1 + 2
kykk2

yTk sk

!
sTk gk+1
yTk sk

� y
T
k gk+1
yTk sk

!
sk �

sTk gk+1
yTk sk

yk: (3.17)

respectivement.

3.3 Nouvelle méthode du gradient conjugué à trois

termes

3.3.1 Le nouveau Algorithme. Dé�nition et propriétés générales

Description de la méthode

Dans cette section, nous allons exposer l�idée de proposer une nouvelle méthode de

gradient conjugué spectrale et de développer un nouvel algorithme. Il est bien connu que
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si la matrice Hessienne de f est dé�nie positive, alors la direction le plus e¢ cace à xk est

la direction de Newton :
dk+1 = �r2f(xk+1)

�1gk+1: (3.18)

Ainsi, pour la direction de Newton dk+1, il est vrai que :

sTkr2f(xk+1)dk+1 = �sTk gk+1: (3.19)

En vertu de la condition de sécant r2f(xk+1)sk = yk , (3:19) peut être approximée

par :

yTk dk+1 = �sTk gk+1: (3.20)

Par conséquent, si une direction dk+1 est nécessaire pour satisfaire (3:20), alors il

peut être considéré comme une direction de Newton approximative. Ensuite, nous allons
construire une direction dk+1 de telle sorte que les deux (3:20) et (�) sont satisfaits.
Noter que la di¤érence entre (3:16) et (3:17) se trouve dans le second terme. Nous

essayons de remplacer ce terme par :

�
  

1 + �
kykk2

yTk sk

!
sTk gk+1
yTk sk

� y
T
k gk+1
yTk sk

!
sk;

où � est une constante scalaire de telle sorte que la direction obtenue satisfait (3:20) et

(�). Nous avons d�abord besoin que (3:20) est vraie. Ensuite, il est facile d�obtenir que
� = �1. En outre, nous pouvons prouver le résultat suivant.

Proposition. 3.3.1 Soit dk+1 donnée par :

dk+1 = �gk+1 �
  

1� kykk
2

yTk sk

!
sTk gk+1
yTk sk

� y
T
k gk+1
yTk sk

!
sk �

sTk gk+1
yTk sk

yk: (3.21)

Alors, (�) est véri�ée.

Preuve. Par calcul direct, on peut véri�er que dk+1 satisfait (�), où tk = 1 > 0:
La proposition précédente montre que dk+1 est une direction conjugué satisfaisant la

condition de conjugaison de Dai-Liao, aussi bien qu�être une direction approximative de

Newton.

Réécrire dk+1 en (3:21) comme :

dk+1 = �Qkgk+1; (3.22)
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où : Qk est une matrice, donnée par :

Qk = I �
sky

T
k + yks

T
k

yTk sk
+

 
1� kykk

2

yTk sk

!
sks

T
k

yTk sk
: (3.23)

Rappelant la méthode d�actualisation (de mise à jour) de BFGS classique suivante :

Hk+1 = Hk �
sky

T
kHk + yks

T
k

yTk sk
+

�
1 +

yTkHkyk
yTk sk

�
sks

T
k

yTk sk
: (3.24)

On voit qu�il existe une relation étroite entre (3:23) et (3:24). Actuellement pour

Hk = I et modi�er le signe devant yTk sk dans le troisième terme de (3:24), nous savons

que (3:24) se révèle être (3:23). De ce point de vue, dk+1 dans (3:21) est une direction

spectrale similaire à celle obtenue par la méthode de quasi-Newton.

Cependant, dk+1 donné par (3:21) n�est pas toujours une direction de descente. Ac-

tuellement, yTk sk < kykk
2, alors dk+1 peut être montée. Pour cette raison, nous modi�ons

(3:21) comme suivant :

dk+1 = �gk+1 � �ksk � �kyk; (3.25)

où :

�k =

 
1�min

(
1;
kykk2

yTk sk

)!
sTk gk+1
yTk sk

� y
T
k gk+1
yTk sk

; (3.26)

et

�k =
yTk gk+1
yTk sk

: (3.27)

Remarque 3.3.1 Dans la section qui suit, nous allons prouver que dk+1 déterminée par
(3:25), (3:26) et (3:27) est une direction de descente.

Remarque 3.3.2 Il est noter que si yTk sk < kykk
2 est véri�ée, alors (3:25) se réduit à la

méthode dans [26]. Cela signi�e que notre méthode est une extension de celui de [26].

Avec la construction de la direction, nous trouvons un pas par la stratégie de recherche

linéaire standard deWolfe [24-25] :(
f(xk+1) � f(xk) + ��kgTk dk
g(xk+1)

T � �gTk dk
; (3.28)

où 0 < � < � < 1.(� et � sont deux constantes).
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Algorithme de la méthode du gradient conjugué à trois termes (MTHREECG)

I Etape 1 (Initialisation) : Choisir x0 2 dom(f) et calculer f0 = f(x0), g0 =

rf(x0) et d0 = �g0:Pour k = 0. Poser k = 1 et aller à l�étape 2.
I Etape 2 (Critère d�arrêt) : Si kgkk1 < �; alors STOP, sinon aller à l�étape 3.
I Etape 3 (Détermination du pas) : En utilisant la recherche linéaire de wolfe

(3:28) pour déterminer le pas �k:

I Etape 4 : Calculer z = xk + �kdk; gz := rf(z) et yk = gk � gz:
I Etape 5 : Calculer �ak = �kgTk dk et �bk = ��kyTk dk:
I Etape 6 (Accélération du pas) : Si �bk > 0, alors calculer

�
"k = � �ak

�bk

�
; et actuali-

ser l�itération comme xk+1 = xk+"k�kdk:. Sinon; poser xk+1 = z: Calculer fk+1; gk+1,sk =

xk+1 � xk et yk = gk+1 � gk:
I Etape 7 (Actualisation des coe¢ cients) : Calculer �k et �k par (3:26) et (3:27),

respectivement.

I Etape 8 (Actualisation du direction) : Calculer une nouvelle direction par
(3:25).

I Etape 9 (Critère de redémarrage de Powell) : Si
��gTk+1gk�� > 0:2 kgk+1k2 ; alors

poser dk+1 = �gk+1:
I Etape 10 : Poser k := k + 1: Aller à l�étape 2.

Remarque 3.3.3 Comme pour les résultats existants (voir, par exemple, [1,7,12-16] et
[18]), la mise en place de la convergence de l�algorithme nécessite que le pas obtenu satisfait

les conditions de la recherche linéaire deWolfe forte suivant :(
f(xk+1) � f(xk) + ��kgTk dk��g(xk+1)Tdk�� � ��gTk dk : (3.29)

Dans ce cas, l�étape 3 doit être mis en �uvre par (3:29).

Remarque 3.3.4 Dans [3], N. Andrei a proposé un programme d�accélération du pas
comme suit. Pour � > 0, on a :

f(xk + ��kdk) = f(xk) + ��kg
T
k dk +

1

2
�2�2kd

T
kr2f(xk)dk + o

���kdTk 2� ;
et

f(xk + �kdk) = f(xk) + �kg
T
k dk +

1

2
�2kd

T
kr2f(xk)dk + o

��kdTk 2� :
Dé�nir :

	k(�) = f(xk + ��kdk)� f(xk + �kdk):
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Alors, de 	
0
k(�) = 0; on obtient :

�k = �
ak

bk + 2�k�k
; (3.30)

telle que 	k(�k) � 0; où ak = �kg
T
k dk < 0; bk = �2kd

T
kr2f(xk)dk; et �k = o

�
�k kdkk2

�
:

Ceci, �k�k est une amélioration de �k:

étant donné que la méthode proposée dans le présent document ne dépend pas sur

le calcul de r2f(xk), nous remplaçons le bk ci-dessus à l�étape 5 de l�algorithme par
�bk = ��kyTk dk. Par la suite, à l�étape 6 de l�algorithme, nous améliorons le pas en réglant�
"k := �ak

bk

�
et xk+1 := xk+ "k�kdk si �bk > 0. Il est clair que "k est une forme modi�ée de

�k, où �k est enlevé, et ak et bk sont remplacés par �ak et �bk, respectivement. Il peut être

prouvé que l�inégalité suivante est (voir Proposition 3.1 dans [3]) :

f (xk+1) = f(xk + "k�kdk) � f(xk + �kdk): (3.31)

A savoir, "k�k est une accélération du pas �k:

Remarque 3.3.5 Il a été prouvé dans [9] que la méthode du gradient conjugué standard
sans redémarrage est au plus linéairement convergente. Dans [22] et [5], il a été suggéré

que la direction est redémarré par dk+1 = �gk+1, dans le cas où jgTk gk+1j > 0:2 kgk+1k
2,

que l�on appelle la stratégie de redémarrage de Powell. Dans l�étape 9 de l�algorithme, la
stratégie de redémarrage de Powell est utilisé pour améliorer l�e¢ cacité de l�algorithme.

3.3.2 Convergence globale du nouveau Algorithme

Dans cette section, nous avons étudier la convergence globale de l�algorithme de la

méthode du gradient conjugué à trois termes. Nous indiquons d�abord les hypothèses

suivantes douces, qui sont nécessaires pour prouver les principaux résultats dans le présent

document.

Hypothèse 3.3.1 L�ensemble 
 dé�nie par :


 = fx 2 Rn=f(x) � f(x0)g ;

est borné.

Hypothèse 3.3.2 Dans un voisinage V de 
; f est continûment di¤érentiable et son

gradient g est Lipschitzienne, c�est à dire, il existe une constante L > 0 tel que :

kg(x)� g(y)k � L kx� yk ;8x; y 2 V: (3.32)
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Comme f(xk) décroît quand k ! +1, il résulte de l�hypothèse précédente que la
suite fxkg générée par l�algorithme de la méthode du gradient conjugué à trois termes
est clairement contenue dans une région bornée. Par conséquence, il existe une suite

convergente de fxkg. Sans perte de généralité, on suppose que fxkg est convergente. En
outre, à partir les deux hypothèses précédentes, il est conclu qu�il existe une constante

1 > 0 tel que pour tout x 2 
; kg(x)k � 1. Ainsi, la suite fgkg est également bornée.

Lemme 3.3.1 Soit f : Rn ! Rn une fonction continûment di¤érentiable. Supposons
que la recherche linéaire satisfait aux conditions deWolfe (3:28). Alors, dk+1 dé�nie par
(3:25), (3:26) et (3:27) est une direction de descente.

Preuve. Des conditions deWolfe (3:28), nous avons :

yTk sk > 0:

Si :

yTk sk < kykk
2 ;

alors :

gTk+1dk+1 = �kgk+1k
2 < 0:

Sinon

gTk+1dk+1 = �kgk+1k
2 �

�
1�min

n
1; kykk

2

yTk sk

o�
(gTk+1sk)

2

yTk sk
� 0:

Lemme 3.3.2 Supposons que la recherche linéaire satisfait aux conditions de Wolfe
(3:28). Alors dk+1 dé�nie par (3:25), (3:26) et (3:27) satisfait à la condition de conju-

gaison (�).

Preuve. Par calcul direct, nous obtenons :

yTk dk+1 = �
 
1�min

(
1;
kykk2

yTk sk

)
+
kykk2

yTk sk

!
+ sTk gk+1;

où

tk = 1�min
n
1; kykk

2

yTk sk

o
+ kykk2

yTk sk
> 0:

En particulier, si kykk2 < yTk sk; alors tk = 1: Par conséquence, la direction dk+1 dé�nie
par (3:25)-(3:29) satisfait à la condition de conjugaison (�).
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Lemme 3.3.3 Supposons que dk est une direction de descente et que rf satisfait à la
condition de Lipschitz :

krf(x)�rf(xk)k � L kx� xkk ;

pour tous x sur le segment reliant xk et xk+1. Sous la recherche linéaire deWolfe (3:28),
il est vrai que :

�k �
(1� �)

��gTk dk��
L kdkk2

:

Preuve. Soustraire gTk dk des deux côtés de la première inégalité dans (3:28), on obtient
que :

(� � 1) gTk dk � (gk+1 � gk)
T dk = y

T
k dk � kykk kdkk � �kL kdkk

2 : (3.33)

Comme dk est descente et 0 < � < 1, le résultat désiré découle directement de (3:33).

Lemme 3.3.4 Soient fdkg et f�kg sont deux suites générées par l�algorithme de la mé-
thode du gradient conjugué à trois termes. Supposons que les hypothèses 3.3.1 et 3.3.2
sont véri�ées. Alors :

1X
k=0

�
gTk dk

�2
kdkk2

< +1: (3.34)

Preuve. À partir de (3:28) et le lemme 3.3.3, il en résulte que :

fk � fk+1 � ���kgTk dk � �
(1� �)

��gTk dk��
L kdkk2

:

Alors, par l�hypothèse 3.3.1, (3:34) est prouvée.

Lemme 3.3.5 Soient fdkg et f�kg sont deux suites générées par l�algorithme de la mé-
thode du gradient conjugué à trois termes, où �k est obtenu par la recherche linéaire de

Wolfe forte. Supposons que les hypothèses 3.3.1 et 3.3.2 sont véri�ées. Si :

1X
k=0

1

kdkk2
= +1; (3.35)

Alors :

lim
k!1

inf kgkk = 0:

Preuve. Dénoté :
�k =

dTk gk
kgkk kdkk

:
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Compte tenu du lemme 3.3.1, il est clair que :

dTk gk � �kgkk
2 ;

Ainsi :

�k � �
kgkk
kdkk

:

Il donne :

�2k �
kgkk2

kdkk2
:

Supposons que le résultat souhaité est pas vrai, c�est-à-dire :

lim
k!1

inf kgkk 6= 0;

alors, il existe  > 0 tel que :

kgkk �  > 0;8k � 1:

Par conséquent
2

kdkk2
< kgkk2

kdkk2
< �2k =

(dTk gk)
2

kdkk2kgkk2
<
(dTk gk)

2

2kdkk2
:

Du lemme 3.3.4, nous savons que :

1X
k=0

(gTk dk)
2

kdkk2
< +1;

ce qui implique que :
1X
k=0

1

kdkk2
< +1 est convergent.

Cela contredit la condition (3:35). La preuve du résultat souhaité est terminée.

Théorème 3.3.1 Soient fdkg et f�kg sont deux suites générées par l�algorithme de la
méthode du gradient conjugué à trois termes, où �k est obtenu par la recherche linéaire

de Wolfe forte. Supposons que les hypothèses 3.3.1 et 3.3.2 sont véri�ées. Si f est
une fonction uniformément convexe sur S, c�est à dire qu�il existe une constante � > 0

tel que :

(rf(x)�rf(y))T (x� y) � � kx� yk2 ;8x; y 2 V:

Alors :

lim
k!1

kgkk = 0: (3.36)
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Preuve. Par la continuité de Lipschitz, nous savons que :

kykk � L kskk :

D�autre part, par la convexité uniforme, il donne :

yTk sk � � kskk
2 :

Ainsi :

j�kj �
��sTk gk+1��
jyTk skj

+
kykk2

��sTk gk+1��
jyTk skj

2 +

��yTk gk+1��
jyTk skj

� 

� kskk
+

L2

�2 kskk
+

L

� kskk

=


�

�
1 + L+

L2

�

�
1

kskk
: (3.37)

Depuis,

j�kj =
��sTk gk+1��
jyTk skj

�
sTk  kgk+1k
� kskk2

� 

� kskk
;

il est conclu que :

dk+1 � gk+1 + j�kj kskk+ j�kj kykk �  +


�

�
2 + L+

L2

�

�
:

Par conséquent, dk+1 est borné. Compte tenu du lemme 3.3.5, (3:36) est vraie. La
preuve a été complétée.

3.4 Tests numériques

Dans cette partie nous allons e¤ectuer des tests numériques pour montrer l�e¢ cacité

et la performance du nouveau algorithme (MTHREECG).

3.4.1 Principe :

Nous testons l�algorithme (MTHREECG) en mettant en �uvre pour résoudre les
75 problèmes de test de référence de [2]. Pour chaque problème de test, nous changeons
la dimension n = 1000; 2000; :::; 10000, respectivement. Dans la recherche linéaire de

Wolfe, les paramètres � = 0:0001 et � = 0; 8. La tolérance Prend le critère d�arrêt

de l�algorithme " = 10�6.
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3.4.2 Etapes :

Nous comparons MTHREECG avec THREECG dans [7], la CG_DESCENT
dans [14], et la méthode du gradient conjugué à trois termes de Beale dans [10].

3.4.3 Codes de programmation :

Tous les codes des procédures informatiques sont écrites en Fortran 77, et sont mises

en �uvre sur PC avec Processeur 2,9 GHz, 4 Go de mémoire RAM et système d�exploi-

tation Windows XP. La �gure du code Fortran Version 1.4 (14 Novembre 2005) de la

(CG_DESCENT) est téléchargé à partir du site Web :

http ://clas.u�.edu/users/hager/papers/CG/Archive/CG_DESCENT-F-1.4.tar.gz.

Le code de la (ThreeCG) et la recherche linéaire deWolfe est téléchargé à partir du
site Web de N.Andrei :
http ://camo.ici.ro/neculai/THREECG/threecg.for.

3.4.4 Pro�ls de performance numérique :

Les pro�ls de performance numérique de la méthode du gradient conju-
guéMTHREECG,THREECG etCG_DESCENT basés sur le temps
CPU.

Fig. 3.1 �Performance basée sur le temps CPU.
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3.4. TESTS NUMÉRIQUES

Les pro�ls de performance numérique de la méthode du gradient conju-
guéMTHREECG,THREECG etCG_DESCENT basés sur le nombre
d�itérations.

Fig. 3.2 �Performance basée sur le nombre d�itérations.

Les pro�ls de performance numérique de la méthode du gradient conju-
gué MTHREECG, THREECG, CG_DESCENT et BEALE basés
sur le temps CPU.

Fig. 3.3 �Performance basée sur le temps CPU
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Conclusion

Il est clair d�après les �gures. 3.1, 3.2 et 3.3, que le nouveau algorithme est numéri-

quement plus performante que les autres méthodes du gradient conjugué THREECG,
CG_DESCENT et BEALE
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Conclusion générale

Durant les 60 dernières années, beaucoup de méthodes du gradient conjugué ont été

élaborées et par conséquent une multitude de résultats de convergence ont été démontrées.

Dans ce mémoire nous avons présenté une synthèse générale sur les méthodes de gradient

conjugué à trois termes.

Ensuite, nous avons étudiée une nouvelle famille des méthodes de gradient conjugué

à trois terme, la propriété de descente est assurée à chaque itération et certains résultats

généraux de convergence sont montrés pour cette famille avec la recherche linéaire de

Wolfe fortes.
Les résultats numériques montrent que cette méthode est plus performante que d�autres

méthodes de gradient conjugué assez connues.
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