———————————————————————————@

gw Ministére de I'Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique 1bgied

FSESNV
Université de Larbi Tébessi —Tébessa - %

Faculté des Sciences Exactes et des Sciences de la Nature et de la Vie ﬂf
Département : Mathématiques et informatique

s o
' e L(!‘l 5'(?‘ !T ~"\.F

MEM OIRE DE MASTER

Domaine: Mathématiques et informatique

Q]w\-anu

IE
s

Filiere: Mathématiques
Option: Mathématiques appliquées

Theme:

Quelques méthodes de résolution des

problemes elliptiques

Présenté par:
TEBBA Zakia
BELHOUCHET Amna

Devant le jury:

Fatiha Mesloub M.C.B Université de Tébessa Président
Abderrahmane Zaraik M.C.A Université de Tébessa Rapporteur
Mourad Benzahi M.A.A Université de Tébessa Examinateur
Date de soutenance:
25/05/2017
Note: .......... MENLION: e

————————————————————————————————————————@

F
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
|
|
|
|
|
|
|
ks







% *
JB aic all e £l K
Joi, ade alll Lo all Jow ) cazouw
Jew lole a9 2y 6, ,bb dlw ,0»
aSsMall olg axdl | Ly, o alll
loy Lo pledl ) gixiz | giai)
o uo A el pllell Oly s,
Si> uooVl 9 o9 wlglowdl
e allell Jiadg elall (9 ol
SloSUl il e jadll Jiaas ylall
) elwVl oly el &9 elalell ol
= 1o Leils Ladyo Y9 Ll lsi s,
& ,f«_}.9|_9 b=, 33| 0is| 09 alell

«%

e ,o.f.u.m d.>_).>|




Remerciements

Avant tout, nous remercions Allah, qui nous a donné le
courage, la patience, et la volonté pour finir ce travail.

Nous remercions également notre enseignant encadreur,
maitre de conférences a PPUniversité de Tébessa Mr. Zarai
Abderrahmane qui nous a proposé le sujet de ce mémoire,
c’est grace a sa grande disponibilité, ses conseils, ses
orientations et encouragement que nous avons pu mener a
bien ce travail.

Nos remerciements vont également aux membres de jury

pour avoir accepté d’évalué notre travail :

- Maitre de conférences a PPUniversité de Tébessa Mdm.
Mesloub Fatiha.
- Maitre d’assistant a PUniversité de Tébessa Mr.

Benzahi Mourad.

Nos plus vifs remerciements a nos enseignants pendant
ces cinq années. Et toutes les personnes ayant participé a

la réussite de notre travail.

Sans oublier tous ceux et tous celle de loin ou de pres qui
ont contribué a la réalisation de ce mémoire.

Et tous les responsables et personnels que les
connaissent dans le département de mathématiques et
informatique de PPUniversité de Larbi Tébessi-Tébessa.



RESUME

Ce travail décrit quelques outils et méthodes pour I'étude des équations aux dérivées
partielles de types elliptiques. Ces outils sont utilisés pour obtenir des résultats d'existence et
d'unicité.

Dans ce mémoire, différentes techniques ont été adoptées, comme par exemple, la méthode
des inégalités de I'énergie, cette méthode appelée aussi méthode d'analyse fonctionnelle qui est
basée sur les idées de J. Leray et L. Garding [8] et présentée sous forme d'une méthode par A. A.
Dezin [4] pour I'étude des problemes aux limites liés aux équations elliptiques, aussi bien par la
meéthode de formulation variationnelle des problemes aux limites développée par Lax-Milgram et
Stampacchia (voir Brezis [2] et [6]).

Par contre la méthode de degré topologique de Leray-Schauder permet également de
résoudre les problemes aux limites qui n'ont pas de formulation variationnelle (voir Otared
Kavian [9]).

Mots clés: Equation elliptique, opérateur différentielle, solution généralisée, inégalité de
I"'énergie, forme bilinéaire, forme linéaire, condition de Dirichlet, condition de Neumann, degré
topologique, une homotopie, fonction de Carathéodory.

This work describes some tools and methods for the study of elliptic partial differential
equations. These tools are used to obtain results of existence and uniqueness.

In this memory, different techniques have been adapted, such as for exemple the method of
energy inequalities, this method called functional analysis method which is based on the ideas of
J. Leray and L. Garding [8], and presented in the form of a method by A.A. Desin [4] for the
study of boundary problems related to elliptic equations, both by the variational formulation of
the boundary problems developed by Lax-Milgram and Stampacchia (see Brezis [2] and [6]).

By contrast the method of topological degree of Leray-Schauder also makes it possible to
solve the boundary problems which do not have variational formulation (see Otared Kavian [9]).

Key words: Elliptic equation, differential operator, generalized solution, energy inequality,
bilinear form, linear form, Dirichlet condition, Neumann condition, topological degree,
homotopy, Caratheodory function.




Table des matieres

1 Préliminaires
1.1 Rappel d’analyse fonctionnelle. . . . . . . ... ... ... ... ... ... ...
1.1.1 Espaces normés et espacesdeBanach . . ... ... .............
1.1.2 EspacesdeHilbert . . ... ... ... . . . .. ... ...
1.1.3 Les espaces de Sobolev W (Q) et WL (Q), (QCR™) . . ... ........
1.2 Quelques inégalités importantes . . . . . . . . . . . ..o
1.2.1 Inégalitéde Cauchy . . ... ... . ... .. ... ..
1.2.2 Inégalité de Cauchyavece . . . . . . . . . . . . . . i it
1.2.3 Des inégalités fonctionnelles . . . . . . .. . ... ... ... .........
1.3 Ledegré topologique . . . . . . . . . .. e e e e
1.3.1 Quelques définitions importantes . . . . . . . . . . ... Lo,

1.3.2 Degré topologique de Brouwer . . . . ... ... ... ... ... ... .

2 Méthode d’analyse fonctionnelle
2.1 Plan de I'étude de I'équation opérationnelle . . .. ... ... ... ... ......
2.2 Espaces de Banach, espacesde Hilbert . . . .. ... ... .. ... ... ......
2.3 Meéthode énergétique . . . . . . . . ... e
2.3.1 Notions générales, position du probléeme . . . . . . ... ... ........
2.3.2 Solutions généralisées dans W (). Premiére inégalité de 'énergie . . . . .

2.3.3 Deuxieme inégalité de I'énergie . . . . . . . ... ... ... ... ... ...

3 Formulation variationnelle des problémes aux limites
3.1 Lemmede Lax-Milgram . .. ... ... ... ... .. ... ..,
3.2 Applications . . . . . . .. e e e e e e e e

3.2.1 Problémes aux limites elliptiques avec les conditions de Dirichlet . . . . ..

15
17
17
17
17
18
18
19

21
21
24
27
27
29
34



3.2.2 Problemes aux limites elliptiques avec les conditions de Neumann . . . . . .

4 Méthode de degré topologique
4.1 Résultatprincipale . . . . . . . . . . .. e e e e
4.2 LecaSsh = A1 . . i e e e e e e e



I
()
pl...)

W (9)
Wi ()

Notations

Espace vectoriel normé.

La norme.

Le produit scalaire.

La distance.

Un ouvert borné dans R".

Lensemble fermé de ).

La limite.

La convergence forte.

La convergence faible.

Lespace des fonctions mesurables « sur Q vérifiant [, [u|” dz < co.
Fensemble de toutes les fonctions indéfiniment dérivables.
Fensemble des fonctions v € C*°(£2) a support compact.

Lespace des fonctions de carré intégrable.

Lespace des fonctions u oll u = (uy, ..., u,) tel que u; € L3(), Vi = 1, n.

[l espace de Hilbert.

Lespace dual de H.

Une fonctionnelle linéaire.

Un opérateur linéaire.

Le domaine de définition de A.
Ladhérence de D(A).

Ladjoint de A.

Le domaine de définition de A*.
La fermeture de A.

Lensemble des valeurs Au pour tout u € D(A).
Opérateur différentiel.

Copérateur dual de L.

La dérivée ordinaire par-rapport a x.

La dérivée généralisée.

Pespace des fonctions u € L™ (1), tel que D*u € L™(), ou |k| < L.

Pespace des fonctions v € W/ () & support compact dans 2.
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La norme dans I'espace W/ ().
Le produit scalaire dans I'espace W3 (Q).

La constante de Poincaré.
La dérivée partielle.

La frontiére.

Le vecteur unitaire de I'extérieur a 0f).
Iélément de surface de 0f).

Une forme bilinéaire.

Une forme linéaire.

Le degré topologique.

Le signe de 'élément a.

Une fonction de Carathéodory.

Une homotopie.

Un espace de Banach.

Lespace dual de X.

Un opérateur de X dans X*.

Un ouvert borné dans X.

La boule unité fermée.

Lensemble de toutes les fonctions continues.
Linjection canonique.

Copérateur Laplacien.

Le gradient de u.

Le crochet de dualité.

La boule ouvert de centre 0 et rayon R.
Une valeur propre.

La valeur propre principale.

Le vecteur propre associé a la valeur propre \;.




Introduction Générale

Les équations aux dérivées partielles de types elliptiques ont été soigneusement étudiées durant
le vingtieme siecle. Ces études ont été surtout menées par Courant et Hilbert [3] et ses co-auteur
et d’autre chercheurs et savants comme Dirichlet, Neumann et J.L. Lions [12]. Un grand nombre
d’articles ont été publiés dans ce domaine et plusieurs livres ont vu le jour, nous citons entre
autres les ouvrages suivants.

Ce travail décrit quelques outils et méthodes pour I'étude des équations aux dérivées partielles
de types elliptiques. Ces outils sont utilisés pour obtenir des résultats d’existence et d’unicité.

Dans ce mémoire, différentes techniques ont été adoptées, comme par exemple, la méthode
des inégalités de I'énergie, cette méthode appelée aussi méthode d’analyse fonctionnelle qui est
basée sur les idées de J. Leray et L. Garding [8] et présentée sous forme d’'une méthode par A. A.
Dezin [4] pour I'étude des problémes aux limites liés aux équations elliptiques, aussi bien par la
méthode de formulation variationnelle des problemes aux limites développée par Lax-Milgram et
Stampacchia (voir Brezis [2] et [6]).

Par contre la méthode de degré topologique de Leray-Schauder permet également de résoudre
les problemes aux limites qui n’ont pas de formulation variationnelle (voir Otared Kavian [9]).

Ce travail comporte quatre chapitres.

Chapitre 1 : Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions d’analyses fonctionnelles qui
concernent les espaces de Sobolev, puis nous présentons quelques inégalités importantes, apres
ca nous donnons un petit rappel sur le degré topologique.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous étudions I'existence et 'unicité de la solution généralisée
par la méthode des inégalités de 'énergie. Iidée principale est celle utilisée dans les travaux
de Petrovski et Garding [7]. Elle consiste a écrire le probleme posé sous forme d’une équation
opérationnelle du type

Lu=F, ue DL,

ou 'opérateur £ engendré par ’équation et les conditions aux limites et considéré d’un espace de

Banach E dans un espace de Hilbert /' convenablement choisi. On établit une estimation a priori
lulle < el Lullr, )

qui est obtenue en multipliant '’équation considérée par un opérateur Mwu contenant la fonction
u ou ses dérivées. A partir de I'inégalité (x), on déduit I'unicité de la solution si elle existe.
Chapitre 3 : Dans ce chapitre, nous s’intéressons a 'étude de I'existence et I'unicité de la

solution des problémes aux limites par la méthode variationelle.




Pour cela nous présentons le lemme de Lax-Milgram qui est la base de cette méthode. Ensuit,
nous étudions quelques problémes linéaires elliptiques sous forme des applications pour complé-
ter cette méthode.

Chapitre 4 : Le but de ce chapitre est d’établir I'existence d’une solution faible pour le probléme

quasi-linéaire

Y

—Au(z) = Au(x) + h(z,u(x)) dans Q
u = 0 sur 052

ot Q2 C RY est un domaine borné non vide de frontiere lipchitzienne (2 € C}), A est un parameétre
positive et h : 2 x R — R est une fonction de Carathéodory bornée.

Fétude est basée sur la méthode de degré topologique.




Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Rappel d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Espaces normés et espaces de Banach

Un espace vectoriel linéaire £ est dit espace normé si pour chaque élément v € E il existe un

nombre réel noté par ||u||; (norme de u) vérifiant les axiomes

a) |lu|lz >0, |Ju||; = 0 si et seulement si u = 0.
b) || Aullz = A |lullz, VA € Rou C.
©) |lu+ vz < ullg + ||lv||p (inégalité triangulaire) .

Dans cet espace, on introduit la métrique p (u,v) = ||u — v||; (distance entre u et v).
La convergence d’une suite (uy,), .y d’éléments de £ vers v dans la norme de E (convergence
forte!) est définie par

|un —ullp, — 0, u, — u.
n—oo

La suite (u,), .y est dite suite de Cauchy si
[up — ugl| ; — 0 quand p,q — oo

& Ve >0, AN, Vp > N, Vg > N. = |lu, —u,l| <e.

Si pour toute suite de Cauchy (u,),, . il existe un élément v dans £, on dit que E est complet.

Si||u,—u||[g — 0,onditque FE est un espace de Banach.
n—oo

1On dit aussi convergence au sens de la norme.
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1.1.2 Espaces de Hilbert

Définition 1.1 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire qui est complet

pour la norme associée.

Dans un Hilbert, on définit un produit scalaire (u,v), ol u,v € H, c’est un nombre réel qui
vérifier les axiomes
a)

b)

(w,0) = (v,u) -

(A, v) = A (u,v) .

¢) (u+tv,w)y = (uw)y+ (v,w),.

d) (u,u)y >0, (u,u), =0 sietseulement si u = 0.

Dans un Hilbert complexe, le produit scalaire est un nombre complexe vérifiant les axiomes (b),

(c) et (d) mais (a) est sous la forme

(u,v) g = (v,u) g
Dans H on prend comme norme
lull gy = v/ (u,u), (e ||u||fq = (u,u)y .

Pour chaque u et v € H, on a 'inégalité de Cauchy-Schwartz

[(u, 0) | < HJull g 0]l -

En plus de la convergence forte dans H, on considere aussi la convergence faible de (u,),,cy

d’élément de H, on dit qu’elle converge faiblement? vers u si
(up —u,v),; — 0 quand n — oo,

pour tout v € H (u,, — u).
Si (un), ey converge fortement vers u, alors elle converge faiblement vers u. Linverse n’est pas
vrai en général.

Cependant, si u,, — u et ||u,|| — ||u||, alors dans ce cas u,, — u.

Exemple 1.1 On peut définir Uespace de Hilbert L (§2) comme suite

LP(Q) = {u : Q — R, mesurable / (/ |u|pdx)p < oo}.
0

20n dit aussi converge au sens de produit scalaire.

1.1. Rappel d'analyse fonctionnelle E
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La norme de L? (Q2) est

P
il = ([ )" avecp> 1, an
Q
sip=2

9 2
[ull 12qy (/Qu :c) ,(u,v)Lz(Q) /qu x

On peut considérer comme sous espaces dans L” () les espaces
a) C=(Q).
b) Lensemble de tous les polynémes.
c) C§° ().

Fonctionnelles linéaires

Une fonctionnelle linéaire [ sur un Hilbert A est une fonction linéaire numérique et continue

l:H—R
w— I(u)
& [ est linéaire c’est-a-dire
I(Auy + Bug) = AM(uy) + Bl(ug), Yuy,us € H, A, 3 sont des constants réels. (1.2)
& [ est continue c’est-a-dire
Up, — U = (uy) — l(u). (1.3)
& [ est bornée c’est-a-dire
ll(u)| < c||lully, Yu e H. (1.4)

Le théoreme de Reisz affirme qu’on peut toujours représenter une fonctionnelle linéaire par un
produit scalaire
l(u) = (u,v)g, Yv € H.
D’apres I'inégalité de Cauchy la norme |[|I||,; = ||v]| -
Il est claire que ||/||; = sup —— estla plus petite des constantes ¢ pour lesquelles (1.4) est

ueH\{0} HUHH
satisfaite.

1.1. Rappel d'analyse fonctionnelle E
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Quelques propriétés d’opérateurs linéaires

)-Opérateurs linéaires bornés
Un opérateur A défini sur un ensemble D(A) C H fait aussi a chaque v € D(A) un certain

élément v € H (i.e.)

Au = .
& A est linéaire si
A()\lul + )\2U2> = )\1A(U1) + )\QA(UQ), V’U,l, U € D(A) (15)
& A est borné si
de > 0 tel que ||Aull, < c||ully, Yu € D(A). (1.6)

A peut étre prolongé d’'une maniere continue sur la fermeture de D(A) (i.e.)

* SiD(A) C H, (1.6) reste toujours vraie pour tout u € D(A).

* Si D(A) # H, on peut prolonger A en différentes maniéres a tout H et (1.6) reste toujours

valable.

Remarque 1.1 La norme de A est donner par

[Aull

u€D(A)\{0} HUHH .

1Al =

Il y a plusieurs opérateurs bornés dans H qu’ils sont importants, on s’intéresse maintenant d'une
classe de cet opérateurs
La classe d’opérateurs auto-adjoints

Un opérateur A est dit auto-adjoint si
Vu,v € H, ona (Au,v)y = (u, Av), (1.7)

le spectre de cet opérateur est réel et contenu dans [— ||A||; , | A]| 4] -
I1)-Opérateurs linéaires non-bornés

Soit A un opérateur non-borné sur un Hilbert H (A: H — H), ce type des opérateurs ne sont
pas bornés (définis) sur tout H, (i.e.) dans (1.6) la constante ¢ peut ne pas exister.

Soit D(A) C H le domaine de définition de A (i.e.)

A:D(A)C H— R(A)CH?,

3R(A) = {Au, u € D(A)}.

1.1. Rappel d'analyse fonctionnelle
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ces opérateurs sont linéaires, ils vérifiant

A(Au + Pv) = ANA(u) + BA(v), Yu,v € H et A\, 5 € R,

nous allons en générales considérer les opérateurs ayant D(A) = H.

Remarque 1.2 On s’intéresse aux opérateurs différentiels pour chaque expression différentielle cor-

respond plusieurs opérateurs définis en indiquent leurs domaines de définition.

d2
Par exemple : Soit 'expression différentielle Lu = d—g, z €[0,1], prenons H = L*([0,1]).
x

On peut associer a Lu 'opérateur non-borné A définie sur D (A) = C§° ([0, 1]) C H.

A:D(A)— H
d2
uHAu:d—;;,

a support compact dans I'intervalle [0, 1].

On peut encore associer a Lu un autre opérateur non borné A défini sur D(A) = C> ([0,1]) C H.

A:DA) - H
u
dx?’

onaD(A) C D(A) et Au = Au, Vu € D (A), dans ce cas on dit que A est une extension de A*.

u— Au =

Il est claire que le domaine de définition de 'opérateur A (opérateur associer a 'expression
différentielle Lu) peut étre choisi d’une infinité de maniere et chaque fois on obtient un opérateur
ayant de différant propriétés.

Les deux opérateurs A et A ont des propriétés différentes, par exemple A vérifie

(A, v) 201y = (s AV) 2917 » Yu, v € D (A). (1.8)

En effet

1 ;2 1 2
du d*v
(A, ) 2oy = /0 an = /0 U gz = (W AV 1o

Pour l'opérateur A, on a

1
, Yu,v € D(A). (1.9)
0

@
dx

—Uu

1
(Au,v) = <u,/~lv) + d—uv
L2([0,1]) 2oy dw |,

On remarque que A a la propriété de symétrie, par contre A ne I'a pas.

“Topérateur A est dit extension de A si D (A) C D(A) et Au = Au, Yu € D (A).

1.1. Rappel d'analyse fonctionnelle
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Remarque 1.3 Les opérateurs symétriques possédent un grand nombre des propriétés, et la théorie
des opérateurs symétriques a été extensivement développer et utiliser pour des classes spécifiques
d’opérateurs différentiels. Lune des plus importantes conceptions est celle d’opérateurs auto-adjoints.

Un opérateur non-borné A est dit auto-adjoint s’il est symétrique (i.e.)
(Au,v)y = (u, Av) g, Yu,v € D (A), (1.10)

et si Uidentité
(Au,v)y = (u,w)y, (1.11)
ot v, w sont fixées et u € D (A) arbitraire implique que v € D (A) et w = Aw.
En d’autre terme, A est auto-adjoint si son adjoint A* a le méme domaine de définition que A et
A*=AsurD(A).
Lidentité (1.11) définit le domaine de définition de A* ainsi que ces valeurs sur le domaine, notam-

ment les éléments v pour tout u € D (A) constituant D(A*), avec A*v = w.

Remarque 1.4 Dans la plus part des cas des opérateurs différentiels, il est facile de vérifier la validité

ou non validité de (1.10) (a Uaide des intégrations par parties).

Remarque 1.5 La relation (1.10) est satisfaite pour A non seulement pour u et v € D (A) mais aussi
pour u € D(A) et v € D(A*), cela montre que D(A*) est plus large que D (A) . La question que se
pose est que A peut étre prolongé pour qu’il soit auto-adjoint ?
Il est possible de faire ¢a, et en une infinité de manieres, la théorie des opérateurs donne le premier
pas pour une telle extension (c’est le principe de fermeture). On procéde de la maniére suivante :
Soit A un opérateur définit sur D (A) C H , on ajoute a D (A) les éléments u qui sont limites des

suites (uy), . de D (A) pour lequel Au, converge vers un élément v, on définit v = Au oil A est la

neN
fermeture de A®, Uensemble D (A) avec tous les éléments u constituant D (A).

Remarque 1.6 Il existe des opérateurs non-bornés que ne sont pas fermable® (par exemple les opé-
rateurs non-linéaires).
Il n’est pas difficile de montrer que la condition nécessaire et suffisante pour que un opérateur non

borné admet une fermeture est que D(A*) soit dense dans H.

Remarque 1.7 En générale la procédure de la fermeture des opérateurs différentiels n’est pas simple
(cas de E.D.P7).

>Un opérateur A est dit fermé si pour tout suite u,, € D (A), u, — u et Au,, — f, alorsu € D (A) et f = Au.
6Un opérateur A est dit fermable si pour tout suite u,, € D (A), u,, — 0 et Au,, — f, alors f = 0.
"Désigne les équations aux dérivées partielles.

1.1. Rappel d'analyse fonctionnelle
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. s d*u — .
En particulier; A défini par Lu = ] admet une fermeture, la fermeture A admet comme domaine
x

de définition D(A) = W2 ([0,1]) . Cette fermeture peut étre achevée, si on ajoute & D (A) Uensemble

) . s : du
des fonctions continues différentiables u (x) s‘annulant en x = 0 et x = 1 pour lesquelles e sont
Xz

. d
absolument continues et s‘annulanten x = 0 et x = 1 (d_u e L* ([0, 1])) , donc
T

T d
D(A) = {u e W3 (), ul,_o=ul,_, =0et d_g

_
dx

-~ =0} = W3 ([0,1)).

z=0

Lopérateur A défini sur D(A) = W2([0,1]) étant Popérateur qui calcule les dérivées secondes
généralisées®.
2

On va citer deux extensions de Au = d—z a D(A) = W2([0,1]), la premiére extension est de la
T
. dPu
forme Au = =l ou

D(A) = {u /u S W22 (07 1) ) u‘x:O = ulx:l = 0} )

une telle extension est connectée a ce qu’on appelle premier probléme aux limite® pour Lu = %,
c’est le probléeme de déterminer la solution u(z) de l'équation ’
Lu = % = f(z), (1.12)
avec les conditions aux limites
w(0) =0, u(1) =0, (1.13)

le probléme (1.12)-(1.13) admet une solution unique u € D(A) pour tout f € L2 ([0,1]) arbitraire.

Remarque 1.8 Lextension A de I'opérateur original A, correspond au probléme (1.12)-(1.13). Si on
n’a pas prolongé A, on n’aura pas un bon théoréeme d’existence et d’unicité, et dans ce cas l'équation

Au = f peut ne pas avoir une solution dans D (A) pour f € L?([0,1]) arbitraire.

Remarque 1.9 D’autres problémes aux limites de Uéquation (1.12) nécessitent d’autres extensions,

par exemple a Uéquation (1.12) on associée les conditions aux limites

du

r=1

ul,_o =0,

Alors on doit prolonger Uopérateur A comme étant Uopérateur agissant sur W3 ([0, 1])1° vérifier les

conditions (1.14), cette extension A est un opérateur auto-adjoint.

80n dit aussi dérivées aux sens faibles ou aux sens des distributions.
°En englais : first boundary value problem.

10172 (0,1]) = {u fue 12(0,1), % € 12 (o, 1])} .

1.1. Rappel d'analyse fonctionnelle
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Déquation Au = f est résoluble dans D(A) pour f € L2 ([0, 1]) ot

_ o}.
r=1

du

D(A) = {u Ju € W2(0,1), ul,_, =0, -

Forme bilinéaire, continue et coercive

Définition 1.2 On dit que a : H x H — R est une forme bilinéaire si Yu,v,w € H, VA, u € R
& a(Au+ po, w) = Aa(u, w) + pa(v, w).
& a(w, \u + pv) = Aa(w, u) + pa(w,v).

Définition 1.3 a est dite continue s’il existe M > 0 telle que
la(u,v)| < M ||ullg4 [|v]l 4, Yu,v € H. (1.15)
Définition 1.4 a est dite coercive (ou H-elliptique), s’il existe o > 0 telle que
Yu € H, a(u,u) > olul? . (1.16)
Remarque 1.10 Lorsque la forme bilinéaire a est H-elliptique et symétrique (i.e.)
Vu,v € H, a(u,v) = a(v,u), (1.17)
alors elle est un produit scalaire sur H et sa norme associée est
w— (alu, )2 (1.18)

Théoreme 1.1 (Représentation de Riesz) Soit H un espace de Hilbert de produit scalaire noté

(.,.); et H' son espace dual®, alors pour tout f € H' il existe un élément unique u € H tel que

{ f )= (), YoeH (119)
11 gz = Nll ez
(1.19) montre qu'’il existe un isomorphisme'? de H sur H', c’est-a-dire A € L(H, H'),
At e L(H' H) tel que
Au =
{ w=so (1.20)
[Aull g = Nl

Hpespace dual d’un espace vectoriel E est I'espace des formes linéaires sur E.
12Un isomorphisme entre deux ensembles structurés est une application bijective qui préserve la structure et dont

la réciproque préserve aussi la structure.
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1.1.3 Les espaces de Sobolev W (Q) et W. (Q), (2 C R")

7 . . . Ve . 7 Ve Ve . 7 Ve . Ve Ve yé . Ve a‘kl
Définition 1.5 (Dérivées généralisées) On appelle dérivée généralisée T d’une fonc-
]t Oxs?...0xkn

tion u(z) intégrable dans tout ' C 2 la fonction D*u si pour tout v € C§°(R), on a U'égalité

olkly
/ <ua + (—1)%Dku> dr =0, (1.21)
[} X

Moxhe . Oxkn
ou k = (ki,...,k,) avec |k| = Zk

La fonction D*u sera notée par

Okl
k1 g, .k2 kn
0x'0xy? - - - Oxkn

DFu = (1.22)
Cette notion de dérivée généralisée est une extension de la dérivée classique, les D.G.13
conservent beaucoup (mais pas toutes) de propriétés des D.C.}* (somme, produit, ordre,...) par

exemple I'existence des dérivées d’ordre inférieurs a |k|.

Définition 1.6 W () est Uensemble de toutes les fonctions u € L™ () ayant des dérivées généra-

lisées jusqu’a Uordre | inclus dans L™ () . On munit W! 1> de la norme suivante

m

Jull e = Ny = | [ 3 1D"a["de | 129
0<|k|<l

on obtient un espace de Banach.

W () est le sous espace de W (Q) constitués de toutes les fonctions u € W' () et en support
compact dans €.

Lespace W' () joue un réle trés important pour la résolution des problémes aux limites des E.D.P
de seconde ordre de tous types.

Le produit scalaire dans W} () et W} () est défini par

1
(u,v)ég2 = (u, U)W%(Q) = /Q (w0 + ugvy) dz = (U, v) 12 gy + (Uss Va) 1210 »

n n
_ 2 _ 2 2 _ 2
UgUy = E Ug,Vgyy Vg = E Vs Uy = E Uy, -
i=1 i=1 '

13Désigne la dérivées généralisées.

14Désigne la dérivées classiques.

15Quand il n d f ! lieu de W! (Q
'y aura pas de confusion on écrira W, au lieu de W,, ().
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Linégalité de Poincaré

Supposons que 2 C R", on remarque que Yu € er (), on a l'inégalité suivant

borné

/qux < cé/uidx,
Q Q
2 2 2

Formule d’intégration par partie

Soit 2 un ouvert de R”, de frontiére réguliére 99 , on a

auvdx:—/u

ol 7/ est le vecteur unitaire de I'extérieur a 99, do est 'élément de surface de 05).

Ov dx +/ uv cos (77, x;) do, Yu,v € Wy (Q),
al'i 90

Remarque 1.11 Vu € W} (Q) et v € W} (), on a alors
ou

Q Ox;

vdr = —/u@d:ﬁ, i=1,n.
o Ox;

Formule de Green

0
— / Auvdr = / VuVodzr — —uvda, Yu,v € H*(Q).
Q Q o 91

Théoréme de Trace

lu| do < c/ (’?' + |u|) dz,
lg) Q r

elle est vraie Vu € Wi (Q) et 9Q (réguliere).
Si on pose u = v* ot v € Wy (), alors u € W7 (Q2) et on obtient

2
/ v2d0§cl/ {|v| +v2}dac§/ (c (@> +cav2> dz,
o0 Q Q O

pour un ¢ positif arbitraire.
Théoreme 1.2 Si ) est un ouvert a bord 0f), alors Uapplication

ov

ox

w: Wi (Q) — L2(0Q)

U = “|aQ

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

1.1. Rappel d'analyse fonctionnelle
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est une application linéaire continue appelée opérateur de Trace.

Le théoreme signifie qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

1l 2200y < € llully ) Yu € Wy (). (1.30)

1.2 Quelques inégalités importantes

1.2.1 Inégalité de Cauchy

Z Z ai;€7;

i=1 j=1

< (Z %-@-@) (Z aimmj> (1.31)

4,j=1 1,j=1

vraie pour toute forme quadratique non négative a;;§;{; avec a;; = aj;, etpouréy, ..., &, My, ..., 10,

sont des réels arbitraires, a;; sont en général des fonctions.

1.2.2 Inégalité de Cauchy avec ¢

1
la.b| < %‘al? + 5o 1o (1.32)

pour tout € > 0, a, b arbitraires (réels).

1.2.3 Des inégalités fonctionnelles

* Inégalité triangulaire

1

(/Q (u+v)2dx)5 < (/Quzdx)2 + (/QUQda:) oll u,v € L*(Q). (1.33)

* Inégalité de Cauchy-Schwartz
< (/ u2dx) (/ v2da:) , (1.34)
Q Q

/uv dx
Q

Pour l'espace L% (2) ot u € L% (), u = (uy, us, ..., u,) avec u; € L2 (Q), i = 1, n, 'inégalité de

N|=

Cauchy prend la forme

< </Zu? dx) (/va da:) . (1.35)
Q=1 Q=1

1.2. Quelques inégalités importantes

n
/g w;v; dx
Q=1
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1.3 Le degré topologique

Soit N > 1 un entier, D un ouvert de R, f : D — R une fonction continue et b € R" un point
fixé. Lidée de degré topologique est d’associer a la fonction f, a 'ouvert D et au point b € RY un
entier dépendant continiment de f et dans une certaine mesure de b tel que si cet entier est non
nul, alors I'’équation

reD, flx)=0> (1.36)

admet une solution.
Par exemple,si N =1, D =] — 1,+1[ et f € C([—1,+1],R), pour tout point b # f(£1) on peut

considérer le nombre

deg(,D,6) = 5 [sgn (F (1) = b) = sgn (f (~1) — ) 1.37)

qui est évidemment un entier.
On voit que si deg(f,D,b) # 0, on a

(f (D) =b)(f(=1) =b) <0, (1.38)

et par conséquent, il existe x €] — 1, +1[ tel que f(z) = b. On imagine aussi que la situation pour

N > 2 est plus complexe.

1.3.1 Quelques définitions importantes

Soit X un espace de Banach réel et réflexive et X* son espace dual.

Définition 1.7 (Fonction de Carathéodory) Soit ) un ouvert borné de RY, une fonction
h:Q x R — R est dite de Carathéodory si elle vérifier :

1. Lapplication
R—R

t f(z,t)
est continue presque par tout pour tout x € R.

2. Lapplication
Q—-R

x v f(x,t)

est mesurable pour tout t € R.

1.3. Le degré topologique
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Définition 1.8 (Homotopie) Soient X et Y deux espaces topologiques, et soient f,g: X — Y deux
fonctions continues. f et g sont dites homotopes d’homotopie H, si H est une fonction continue de
X x [0,1] dans Y telle que

* Ve e X, H(z,0) = f(x).
*Vre X, H(x, 1) = g(x).
Définition 1.9 On dit que Lopérateur T' : X — X* est satisfait la condition (S, ) si
Uy, — ug dans X, lim sup (T (uy), u, — ug) < 0= u, — ug dans X. (1.39)

Remarque 1.12 Il est claire que si T : X — X* satisfait la condition (S, ) et si K : X — X* est un

opérateur compact, alors la somme T + K : X — X* satisfait la condition (S ).

Définition 1.10 (Opérateur semi-continu) On dit que T : X — X* est semi-continu, si pour tout
suit (up),on € X, 0na
u, — vwdans X = Tu, — Tu dans X*. (1.40)

1.3.2 Degré topologique de Brouwer

Nous donnons ici une formulation précise du degré topologique de Brouwer et ses propriétés
principales.
Le théoréme suivant établit 'existence et 'unicité du degré topologique via ses propriétés clefs.

Théoreme 1.3 Soit N > 1 et
A= {(f,9,b)/ Qun ouvert borné de R", b € R et f : @ — R" une fonction continue}, (1.41)

tel que b # f(0N). Il existe une et une seule application deg : A — 7 qui vérifie les propriétés

suivantes :

* (Normalisation) Si ) est un ouvert borné de RY et b € ) alors
deg(1d,Q,b) = 1. (1.42)

* (Additivité) Si Q) est un ouvert borné de RY et b € RV, f : O — RY est continue et §);, Q, sont
des ouverts disjoints inclus dans Q tels que b ¢ f (Q\ (€4 UQ)) alors

deg (f?Q’b) :deg <f7917b)+deg(f7927b>' (143)

* (Invariance par homotopie) Si () est un ouvert borné de RY, H : [0,1] x Q — R et

1.3. Le degré topologique
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y : [0,1] — RY sont continues et pour tout t € [0,1], y(t) ¢ H(t,00Q) alors
deg (H(0,.),2,y(0)) = deg (H(1,.), 2, y(1)) . (1.44)
deg est appelé le degré topologique de Brouwer.

Proposition 1.1 Le degré topologique de Brouwer vérifie les propriétés suivantes :

1. Sideg(f,Q,b) # 0 alors il existe x € () tel que f(x) = b.
2. Pour tout z € RN deg(f,Q,b) = deg(f — 2,Q,b— 2).
3. Soit (f,,b) € Aetr = dist (b, f(0Q)) > 0,si g: Q — RN continue et z € RY tel que

sup (lg — f[) +[b— 2| <,
o9

alors
deg (f,€2,b) = deg(g,9,b).
4. deg (f,Q,b) est constante sur les composantes connexes de R\ f(992).

5. Pour tout z € RY  deg(f,Q,b) = deg(f(. — 2), 2 + Q,b).

Théoréme 1.4 (Point fixe de Brouwer) Soit B la boule unité fermée d’'un espace de Banach X et

f : B — B continue telle que f(B) est relativement compacte dans X'©. Alors f a un point fixe (i.e.)
Jx € B tel que f(z) = . (1.45)

Remarque 1.13 Le degré topologique en dimension infinie ne pourra donc pas étre défini pour toutes
les applications continues d’'un Banach X dans lui-méme, c’est pour ¢a nous utilisons un autre degré
appelé le degré de Leray- Schauder qui construit sur les applications qui différent de Uidentité par une

application compacte.

16Une partie relativement compacte d’un espace topologique X est un sous-ensemble Y de X inclus dans une

partie compacte de X.

1.3. Le degré topologique
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Meéthode d’analyse fonctionnelle

2.1 Plan de I’étude de I’équation opérationnelle
Soient E et I deux espaces euclidien de dimensions finies!
u=(ug,ug,...,u,) € Eetv=(vy,vq,...,0,) €F,

muni du produit scalaire

n n %
=1 =1

ainsi que pour 'espace F.
Soit £ un opérateur linéaire de £ — F), il est défini par la matrice (o), <ij<n -

Lu="v

n
:Zakiui:vk, k=1,n

i=1

a1y vt 1 Uy V1

91 . Qop U2 V2
= =

anl o e o e PPN &nn un Un

1'Un espace euclidien est un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un produit scalaire.

21
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Notre but est d’étudier '’équation
Lu=f. 2.1

On doit trouver les conditions pour lesquelles 'équation (2.1) admet une solution (existence)
Vf € I et une seule (unicité).

Nous utilisons le schéma suivant :

Lemme 2.1 Pour que Uéquation (2.1) admet une seule solution si et seulement si 'équation homo-
geéne
Lu=0 (2.2)

ait la solution triviale?.

Lemme 2.2 La solution de 'équation (2.1) est unique si on a
lullp < cllLullp, (2.3)

pour tout u € E et ¢ une constante positive indépendant de .

Preuve. Si on suppose que u; et uy deux solution (i.e.)
Luy = f, Lug=f, VfeF
= |lur — uallp < || Luy — Lus| =0
= U1 = Uy.

Réciproquement, supposons que la solution est unique (i.e.) U'équation homogeéne admet seulement
la solution trivial.
On remarque que
[Lullp < cllullg,

qu’on obtenir de

n / 27 2
| Lul|| = Z (Z akiui) :

k=1 i=1

On peut avoir min || Lul|, = § # 0 = ||Lu||, > § ||lu|| ; pour ||u]| = 1°.

En vertu de la linéarité de L et on utilise ﬁ = 1, on obtient
u
r <L> > 5‘ u
[ull /|| ¢ [l || &

N

— c<—> >4

lull /1l ¢

2Cest-a-dire u = 0.
3Car l'ensemble S = {u / |jul| = 1} est fermé.

2.1. Plan de I'étude de I'équation opérationnelle
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lull g

1
n n u 21 2
- (Z%—) > 5
k=1 =1

) n " 013
3 (Sowa) | 25
Tull, |\ &
donc )
T [[Lullp =6
= ||Lullp > 6 |jullg, Yu € E.
n

Passons a l'existence de la solution de (2.1), on a besoin de I'’équation dual et 'opérateur dual,

on peut définir 'opérateur dual a partir de I'identité
(Lu,v)p = (u, L) 5,

d’ou '’équation dual est de la forme
Lv=g. (2.4

Remarque 2.1 Lensemble des éléments Lu est un sous espace de F.

Remarque 2.2 Lensemble des éléments L*v est un sous espace de F.

Lemme 2.3 La solution de 'équation (2.1) existe pour tout f € F si et seulement si l'équation
Lv=0 (2.5)

admet la solution triviale uniquement (v = 0).

Preuve. (=) Supposons que la solution (2.1) existe pour tout f € F et que (2.5) admet une
solution non nulle v.
Pour tout v € F/, on a
(L*v,u)p = (v, Lu)p =0 (car L v = 0),

si on pose v = Lu, on obtient

2
[ollp =0
= v =0,

(i.e.) 'équation L*v = 0 admet seulement la solution triviale.

2.1. Plan de I'étude de I'équation opérationnelle
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(«<)Supposons que (2.5) admet seulement la solution triviale.
Admettons maintenant que la solution de (2.1) existe mais pas pour tout f € F, alors les
éléments Lu forme sous espace différent de 4.

Donc on aura un orthogonal (complément de £u) non réduit a zéro

R* (L) # {0}
En effet
R(L)#F
= R+ (L) # F*
= R+ (L) # {0},
d’ou

Jve R (L)) (Lu,v),=0,VueE
= Jv#0/ (Lu,v),=0,VueE
= (u, L), =0,Vue kb
= Lv=0, v#0,

d’ot1 la contradiction. m

Théoreme 2.1 Les équations (2.1) et (2.4) admettent une et une seule solution quelque soit le

membre de droit, si et seulement si pour les opérateurs L et L* on a les inégalités

lullg < cllLullp,

lollp < 1L g,

ol c et ¢* sont deux constantes positives indépendantes de u et v (respectivement).

2.2 Espaces de Banach, espaces de Hilbert

Théoréme 2.2 Lespace L? () est complet.

Théoréeme 2.3 Lespace C' (Q) = L*(Q).
Remarque 2.3 En vertu du théoréme (2,2) et (2,3), Uespace L? () peut étre obtenu de la maniére
suivant

4Cest-a-dire R (L) # F.
> Comme F est un espace eucliden alors F+ = {0} .

2.2. Espaces de Banach, espaces de Hilbert
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On considere ensemble de toutes les fonctions continues sur €2 et on définit dans cet ensemble

un produit scalaire

(u,v) —/uvd:c, (2.6)
Q

en le complétant (en leur ajoutant) par les éléments idéaux (limites des suites fondamentales®)
on obtient L? (Q2).

Remarque 2.4 Tout élément idéal’ peut étre identifié a une fonction de carré intégrable (i.e.) u €
L?(Q).

Définition 2.1 Toute fonction de carré intégrable peut étre obtenue comme limite d’une suite des

fonctions continues (dans la norme de L?*(12)).

Exemple : Dans [0, 1] C R, on considere I'espace C; ([0, 1]) vérifiant

u(0) = 0, (2.7)
on munit cet espace du produit scalaire
U du dv
= ——d 2.8
(u7 U) 0 dm dm x? ( )

on complete C} ([0, 1]) selon la norme induite par (2.8). lespace obtenue est 'espace de Hilbert
Wy ([0, 1))°.
Une fonction de Cj ([0, 1]) peut étre considérée comme élément de L ([0, 1]).

Pour une telle fonction, on a I'inégalité
ue Cy([0,1]) = ||U||L2([o,1]) < ||U||W(}»2([o,1]) : (2.9)
En effet

1 1 T du 2
2 2
u = udx:/ </ —df) dx
|| ||L2([071}) /0 0 0 df

2

1 T % x 2 %
= / ( / df) < / (j—z) d§> dz (d’apres Cauchy Schwartz)
0 0 0
1 x 2
< / x/ (d—u> d¢ | dz comme z € [0, 1]
0 o \d¢
: /0 </0 (d_€> dg) dx:/o lellw 2o 42 = lllwg 2o,

®0On dit que la suite (u,),,oy est une suite fondamentale si ||u, — ull 2y — 0.
n

— 00

7Si u est une limite d’une suite fondamentale (u,, ),cn, alors u est appelé élément idéal.
80n note W, *([0,1]) = H{ ([0, 1]).

2.2. Espaces de Banach, espaces de Hilbert
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d’ou
HUHL2([0,1]) < Hu||W01’2([0,1])‘

Soit maintenant u un élément quelconque de Wy*([0,1]) et (u,), oy une suite de C¢ ([0, 1]) qui

converge fortement vers u <||un - ’U,HWOLQ — 0) (i.e.)
n—oo

u, — udans L*([0,1]),

n—oo

d’aprés (2.9) la limite « € L?([0, 1]) sera identifiée a un élément v € W, ([0, 1]) et de cette facon

on définit I'injection canonique’®
Wo*(0,1)) = L*([0, 1)).

du., . .
Si u, — u dans W;*([0, 1)), alors (di) converge vers une fonction limite dans L?([0, 1]) qu'on
X

d
la note par Mo,
dx

Remarque 2.5 Pour tout u € W,>([0,1]), on a I'égalité

“d
u(x):/o d—gd@“

Remarque 2.6 Si on définit C] ([0,1]) avec la condition u(1) = 0, on construit la fermeture de
C1 (]0,1]) selon (2.8), on obtient W([0,1]).

Remarque 2.7 On peut fermer (compléter) C* ([0, 1]) dans la norme induite par le produit scalaire

Y du dv ! du dv
_ [ ey dr = du v 2.10
(u,v) /O e x+/0 wvdr = (u,v) 2(0.1)) + (dx’ dx)L2([0,1])’ (2.10)

pour obtenir W12 ([0, 1]).

Exemple 2.1 Considérons C'(€) ott © = [0,1] x [0,1] C R? avec

du d du d
(u,v) —/ ( v +_u_v> dxldxg—l—/uvdxldmg, (2.1D
Q Q

d_ZL'ld_ZEl dl‘g dl’g

ou
=0. (2.12)

?Soit X une partie de F, I'application X — E qui a tout élément x de X, fait correspondre le méme élément x

considéré comme élément de E est injective. On I'appelle I'injection canonique de X dans E.
19Appelée dérivée généralisée de la fonction u € W, *([0,1]) ou dérivée au sens de distribution.

2.2. Espaces de Banach, espaces de Hilbert
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Si on compléte C''(€2) dans la norme induite par (2.11), on obtient W12(Q).
Si on considére une fonction u € C*(£2) qu’on peut lidentifier un élément de L2(12) et on utilise

la représentation

dg

et répétons le raisonnement utilisé par la démonstration de (2.9), on obtient

u(:El)IQ) = / 1 d_u (§7$2) d€7 (213)
0

HuHL2(Q) < HuHVVL?(Q)v (2.14)
I'inégalité (2.14) permet de définir I'injection canonique

Wh2(Q) — L2(Q).

2.3 Méthode énergétique

2.3.1 Notions générales, position du probléeme

Considérons I'’équation

Lu = ;a% (aij(a:)g—;) + ;a,-(x)g—; +a(z)u = f(z)+ 3 gi (2.15)
ou
ai; = aj;, i,j = 1,n,
vérifient )
v < ) aii€; < e, (2.16)
ig=1

ol u, v sont des constantes positives et

é.: (517"'a§n)a 52 - Zf?
=1

Linégalité gauche de (2.16) signifie que (2.15) est elliptique.

Linégalité droite de (2.16) signifie que les coefficients a;; sont bornés.

Remarque 2.8 Dans certains paragraphes qui suivent les fonctions a;j, a; et f; n‘admettent pas

obligatoirement des dérivées (mémes généralisées ), dans ce cas on donne le sens de (2.15) .
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Lorsque les fonctions a;;(x), a;(z) et fj(x) admettant des dérivées, I'équation (2.15) peut étre

mise sous la forme usuelle

Lu = ZQU 8331895] Zai(a:) au' + a(z)u = F(x). (2.17)

ij=1
Pour I'équation (2.15) ou (2.17), on considere les trois problemes suivants :
I)-Probléme de Dirichlet : Il consiste a trouver une solution u qui vérifiée (2.15) ou (2.17) dans
un domaine 2 C R" et la condition
ulg = ¢(S), (2.18)

ou S = 9N
IT)-Probleme de Newmann : Il consiste a chercher u(z) vérifiant (2.15) ou (2.17) dans 2 C R™ et

la condition aux limite 5
u

—| =¢(9), 2.19
s ©(S) (2.19)

ou 12
Ou - Q5 ——— COS n,x .
877 ; jzl ] ( ])

III)-Probleme m1xte ou de robin : Ou la condition aux bords s’écrit sous la forme

(g—z +0(0)u )

Les trois problemes ci-dessus peuvent étres ramenés a des problemes avec des conditions aux

= o(9). (2.20)
S

limites homogenes (p = 0), cela peut étre fait a 'aide de changement de variable (inconnue)
v(z) = u(x) — ®(z), ot ®(x) est une fonction arbitraire vérifiant seulement les conditions aux

limites (2.18), (2.19) et (2.20), alors on obtient le probléme

Lo—F4 2 (2.21)
ox;’
ou 0%
F=f—-—ad—- Qi
o 1. (2.22)

f.i:fi_az’j%
J

En effet, d’apres (2.15) et le changement de variable u(x) = v(z) + ®(z) on obtient

Eu:f+zaf

1190 est la frontiére.
1277 est le vecteur unitaire de la normale extérieur & S = 9.
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L(v+P)= f—i-zafl

= L)+ L(P)=f+ Z(‘?f (d’apres la linéarité de £)
i=1 "

alors
_ ~9fi
L) = f*;axi_ﬁ@)
B " 0f; "0 0P -
= f+ ;81’1 — ijZIa < m($>axj) + izaz(li)a Z +a(z)®
u 0P "0 u 0P
= (f —a(z)® — ;az(x)a—%> + 9, (fz ;%(l‘)a ) )
donc oF,
Lv=F+ oz,
ou 90
F=f—ad—q,
93 O
Fi=tfi— aija_xj

Nous supposons que cette transformation est déja effectuée et nous considérons des problemes
homogenes.
Dans les paragraphes 2 et 3 la solution est cherchée dans 'espace Wy (2).

2.3.2 Solutions généralisées dans W, (2). Premiere inégalité de 1’énergie

Considérons le probléme de Dirichlet dans W (Q)

"9 ou ofi
N9 _ 2.2
Cu Z:ax (< D+l ) Zb f+zang (2.23)
On suppose que
vE? < a6 < p€?, oltw, > 0 des constantes et a;; = aj;. (2.25)
(iﬁ) 2 < s (anbf) 2 <
=1 1 i=1 ) (2.26)

(; (ai — bz')2> < g, pg < alz) <y
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N

112 ) <005 [1FllL2q) = (fo) < 00. (2.27)
i=1

L2(Q)

Définition 2.2 On appelle solution généralisée dans W3 (Q) de Uéquation (2.23) toute fonction
u € W}(Q) vérifiant Uégalité intégrale
ou Ov v ou
L(u,v) = (Lu,v)r2q) = /Q<aij8_xj8_mi +aiu8_mi — bw@_xi —auv)dr = /( fv—f-fz )dx (2.28)
pour tout v € C§°(Q2).

Cette définition a un sens car les intégrales dans (2.28) sont finies (v € W3 (Q), v € C°(Q2)) .

Définition 2.3 On appelle encore solution généralisée du probléme (2.23), (2.24) toute fonctions
u € W(Q) vérifiant (2.28) pour tout v € W(Q).

Remarque 2.9 Lidentité (2.28) peut étre obtenue formellement de Uidentité

—(Lu—f—%,v) :—/Q< —f—af)vdx—() Yo € Cg°(R2). (2.29)

)

En effet, on a

0 ou ou
—/Qﬁuvda: = _/Q(ascl( ”8 + a;u )> vdx—/gbia—%vdx—/ﬂauvdm

ou ou ov
= /(ama + a;u)vcos( 7], z;)ds + /Q(a”(? + a;u )axld

/ b;v au dx — / auvdzx,
8:(71 Q

/(ozwé9 + a;u)vcos( 7, z;)ds = 0 (car v € CZ°()).

Pour les solutions généralisées définis précédemment on va établir la premiere inégalité de

oll

I'énérgie pour cela considérons la forme quadratique £(u,u) = (Lu,u) 2@

B ou Ou ou 9
L(u,u) = /Q (am oz Oz, + (a; — bl)a—xzu —au > dz,

en vertu de (2.25), (2.26) et 'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a
B ou Ou ou 9
L(u,u) = /Q (aw 8% oz, + (a; — bl)ﬁ_xzu —au ) dx

Ou’ dx — ,u4/ u?dx + /(ai — bi)%udx
Q Q Ox;

> v
|
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o = [ (o ) [ saorn) ([ (22 )
L3 -ro)e (o) (L () )

@
ox

v

L2(Q) 7

du|?
> /Q Yo — g’ dz — py [|ull 20

d’apres l'inégalité de Cauchy avec € on a

E(uu)>/ V%Z— u? dx—izﬂuﬂz ——@2
; - 0 ox Ly 2#2 L2(Q) 2 Il ox LZ(Q)’
osons L (i.e.) ° L tel que £; > 0, alors
— =g (l.e) == — € s
P 2e ! 2 4eg d !
1 ou||?
2 2 2
L(u,u) > v ||Ux||L2(Q) My ||U||L2(Q) T4, ||U||L2(Q) —& or @)
> 2 M2 2
> (v =) sl = (1 + 42 ) 0l pour tout ey > 0,
€1
d’ou )
L(u,u) > (v —e1) HumHig(m - (u4 + fg > ||uHL2 pour tout ¢; > 0, (2.30)
1

si on pose 1 = g dans (2.30), on obtient

2 2
Cwn) 2 (v 5) Il — (st (2) (2) )10l (2.3D)
14
3

> Ll — (14 2 ) s pourtout, >0,

nous utilisons I'inégalité de Poincaré dans (2.30) , donc

1 3
L) 2 (7= ) Nl = (1t 2 ) Bl

Q
(i.e)
1 145
L(u,u) > {(V - 51)% — iy — 452 } HuHLg(Q) pour tout ¢; €]0, v,

L(u,u) > §y HuHiQ(Q) , (2.32)

ou )

1 p
(51 :012{112(1/{(1/—51)%—#4—4—;1}, (233)
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si 9, > 0, alors nous utilisons (2.31) et (2.32), on peut estimé ||ux||ig(ﬂ) comme suite

v 1
By ||qu||i?(Q) < ﬁ(u,u) [1 + 5—max {0 fy + @}}

1 2
En effet
v 2 5 2
L(u,u) > 9 HUIHLQ(Q) — | Ha Tt % HUHL2(Q) )
(i.e.)
v 2 N%
) Hua:||L2(Q) < Lluyu)+ (g + 55 o HUHL2
1 I
< L(u,u)+ 5 max {O, [y + ﬁ} L(u,u)
1 I
< L(u,u) [1 + 5—1max{0,,u4 + 5}] ,
d’ou .
[t |20y < 5 Llu,u), (2.34)
2
avec .
] _
0y = v ll + — max {0 Ly + H2 }} . (2.35)
01 2v

Soit u une solution généralisée dans W3 (2) du probleme (2.23), (2.24), alors (2.28) découle

I'inégalité

ﬁ(u, u) = - (fa U)L2 (f“ 81’1) L2(9)

< 2 lull 2 @) + 11 2y Ul 12

€ 1 € 1
< 5 1l 220 + 2% lull 2y + 5 1F | 2y + % sl 2y »
1 .
pOSONS €5 = €3 = . tel que e,, 23 > 0, on obtient
£
L(u,u) < s |Jull2(q) + HfHLz(g + &3 |[tall 20y + - HFHL2 , Vez,e5 > 0. (2.36)
En utilisant (2.36) et (2.30), on obtient la premiere inégalité de I'’énergie
21— ) Dl < o Iy + o WPy + (04 22 420 ) gy 237
L e l%ellrzi) = I lleze) T 0 (19 lleze) ™ Ha T 7T €2 L2(Q) :

V€Z>O,Z:m
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En effet, on a

2
2 H 2
0= el = (22 ) il < L) < calulfg + o ||f||L2

+ &3 ||t lz200) + HFHLz :

2 1% 1 2
= = el < (1t 22 +22) ol + 70 Wl + o 1Pl

Pour £;+ €3 < v, on a l'estimation de ||u,|| 2 () en fonction de HfHL2 N E N 2y et [ullp2q) » Si

14
Oon pose €, = €3 = T on obtient

v 14 2 1 2 1 4 2 4 M2
(v =5 = Sl < o W+ (3) (5) 19 + (st (2) (22) +22) Nl

(i.e) )
2 2 2 I 2
”U:c||L2(Q) S S5oen Hf||L2 T 1E |72 + > (U4 + 72 + 52) [l 72 q) - (2.38)
Lintérét de (2.38) est qu elle permet de majorer [|uy||2q) Par [lul;2q, et les fonctions f et F.
On s’intéresse a I'inégalité (2.37) dans laquelle on peut supprimer le terme HuHiQ(Q) , cela est

possible si §; > 0.
En effet, de (2.34) et en vertu de (2.36) et de I'inégalité de Poincaré, on obtient

2
02 [z 72y < L, 1) < &2 ullpa) + s lualia@) + 4 HF||L2

2 2
= 02 [|uallz20) < L(u,u) < (226 +€3) allz2) + ||f||L2(Q) + HF||L2 ,

alors

(02 — eachy — &) l[ualzoi0) < = 1Moy + 1 HF||L2 ) (2.39)

_45

2 62 .
posons £3 = 2¢g = -, alors on obtient

(52 62 2 1 4CQ 1 4 2
(52 -2 Z) Il oo < 7 (5, 1120y + 5 Y ALECE

P &) 1 2
= 3 a0 < ”fHL2 5, 1l -

donc

2
el < 3 & 115y + 1 F 2 (2.40)
2
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de (2.40) il s’ensuit que si f = F' = 0 la solution est nulle et par conséquente le probleme (2.23)
et (2.24) ne peut avoir plus d’'une solution généralisée dans W, (Q2) (pour §; > 0). Donc on a

démontré le théoreme suivant

Théoreme 2.4 Si les conditions (2.25), (2.26) et (2.27) sont satisfaites et si 61 > 0, alors le probléme

(2.23) et (2.24) admet au plus une solution généralisée.

2.3.3 Deuxieéme inégalité de I’énergie

Dans ce paragraphe, on démontre que toutes les solutions généralisées u € W3 (Q2) du probleme
de Dirichlet sont des éléments de W3 () si les coefficients et les fonctions de 'équation (2.23)
ainsi que la frontiere S = 0f) ont certaines propriétés de régularités.

On suppose que les coefficients de £, en plus des conditions (2.25) et (2.26) qu’ils admettent des

o o, ().
En vertu de ca, il suffit de considérer au lieu de (2.23) l’equatlon de la forme

cu—za%(zja ) Zaz “Fau=/, (2.41)
—

17-]_

on a remplacé f + Z (8 w) + b;u,, + au par a;u,, + au.
€X;
On suppose que L‘ de type (2.41) et que (2.25) et (2.26) sont vérifier et que
0aij
< 2.42
‘al’k = M5) ( 4 )
et
11l 20y < o0, (2.43)

on suppose aussi que S € C?.
Montrons que si les conditions données sont satisfaites pour (2.41) et aussi S, alors pour toute

fonction u € C*(9) telle que u|4 =0, on a l’inégalité
el 2oy < o 102y + (ullS) (2.44)

avec ¢ dépandante de u; et S.
Il est évident de (2.38) que

Hul‘H%Z(Q) H‘CUHL2 + Cey ||U||L2(Q) 3 (245)

2

. 3 \ 2 . 7’ 7 . V4
qui est vraie pour tout u € Wy (), 0lic., = — | py + By 52) , €9 > 0 et u est solution généralisée
14 14

dans W, () du probléeme Lu = f, ulg =0, f € L*(Q).
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Ajoutons la somme ||u||ig(9) + ||u$||iQ(Q) aux deux membres de (2.44), on obtient

2 2 2
lullz2) + luallzz@) + teallizy < ltallzzgy + 72, +3 ||£UHL2 +c <||U|| )
2 2
< HU:cHL2(Q) + HUHL2(Q) T Hﬁqu <HUxHL2(Q) + HU“L2(Q)>
2
< ﬁ ||£u||L2(Q) +(1+¢) ||U||L2(Q) + (14 0) l|uall2(q)
2 2 2
S 2 [ Lul[72(0) + (1 + ) [[ull72q)
1 2 2
+(1+¢) ey [Lullz20) + co [[ullz20)

2 1+4c¢ 2 2
< (§+ 2%2) | Lull72q) + (1+ ) (1+ o) l[ull 20 »

donc

[N

2 2 1 +c 2 2
= Vel < | ( 55+ 5 ) 1uly + (140D 1+ o) |

on applique I'inégalité v/a + b < \/a + v/b, on obtient

(2) 2 1 +c
Jully < \/ (Z+ 5 ) Mully + VITF T 2 il

Si on pose €y = #, on obtient la seconde inégalité de 1'’énergie pour les opérateurs ellip-
tiques
(2) o 2
lullz <~ 11£ 122 + 2 l[ull2(q) (2.46)
En effet
2 2 1 +c
lullzs < \/ (— 5y ) 1ol + V0 (1 ) [l 2
(i.e.)
(2) 2 1+c¢ 4
< \/ (Z+(550) () ) 1ty + el
2 2
< (—2 +2) 1l + allull
<\ HEUHLz +ealull 2y
donc

2
|IU|I()< 2y + e2 llull 20
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V(C—i-l).

ol ey =+/(1+¢)(1+c1)ete =c., pour ey = 1

(2.46) est vraie pour tout u € W2(Q).
Dans le cas ou L(u,u) > d; ||u||iz(ﬂ) (voir (2.32)), §; > 0 constant, le dernier terme de (2.46)

peut étre estimé en terme de [|Lul| 2o, et au lieu de (2.46) on aura l'inégalité

[l < es 111l 200 (2.47)
ou
2 Co
3 = — + —.
3 14 (51
En effet
|L(u,u)| = | (Lo, u) 2| < [1Lull 20y 1wl 20y »
d’ou

2
01 ||U||L2(Q) < ||[’u||L2(Q) ||U||L2(Q)
1
= [l 20y < 51 [1Lull g

et par conséquent

2
ul|$ <

R0

1
[ulln + s (5 Wl
(i.e.)
2 2 o
< (242 ) 12l

Conclusion : Dans (2.46), on peut estimer HUH% a l'aide du terme libre f et la norme de la
solution. Par contre dans (2.47), on peut estimer Hu||§222 seulement a I'aide du terme libre f.
Démonstration (2.44)

Considérons I'intégrale [, (Lu)? dz et essayons de le minore
- a 2
/ (Lu)’de = / — (aijug,) + azug, + au} dx
0 o 0z ’

[ aaij 2
= QijUg,a; + Uy, + iUz, +au || dz
QL Ox;

8ai<
= / (aijuxmj)z + 205Uy, (a—JUIJ + a;uy, + au)
QL x

(]

8&@' 2
+ Uz, + Qilg, + au dx

81’2'

Dai; ’
> /(aijuxixj)dejt/( ajuxj +aium+au) da:—e/ (aijug;ixj)zdx
Q o \ 9z; Q

1 Oay; 2 N
—= / (ﬂum]_ + iUy, + au) dx (d’apres I'inégalité de Cauchy avec ¢)
Q

9 8@
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2
/ (Eu)2 de > / (aijuxirj)Q dx + / <E;C;” Uy, + ity + au> dx — 8/ (aijufmj)2 dx
Q Q Q i Q
1 . 2
(1—¢) /Q (aijuxmj)z dx + (1 — E) /Q ((26;3 Uy, + AUy, + au) dx

/ (Lu)®dz > (1 — 6)/ (aijuxixj)Q dr — ¢ (1 - 1) / (u2+u*)dv pour0<e<1, (2.48)
Q 0 0

€

v

donc

ou
€1 = max { (3;@ + 3,u§) ,3u4} :

Remarque

(’9@, 2 aai' 2 2
/ Iy + atiy, +au ) dr = / Jugy. | dr + / (a;uy, + au)” dx
Q 3% J ! Q 8371 J Q !

2
= /<%> ui,d:c+/a?uidm+/a2u2dx
o \ 0 ! ) ' Q
8aij 86Lij
—1—2/Q ((%i uzj) (alu‘,]ci)d:c—i-2/Q ((9.7:1- umj) (au) dx

—1—2/Q (auy,) (au) dx,

alors, d’apres I'inégalité de Cauchy avec € on obtient

Oay; 2 Oa;i \ >
/( aju$j+aiuwi+au) dr < /(&) ui_da:—l—/a?ui_dx—l—/a%zdx
o \ Oz; o \ Oz; ’ Q ' Q
dai;\’ 1
—1—5/( ”) ui_d:ﬁ+—/a?ui_dm+e/a2u2dw
o \ 07 ’ € Ja ' Q
1 Oa;:\ > 1
+—/ (ﬂ> ui,dqus/a?uidqu—/a2u2dx,
€ Ja 6% J Q ¢ € Ja

2
3/ <%> ui_dm+3/a?uiidx+3/a2u2dx
Q 81;1 J Q ) Q

2 2 2
312 |||l 2y + 3041 1l T2y + 33 Null 720

posons ¢ = 1, on obtient

8ai- 2
/ ( Iy + AUy, + au) dx
o\ Ox;

IN

IN

IN

2 2
(302 + 3123) a2y + 3123 [l Jal < 2
2 2
mae {34 + 3122, 3j1,} [ gy + ulfae)] , —c<a<e

IN
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A l'aide d’une intégration par parties double, on a

/ AijUsz; Okl Uy, AT = / Wil kil w, — 55— (QijQk1) U, Uy (2.49)
Q Q 3xj
0
+— (aijakl) uxiuw dxr + [(S)dS
al‘k t S
1
> / I(x)dx + / I(s)ds — cz/ <61uiz + —ui) dx poure € [0,1],
Q S Q €1
ici
I1(2) = aijagty, e, ez,
et
— —
I(s) = a;jakty, [uwkxl cos( 1, Tj) — Ug,a, cOS( 7 ,xk)} , (e 9).
En effet
0 —
AijUsz; Oy, AT = — ) (Qij QU ;) Ug, dT + AUz, A U, COS( T, 5)ds
Q Q 0Z; oQ
N 0
= QU A Uy, COS( 1), T5)dS— uxza— (@ijak1) Ugyo, dx
Jog AL L ,
A B
— / U, Wi At Uy 2y AT
Q
H a
= A+ B-— Ug, Ui Okl Uayz; COS( N, T )ds 4+ [ —— (AijariUs,) Ugye;dx
o9 o Oy,
% a
= A+B-— Ug, Ui Okt Uayz; COS( N, T )dS 4 [ Ugyo; Ug; 75— (agjap) do
o0 Q Oy

+ / Qi Qg U, uzlzj dz
Q

= /aijakluwi {uwkxl cos(ﬁ,xj) — Uz, Cos(ﬁ,xk)]ds + /

N /

Qi ARl U e, uacl:vj dx

N

f<§> I:(rz)
0 0
+ /Q Ug, [—uwkxla—xj (a,-jakl) + uxlxjﬁ_xk (aijakl)} dzx.
(D)

En utilisons les conditions sur les coefficients et I'inégalité de Cauchy et on suit on utilise
I'inégalité de Cauchy avec ¢ on obtient (2.49).
D’apres la condition d’ellipticité (2.16), on a
(%) = QijapUa, 0, Ue iz > V2l . (2.50)

rr

D’apres les inégalités (2.48), (2.49) et (2.50) on déduire I'inégalité suivante
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(1—¢) (v* —e1c2) ||u$$||i2(ﬂ) < /Q (L) dr — (1 —¢) / I(s)ds (2.51)

(-2 + 2] ()
En effet
/Q(Eu)2dx > (1—5)/9(aijuw) dr — ¢ (1—%)/Q u +u?) dx
(1—5)[/911( )dx+/ s—CQ/Q(glum+—u)dx]
o (1_9 /Q (2 + o) da

VA1 —¢) /Q u? dr + (1 — 5)/51(3)613 —cpe1(1 —¢) /Quixdx

1 1
—Cﬁ(l—s)/uidx—cl <1——>/uida:—cl (1——)/u2dm
€1 Q g Q 9 Q

1
(1—¢) (’/2 - 5102) ||Um||2L2(Q) +(1—¢) / I(s)ds — ¢, (1 - g) ||“||iz(9)

S
1 Co
e (1-1) + 209 B,

/Q(Eu)2dx —(1- 6)/Sf(s)ds+c1 <1 - é) ullZ2 0
#la(1-1)+ 200l
< /Q(Lu)de—(l—a)/Sl(s)ds+C1 (1—9 ull2 0

Co 2 1 Co 2
2= gy + o (1-2) + 201-9)| Tl

1

/Q([,u)zdx (-9 /Sl(s)ds + [cl (1 - é) +20- g)}

2 2
(el oy + a3 2ay)

v

v

v

donc

IN

2
(1—¢) (V2 - 8102) ||UmHL2(Q)

IN

2

) . 7 C2 2 . ]- 14
on remarque qu’on a ajouté le terme = (1 —¢) [[ullz2(q) - sion pose & = 5 ete; = 3 alors (2.51)
Co

va prendre la forme suivant

32 5 2 6 M)
I 5 < — — I . 2.52
1 | tge || 7 @ < /Q(Eu) dx 7/3 (s)ds + c3 <||u||29) ( )
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En effet

1 2 V2 2 2 1 (1) ?
(1‘?) ( _8_) il < (60"t (17 /sv[(‘g)d”%(”“"l“) |
6\ (7 6 ?

(5) (§> 2tz 200 < / (L) dr — 2 / )ds+ cs (Jlulh)

et par conséquent

(i.e.)

32 2 2 6 >
> < _Z
o < [ (Cn*dr =2 [ Tyt a ()
comme
— / I(s)ds < )\/ uds, A\ > 0, (voir Ladyzhenskaya [10]) (2.53)
s s
pour tout €2, alors on déduit de (2.52) et (2.53) que
312 6 2
kel < / (Lu)* du + = / wlds + ey (||u||§22> . (2.54)
0 s

Pour estimer le 2°*¢ terme de membre droit de (2.54) , on utilise I'inégalité (1.28), (i.e.)

/U2d8 < c/ (v +v2) dz ott v € W, (D),
S Q

2
et comme Vu; = 2u,u,,, alors on a

/ufcds < 04/ (u2 + Vu2) dx
s 0

< 04/(ui—|—2|ux||um|) dx
Q

1
< 04/ (ui +eu?, + —ui) dz,
Q €

1
= /ufcds < 04/ (1 + —) u? + eu? dz, (2.55)
S Q €
v: (6 -
si on pose € = T (?)\04) , on peut déduire de (2.54) et (2.55) que
v? 2 2 M)
el < [ (€0 do+ca (Jullh) (2.56)
En effet
37/2 2

6 2
P ey < [ (€l S [ ads v (Julh)
Q S

1
/ (Lu)? dx + oA [04/ <1 + —) uZ + suixdas]
Q 7 Q €

2
1
ey (llull$)

IN
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312 6 6 1 ’
= (T - m;) letzo 20y < /Q““fdfﬂ A <1 * ;) Julfay + ca (1)

32 12 /(6 /6 ?
() ()t = L

2

v 2 2 12
= Sl < [ (€0 do+es (Jul)

qui est exactement (2.44) .
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Chapitre 3

Formulation variationnelle des problemes

aux limites

3.1 Lemme de Lax-Milgram

Soit H un espace de Hilbert, a(.,.) une forme bilinéaire continue et [ € H’ une forme linéaire

continue, on consideére le probleme suivant
«Trouver u € H tel que a(u,v) = I(v), Yv € H», (3.1)

appelé probléme variationnelle abstrait.

Lexistence et 'unicité de la solution du probleme (3.1) suite le lemme de Lax-Milgram.

Lemme 3.1 (Lax-Milgram) Soit a(u,v) une forme bilinéaire, continue et coercive sur l’espace de
Hilbert H, soit [(v) une forme linéaire continue sur H. Alors le probléme (3.1) admet une solution
unique dans H.

De plus, si a est symétrique, ce probléme est équivalent au probléme de minimisation

Trouver u qui réalise le minimum dans H de

3.2
Jw) = Ja(v,) ~ 1[0 G2

Preuve. Capplication u — a(u,v) est une forme bilinéaire continue sur H, donc en appliquant le

théoreme de Riesz, il existe un élément Au € H tel que
a(u,v) = (Au,v)y, Yv € H.

De méme [(v) est une forme linéaire continue sur H, donc toujours d’apres le théoréme de

Riesz, il existe un élément f € H tel que

l(v)=(f,v)g, Yv € H.
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Soit p > 0, désignons
T,:H—H
u— Ty(u) =u— p(Au — f).

Le probléme (3.1) est finalement équivalent a
«Trouver v € H tel que T,(u) = u»,

on ce qui revient au méme montrer que 7, admet un point fixe, 7, contraction stricte'.
En effet

Tp(u) = Tp(v), T, (u) = T,(v))

(w=p(Au—=f)) = (v=p(Av=f)),(u=p(Au—[)) = (v = p(Av— [))g
u—pAu—pf —v+pAv+pfu— pAu—pf — v+ pAv+pf)y
u—v—p(Alu—v)),u—v—p(Au—"0)))n

= Ju—vl|h = 2(u—v, p(A(u —0))) + p* | A(u—v)|I%,

IT,(w) = T, = (
(
(
(

ona

(u = v, p(Au = v)))

Y

P ||A(U - U)HH ||U - UHH

pa|lu — |3 (par la coercivité de A).

v

1A(u — o)l

(Au = v), A(u —v))

< M?*|u—v|3 (par la continuité de A),
finalement, on trouve que
Ty (u) = Ty < (1= 2pa+ p* M) [lu = olf3;

Posons
flp) =1 =2pa + p*M?,

ouM >0eta< M,ona
F(p) = —2a + 20,

f'(p) =0

10n dit que l'application T : H — H est une contraction stricte si existe 0 < k < 1 tel que ||Ty — Tz’

k|ly — z|*,Va,y € H, donc elle admet un point fixe.

3.1. Lemme de Lax-Milgram
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_ Q
< T
donc ) ) )
_ Q a
Jo) =1-p+p=1-qp <t

) a
d’autre part 1 — e > 0.
. o . . o .
Avec le choix de p = el T, est une contraction stricte elle admet un point fixe? (i.e.)
Ty(u) =u
& Au=f

& (Au,v)g = (f,0)n
< a(u,v) =1(v),

qui admet une solution unique.

On considere le probleme de minimisation
Trouver u € H tel que J(u) = miII}J(fu),
ve

comme u € H la solution du probléme (3.1) et w un élément quelconque de H ; alors, en vertu

de la symétrie de la forme bilinéaire a(.,.) on a
1
J(u+w) = §a(u+w,u—|—w) — l(u+w)
1
= 5 {ow) + 200, w) + a(w, w)} — {i(x) — Hw)}

= {%a(u, u) — l(u)} + {a(u, w) = l(w)} + %a(w, w),

puisque u est la solution du probléme (3.1), alors
1
J(u+w) = J(u) + éa(w, w),
et d’apres la propriété de H-ellipticité, on obtient

J(u+w) > I(u) + 5 o],

donc
Yoe H, v#u= Jw)> J(u),
d’ou
J(u) :{)Iéigllj(v).
u

2So0it X un espace métrique complet et f : X — Y une contraction stricte, alors f admet un unique point fixe,

(i.e) il existe un unique point a de X tel que f(a) = a.

3.1. Lemme de Lax-Milgram
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3.2 Applications

Nous allons maintenant aborder la résolution de quelques équations aux dérivées partielles

elliptiques de second ordre.

3.2.1 Problemes aux limites elliptiques avec les conditions de Dirichlet

Le cas homogeéne

Soit Q C R¥Y un ouvert borné avec frontiére supposons réguliére Of).

& Soit a résoudre le probleme suivant

{ —Au = f dans (2 3.3)

u = 0 sur 0f)

ou

0%u
Ox?

le Laplacien de u

N
Au = Z
i=1

et f € L*() est une fonction donnée.

Multiplions ’équation du probléme (3.3) par v € H}(f2)? et intégrons sur €2, on obtient

— / Auvdr = / fudz,
Q Q
d’apres la formule de Green, on a

/Vquda:—/ @vda:/fvda:,
Q a0 On Q

@vda =0,
a0 On

/Vqudx:/fvdx.
Q Q

La résolution du probléme (3.3) est équivalente a la résolution du probléeme variationnelle

puisque v € H}(Q), donc

alors

suivant
«Trouver u € H}(Q) tel que a(u,v) = I(v), Yv € Hy(Q)»,
ou

a(u,v) = / VuVudz, est une forme bilinéaire
0

3Fonction test.

3.2. Applications
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et

l(v) = / fuvdz, est une forme linéaire.
Q

En vérifiant les hypothéses de lemme de Lax-Milgram.

& a est continue ?

la(u, v)| =

/ VuVudx
Q

< /!Vu| |Vl dx

Q
< |IVull o) VUl 120y (dapres Cauchy Schwartz)
< ||U||H3(Q) ||U||H3(Q) 3

alors a est continue dans H} ().

& a est coercive ?

a(u,u) = /(Vu)de
Q
= HVUHiZ(Q)

> aHuH?{&(Q) (d’apres Poincaré),

alors a est coercive.

& [(v) est continue ?

()] =

/vadx
/Q|fv| dx

< [fllz2@ lIvllp2@ (d’apres Cauchy Schwartz)
< ||f||L2(Q) ||U||H3(Q)
< CH”HH&(Qp

ol ¢ = || f| 12(q) < 00, alors I(v) est continue dans H;(2).
Donc les hypothéses du lemme de Lax-Milgram sont vérifiées alors le probleme (3.3) admet une

solution unique u € H{ ().

Le cas non-homogene
Soit a résoudre le probléme suivant

{ —Au = f dans (2 3.4)

u = g sur 0f2

3.2. Applications
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ou f,g € L*(Q2) sont données.

Posons u = w + h, ol h € H*(2) et h|,, = ¢, donc le probléme (3.4) se rameéne a un probléme

de Dirichlet homogéne pour la nouvelle variable w.

En effet
u=w-+h

= Ulgg = Wlae + hlgg
= g =Wy +g
= wlyg =0,

donc, on résoudre le probleme

)

—Aw = f+ Ah dans Q
w = 0 sur 0f)

avec f + Ah € L*(Q).
Multiplions '’équation du probléme (3.5) par v € H} () et intégrons sur €, on obtient

_ /Q Awvdz = /Q (f + Ah)vdz,

d’apres la formule de Green on a

/VwVvdx— —vda—/fvdm—/Vthda:+ %vda
Q o dn on a1

é/VwVvdx:/fvdx—/Vthdx.
Q Q Q

(3.5)

La résolution du probleme (3.5) est équivalente a la résolution du probléme variationnelle

«Trouver w € Hy(9) tel que a(w,v) = I(v), Yv € Hy (),

ou
a(w,v) /VwVvdx I(v /fvd:c—/Vthdx

En vérifiant les hypothéses du lemme de Lax-Milgram.

& a est continue ?

la(w,v)| = /VwVvd:c
Q0
< /]Vw\ V| dz
Q
< |Vl 20 [IVV]| 12y (dapres Cauchy Schwartz)

< ||w||H3(Q) ||U||H3(Q) )

3.2. Applications
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donc a est continue dans H; ().

& a est coercive ?
a(w, w) = /Q (Vw)*de > afjw|?y g (@aprés Poincard),

alors a est coercive dans H}(92).

/fvdx—/Vthda:
Q Q

1220y 01l 22y + VRl 120y [Vl 2y (dapres Cauchy Schwartz)

& [(v) est continue ?

()] =

< HfHL2(Q) ||U||H3(Q) + HhHHl(Q) HUHHg(Q)
< max(|| fll 2 - 1l o) 10y 0
< C||U||H3(Q)a

ot ¢ = max([|f|l;2(q) , |2l 1)), donc I(v) est continue dans Hi().
Alors les hypothéses du lemme de Lax-Milgram sont vérifiées donc le probléme (3.5) admet une
solution unique w € H}(2), d’ot le probléme (3.4) admet une solution unique u € H(Q)NH?(Q).

3.2.2 Problemes aux limites elliptiques avec les conditions de Neumann

Le cas homogéne

& Soit a résoudre le probleme suivant

—Au = f dans Q
3.6
ou =0sur o (3.6)
on

ou f € L?*(Q) est une fonction donnée.

Multiplions ’équation du probléme (3.6) par v € H'() et intégrons sur €2, on obtient

—/Auvdx—/fvd:z:,
Q Q

d’apres la formule de Green on a

/Vqudx— —vda—/fvda:
20 On

é/Vqudx—/fvdx

3.2. Applications
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le probléme (3.6) équivalent a
«Trouver u € H'(Q) tel que a(u,v) = I(v), Yv € H'(Q)»,

ou
a(u,v) :/Vqudac
Q

:Aﬁm

En vérifiant les hypothéses de lemme de Lax-Milgram, on obtient

et

a(u,v) est continue et coercive dans H'().
[(v) est continue dans H*(Q).
Alors le probléeme (3.6) admet une solution faible unique u € H'(1).

Le cas non-homogene

Soit a résoudre le probléme

—Au = f dans (2
3.7
T g sur 0 (3.7
In

tel que f, g € L*(Q) sont des fonctions données.

Multiplions I’équation du probleme (3.7) par v € H'(Q) et intégrons sur {2, on obtient

—/Auvdx:/fvdx,
Q Q

/Vqudx— —Uda—/fvd:c
Q

a0 On

@/Vquda:—/ gvda:/fvdx

Q 890 Q

@/Vqudx:/fvdx%—/ gudo,
Q Q o0

le probléme (3.7) équivalent a

d’apres la formule de Green on a

«Trouver u € H'(Q) tel que a(u,v) = I(v), Yv € H (),

ou
a(u,v) :/Vqudx
Q

3.2. Applications
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et

l(v) = /vadas + /aQ gudo.

En vérifiant les hypothéses du lemme de Lax-Milgram

& a est continue ?

la(u,v)| = /Vqudx
0
< /|Vu||Vv|dm
Q
< |Vullg2q) VUl 12(q) (dapres Cauchy Schwartz)
<

HUHHl(Q) HU”Hl(Q)’

donc a est continue.

& a est coercive ?
a(u,u) = / (Vu)* dz > o ||u||§{1(9) (d’apres Poincaré),
Q

donc a est coercive.

& [(v) est continue ?

()] =

/f@d:c—i—/gvda
Q Q

[ istieldz+ [ gljoldo
Q o0

1122y 101l 20y + 1191l 2200 101l 2(00) (d’apres Cauchy Schwartz)

IN

IN

d’apres le théoréme de Trace
L) < 1Nl 2@) V] p2@) + cllgll 2@y 1011y » tel que ¢ > 0.

= [l (v)] < max (HfHLQ(Q) xe Hg\le@m) [Vl 1) < KNl

ot k = max([| |l 12(q) ¢ 19l 1200)):
alors

)] < kvl g1q) »
donc [(v) est continue.

D’apres le lemme de Lax-Milgram le probléme (3.7) admet une solution faible unique u € H*().

3.2. Applications



Chapitre 4
Meéthode de degré topologique

Dans ce chapitre on va établir I'existence d’une solution faible pour le probleme quasi-linéaire

suivante

{ —Au(r) = Mu(z) + h(z,u(r)) dans 7 (4.1)

u = 0 sur 05}
ot Q2 C RY est un domaine borné non vide de frontiere lipchitzienne (2 € Cj), A est un parameétre
positive et h : {2 x R — R est une fonction de Carathéodory bornée.

Dans l'espace de Sobolev W} (£2), on considére la norme

fulligor = ([ 1Vut)az )

Par une solution faible du probléme (4.1) , on signifier tout u € W () tel que
/Vu(x)Vv(x)dx — )\/ u(z)v(x)dr — / h(z,u(zx))v(x)dx =0,
Q Q Q
pour tout v € W}(Q).
Il est clair que le probleme des valeurs propres

—Au(z) = Au(z) dans Q 7 (4.2)
u = 0 sur 0f)

a une valeur propre principale ((i.e.) la plus petit) \; > 0, qui est simple et caractérisée variation-

nellement par
Jo \Vu(z)|? da

o 2 :
weWH (0} [o, |u(z)|” da
Soit X un espace de Banach réel et réflexive! et soit X* son dual. Ici et dans la suite nous

)\1:

désignons par
(fsu) = f(u)

1Soit £ un espace de Banach et soit .J l'injection canonique de £ dans E”, on dit que E est réflexif si J(E) = E”.
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la valeur de la forme linéaire f € X* pour tout élément u € X.

Si X est un espace de Hilbert, alors d’apres le théoreme de Représentation de Riesz

(fyu) = (u, f).

Le but principal est de prouver I'existence d’une solution faible de (4.1) par la méthode de degré
topologique.
Plusieurs applications de cette méthode pour résoudre des problémes aux limites non linéaires

sont déja disponibles.

4.1 Résultat principale

Il y a plusieurs outils pour obtenir les résultats d’existence des solutions des problemes aux

limites quasi-linéaires, le théoréme suivant est notre outil principal pour prouver ces résultats.

Théoreme 4.1 Soit T : X — X* un opérateur borné, semi-continu et satisfait la condition (S, ) et
soit D C X un ouvert borné non vide avec une frontiere 9D tel que T'(u) # 0 pour u € 9D, alors il
existe un entier

deg(T, D, 0)

appelé le degré de Uapplication T telle que

1. deg(T,D,0) # 0 implique qu’il existe un élément uy € D tel que

2. Si D est symétrique par-rapport a Lorigine et T satisfait T'(u) = —T(—u) pour tout u € 9D,
alors deg(T', D, 0) est un nombre impaire (et donc différent de zéro).

3. (Les propriétés invariances d’homotopie) Soit T\ une famille des applications bornées et
semi-continues satisfait la condition (S.) qui dépend continument d'un parameétre réel A €
0,1], et soit Ty(u) # 0 pout tout u € dD et A € [0,1] alors deg(T\,D,0) est constant par-
rapport a A € [0, 1].

En particulier, on a
deg(To, D,0) = deg(T1, D, 0).

4.1. Résultat principale
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Nous introduisons les opérateurs .J, G, S : W1(Q) — (W;(Q))* de la maniere suivante :
(J(u),vy = /QVu(:c)Vv(x)da:
G0y = [ uta)ds,
Stuh) = [ heut@)ota)ds,

pour tout u, v € Wi (Q).
D’abord, nous donnons les propriétés des opérateurs J, G et S.

Lemme 4.1 Les opérateurs J, G et S sont bien définis, nous avons aussi les propriétés suivantes :
a) J, G et S sont des opérateurs bornés et continus?® (et aussi semi-continus).
b) G et S sont des opérateurs compacts.
¢) J satisfait la condition (S, ).
d) J est inversible et son inverse est continu.
Preuve. Le fait que J, G et S sont bien définis suit le procédure standard, a) et b) découlent de
I'inégalité de Cauchy Schwartz, la limite de h et I'injection compacte W;(Q) — L*(Q)3.
Pour prouver c), on a
Soit u, — uy dans W(Q) et

lim sup <J<un)a Up — U0> S 07

alors
lim (J(uy), u, — ug) =0,
donc

0 > lim sSup <J (un) —J <u0) y Un — u0>

n—oo

= hm sup {(J (un), un — uo) — (J (o), un — uo)}

~ lim Sup{ / V() (Vi (2) — Vo (x)) dar — /Q Vo (x) (Vun(x)—Vuo(x))dx}

n—oo

—  lim sup { /ﬂ (Vun(z) — Vuo(x))zdx}

n—oo

= JLIEOS“P{ L|Vun<w>l2dw—2 /Q [Vt ()] [Vtg ()] d + /ﬂ |Vuo(x)|2dx}

20n dit que T : H — H est un opérateur continue si u,, — u dans H alors Tu, — Tu dans H .
3Si pour tout suite bornée dans E (pour la norme de E) il est possible d’extraire une sous-suite qui converge dans

F (pour la norme de F).

4.1. Résultat principale
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(/ﬂ IV, ()] dx)é </Q |VUO(x)|2dx) %] da

+ / |V ()| dx} (d’apres l'inégalité de Cauchy Schwartz)
Q

n—oo

> lim sup {/ \Vau, (x)|* dz — 2
Q

. 2 2
> i sup | lunlfra ) = 2 lunlliga lolhig o + ol o |
2
> i sup |l llg ) — luolligey| =0,
d’ou
||un||ﬁ/21(g) - ||“0Hv‘i/21(§z)
et grice a la convexité uniforme de 1W}(Q2) on a
u, — ug dans W3 (9),

donc J satisfait la condition (S.).

Enfin, nous prouvons d).

En effet, on a

(J(u) — J(v),u—v)>0pour u # v,

par conséquent, J est injectif.

Pour prouver que J~! est continue, nous découlons par contradiction, supposons qu'’il existe
une suite (f,)>~,, f, — f dans (W;(Q))*et 1771 (fu) = T (D)) = 6 0t 0 > 0.

Soit u, = J ! (f,) etu = J1(f), il Sensuit que

— — 2°
[l o lunllvig ) 2 (Frstin) = (S (un) s un) = llunlliig o) »
(i.e)
||Un||vi/21(9) < ||fn||v°[/21(ﬂ)-
Nous pouvons alors supposer que u,, — @ dans W2 (), par la réflexivité de 1W.}(Q2), on obtient
(J (up) = J (@) ,up — @) = (J (up) — J (u) ,uy, — @) + (J (u) = J (@) ,u, — @) — 0,
(i.e.)
J (un) = J (u) dans (W3(Q))

donc on a

2
0= lim {J(un) = J (@), up — @) > lim [H%HW;(Q) — Nl =0,

n—oo
. ~ , ~ 71 .
(i.e.) ||UTLHW21(Q) — ||U||W21(Q)’ par conséquent u,, — @ car W, (Q2) est un espace de Banach unifor-
mément convexe, donc J est continue et injective, alors v = @, contradiction. m

Nous présentons notre résultat principal comme suite

4.1. Résultat principale



Chapitre 4. Méthode de degré topologique

Théoreme 4.2 Soit A < Ay, et soit h : 2 x R — R est une fonction de Carathéodory bornée, donc le

probléme (4.1) admet une solution faible.

Preuve. Posons
T=J-\G-5,

telle que J, G et S sont comme ci-dessus.
Alors l'existence d’une solution faible de (4.1) est équivalente a 'existence de la solution de
I’équation
T(u)=0. (4.3)
Notre plan est d’utiliser I'argument de degré pour prouver l'existence de la solution de (4.3),
d’apres lemme (4,1), I'opérateur 7" est borné, semi-continu et satisfait la condition (5. ), I'opéra-

teur J satisfait
2
(J (), u) = llullyizq)
par ailleurs, J et GG sont des applications impaires et homogénes®.

Notre procédure est le suivant

Lexistence d’une solution de (4.3) suivra
deg(J — AG — S, B(0; R),0) # 0, 4.4

si nous trouvons une boule B(0; R) pour que (4.4) est valable.

Pour prouver (4.4), nous utilisons les propriétés invariances d’homotopie du degré®, et relier
lopérateur J — AG — S avec l'opérateur J — AG sur le bord de la boule B(0; R) avec un rayon
grand R > 0.

Nous utilisons finalement

deg(J — A\G, B(0; R),0) #£0 © | (4.5)
alors, pour compléter la preuve nous devons trouver une homotopie admissible relier 'opérateur

J — A\G — S et opérateur J — \G.

Nous définissons une homotopie
T (u) = J(u) — AG(u) — 7S(u), 7 € [0,1], u € W4 (Q),

il suffit de prouver qu'il existe R > 0 tel que pour tout u € Wi (), ||u||W21(Q) = Ret7 € [0,1], on
obtient
T, (u) # 0. (4.6)
4J(tu) = tJ(u) et G(tu) = tG(u) pour tout ¢ > 0, u € Wy ().

5Voir théoréme (4.1).
® La valeur du degré dans (4.5) est un nombre impaire d’aprés le théoréme (4,1).
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Supposons par contradiction qu’il n’existe aucun R > 0, (i.e.) nous pouvons trouver une suite
{un}or, C W5 (Q) et {r,}>2, C [0,1] telle que ||un||W§(Q) — 00 et

J(un) — AG(up,) — 7,5 (uy,) = 0, 4.7)
Up,
posons v,, = Mo , divisant (4.7) par [Ju,[|yi; o, et utilisant I'effet que J et G sont homogenes
n Wl(
pour obtenir ’
J(vn) — AG(vy,) — Tp——— =0, (4.8)
Tz e

gréce 2 la réflexivité de W3 () et la compacité de I'intervalle [0, 1], passons & une sous suite, nous
pouvons supposer que
Un, — v dans W}(Q) et 7,, — 7 € [0, 1].

Soit M = sup |h(x,s)|, alors d’aprées I'inégalité de Cauchy Schwartz et I'inégalité de Poincaré
e, seR
on obtient
o, iy, ()

Hunkuwl(m"“( A < f uunkuwl o
(/Q(|v(x)|)2dx)2da:

M
< et (o)
Ftme Iz \Ja

M (/ (|Vv(a:)|)2dx> " dx
HunkHvi/Zl(Q) Q

HUHW;(Q)

NI

IN

— 0 quand k& — oo,

ou M; > 0 est un constant.

En résumé, puisque GG est compact on obtient
S(uny)

.
"l g )

0 4.9
et

AG (vn,) — AG(v) (4.10)
dans (W;(Q))* quand k — oo.

Dongc, en rassemblant (4.8)-(4.10), on obtient aussi que
J(vp,) = AG(v)
dans (W;(Q))* , quand k& — oo (i.e.)
Up, — JH(AG(v))
dans W}(Q) quand k — oo”.

’N’oublier pas que .J est inversible et son inverse est continu.

4.1. Résultat principale
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Puisque au méme temps v,, — v dans W}(Q2), on a
Un, — v dans W} (Q)
et
J(v) — AG(v) = 0 dans <W21(Q)> pour un 7 € [0, 1], (4.11)

comme ”UWHWQ(Q) = 1 pour tout k¥ = 1,2,..., on a ||U||v°v21(9) = 1. Cependant, cela contredit
I'hypothése A < ).

Donc nous prouvons que (4.6) est vraie, (i.e.) ’homotopie 7. est admissible. m

4.2 Lecas )\ =)\

Considérons le probléme de la valeur propre

—Au(z) = Au(w) dans Q (4.12)
u = 0 sur 0f2

Il est connu que les valeurs propres de (4.12) forment une suite croissante
O< A< A< A, — 0.

En réalité, il est aussi possible de montrer que )\; a la multiplicité 18, et la fonction propre
correspondante ¢, € W3 () est positive dans €.

De plus on a
/ Vi, (2)Vo(z)de = M\ / ¢, (z)v(z)dz, pour tout v € Wy (). (4.13)
Q Q

Maintenant, nous formulons le théoreme suivant :
Théoreme 4.3 Soit h : 2 xR — R est une fonction de Carathéodory bornée et satisfait les conditions
suivantes :
i) lz’T h(z,s) = h(z,+00), lim h(x,s) = h(x, —o0), pour tout x € .
ii) h(x,—o0) < h(z,s) < h(z,+00), pour tout x € ) et pour tout s € R.

Alors, le probléeme

—Au(z) = Mu(x) + h(z,u(z)) dans 2 4.14)
u = 0 sur 0f)
admet une solution faible si et seulement si
/ h(z, —o0)p,(z)dr < 0 < / h(z, +00)p,(x)dx. (4.15)
Q Q
8)\1 < Aa.

42, Lecas A =)\



Chapitre 4. Méthode de degré topologique

Preuve. Pour la partie de suffisance, nous suivrons un schéma similaire pour la preuve de théo-
réme (4,2), mais maintenant J, G, S : W(Q) — Wi(Q) et

(W), O = / V(@) Vo(@)dz = (u, )y 0
() iy = [ ule)ota)ds,
(S), )y = / (2, u(x)) v(z)d,

pour tout u, v € Wi(Q).

Pour § > 0 tres petit que A\; + § < Ay, nous définissons une homotopie
T (u) = u— MG(u) — (1 —7) G (u) — 7S(u), 7 € [0,1] ,u € W, ().

En effectuant toutes les étapes comme dans la preuve du théoréme (4,2), nous arrivons a un
analogue de (4.11) c’est-a-dire

v—[ M+ (1=7)Gw) =0, HUHVV;(Q) = 1pourunr € [0,1],
c’est une contradiction si 7 # 1, comme \; + (1 — 7) § n’est pas une valeur propre.
()\1 <)\1+(1—7')6<)\2) etv;«éO.

Supposons que 7 = 1, (i.e.), 7,, — 1.

DOHC, nous n’avons aucune contradiction, comime )\1 est une valeur propre et
v — )\IG(U) =0

admet une solution avec ||v||ﬁ,21 @ = 1.
Maintenant, pour arriver a une contradiction et prouver que '’homotopie 7', est admissible, nous

devons modifier la derniere étape quand passant a la limite dans

S(un)

=0
’Un”vi/;(n)

U — MG (vn) = (1 = 75,) 0G (vy) — 7-n|
et utilisons des propriétés spéciales de S, c’est-a-dire
Uny, — )\1G<unk) - (1 - Tnk) 5G(unk) - TnkS(unk) =0

est équivalente a l'identité intégrale

/QVunk (x)Vw(z)dr = [A + (1 —7p,)] 5/Qunk(x)w(:17)dx + T, /Q h(x, un, (x))w(z)dz. (4.16)

42 lLlecas A=)\
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En effet

/Q Vg, (2)Vw(z)dr—X\ /Q () (2)dz—(1 — 70, ) 6 /

Qunk(x)w(x)dx—mk / h(z, tp, (x))w(x)de =0

Q

= [ Ve @ Vutds = 2 [ w1 - 7,5

Qunk(x)w(x)dx—l—Tnk/h(m,unk(x))w(x)dx

Q

:>/QVunk(x)Vw(:U)d:U: [>\1+(1—Tnk)5]/

Qunk(x)w(w)dx + T, / h(x, u,, (z))w(x)dz,

Q
pout tout w € W3 (Q).

Prenons w = ¢, dans (4.16) et en utilisant le fait que

/QVunk(x)Vgpl(x)dx = Al/unk(x)gol(x)d:c (voir (4.13)) ,

Q

on obtient

/QVunk (x)Vw(x)de = [MA + (1 — 7,,) ¢ /Qunk (x)w(z)dx + T, / h(x, u,, (z))w(x)dx

Q

N Alfﬂunk(xm(mdx — Dt (1— Tnkm/

@)@l + 7., / Bz, ty (2)) 1 ()

Q

(1700 / e (21 () + 7o, / W,y (2)) 0y () = O

Q

> (7py — 1) / iy (2) 1 () = 7oy / Wt () (), 4.17)

Un,,

comme ci-dessus, v,, = — v dans W1 (Q) et v = ke, avec k # 0.

HunkHV'vg(Q)
Supposons que k£ > 0, comme v,, — k¢, dans W} (Q) et par l'injection compacte

W(Q) — L*(Q), on a v,, — ke, dans L2(1).
D’ott (au moins pour une sous-suite) v, () — k¢, > 0 presque par tout dans €2, (i.e.)
Un,, () — +o00 presque par tout dans 2.
Passant a la limite dans (4.17) et utilisant 7,,, — 1_ et le théoréme de la convergence dominée

de Lebesgue?, on obtient

/ h(xz,4+00)p(x)de = lim (7, —1) 5/ Un,, ()1 (x)dz <0,
Q koo Q

cela contredit la premiére inégalité dans (4.15).

°Soit { fn},>1 une suite de fonction de L'(Q) converge presque partout vers une fonction mesurable f. On suppose
qu'il existe g € L' () telle que pour tout n > 1, on ait f,, < g p.p sur €2, alors f € L'(Q) et lim ||f, — f||;. =0et

lim an(m)dx:/ﬂf(m)dx.

n—oo

42 lecas A=)\
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De méme, si k < 0, alors (au moins pour une sous-suite) u,, (r) — —oo presque par tout dans
Q.
Passant a la limite dans (4.17), on obtient

/Qh(a:, —00)py (z)dxr = lim (7, —1) 5/Qunk(1’)g01(x)dx >0,

k——o0
cela contredit la premiere inégalité dans (4.15).

Cela preuve que 7T, est admissible, et donc (4.15) est suffisant pour I'existence d’une solution
faible de (4.14).

Pour prouver que (4.14) est également nécessaire nous découlons comme suite :

Soit uy une solution faible de (4.14), (i.e.)

/QVuo(x)Vv(x)da:—Al/gluo(x)v(x)da:—i-/h(m,ug(x))v(x)d:c,

Q

pour tout v € W2(Q).
Prenons v = ¢,, alors on obtient
/ Vug(x)V,(x)de =\ / uo(2)pq (z)dx +/ h(z,uo(x))p,(z)dz,
Q Q Q

en utilisant (4.13), on obtient
/Qh(x,uo(x))gol(x)dx =0,
par Phypothese ii), on a
h(x,—00) < h(x,uo(z)) < h(x,+00), (4.18)
multipliant (4.18) par (¢, > 0) et intégrant sur 2, alors

/Qh(x,—oo)gol(x)dx <0< /Qh(a:, +00) ¢, (z)dz,

et nous avons le résultat. m
De méme que la démonstration du théoreme (4.3), nous pouvons prouver ce qui suit.
Théoreme 4.4 Soit h : 2 x R — R une fonction de Carathéodory bornée et satisfait les conditions
sutvantes :
i) lz’T h(z,s) = h(z,+00), lim h(z,s) = h(x,—o0), pour tout x € ).
S— 100 S§——00

ii) h(x,+00) < h(z,s) < h(x,—00), pour tout x € 2 et pour tout s € R.

Alors, le probléme (4.14) admet une solution faible si et seulement si

/Qh(x,+oo)g01(x)dx <0< / h(z, —00)p,(z)dx. (4.19)

Q
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Remarque 4.1 Il est possible de résoudre le probléme (4.14) directement par la théorie du degré de
Leray-Schauder aussi, puisque Uopérateur J dans la preuve du théoréme (4.2) n’est qu’'une identité
sur Wy%(Q).

42, Lecas A =)\



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté trois méthodes de résolution des équations aux déri-
vées partielles de type elliptique linéaires. Ces méthodes sont utilisées pour obtenir des résultats
d’existence et d’unicité. Nous avons commencé par la méthode des inégalités de '’énergie, appelée
aussi méthode d’estimation a priori. La seconde technique est la formulation variationnelle des
problémes aux limites développée par Lax-Milgram.

En fin nous avons appliqué la méthode de degré topologique de Leray-Schauder pour traiter un
probleme quasi-linéaire.

Notre objectif ultime apres ce travail est de traiter d’autres méthodes plus compliqués nous

permet d’établir I'existence et l'unicité.




Bibliographie

[1]

[2]
[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

G.A. Afrouzi , A. Hadjian, S. Shakeri and M. Mirzapour : Existence resultats for a qua-
silinear boundary value problem investigated via degree theory. University of Mazandaran.
Babolsar. Iran. Journal of Nonlinear Analysis and Optimization. Vol. 3. No. 1, (2012), 2532
ISSN : 19069605 http ://www.math.sci.nu.ac.th.

H. Brezis : Analyse fonctionelle. Théorie et application. Editions Masson. Parie 1983.

R. Courant et D. Hilbert : Methoden dermathematischen physik. Zweiter Bend. Berlin,
springer 1937.

A.A. Dezin : Théorémes d’existence et d'unicité de la solution pour les problémes aux limites
des équations aux dérivées partielles dans les espaces fonctionnels, uspkhi. Math. Nauke,
14, n°3.87.1959.

J. Droniou : Degrés topologiques et applications. UMR CNRS 5149. CC 051. Université
Montpellier II. Place Eug ene Bataillon, 34095 Montpellier cedex 5. France, 20/06/2006.
T. Gallouét, R. Herbin : Equations aux dérivées partielles, université Aix Marseille, 10 no-
vembre 2016.

L. Garding : Cauchy problem for hyperbolic equation, university of Chicago. Lecture notes,
1957.

L. Garding : Dirichlet’s problem for elliptic pential differential equation. Math. Ssand., t.1,
1953.

O. Kavian : Introduction a la théorie des points critiques et applications aux problémes ellip-
tiques. (French) [Introduction to critical point theory and application to elliptic problems]
Mathématiques & Applications (Berlin) [Mathématiques & Applications], 13. Springer-
Verlag. Paris, 1993.

O. A. Ladyzhenskaya : The boundary value problems of Mathematical physics. Springer-
Verlag. New York Heidelberg Tokyo.

63



Bibliographie

[11] J. Leray. et J. Schauder : Topologie et équations fonctionnelles. Ann, scien, de I'E :S. 3¢
série, tome 51(1934).

[12] J. L. Lions : Problemes aux limites, II. C. R. Acad. Sc. Paris. t. 1953.

[13] L. Schwartz : Les travaux de Garding sur les équations aux dérivées partielles elliptique
séminaire bourbaki, t, 4, 1951/12.

Bibliographie



	Préliminaires
	Rappel d'analyse fonctionnelle
	Espaces normés et espaces de Banach
	Espaces de Hilbert
	Les espaces de Sobolev Wml( )  et ml( ) , ( R n) 

	Quelques inégalités importantes
	Inégalité de Cauchy
	Inégalité de Cauchy avec 0=x"0122
	Des inégalités fonctionnelles

	Le degré topologique
	Quelques définitions importantes
	Degré topologique de Brouwer


	Méthode d'analyse fonctionnelle
	Plan de l'étude de l'équation opérationnelle
	Espaces de Banach, espaces de Hilbert
	Méthode énergétique
	Notions générales, position du problème
	Solutions généralisées dans W21(). Première inégalité de l'énergie
	Deuxième inégalité de l'énergie


	Formulation variationnelle des problèmes aux limites
	Lemme de Lax-Milgram
	Applications
	Problèmes aux limites elliptiques avec les conditions de Dirichlet
	Problèmes aux limites elliptiques avec les conditions de Neumann


	Méthode de degré topologique
	Résultat principale
	Le cas 0=x"0115=0=x"01151


