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 Résumé 

 

       Ce travail décrit quelques outils et méthodes pour l'étude des équations aux dérivées 

partielles de types elliptiques. Ces outils sont utilisés pour obtenir des résultats d'existence et 

d'unicité. 

       Dans ce mémoire, différentes techniques ont été adoptées, comme par exemple, la méthode 

des inégalités de l'énergie, cette méthode appelée aussi méthode d'analyse fonctionnelle qui est 

basée sur les idées de J. Leray et L. Garding [8] et présentée sous forme d'une méthode par A. A. 

Dezin [4] pour l'étude des problèmes aux limites liés aux équations elliptiques, aussi bien par la 

méthode de formulation variationnelle des problèmes aux limites développée par Lax-Milgram et 

Stampacchia (voir Brezis [2] et [6]). 

       Par contre la méthode de degré topologique de Leray-Schauder permet également de 

résoudre les problèmes aux limites qui n'ont pas de formulation variationnelle (voir Otared 

Kavian [9]). 

       Mots clés: Equation elliptique, opérateur différentielle, solution généralisée, inégalité de 

l'énergie, forme bilinéaire, forme linéaire, condition de Dirichlet, condition de Neumann, degré 

topologique, une homotopie, fonction de Carathéodory. 

 ABSTRACTS 

       This work describes some tools and methods for the study of elliptic partial differential 

equations. These tools are used to obtain results of existence and uniqueness. 

       In this memory, different techniques have been adapted, such as for exemple the method of 

energy inequalities, this method called functional analysis method which is based on the ideas of 

J. Leray and L. Garding [8], and presented in the form of a method by A.A. Desin [4] for the 

study of boundary problems related to elliptic equations, both by the variational formulation of 

the boundary problems developed by Lax-Milgram and Stampacchia (see Brezis [2] and [6]). 

       By contrast the method of topological degree of Leray-Schauder also makes it possible to 

solve the boundary problems which do not have variational formulation (see Otared Kavian [9]). 

       Key words: Elliptic equation, differential operator, generalized solution, energy inequality, 

bilinear form, linear form, Dirichlet condition, Neumann condition, topological degree, 

homotopy, Caratheodory function. 
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Notations
E Espace vectoriel normé.

k:k La norme.

(:; :) Le produit scalaire.

�(:; :) La distance.


 Un ouvert borné dans Rn.

 L’ensemble fermé de 
.

lim La limite.

! La convergence forte.

* La convergence faible.

Lp(
) L’espace des fonctions mesurables u sur 
 vérifiant
R


jujp dx <1.

C1(
) L’ensemble de toutes les fonctions indéfiniment dérivables.

C10 (
) L’ensemble des fonctions u 2 C1(
) à support compact.

L2(
) L’espace des fonctions de carré intégrable.

L2(
) L’espace des fonctions u où u = (u1; : : : ; un) tel que ui 2 L2(
); 8i = 1; n.

H L’ espace de Hilbert.

H 0 L’espace dual de H.

l Une fonctionnelle linéaire.

A Un opérateur linéaire.

D(A) Le domaine de définition de A.

D(A) L’adhérence de D(A).
A� L’adjoint de A.

D(A�) Le domaine de définition de A�.

A La fermeture de A.

R(A) L’ensemble des valeurs Au pour tout u 2 D(A):
L Opérateur différentiel.

L� L’opérateur dual de L.
d

dx
La dérivée ordinaire par-rapport à x.

Dku La dérivée généralisée.

W l
m(
) L’espace des fonctions u 2 Lm(
), tel que Dku 2 Lm(
); où jkj � l:

�W l
m(
) L’espace des fonctions u 2 W l

m(
) à support compact dans 
:
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k:k(l)m;
 La norme dans l’espace W l
m(
):

(:; :)
(1)
2;
 Le produit scalaire dans l’espace W 1

2 (
):

c
 La constante de Poincaré.
@

@x
La dérivée partielle.

S = @
 La frontière.
�!� Le vecteur unitaire de l’extérieur à @
:

@� L’élément de surface de @
:

a(:; :) Une forme bilinéaire.

l(:) Une forme linéaire.

deg Le degré topologique.

sgn(a) Le signe de l’élément a:

h(x; t) Une fonction de Carathéodory.

H(x; :) Une homotopie.

X Un espace de Banach.

X� L’espace dual de X:

T Un opérateur de X dans X�.

D Un ouvert borné dans X:

B La boule unité fermée.

C(
) L’ensemble de toutes les fonctions continues.

,! L’injection canonique.

�u L’opérateur Laplacien.

ru Le gradient de u:

h:; :i Le crochet de dualité.

B(0;R) La boule ouvert de centre 0 et rayon R.

� Une valeur propre.

�1 La valeur propre principale.

'1 Le vecteur propre associé à la valeur propre �1.
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Introduction Générale
Les équations aux dérivées partielles de types elliptiques ont été soigneusement étudiées durant

le vingtième siècle. Ces études ont été surtout menées par Courant et Hilbert [3] et ses co-auteur

et d’autre chercheurs et savants comme Dirichlet, Neumann et J.L. Lions [12]. Un grand nombre

d’articles ont été publiés dans ce domaine et plusieurs livres ont vu le jour, nous citons entre

autres les ouvrages suivants.

Ce travail décrit quelques outils et méthodes pour l’étude des équations aux dérivées partielles

de types elliptiques. Ces outils sont utilisés pour obtenir des résultats d’existence et d’unicité.

Dans ce mémoire, différentes techniques ont été adoptées, comme par exemple, la méthode

des inégalités de l’énergie, cette méthode appelée aussi méthode d’analyse fonctionnelle qui est

basée sur les idées de J. Leray et L. Garding [8] et présentée sous forme d’une méthode par A. A.

Dezin [4] pour l’étude des problèmes aux limites liés aux équations elliptiques, aussi bien par la

méthode de formulation variationnelle des problèmes aux limites développée par Lax-Milgram et

Stampacchia (voir Brezis [2] et [6]).

Par contre la méthode de degré topologique de Leray-Schauder permet également de résoudre

les problèmes aux limites qui n’ont pas de formulation variationnelle (voir Otared Kavian [9]).

Ce travail comporte quatre chapitres.

Chapitre 1 : Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions d’analyses fonctionnelles qui

concernent les espaces de Sobolev, puis nous présentons quelques inégalités importantes, après

ça nous donnons un petit rappel sur le degré topologique.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous étudions l’existence et l’unicité de la solution généralisée

par la méthode des inégalités de l’énergie. L’idée principale est celle utilisée dans les travaux

de Petrovski et Garding [7]. Elle consiste à écrire le problème posé sous forme d’une équation

opérationnelle du type

Lu = F ; u 2 D(L);

où l’opérateur L engendré par l’équation et les conditions aux limites et considéré d’un espace de

Banach E dans un espace de Hilbert F convenablement choisi. On établit une estimation à priori

kukE � ckLukF ; (*)

qui est obtenue en multipliant l’équation considérée par un opérateur Mu contenant la fonction

u ou ses dérivées. A partir de l’inégalité (�), on déduit l’unicité de la solution si elle existe.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre, nous s’intéressons à l’étude de l’existence et l’unicité de la

solution des problèmes aux limites par la méthode variationelle.
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Pour cela nous présentons le lemme de Lax-Milgram qui est la base de cette méthode. Ensuit,

nous étudions quelques problèmes linéaires elliptiques sous forme des applications pour complé-

ter cette méthode.

Chapitre 4 : Le but de ce chapitre est d’établir l’existence d’une solution faible pour le problème

quasi-linéaire (
��u(x) = �u(x) + h(x; u(x)) dans 


u = 0 sur @

;

où 
 � RN est un domaine borné non vide de frontière lipchitzienne (
 2 C10), � est un paramètre

positive et h : 
� R! R est une fonction de Carathéodory bornée.

L’étude est basée sur la méthode de degré topologique.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Rappel d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Espaces normés et espaces de Banach

Un espace vectoriel linéaire E est dit espace normé si pour chaque élément u 2 E il existe un

nombre réel noté par kukE (norme de u) vérifiant les axiomes

a) kukE � 0; kukE = 0 si et seulement si u = 0.

b) k�ukE = j�j kukE ; 8� 2 R ou C:

c) ku+ vkE � kukE + kvkE (inégalité triangulaire) :

Dans cet espace, on introduit la métrique � (u; v) = ku� vkE (distance entre u et v):

La convergence d’une suite (un)n2N d’éléments de E vers u dans la norme de E (convergence

forte1) est définie par

kun � ukE !
n!1

0; un ! u:

La suite (un)n2N est dite suite de Cauchy si

kup � uqkE ! 0 quand p; q !1

, 8" > 0; 9N"; 8p > N"; 8q > N" ) kup � uqk < ":

Si pour toute suite de Cauchy (un)n2N il existe un élément u dans E, on dit que E est complet.

Si k un � u kE !
n!1

0; on dit que E est un espace de Banach.

1On dit aussi convergence au sens de la norme.
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Chapitre 1. Préliminaires

1.1.2 Espaces de Hilbert

Définition 1.1 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire qui est complet

pour la norme associée.

Dans un Hilbert, on définit un produit scalaire (u; v)H où u; v 2 H, c’est un nombre réel qui

vérifier les axiomes

a) (u; v)H = (v; u)H :

b) (�u; v)H = � (u; v)H :

c) (u+ v; w)H = (u;w)H + (v; w)H :

d) (u; u)H � 0; (u; u)H = 0 si et seulement si u = 0:

Dans un Hilbert complexe, le produit scalaire est un nombre complexe vérifiant les axiomes (b),

(c) et (d) mais (a) est sous la forme

(u; v)H = (v; u)H :

Dans H on prend comme norme

kukH =
p
(u; u)H (i.e.) kuk2H = (u; u)H :

Pour chaque u et v 2 H; on a l’inégalité de Cauchy-Schwartz

j(u; v)H j � kukH kvkH :

En plus de la convergence forte dans H, on considère aussi la convergence faible de (un)n2N
d’élément de H, on dit qu’elle converge faiblement2 vers u si

(un � u; v)H ! 0 quand n!1;

pour tout v 2 H (un * u).

Si (un)n2N converge fortement vers u, alors elle converge faiblement vers u. L’inverse n’est pas

vrai en général.

Cependant, si un * u et kunk ! kuk, alors dans ce cas un ! u:

Exemple 1.1 On peut définir l’espace de Hilbert Lp (
) comme suite

Lp (
) =

(
u : 
! R; mesurable =

�Z



jujp dx
� 1

p

<1
)
:

2On dit aussi converge au sens de produit scalaire.

1.1. Rappel d�analyse fonctionnelle 8



Chapitre 1. Préliminaires

La norme de Lp (
) est

kukLp(
) =
�Z




jujp dx
� 1

p

, avec p � 1; (1.1)

si p = 2

kukL2(
) =
�Z




u2dx

� 1
2

; (u; v)
L2(
)

=

Z



uvdx:

On peut considérer comme sous espaces dans Lp (
) les espaces

a) C1 (
) :

b) L’ensemble de tous les polynômes.

c) C10 (
) :

Fonctionnelles linéaires

Une fonctionnelle linéaire l sur un Hilbert H est une fonction linéaire numérique et continue

l : H ! R
u 7! l(u)

:

| l est linéaire c’est-à-dire

l(�u1 + �u2) = �l(u1) + �l(u2); 8u1; u2 2 H; �; � sont des constants réels. (1.2)

| l est continue c’est-à-dire

un ! u) l(un)! l(u): (1.3)

| l est bornée c’est-à-dire

jl(u)j � c kukH ; 8u 2 H: (1.4)

Le théorème de Reisz affirme qu’on peut toujours représenter une fonctionnelle linéaire par un

produit scalaire

l(u) = (u; v)H ; 8v 2 H:

D’après l’inégalité de Cauchy la norme klkH = kvkH :

Il est claire que klkH = sup
u2Hnf0g

jl(u)j
kukH

est la plus petite des constantes c pour lesquelles (1:4) est

satisfaite.

1.1. Rappel d�analyse fonctionnelle 9



Chapitre 1. Préliminaires

Quelques propriétés d’opérateurs linéaires

I)-Opérateurs linéaires bornés

Un opérateur A défini sur un ensemble D(A) � H fait aussi à chaque u 2 D(A) un certain

élément v 2 H (i.e.)

Au = v:

| A est linéaire si

A(�1u1 + �2u2) = �1A(u1) + �2A(u2); 8u1; u2 2 D(A): (1.5)

| A est borné si

9c > 0 tel que kAukH � c kukH ; 8u 2 D(A): (1.6)

A peut être prolongé d’une manière continue sur la fermeture de D(A) (i.e.)

* Si D(A) � H, (1:6) reste toujours vraie pour tout u 2 D(A):

* Si D(A) 6= H, on peut prolonger A en différentes manières à tout H et (1:6) reste toujours

valable.

Remarque 1.1 La norme de A est donner par

kAkH = sup
u2D(A)nf0g

kAukH
kukH

:

Il y a plusieurs opérateurs bornés dansH qu’ils sont importants, on s’intéresse maintenant d’une

classe de cet opérateurs

La classe d’opérateurs auto-adjoints

Un opérateur A est dit auto-adjoint si

8u; v 2 H; on a (Au; v)H = (u;Av)H ; (1.7)

le spectre de cet opérateur est réel et contenu dans [�kAkH ; kAkH ] :
II)-Opérateurs linéaires non-bornés

Soit A un opérateur non-borné sur un Hilbert H (A : H ! H) ; ce type des opérateurs ne sont

pas bornés (définis) sur tout H, (i.e.) dans (1:6) la constante c peut ne pas exister.

Soit D(A) � H le domaine de définition de A (i.e.)

A : D(A) � H ! R(A) � H 3 ,

3R(A) = fAu; u 2 D(A)g.

1.1. Rappel d�analyse fonctionnelle 10



Chapitre 1. Préliminaires

ces opérateurs sont linéaires, ils vérifiant

A(�u+ �v) = �A(u) + �A(v); 8u; v 2 H et �; � 2 R;

nous allons en générales considérer les opérateurs ayant D(A) = H.

Remarque 1.2 On s’intéresse aux opérateurs différentiels pour chaque expression différentielle cor-

respond plusieurs opérateurs définis en indiquent leurs domaines de définition.

Par exemple : Soit l’expression différentielle Lu = d2u

dx2
; x 2 [0; 1] ; prenons H = L2 ([0; 1]) :

On peut associer à Lu l’opérateur non-borné A définie sur D (A) = C10 ([0; 1]) � H:

A : D (A)! H

u 7! Au =
d2u

dx2
;

à support compact dans l’intervalle [0; 1] :

On peut encore associer à Lu un autre opérateur non borné ~A défini surD( ~A) = C1 ([0; 1]) � H:

~A : D( ~A)! H

u 7! ~Au =
d2u

dx2
;

on a D (A) � D( ~A) et Au = ~Au; 8u 2 D (A) ; dans ce cas on dit que ~A est une extension de A4:

Il est claire que le domaine de définition de l’opérateur A (opérateur associer à l’expression

différentielle Lu) peut être choisi d’une infinité de manière et chaque fois on obtient un opérateur

ayant de différant propriétés.

Les deux opérateurs A et ~A ont des propriétés différentes, par exemple A vérifie

(Au; v)L2([0;1]) = (u;Av)L2([0;1]) ; 8u; v 2 D (A) : (1.8)

En effet

(Au; v)L2([0;1]) =

Z 1

0

d2u

dx2
vdx =

Z 1

0

u
d2v

dx2
dx = (u;Av)L2([0;1]) :

Pour l’opérateur ~A; on a

�
~Au; v

�
L2([0;1])

=
�
u; ~Av

�
L2([0;1])

+
du

dx
v

����1
0

� udv
dx

����1
0

; 8u; v 2 D( ~A): (1.9)

On remarque que A a la propriété de symétrie, par contre ~A ne l’a pas.

4L’opérateur ~A est dit extension de A si D (A) � D( ~A) et Au = ~Au, 8u 2 D (A) :

1.1. Rappel d�analyse fonctionnelle 11



Chapitre 1. Préliminaires

Remarque 1.3 Les opérateurs symétriques possèdent un grand nombre des propriétés, et la théorie

des opérateurs symétriques a été extensivement développer et utiliser pour des classes spécifiques

d’opérateurs différentiels. L’une des plus importantes conceptions est celle d’opérateurs auto-adjoints.

Un opérateur non-borné A est dit auto-adjoint s’il est symétrique (i.e.)

(Au; v)H = (u;Av)H ; 8u; v 2 D (A) ; (1.10)

et si l’identité

(Au; v)H = (u;w)H ; (1.11)

où v; w sont fixées et u 2 D (A) arbitraire implique que v 2 D (A) et w = Av.

En d’autre terme, A est auto-adjoint si son adjoint A� a le même domaine de définition que A et

A� = A sur D (A) :
L’identité (1:11) définit le domaine de définition de A� ainsi que ces valeurs sur le domaine, notam-

ment les éléments v pour tout u 2 D (A) constituant D(A�), avec A�v = w:

Remarque 1.4 Dans la plus part des cas des opérateurs différentiels, il est facile de vérifier la validité

ou non validité de (1:10) (à l’aide des intégrations par parties).

Remarque 1.5 La relation (1:10) est satisfaite pour A non seulement pour u et v 2 D (A) mais aussi

pour u 2 D (A) et v 2 D(A�); cela montre que D(A�) est plus large que D (A) : La question que se

pose est que A peut être prolongé pour qu’il soit auto-adjoint ?

Il est possible de faire ça, et en une infinité de manières, la théorie des opérateurs donne le premier

pas pour une telle extension (c’est le principe de fermeture). On procède de la manière suivante :

Soit A un opérateur définit sur D (A) � H , on ajoute à D (A) les éléments u qui sont limites des

suites (un)n2N de D (A) pour lequel Aun converge vers un élément v, on définit v = Au où A est la

fermeture de A5, l’ensemble D (A) avec tous les éléments u constituant D
�
A
�
.

Remarque 1.6 Il existe des opérateurs non-bornés que ne sont pas fermable6 (par exemple les opé-

rateurs non-linéaires).

Il n’est pas difficile de montrer que la condition nécessaire et suffisante pour que un opérateur non

borné admet une fermeture est que D(A�) soit dense dans H.

Remarque 1.7 En générale la procédure de la fermeture des opérateurs différentiels n’est pas simple

(cas de E.D.P7).
5Un opérateur A est dit fermé si pour tout suite un 2 D (A), un ! u et Aun ! f; alors u 2 D (A) et f = Au:
6Un opérateur A est dit fermable si pour tout suite un 2 D (A), un ! 0 et Aun ! f; alors f = 0.
7Désigne les équations aux dérivées partielles.
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Chapitre 1. Préliminaires

En particulier, A défini par Lu = d2u

dx2
admet une fermeture, la fermeture A admet comme domaine

de définition D(A) = �W 2
2 ([0; 1]) : Cette fermeture peut être achevée, si on ajoute à D (A) l’ensemble

des fonctions continues différentiables u (x) s’annulant en x = 0 et x = 1 pour lesquelles
du

dx
sont

absolument continues et s’annulant en x = 0 et x = 1
�
du

dx
2 L2 ([0; 1])

�
; donc

D(A) =
�
u 2 W 2

2 (
), ujx=0 = ujx=1 = 0 et
du

dx

����
x=0

=
du

dx

����
x=1

= 0

�
= �W 2

2 ([0; 1]) :

L’opérateur A défini sur D(A) = �W 2
2 ([0; 1]) étant l’opérateur qui calcule les dérivées secondes

généralisées8.

On va citer deux extensions de Au =
d2u

dx2
à D(A) = �W 2

2 ([0; 1]), la première extension est de la

forme Âu =
d2u

dx2
; où

D(Â) =
�
u =u 2 W 2

2 (0; 1) ; ujx=0 = ujx=1 = 0
	
;

une telle extension est connectée à ce qu’on appelle premier problème aux limite9 pour Lu = d2u

dx2
,

c’est le problème de déterminer la solution u(x) de l’équation

Lu = d2u

dx2
= f(x); (1.12)

avec les conditions aux limites

u(0) = 0; u(1) = 0; (1.13)

le problème (1:12)-(1:13) admet une solution unique u 2 D(Â) pour tout f 2 L2 ([0; 1]) arbitraire.

Remarque 1.8 L’extension Â de l’opérateur original A, correspond au problème (1:12)-(1:13). Si on

n’a pas prolongé A; on n’aura pas un bon théorème d’existence et d’unicité, et dans ce cas l’équation

Au = f peut ne pas avoir une solution dans D (A) pour f 2 L2 ([0; 1]) arbitraire.

Remarque 1.9 D’autres problèmes aux limites de l’équation (1:12) nécessitent d’autres extensions,

par exemple à l’équation (1:12) on associée les conditions aux limites

ujx=0 = 0;
du

dx

����
x=1

= 0: (1.14)

Alors on doit prolonger l’opérateur A comme étant l’opérateur agissant sur W 2
2 ([0; 1])

10 vérifier les

conditions (1:14), cette extension �A est un opérateur auto-adjoint.
8On dit aussi dérivées aux sens faibles ou aux sens des distributions.
9En englais : first boundary value problem.

10W 2
2 ([0; 1]) =

�
u =u 2 L2 (0; 1) ; du

dx
2 L2 ([0; 1])

�
:

1.1. Rappel d�analyse fonctionnelle 13
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L’équation �Au = f est résoluble dans D(�A) pour f 2 L2 ([0; 1]) où

D(�A) =
�
u =u 2 W 2

2 (0; 1) ; ujx=0 = 0;
du

dx

����
x=1

= 0

�
:

Forme bilinéaire, continue et coercive

Définition 1.2 On dit que a : H �H ! R est une forme bilinéaire si 8u; v; w 2 H; 8�; � 2 R
| a(�u+ �v; w) = �a(u;w) + �a(v; w):
| a(w; �u+ �v) = �a(w; u) + �a(w; v):

Définition 1.3 a est dite continue s’il existe M > 0 telle que

ja(u; v)j �M kukH kvkH ; 8u; v 2 H: (1.15)

Définition 1.4 a est dite coercive (ou H-elliptique), s’il existe � > 0 telle que

8u 2 H; a(u; u) � � kuk2H : (1.16)

Remarque 1.10 Lorsque la forme bilinéaire a est H-elliptique et symétrique (i.e.)

8u; v 2 H; a(u; v) = a(v; u); (1.17)

alors elle est un produit scalaire sur H et sa norme associée est

u 7! (a(u; u))1=2: (1.18)

Théorème 1.1 (Représentation de Riesz) Soit H un espace de Hilbert de produit scalaire noté

(:; :)H et H 0 son espace dual11, alors pour tout f 2 H 0 il existe un élément unique u 2 H tel que(
f (v) = (u; v)H ; 8v 2 H
kfkH0 = kukH

: (1.19)

(1:19) montre qu’il existe un isomorphisme12 de H sur H 0, c’est-à-dire A 2 L(H;H 0);

A�1 2 L(H 0; H) tel que (
Au = f

kAukH0 = kukH
: (1.20)

11L’espace dual d’un espace vectoriel E est l’espace des formes linéaires sur E.
12Un isomorphisme entre deux ensembles structurés est une application bijective qui préserve la structure et dont

la réciproque préserve aussi la structure.
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1.1.3 Les espaces de Sobolev W l
m (
) et �W l

m (
) ; (
 � Rn)

Définition 1.5 (Dérivées généralisées) On appelle dérivée généralisée
@jkj

@xk11 @x
k2
2 :::@x

kn
n

d’une fonc-

tion u(x) intégrable dans tout 
0 � 
 la fonction Dku si pour tout v 2 C10 (
), on a l’égalité

Z



�
u

@jkjv

@xk11 @x
k2
2 � � � @xknn

+ (�1)jkjvDku

�
dx = 0; (1.21)

où k = (k1; : : : ; kn) avec jkj =
nX
i=1

ki.

La fonction Dku sera notée par

Dku =
@jkju

@xk11 @x
k2
2 � � � @xknn

: (1.22)

Cette notion de dérivée généralisée est une extension de la dérivée classique, les D.G.13

conservent beaucoup (mais pas toutes) de propriétés des D.C.14 (somme, produit, ordre,. . . ) par

exemple l’existence des dérivées d’ordre inférieurs à jkj.

Définition 1.6 W l
m (
) est l’ensemble de toutes les fonctions u 2 Lm (
) ayant des dérivées généra-

lisées jusqu’à l’ordre l inclus dans Lm (
) : On munit W l
m

15 de la norme suivante

kuk(l)m;
 = kukW l
m(
)

=

0@Z



X
0�jkj�l

��Dku
��m dx

1A 1
m

; (1.23)

on obtient un espace de Banach.
�W l
m (
) est le sous espace de W l

m (
) constitués de toutes les fonctions u 2 W l
m (
) et en support

compact dans 
:

L’espace �W l
m (
) joue un rôle très important pour la résolution des problèmes aux limites des E.D.P

de seconde ordre de tous types.

Le produit scalaire dans �W 1
2 (
) et W 1

2 (
) est défini par

(u; v)
(1)
2;
 = (u; v)W 1

2 (
)
=

Z



(uv + uxvx) dx = (u; v)L2(
) + (ux; vx)L2(
) ;

où

uxvx =
nX
i=1

uxivxi ; v
2
x =

nX
i=1

v2xi ; u
2
x =

nX
i=1

u2xi :

13Désigne la dérivées généralisées.
14Désigne la dérivées classiques.
15Quand il n’y aura pas de confusion on écrira W l

m au lieu de W l
m (
) :
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L’inégalité de Poincaré

Supposons que 
 �
born�e

Rn; on remarque que 8u 2 �W 1
2 (
) ; on a l’inégalité suivantZ




u2dx � c2


Z



u2xdx; (1.24)

kuk2
L2(
)

� c2
 kuxk
2

L2(
)
:

Formule d’intégration par partie

Soit 
 un ouvert de RN ; de frontière régulière @
 , on aZ



@u

@xi
vdx = �

Z



u
@v

@xi
dx+

Z
@


uv cos (�!� ; xi) d�; 8u; v 2 W 1
2 (
) ; (1.25)

où �!� est le vecteur unitaire de l’extérieur à @
; d� est l’élément de surface de @
:

Remarque 1.11 8u 2 �W 1
2 (
) et v 2 W 1

2 (
) ; on a alorsZ



@u

@xi
vdx = �

Z



u
@v

@xi
dx; i = 1; n: (1.26)

Formule de Green

�
Z



�uvdx =

Z



rurvdx�
Z
@


@u

@�
vd�; 8u; v 2 H2(
): (1.27)

Théorème de Trace

Z
@


juj d� � c
Z



�����@u@x
����+ juj� dx; (1.28)

elle est vraie 8u 2 W 1
1 (
) et @
 (régulière).

Si on pose u = v2 où v 2 W 1
2 (
) ; alors u 2 W 1

1 (
) et on obtientZ
@


v2d� � c1
Z



�
jvj
����@v@x

����+ v2� dx � Z



 
c

�
@v

@x

�2
+ c"v

2

!
dx; (1.29)

pour un " positif arbitraire.

Théorème 1.2 Si 
 est un ouvert à bord @
, alors l’application

u : W 1
2 (
)! L2(@
)

u 7! uj@
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est une application linéaire continue appelée opérateur de Trace.

Le théorème signifie qu’il existe une constante c > 0 telle que

kukL2(@
) � c kukW 1
2 (
)

; 8u 2 W 1
2 (
) : (1.30)

1.2 Quelques inégalités importantes

1.2.1 Inégalité de Cauchy

�����
nX
i=1

nX
j=1

aij�i�j

����� �
 

nX
i;j=1

aij�i�j

! 1
2
 

nX
i;j=1

aij�i�j

! 1
2

(1.31)

vraie pour toute forme quadratique non négative aij�i�j avec aij = aji, et pour �1; : : : ; �n; �1; : : : ; �n
sont des réels arbitraires, aij sont en général des fonctions.

1.2.2 Inégalité de Cauchy avec "

ja:bj � "

2
jaj2 + 1

2"
jbj2 ; (1.32)

pour tout " > 0; a; b arbitraires (réels).

1.2.3 Des inégalités fonctionnelles

* Inégalité triangulaire�Z



(u+ v)2 dx

� 1
2

�
�Z




u2dx

� 1
2

+

�Z



v2dx

� 1
2

où u; v 2 L2(
): (1.33)

* Inégalité de Cauchy-Schwartz����Z



uv dx

���� � �Z



u2dx

� 1
2
�Z




v2dx

� 1
2

; (1.34)

Pour l’espace L2 (
) où u 2 L2 (
) ; u = (u1; u2; :::; un) avec ui 2 L2 (
) ; i = 1; n; l’inégalité de

Cauchy prend la forme

�����
Z



nX
i=1

uivi dx

����� �
 Z




nX
i=1

u2i dx

! 1
2
 Z




nX
i=1

v2i dx

! 1
2

: (1.35)
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1.3 Le degré topologique

Soit N � 1 un entier, D un ouvert de RN ; f : D ! R une fonction continue et b 2 RN un point

fixé. L’idée de degré topologique est d’associer à la fonction f , à l’ouvert D et au point b 2 RN un

entier dépendant continûment de f et dans une certaine mesure de b tel que si cet entier est non

nul, alors l’équation

x 2 D; f(x) = b (1.36)

admet une solution.

Par exemple, si N = 1, D =]� 1;+1[ et f 2 C([�1;+1];R), pour tout point b 6= f(�1) on peut

considérer le nombre

deg(f;D; b) = 1

2
[sgn (f (1)� b)� sgn (f (�1)� b)] (1.37)

qui est évidemment un entier.

On voit que si deg(f;D; b) 6= 0, on a

(f (1)� b) (f (�1)� b) < 0; (1.38)

et par conséquent, il existe x 2]� 1;+1[ tel que f(x) = b. On imagine aussi que la situation pour

N � 2 est plus complexe.

1.3.1 Quelques définitions importantes

Soit X un espace de Banach réel et réflexive et X� son espace dual.

Définition 1.7 (Fonction de Carathéodory) Soit 
 un ouvert borné de RN , une fonction

h : 
� R! R est dite de Carathéodory si elle vérifier :

1. L’application
R! R
t 7! f(x; t)

est continue presque par tout pour tout x 2 R:

2. L’application

! R
x 7! f(x; t)

est mesurable pour tout t 2 R:

1.3. Le degré topologique 18
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Définition 1.8 (Homotopie) Soient X et Y deux espaces topologiques, et soient f; g : X ! Y deux

fonctions continues. f et g sont dites homotopes d’homotopie H, si H est une fonction continue de

X � [0; 1] dans Y telle que

* 8x 2 X; H(x; 0) = f(x):

* 8x 2 X; H(x; 1) = g(x):

Définition 1.9 On dit que L’opérateur T : X ! X� est satisfait la condition (S+) si

un * u0 dans X; lim
n!1

sup hT (un); un � u0i � 0) un ! u0 dans X: (1.39)

Remarque 1.12 Il est claire que si T : X ! X� satisfait la condition (S+) et si K : X ! X� est un

opérateur compact, alors la somme T +K : X ! X� satisfait la condition (S+) :

Définition 1.10 (Opérateur semi-continu) On dit que T : X ! X� est semi-continu, si pour tout

suit (un)n2N 2 X , on a

un ! u dans X ) Tun * Tu dans X�: (1.40)

1.3.2 Degré topologique de Brouwer

Nous donnons ici une formulation précise du degré topologique de Brouwer et ses propriétés

principales.

Le théorème suivant établit l’existence et l’unicité du degré topologique via ses propriétés clefs.

Théorème 1.3 Soit N > 1 et

A =
�
(f;
; b)= 
 un ouvert borné de RN ; b 2 RN et f : 
! RN une fonction continue

	
; (1.41)

tel que b 6= f(@
). Il existe une et une seule application deg : A ! Z qui vérifie les propriétés

suivantes :

* (Normalisation) Si 
 est un ouvert borné de RN et b 2 
 alors

deg(Id;
; b) = 1: (1.42)

* (Additivité) Si 
 est un ouvert borné de RN et b 2 RN ; f : 
 ! RN est continue et 
1; 
2 sont

des ouverts disjoints inclus dans 
 tels que b =2 f
�

n (
1 [ 
2)

�
alors

deg (f;
; b) = deg (f;
1; b) + deg (f;
2; b) : (1.43)

* (Invariance par homotopie) Si 
 est un ouvert borné de RN , H : [0; 1]� 
! RN et

1.3. Le degré topologique 19
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y : [0; 1]! RN sont continues et pour tout t 2 [0; 1] ; y(t) =2 H(t; @
) alors

deg (H(0; :);
; y(0)) = deg (H(1; :);
; y(1)) : (1.44)

deg est appelé le degré topologique de Brouwer.

Proposition 1.1 Le degré topologique de Brouwer vérifie les propriétés suivantes :

1. Si deg (f;
; b) 6= 0 alors il existe x 2 
 tel que f(x) = b:

2. Pour tout z 2 RN ; deg(f;
; b) = deg(f � z;
; b� z):

3. Soit (f;
; b) 2 A et r = dist (b; f(@
)) > 0; si g : 
! RN continue et z 2 RN tel que

sup
@

(jg � f j) + jb� zj < r;

alors

deg (f;
; b) = deg (g;
; b) :

4. deg (f;
; b) est constante sur les composantes connexes de RNnf(@
):

5. Pour tout z 2 RN ; deg(f;
; b) = deg(f(:� z); z + 
; b):

Théorème 1.4 (Point fixe de Brouwer) Soit B la boule unité fermée d’un espace de Banach X et

f : B ! B continue telle que f(B) est relativement compacte dans X16. Alors f a un point fixe (i.e.)

9x 2 B tel que f(x) = x: (1.45)

Remarque 1.13 Le degré topologique en dimension infinie ne pourra donc pas être défini pour toutes

les applications continues d’un Banach X dans lui-même, c’est pour ça nous utilisons un autre degré

appelé le degré de Leray- Schauder qui construit sur les applications qui différent de l’identité par une

application compacte.

16Une partie relativement compacte d’un espace topologique X est un sous-ensemble Y de X inclus dans une

partie compacte de X.
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Méthode d’analyse fonctionnelle

2.1 Plan de l’étude de l’équation opérationnelle

Soient E et F deux espaces euclidien de dimensions finies1

u = (u1; u2; : : : ; un) 2 E et v = (v1; v2; : : : ; vn) 2 F;

muni du produit scalaire

(u;w)E =
nX
i=1

uiwi; kukE =
 

nX
i=1

u2i

! 1
2

=
p
(u; u)E;

ainsi que pour l’espace F:

Soit L un opérateur linéaire de E ! F , il est défini par la matrice (�ij)1�i;j�n :

Lu = v

)
nX
i=1

�kiui = vk; k = 1; n

)

0BBBBBBBB@

�11 � � � � � � � � � �1n

�21
. . . �2n

... . . . ...

... . . . ...

�n1 � � � � � � � � � �nn

1CCCCCCCCA

0BBBBBBB@

u1

u2
...
...

un

1CCCCCCCA
=

0BBBBBBB@

v1

v2
...
...

vn

1CCCCCCCA
:

1Un espace euclidien est un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un produit scalaire.
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Notre but est d’étudier l’équation

Lu = f: (2.1)

On doit trouver les conditions pour lesquelles l’équation (2:1) admet une solution (existence)

8f 2 F et une seule (unicité).

Nous utilisons le schéma suivant :

Lemme 2.1 Pour que l’équation (2:1) admet une seule solution si et seulement si l’équation homo-

gène

Lu = 0 (2.2)

ait la solution triviale2.

Lemme 2.2 La solution de l’équation (2:1) est unique si on a

kukE � c kLukF ; (2.3)

pour tout u 2 E et c une constante positive indépendant de u:

Preuve. Si on suppose que u1 et u2 deux solution (i.e.)

Lu1 = f; Lu2 = f; 8f 2 F

) ku1 � u2kE � c kLu1 � Lu2kF = 0

) u1 = u2:

Réciproquement, supposons que la solution est unique (i.e.) l’équation homogène admet seulement

la solution trivial.

On remarque que

kLukF � c kukE ;

qu’on obtenir de

kLukF =

24 nX
k=1

 
nX
i=1

�kiui

!235 1
2

:

On peut avoir min kLukF = � 6= 0) kLukF � � kukE pour kuk = 13:

En vertu de la linéarité de L et on utilise




 u

kuk





 = 1, on obtient



L� u

kuk

�




F

� �




 u

kuk






E

)




L� u

kuk

�




F

� �

2C’est-à-dire u = 0.
3Car l’ensemble S = fu = kuk = 1g est fermé:
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)

24 nX
k=1

 
nX
i=1

�ki
u

kukE

!235 1
2

� �

) 1

kukE

24 nX
k=1

 
nX
i=1

�kiu

!235 1
2

� �;

donc
1

kukE
kLukF � �

) kLukF � � kukE ; 8u 2 E:

Passons à l’existence de la solution de (2:1), on a besoin de l’équation dual et l’opérateur dual,

on peut définir l’opérateur dual à partir de l’identité

(Lu; v)F = (u;L�v)E ;

d’où l’équation dual est de la forme

L�v = g: (2.4)

Remarque 2.1 L’ensemble des éléments Lu est un sous espace de F .

Remarque 2.2 L’ensemble des éléments L�v est un sous espace de E.

Lemme 2.3 La solution de l’équation (2:1) existe pour tout f 2 F si et seulement si l’équation

L�v = 0 (2.5)

admet la solution triviale uniquement (v = 0).

Preuve. ()) Supposons que la solution (2:1) existe pour tout f 2 F et que (2:5) admet une

solution non nulle v.

Pour tout u 2 E, on a

(L�v; u)E = (v;Lu)F = 0 (car L�v = 0);

si on pose v = Lu, on obtient

kvk2F = 0

) v = 0;

(i.e.) l’équation L�v = 0 admet seulement la solution triviale.
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(()Supposons que (2:5) admet seulement la solution triviale.

Admettons maintenant que la solution de (2:1) existe mais pas pour tout f 2 F , alors les

éléments Lu forme sous espace différent de F 4.

Donc on aura un orthogonal (complément de Lu) non réduit à zéro

R? (L) 6= f0g :

En effet
R (L) 6= F

) R? (L) 6= F?

) R? (L) 6= f0g 5;

d’où

9v 2 R? (L) = (Lu; v)F = 0; 8u 2 E

) 9v 6= 0= (Lu; v)F = 0; 8u 2 E

) (u;L�v)E = 0; 8u 2 E

) L�v = 0; v 6= 0;

d’où la contradiction.

Théorème 2.1 Les équations (2:1) et (2:4) admettent une et une seule solution quelque soit le

membre de droit, si et seulement si pour les opérateurs L et L� on a les inégalités

kukE � c kLukF ;

kvkF � c� kL�vkE ;

où c et c� sont deux constantes positives indépendantes de u et v (respectivement).

2.2 Espaces de Banach, espaces de Hilbert

Théorème 2.2 L’espace L2 (
) est complet.

Théorème 2.3 L’espace C (
) = L2 (
) :

Remarque 2.3 En vertu du théorème (2,2) et (2,3), l’espace L2 (
) peut être obtenu de la manière

suivant
4C’est-à-dire R (L) 6= F:
5 Comme F est un espace eucliden alors F? = f0g :
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On considère l’ensemble de toutes les fonctions continues sur 
 et on définit dans cet ensemble

un produit scalaire

(u; v) =

Z



uvdx; (2.6)

en le complétant (en leur ajoutant) par les éléments idéaux (limites des suites fondamentales6)

on obtient L2 (
) :

Remarque 2.4 Tout élément idéal7 peut être identifié à une fonction de carré intégrable (i.e.) u 2
L2 (
).

Définition 2.1 Toute fonction de carré intégrable peut être obtenue comme limite d’une suite des

fonctions continues (dans la norme de L2(
)).

Exemple : Dans [0; 1] � R, on considère l’espace C10 ([0; 1]) vérifiant

u(0) = 0; (2.7)

on munit cet espace du produit scalaire

(u; v) =

Z 1

0

du

dx

dv

dx
dx; (2.8)

on complète C10 ([0; 1]) selon la norme induite par (2:8): L’espace obtenue est l’espace de Hilbert

W 1;2
0 ([0; 1])8.

Une fonction de C10 ([0; 1]) peut être considérée comme élément de L2 ([0; 1]) :

Pour une telle fonction, on a l’inégalité

u 2 C10 ([0; 1])) kukL2([0;1]) � kukW 1;2
0 ([0;1]) : (2.9)

En effet

kuk2L2([0;1]) =

Z 1

0

u2dx =

Z 1

0

�Z x

0

du

d�
d�

�2
dx

�
Z 1

0

24�Z x

0

d�

� 1
2

 Z x

0

�
du

d�

�2
d�

! 1
2

352 dx (d’après Cauchy Schwartz)

�
Z 1

0

 
x

Z x

0

�
du

d�

�2
d�

!
dx comme x 2 [0; 1]

�
Z 1

0

 Z 1

0

�
du

d�

�2
d�

!
dx =

Z 1

0

kuk2W 1;2
0 ([0;1]) dx = kuk

2
W 1;2
0 ([0;1]) ;

6On dit que la suite (un)n2N est une suite fondamentale si kun � ukL2(
) !
n!1

0.
7Si u est une limite d’une suite fondamentale (un)n2N; alors u est appelé élément idéal.
8On note W 1;2

0 ([0; 1]) = H1
0 ([0; 1]):
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d’où

kukL2([0;1]) � kukW 1;2
0 ([0;1]) :

Soit maintenant u un élément quelconque de W 1;2
0 ([0; 1]) et (un)n2N une suite de C10 ([0; 1]) qui

converge fortement vers u
�
kun � ukW 1;2

0
!
n!1

0
�

(i.e.)

un !
n!1

u dans L2([0; 1]);

d’après (2:9) la limite u 2 L2([0; 1]) sera identifiée à un élément v 2 W 1;2
0 ([0; 1]) et de cette façon

on définit l’injection canonique9

W 1;2
0 ([0; 1]) ,! L2([0; 1]):

Si un * u dans W 1;2
0 ([0; 1]), alors

�
dun
dx

�
converge vers une fonction limite dans L2([0; 1]) qu’on

la note par
du

dx
10.

Remarque 2.5 Pour tout u 2 W 1;2
0 ([0; 1]); on a l’égalité

u(x) =

Z x

0

du

d�
d�:

Remarque 2.6 Si on définit C11 ([0; 1]) avec la condition u(1) = 0; on construit la fermeture de

C11 ([0; 1]) selon (2:8); on obtient W 1
1 ([0; 1]):

Remarque 2.7 On peut fermer (compléter) C1 ([0; 1]) dans la norme induite par le produit scalaire

(u; v) =

Z 1

0

du

dx

dv

dx
dx+

Z 1

0

uvdx = (u; v)L2([0;1]) +

�
du

dx
;
dv

dx

�
L2([0;1])

; (2.10)

pour obtenir W 1;2 ([0; 1]) :

Exemple 2.1 Considérons �C1(
) où 
 = [0; 1]� [0; 1] � R2 avec

(u; v) =

Z



�
du

dx1

dv

dx1
+
du

dx2

dv

dx2

�
dx1dx2 +

Z



uvdx1dx2; (2.11)

où

uj@
 = 0 et
@u

@�

����
@


= 0: (2.12)

9Soit X une partie de E, l’application X ! E qui à tout élément x de X, fait correspondre le même élément x

considéré comme élément de E est injective. On l’appelle l’injection canonique de X dans E.
10Appelée dérivée généralisée de la fonction u 2W 1;2

0 ([0; 1]) ou dérivée au sens de distribution.
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Si on complète �C1(
) dans la norme induite par (2:11), on obtient �W 1;2(
).

Si on considère une fonction u 2 �C1(
) qu’on peut l’identifier un élément de L2(
) et on utilise

la représentation

u (x1; x2) =

Z x1

0

du

d�
(�; x2) d�; (2.13)

et répétons le raisonnement utilisé par la démonstration de (2:9), on obtient

kukL2(
) � kuk�W 1;2(
) ; (2.14)

l’inégalité (2:14) permet de définir l’injection canonique

�W 1;2(
) ,! L2(
):

2.3 Méthode énergétique

2.3.1 Notions générales, position du problème

Considérons l’équation

Lu =
nX

i;j=1

@

@xi

�
aij(x)

@u

@xj

�
+

nX
i=1

ai(x)
@u

@xi
+ a(x)u = f(x) +

nX
i=1

@fi
@xi

; (2.15)

où

aij = aji; i; j = 1; n;

vérifient

��2 �
nX

i;j=1

aij�i�j � ��2; (2.16)

où �; � sont des constantes positives et

� = (�1; : : : ; �n); �
2 =

nX
i=1

�2i :

L’inégalité gauche de (2:16) signifie que (2:15) est elliptique.

L’inégalité droite de (2:16) signifie que les coefficients aij sont bornés.

Remarque 2.8 Dans certains paragraphes qui suivent les fonctions aij; ai et fi n’admettent pas

obligatoirement des dérivées (mêmes généralisées ), dans ce cas on donne le sens de (2:15) :
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Lorsque les fonctions aij(x), ai(x) et fi(x) admettant des dérivées, l’équation (2:15) peut être

mise sous la forme usuelle

Lu =
nX

i;j=1

aij(x)
@2u

@xi@xj
+

nX
i=1

ai(x)
@u

@xi
+ a(x)u = F(x): (2.17)

Pour l’équation (2:15) ou (2:17) ; on considère les trois problèmes suivants :

I)-Problème de Dirichlet : Il consiste à trouver une solution u qui vérifiée (2:15) ou (2:17) dans

un domaine 
 � Rn et la condition

ujS = '(S); (2.18)

où S = @
11.

II)-Problème de Newmann : Il consiste à chercher u(x) vérifiant (2:15) ou (2:17) dans 
 � Rn et

la condition aux limite
@u

@�

����
S

= '(S); (2.19)

où
@u

@�
=

nP
i;j=1

aij
@u

@xj
cos(�!� ; xj)12.

III)-Problème mixte ou de robin : Où la condition aux bords s’écrit sous la forme�
@u

@�
+ �(�)u

�����
S

= '(S): (2.20)

Les trois problèmes ci-dessus peuvent êtres ramenés à des problèmes avec des conditions aux

limites homogènes (' = 0) ; cela peut être fait à l’aide de changement de variable (inconnue)

v(x) = u(x) � �(x); où �(x) est une fonction arbitraire vérifiant seulement les conditions aux

limites (2:18) ; (2:19) et (2:20) ; alors on obtient le problème

Lv = F + @Fi
@xi

; (2.21)

où 8><>:
F = f � a�� ai

@�

@xi

Fi = fi � aij
@�

@xj

: (2.22)

En effet, d’après (2:15) et le changement de variable u(x) = v(x) + �(x) on obtient

Lu = f +
nX
i=1

@fi
@xi

11@
 est la frontière.
12�!� est le vecteur unitaire de la normale extérieur à S = @
:
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) L (v + �) = f +
nX
i=1

@fi
@xi

) L (v) + L (�) = f +
nX
i=1

@fi
@xi

(d’après la linéarité de L)

alors

L (v) = f +
nX
i=1

@fi
@xi

� L (�)

= f +
nX
i=1

@fi
@xi

�
"

nX
i;j=1

@

@xi

�
aij(x)

@�

@xj

�
+

nX
i=1

ai(x)
@�

@xi
+ a(x)�

#

=

 
f � a(x)��

nX
i=1

ai(x)
@�

@xi

!
+

nX
i=1

@

@xi

 
fi �

nX
j=1

aij(x)
@�

@xj

!
;

donc

Lv = F + @Fi
@xi

;

où 8><>:
F = f � a�� ai

@�

@xi

Fi = fi � aij
@�

@xj

:

Nous supposons que cette transformation est déjà effectuée et nous considérons des problèmes

homogènes.

Dans les paragraphes 2 et 3 la solution est cherchée dans l’espace W 1
2 (
):

2.3.2 Solutions généralisées dans W 1
2 (
): Première inégalité de l’énergie

Considérons le problème de Dirichlet dans W 1
2 (
)

Lu =
nX

i;j=1

@

@xi

�
aij(x)

@u

@xj
+ ai(x)u

�
+

nX
i=1

bi(x)
@u

@xi
+ a(x)u = f +

nX
i=1

@fi
@xi

; (2.23)

u jS= 0: (2.24)

On suppose que

��2 � aij�i�j � ��2; où �; � > 0 des constantes et aij = aji: (2.25)

8>>><>>>:
�

nP
i=1

a2i

� 1
2

� �1;
�

nP
i=1

b2i

� 1
2

� �1�
nP
i=1

(ai � bi)2
� 1

2

� �2; �3 � a(x) � �4

: (2.26)
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kfkL2(
) <1; kFkL2(
) =








 

nX
i=1

f 2i

! 1
2








L2(
)

<1: (2.27)

Définition 2.2 On appelle solution généralisée dans W 1
2 (
) de l’équation (2:23) toute fonction

u 2 W 1
2 (
) vérifiant l’égalité intégrale

L(u; v) = (Lu; v)L2(
) =
Z



(aij
@u

@xj

@v

@xi
+ aiu

@v

@xi
� biv

@u

@xi
� auv)dx =

Z



(�fv+ fi
@v

@xi
)dx; (2.28)

pour tout v 2 C10 (
):

Cette définition a un sens car les intégrales dans (2:28) sont finies (u 2 W 1
2 (
); v 2 C10 (
)) :

Définition 2.3 On appelle encore solution généralisée du problème (2:23) ; (2:24) toute fonctions

u 2 �W 1
2 (
) vérifiant (2:28) pour tout v 2 �W 1

2 (
):

Remarque 2.9 L’identité (2:28) peut être obtenue formellement de l’identité

�
�
Lu� f � @fi

@xi
; v

�
= �

Z



�
Lu� f � @fi

@xi

�
vdx = 0; 8v 2 C10 (
): (2.29)

En effet, on a

�
Z



Luvdx = �
Z



�
@

@xi
(aij

@u

@xj
+ aiu)

�
vdx�

Z



bi
@u

@xi
vdx�

Z



auvdx

= �
Z
S

(aij
@u

@xj
+ aiu)v cos(

�!� ; xi)ds+
Z



(aij
@u

@xj
+ aiu)

@v

@xi
dx

�
Z



biv
@u

@xi
dx�

Z



auvdx;

où Z
S

(aij
@u

@xj
+ aiu)v cos(

�!� ; xi)ds = 0 (car v 2 C10 (
)).

Pour les solutions généralisées définis précédemment on va établir la première inégalité de

l’énèrgie pour cela considérons la forme quadratique L(u; u) = (Lu; u)L2(
)

L(u; u) =
Z



�
aij
@u

@xi

@u

@xj
+ (ai � bi)

@u

@xi
u� au2

�
dx;

en vertu de (2:25) ; (2:26) et l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

L(u; u) =

Z



�
aij
@u

@xi

@u

@xj
+ (ai � bi)

@u

@xi
u� au2

�
dx

�
Z



�

����@u@x
����2 dx� �4 Z




u2dx+

Z



(ai � bi)
@u

@xi
udx
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L(u; u) �
Z



 
�

����@u@x
����2 � �4u2

!
dx�

�Z



((ai � bi) (u))2 dx
� 1

2

 Z



�
@u

@xi

�2
dx

! 1
2

�
Z



 
�

����@u@x
����2 � �4u2

!
dx� �2

�Z



u2dx

� 1
2

 Z



�
@u

@xi

�2
dx

! 1
2

�
Z



 
�

����@u@x
����2 � �4u2

!
dx� �2 kukL2(
)





@u@x





L2(
)

;

d’après l’inégalité de Cauchy avec " on a

L(u; u) �
Z



 
�

����@u@x
����2 � �4u2

!
dx� "

2
�22 kuk

2
L2(
) �

1

2"





@u@x




2
L2(
)

;

posons
1

2"
= "1 (i.e.)

"

2
=

1

4"1
tel que "1 > 0, alors

L(u; u) � � kuxk2L2(
) � �4 kuk
2
L2(
) �

1

4"1
kuk2L2(
) � "1





@u@x




2
L2(
)

� (� � "1) kuxk2L2(
) �
�
�4 +

�22
4"1

�
kuk2L2(
) pour tout "1 > 0;

d’où

L(u; u) � (� � "1) kuxk2L2(
) �
�
�4 +

�22
4"1

�
kuk2L2(
) pour tout "1 > 0; (2.30)

si on pose "1 =
�

2
dans (2:30) ; on obtient

L(u; u) �
�
� � �

2

�
kuxk2L2(
) �

�
�4 +

�
�22
4

��
2

�

��
kuk2L2(
) (2.31)

� �

2
kuxk2L2(
) �

�
�4 +

�22
2�

�
kuk2L2(
) pour tout "1 > 0;

nous utilisons l’inégalité de Poincaré dans (2:30) ; donc

L(u; u) � (� � "1)
1

c2

kuk2L2(
) �

�
�4 +

�22
4"1

�
kuk2L2(
) ;

(i.e.)

L(u; u) �
�
(� � "1)

1

c2

� �4 �

�22
4"1

�
kuk2L2(
) pour tout "1 2]0; �];

L(u; u) � �1 kuk2L2(
) ; (2.32)

où

�1 = max
0<"1��

�
(� � "1)

1

c2

� �4 �

�22
4"1

�
; (2.33)

2.3. Méthode énergétique 31



Chapitre 2. Méthode d�analyse fonctionnelle

si �1 > 0; alors nous utilisons (2:31) et (2:32), on peut estimé kuxk2L2(
) comme suite

�

2
kuxk2L2(
) � L(u; u)

�
1 +

1

�1
max

�
0; �4 +

�22
2�

��
:

En effet

L(u; u) � �

2
kuxk2L2(
) �

�
�4 +

�22
2�

�
kuk2L2(
) ;

(i.e.)

�

2
kuxk2L2(
) � L(u; u) +

�
�4 +

�22
2�

�
kuk2L2(
)

� L(u; u) + 1

�1
max

�
0; �4 +

�22
2�

�
L(u; u)

� L(u; u)
�
1 +

1

�1
max

�
0; �4 +

�22
2�

��
;

d’où

kuxk2L2(
) �
1

�2
L(u; u); (2.34)

avec

�2 =
�

2

�
1 +

1

�1
max

�
0; �4 +

�22
2�

���1
: (2.35)

Soit u une solution généralisée dans W 1
2 (
) du problème (2:23), (2:24) ; alors (2:28) découle

l’inégalité

L(u; u) = � (f; u)L2(
) +
�
fi;
@u

@xi

�
L2(
)

� kfkL2(
) kukL2(
) + kFkL2(
) kuxkL2(
)

� "

2
kfkL2(
) +

1

2"
kukL2(
) +

"

2
kFkL2(
) +

1

2"
kuxkL2(
) ;

posons "2 = "3 =
1

2"
tel que "2; "3 > 0, on obtient

L(u; u) � "2 kuk2L2(
) +
1

4"2
kfk2L2(
) + "3 kuxk

2
L2(
) +

1

4"3
kFk2L2(
) ; 8"2; "3 > 0: (2.36)

En utilisant (2:36) et (2:30), on obtient la première inégalité de l’énergie

(� � "1 � "3) kuxk2L2(
) �
1

4"2
kfk2L2(
) +

1

4"3
kFk2L2(
) +

�
�4 +

�22
4"1

+ "2

�
kuk2L2(
) ; (2.37)

8"i > 0; i = 1; 3:
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En effet, on a

(� � "1) kuxk2L2(
) �
�
�4 +

�22
4"1

�
kuk2L2(
) � L(u; u) � "2 kuk2L2(
) +

1

4"2
kfk2L2(
)

+ "3 kuxk2L2(
) +
1

4"3
kFk2L2(
) ;

) (� � "1 � "3) kuxk2L2(
) �
�
�4 +

�22
4"1

+ "2

�
kuk2L2(
) +

1

4"2
kfk2L2(
) +

1

4"3
kFk2L2(
) :

Pour "1+ "3 < �, on a l’estimation de kuxkL2(
) en fonction de kfkL2(
) ; kFkL2(
) et kukL2(
) ; si

on pose "1 = "3 =
�

4
; on obtient

�
� � �

4
� �
4

�
kuxk2L2(
) �

1

4"2
kfk2L2(
) +

�
1

4

��
4

�

�
kFk2L2(
) +

�
�4 +

�
4

�

��
�22
4

�
+ "2

�
kuk2L2(
) ;

(i.e.)

kuxk2L2(
) �
1

2�"2
kfk2L2(
) +

2

�2
kFk2L2(
) +

2

�

�
�4 +

�22
�
+ "2

�
kuk2L2(
) : (2.38)

L’intérêt de (2:38) est qu’elle permet de majorer kuxkL2(
) par kukL2(
) et les fonctions f et F:

On s’intéresse à l’inégalité (2:37) dans laquelle on peut supprimer le terme kuk2L2(
) ; cela est

possible si �1 > 0:

En effet, de (2:34) et en vertu de (2:36) et de l’inégalité de Poincaré, on obtient

�2 kuxk2L2(
) � L(u; u) � "2 kuk
2
L2(
) + "3 kuxk

2
L2(
) +

1

4"3
kFk2L2(
)

) �2 kuxk2L2(
) � L(u; u) �
�
"2c

2

 + "3

�
kuxk2L2(
) +

1

4"2
kfk2L2(
) +

1

4"3
kFk2L2(
) ;

alors �
�2 � "2c2
 � "3

�
kuxk2L2(
) �

1

4"2
kfk2L2(
) +

1

4"3
kFk2L2(
) ; (2.39)

posons "3 = "2c2
 =
�2
4
; alors on obtient�

�2 �
�2
4
� �2
4

�
kuxk2L2(
) �

1

4

�
4c2

�2

�
kfk2L2(
) +

1

4

�
4

�2

�
kFk2L2(
) ;

) �2
2
kuxk2L2(
) �

c2

�2
kfk2L2(
) +

1

�2
kFk2L2(
) ;

donc

kuxk2L2(
) �
2

�22

h
c2
 kfk

2
L2(
) + kFk

2
L2(
)

i
; (2.40)
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de (2:40) il s’ensuit que si f = F = 0 la solution est nulle et par conséquente le problème (2:23)

et (2:24) ne peut avoir plus d’une solution généralisée dans W 1
2 (
) (pour �1 > 0): Donc on a

démontré le théorème suivant

Théorème 2.4 Si les conditions (2:25) ; (2:26) et (2:27) sont satisfaites et si �1 > 0; alors le problème

(2:23) et (2:24) admet au plus une solution généralisée.

2.3.3 Deuxième inégalité de l’énergie

Dans ce paragraphe, on démontre que toutes les solutions généralisées u 2 W 1
2 (
) du problème

de Dirichlet sont des éléments de W 1
2 (
) si les coefficients et les fonctions de l’équation (2:23)

ainsi que la frontière S = @
 ont certaines propriétés de régularités.

On suppose que les coefficients de L, en plus des conditions (2:25) et (2:26) qu’ils admettent des

dérivées
@aij
@xk

et
@ai
@xi

dans 
 et que les fonctions f et
@fi
@xi

2 L2(
):
En vertu de ça, il suffit de considérer au lieu de (2:23) l’équation de la forme

Lu =
nX

i;j=1

@

@xi

�
aij
@u

@xj

�
+

nX
i=1

ai
@u

@xi
+ au = f; (2.41)

on a remplacé f +
nP
i=1

@fi
@xi

par f et
@(aiu)

@xi
+ biuxi + au par aiuxi + au:

On suppose que L de type (2:41) et que (2:25) et (2:26) sont vérifier et que����@aij@xk

���� � �5; (2.42)

et

kfkL2(
) <1; (2.43)

on suppose aussi que S 2 C2:
Montrons que si les conditions données sont satisfaites pour (2:41) et aussi S; alors pour toute

fonction u 2 C2(
) telle que ujS = 0; on a l’inégalité

kuxxk2L2(
) �
2

�2
kLuk2L2(
) + c

�
kuk(1)2;


�2
; (2.44)

avec c dépandante de ui et S:

Il est évident de (2:38) que

kuxk2L2(
) �
1

2�"2
kLuk2L2(
) + c"2 kuk

2
L2(
) ; (2.45)

qui est vraie pour tout u 2 W 1
2 (
); où c"2 =

2

�

�
�4 +

�22
�
+ "2

�
; "2 > 0 et u est solution généralisée

dans W 1
2 (
) du problème Lu = f; ujS = 0; f 2 L2(
):
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Ajoutons la somme kuk2L2(
) + kuxk
2
L2(
) aux deux membres de (2:44) ; on obtient

kuk2L2(
) + kuxk
2
L2(
) + kuxxk

2
L2(
) � kuxk2L2(
) + kuk

2
L2(
) +

2

�2
kLuk2L2(
) + c

�
kuk(1)2;


�2
� kuxk2L2(
) + kuk

2
L2(
) +

2

�2
kLuk2L2(
) + c

�
kuxk2L2(
) + kuk

2
L2(
)

�
� 2

�2
kLuk2L2(
) + (1 + c) kuk

2
L2(
) + (1 + c) kuxk

2
L2(
)

� 2

�2
kLuk2L2(
) + (1 + c) kuk

2
L2(
)

+(1 + c)

�
1

2�"2
kLuk2L2(
) + c"2 kuk

2
L2(
)

�
�

�
2

�2
+
1 + c

2�"2

�
kLuk2L2(
) + (1 + c) (1 + c"2) kuk

2
L2(
) ;

donc

kuk(2)2;
 = kukW 2
2 (
)

�
��

2

�2
+
1 + c

2�"2

�
kLuk2L2(
) + (1 + c) (1 + c"2) kuk

2
L2(
)

� 1
2

;

on applique l’inégalité
p
a+ b �

p
a+

p
b, on obtient

kuk(2)2;
 �

s�
2

�2
+
1 + c

2�"2

�
kLukL2(
) +

p
(1 + c) (1 + c"2) kukL2(
) ;

si on pose "2 =
� (c+ 1)

4
; on obtient la seconde inégalité de l’énergie pour les opérateurs ellip-

tiques

kuk(2)2;
 �
2

�
kfkL2(
) + c2 kukL2(
) ; (2.46)

En effet

kuk(2)2;
 �

s�
2

�2
+
1 + c

2�"2

�
kLukL2(
) +

p
(1 + c) (1 + c"2) kukL2(
) ;

(i.e.)

kuk(2)2;
 �

s�
2

�2
+

�
1 + c

2�

��
4

� (c+ 1)

��
kLukL2(
) + c2 kukL2(
)

�

s�
2

�2
+
2

�2

�
kLukL2(
) + c2 kukL2(
)

�
r
4

�2
kLukL2(
) + c2 kukL2(
) ;

donc

kuk(2)2;
 �
2

�
kfkL2(
) + c2 kukL2(
)
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où c2 =
p
(1 + c) (1 + c1) et c1 = c"2 pour "2 =

� (c+ 1)

4
:

(2:46) est vraie pour tout u 2 �W 2
2 (
):

Dans le cas où L(u; u) � �1 kuk2L2(
) (voir (2:32)), �1 > 0 constant, le dernier terme de (2:46)

peut être estimé en terme de kLukL2(
) et au lieu de (2:46) on aura l’inégalité

kuk(2)2;
 � c3 kfkL2(
) ; (2.47)

où

c3 =
2

�
+
c2
�1
:

En effet

jL(u; u)j =
��(Lu; u)L2(
)�� � kLukL2(
) kukL2(
) ;

d’où

�1 kuk2L2(
) � kLukL2(
) kukL2(
)

) kukL2(
) �
1

�1
kLukL2(
) ;

et par conséquent

kuk(2)2;
 �
2

�
kLukL2(
) + c2

�
1

�1
kLukL2(
)

�
;

(i.e.)

kuk(2)2;
 �
�
2

�
+
c2
�1

�
kLukL2(
) :

Conclusion : Dans (2:46), on peut estimer kuk(2)2;
 à l’aide du terme libre f et la norme de la

solution. Par contre dans (2:47), on peut estimer kuk(2)2;
 seulement à l’aide du terme libre f .

Démonstration (2:44)

Considérons l’intégrale
R


(Lu)2 dx et essayons de le minoreZ




(Lu)2 dx =

Z



�
@

@xi

�
aijuxj

�
+ aiuxi + au

�2
dx

=

Z



�
aijuxixj +

�
@aij
@xi

uxj + aiuxi + au

��2
dx

=

Z



��
aijuxixj

�2
+ 2aijuxixj

�
@aij
@xi

uxj + aiuxi + au

�
+

�
@aij
@xi

uxj + aiuxi + au

�2#
dx

�
Z



�
aijuxixj

�2
dx+

Z



�
@aij
@xi

uxj + aiuxi + au

�2
dx� "

Z



�
aijuxixj

�2
dx

�1
"

Z



�
@aij
@xi

uxj + aiuxi + au

�2
dx (d’après l’inégalité de Cauchy avec ")
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Z



(Lu)2 dx �
Z



�
aijuxixj

�2
dx+

Z



�
@aij
@xi

uxj + aiuxi + au

�2
dx� "

Z



�
aijuxixj

�2
dx

� (1� ")
Z



�
aijuxixj

�2
dx+

�
1� 1

"

�Z



�
@aij
@xi

uxj + aiuxi + au

�2
dx

doncZ



(Lu)2 dx � (1� ")
Z



�
aijuxixj

�2
dx� c1

�
1� 1

"

�Z



�
u2x + u

2
�
dx pour 0 < " < 1; (2.48)

où

c1 = max
��
3�21 + 3�

2
5

�
; 3�4

	
:

RemarqueZ



�
@aij
@xi

uxj + aiuxi + au

�2
dx =

Z



�
@aij
@xi

uxj

�2
dx+

Z



(aiuxi + au)
2 dx

+2

Z



�
@aij
@xi

uxj

�
(aiuxi + au) dx

=

Z



�
@aij
@xi

�2
u2xjdx+

Z



a2iu
2
xi
dx+

Z



a2u2dx

+2

Z



�
@aij
@xi

uxj

�
(aiuxi) dx+ 2

Z



�
@aij
@xi

uxj

�
(au) dx

+2

Z



(aiuxi) (au) dx;

alors, d’après l’inégalité de Cauchy avec " on obtientZ



�
@aij
@xi

uxj + aiuxi + au

�2
dx �

Z



�
@aij
@xi

�2
u2xjdx+

Z



a2iu
2
xi
dx+

Z



a2u2dx

+"

Z



�
@aij
@xi

�2
u2xjdx+

1

"

Z



a2iu
2
xi
dx+ "

Z



a2u2dx

+
1

"

Z



�
@aij
@xi

�2
u2xjdx+ "

Z



a2iu
2
xi
dx+

1

"

Z



a2u2dx;

posons " = 1, on obtientZ



�
@aij
@xi

uxj + aiuxi + au

�2
dx � 3

Z



�
@aij
@xi

�2
u2xjdx+ 3

Z



a2iu
2
xi
dx+ 3

Z



a2u2dx

� 3�25 kuxk
2
L2(
) + 3�

2
1 kuxk

2
L2(
) + 3�

2
4 kuk

2
L2(
)

�
�
3�25 + 3�

2
1

�
kuxk2L2(
) + 3�24 kuk

2
L2(
) ; jaj � "

� max
�
3�21 + 3�

2
5; 3�4

	 h
kuxk2L2(
) + kuk

2
L2(
)

i
; � " � a � ":
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A l’aide d’une intégration par parties double, on aZ



aijuxixjakluxkxldx =

Z



aijuxixkakluxjxl �
@

@xj
(aijakl)uxiuxkxl (2.49)

+
@

@xk
(aijakl)uxiuxjxldx+

Z
S

I(s)ds

�
Z



I1(x)dx+

Z
S

I(s)ds� c2
Z



�
"1u

2
xx +

1

"1
u2x

�
dx pour " 2 [0; 1] ;

ici

I1(x) = aijakluxixkuxjxl

et

I(s) = aijakluxi
�
uxkxl cos(

�!� ; xj)� uxjxl cos(�!� ; xk)
�
; (x 2 S):

En effetZ



aijuxixjakluxkxldx = �
Z



@

@xj
(aijakluxkxl)uxidx+

Z
@


aijuxiakluxkxl cos(
�!� ; xj)ds

=

Z
@


aijuxiakluxkxl cos(
�!� ; xj)ds| {z }

A

�
Z



uxi
@

@xj
(aijakl)uxkxldx| {z }
B

�
Z



uxiaijakluxkxlxjdx

= A+B �
Z
@


uxiaijakluxlxj cos(
�!� ; xk)ds+

Z



@

@xk
(aijakluxi)uxlxjdx

= A+B �
Z
@


uxiaijakluxlxj cos(
�!� ; xk)ds+

Z



uxlxjuxi
@

@xk
(aijakl) dx

+

Z



aijakluxixkuxlxjdx

=

Z
S

aijakluxi
�
uxkxl cos(

�!� ; xj)� uxlxj cos(�!� ; xk)
�| {z }

I(S)

ds+

Z



aijakluxixkuxlxj| {z }
I1(x)

dx

+

Z



uxi

�
�uxkxl

@

@xj
(aijakl) + uxlxj

@

@xk
(aijakl)

�
| {z }

(D)

dx:

En utilisons les conditions sur les coefficients et l’inégalité de Cauchy et on suit on utilise

l’inégalité de Cauchy avec " on obtient (2:49).

D’après la condition d’ellipticité (2:16), on a

I1(x) = aijakluxixkuxjxl � �2u2xx. (2.50)

D’après les inégalités (2:48) ; (2:49) et (2:50) on déduire l’inégalité suivante
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(1� ")
�
�2 � "1c2

�
kuxxk2L2(
) �

Z



(Lu)2 dx� (1� ")
Z
S

I(s)ds (2.51)

+

�
c1

�
1� 1

"

�
+
c2
"1
(1� ")

��
kuk(1)2;


�2
:

En effetZ



(Lu)2 dx � (1� ")
Z



�
aijuxixj

�2
dx� c1

�
1� 1

"

�Z



�
u2x + u

2
�
dx

� (1� ")
�Z




I1(x)dx+

Z
S

I(s)ds� c2
Z



�
"1u

2
xx +

1

"1
u2x

�
dx

�
�c1

�
1� 1

"

�Z



�
u2x + u

2
�
dx

� �2(1� ")
Z



u2xxdx+ (1� ")
Z
S

I(s)ds� c2"1(1� ")
Z



u2xxdx

�c2
"1
(1� ")

Z



u2xdx� c1
�
1� 1

"

�Z



u2xdx� c1
�
1� 1

"

�Z



u2dx

� (1� ")
�
�2 � "1c2

�
kuxxk2L2(
) + (1� ")

Z
S

I(s)ds� c1
�
1� 1

"

�
kuk2L2(
)

�
�
c1

�
1� 1

"

�
+
c2
"1
(1� ")

�
kuxk2L2(
) ;

donc

(1� ")
�
�2 � "1c2

�
kuxxk2L2(
) �

Z



(Lu)2 dx� (1� ")
Z
S

I(s)ds+ c1

�
1� 1

"

�
kuk2L2(
)

+

�
c1

�
1� 1

"

�
+
c2
"1
(1� ")

�
kuxk2L2(
)

�
Z



(Lu)2 dx� (1� ")
Z
S

I(s)ds+ c1

�
1� 1

"

�
kuk2L2(
)

+
c2
"1
(1� ") kuk2L2(
) +

�
c1

�
1� 1

"

�
+
c2
"1
(1� ")

�
kuxk2L2(
)

�
Z



(Lu)2 dx� (1� ")
Z
S

I(s)ds+

�
c1

�
1� 1

"

�
+
c2
"1
(1� ")

�
�
kuk2L2(
) + kuxk

2
L2(
)

�
;

on remarque qu’on a ajouté le terme
c2
"
(1� ") kuk2L2(
) ; si on pose " =

1

7
et "1 =

�2

8c2
; alors (2:51)

va prendre la forme suivant

3�2

4
kuxxk2L2(
) �

Z



(Lu)2 dx� 6
7

Z
S

I(s)ds+ c3

�
kuk(1)2;


�2
: (2.52)
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En effet�
1� 1

7

��
�2 � c2

�2

8c2

�
kuxxk2L2(
) �

Z



(Lu)2 dx�
�
1� 1

7

�Z
S

I(s)ds+ c3

�
kuk(1)2;


�2
;

(i.e.) �
6

7

��
7

8

�
�2 kuxxk2L2(
) �

Z



(Lu)2 dx� 6
7

Z
S

I(s)ds+ c3

�
kuk(1)2;


�2
;

et par conséquent

3�2

4
kuxxk2L2(
) �

Z



(Lu)2 dx� 6
7

Z
S

I(s)ds+ c3

�
kuk(1)2;


�2
;

comme

�
Z
S

I(s)ds � �
Z
S

u2xds; � > 0, (voir Ladyzhenskaya [10]) (2.53)

pour tout 
; alors on déduit de (2:52) et (2:53) que

3�2

4
kuxxk2L2(
) �

Z



(Lu)2 dx+ 6�
7

Z
S

u2xds+ c3

�
kuk(1)2;


�2
: (2.54)

Pour estimer le 2�eme terme de membre droit de (2:54) ; on utilise l’inégalité (1:28) ; (i.e.)Z
S

v2ds � c
Z



�
v2 + v2x

�
dx où v 2 W 1

2 (
);

et comme ru2x = 2uxuxx, alors on aZ
S

u2xds � c4

Z



�
u2x +ru2x

�
dx

� c4

Z



�
u2x + 2 juxj juxxj

�
dx

� c4

Z



�
u2x + "u

2
xx +

1

"
u2x

�
dx;

)
Z
S

u2xds � c4
Z



�
1 +

1

"

�
u2x + "u

2
xxdx; (2.55)

si on pose " =
�2

4

�
6

7
�c4

��1
; on peut déduire de (2:54) et (2:55) que

�2

2
kuxxk2L2(
) �

Z



(Lu)2 dx+ c5
�
kuk(1)2;


�2
: (2.56)

En effet
3�2

4
kuxxk2L2(
) �

Z



(Lu)2 dx+ 6�
7

Z
S

u2xds+ c3

�
kuk(1)2;


�2
�

Z



(Lu)2 dx+ 6�
7

�
c4

Z



�
1 +

1

"

�
u2x + "u

2
xxdx

�
+c3

�
kuk(1)2;


�2
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)
�
3�2

4
� "�c4

6

7

�
kuxxk2L2(
) �

Z



(Lu)2 dx+ 6
7
�c4

�
1 +

1

"

�
kuk2L2(
) + c3

�
kuk(1)2;


�2

)
 
3�2

4
� �

2

4

�
6

7
�c4

��1�
6

7
�c4

�!
kuxxk2L2(
) �

Z



(Lu)2 dx+ c5
�
kuk(1)2;


�2
) �2

2
kuxxk2L2(
) �

Z



(Lu)2 dx+ c5
�
kuk(1)2;


�2
;

qui est exactement (2:44) :
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Formulation variationnelle des problèmes

aux limites

3.1 Lemme de Lax-Milgram

Soit H un espace de Hilbert, a(:; :) une forme bilinéaire continue et l 2 H 0 une forme linéaire

continue, on considère le problème suivant

«Trouver u 2 H tel que a(u; v) = l(v); 8v 2 H», (3.1)

appelé problème variationnelle abstrait.

L’existence et l’unicité de la solution du problème (3:1) suite le lemme de Lax-Milgram.

Lemme 3.1 (Lax-Milgram) Soit a(u; v) une forme bilinéaire, continue et coercive sur l’espace de

Hilbert H, soit l(v) une forme linéaire continue sur H. Alors le problème (3:1) admet une solution

unique dans H:

De plus, si a est symétrique, ce problème est équivalent au problème de minimisation8<: Trouver u qui réalise le minimum dans H de

J(v) =
1

2
a(v; v)� l(v)

: (3.2)

Preuve. L’application u 7! a(u; v) est une forme bilinéaire continue sur H, donc en appliquant le

théorème de Riesz, il existe un élément Au 2 H tel que

a(u; v) = (Au; v)H ; 8v 2 H:

De même l(v) est une forme linéaire continue sur H, donc toujours d’après le théorème de

Riesz, il existe un élément f 2 H tel que

l(v) = (f; v)H ; 8v 2 H:
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Soit � > 0, désignons
T� : H ! H

u 7! T�(u) = u� �(Au� f):

Le problème (3:1) est finalement équivalent à

«Trouver u 2 H tel que T�(u) = u»,

on ce qui revient au même montrer que T� admet un point fixe, T� contraction stricte1.

En effet

kT�(u)� T�(v)k2H = (T�(u)� T�(v); T�(u)� T�(v))H
= ((u� � (Au� f))� (v � � (Av � f)) ; (u� � (Au� f))� (v � � (Av � f))H
= (u� �Au� �f � v + �Av + �f; u� �Au� �f � v + �Av + �f)H
= (u� v � �(A(u� v)); u� v � �(A(u� v)))H
= ku� vk2H � 2(u� v; �(A(u� v))) + �2 kA(u� v)k

2
H ;

on a

(u� v; �(A(u� v))) � � kA(u� v)kH ku� vkH
� �� ku� vk2H (par la coercivité de A):

kA(u� v)k2H = (A(u� v); A(u� v))

� M2 ku� vk2H (par la continuité de A);

finalement, on trouve que

kT�(u)� T�(v)k2H � (1� 2��+ �
2M2) ku� vk2H :

Posons

f(�) = 1� 2��+ �2M2;

où M > 0 et � �M , on a

f 0(�) = �2�+ 2M2�;

f 0(�) = 0

1On dit que l’application T : H ! H est une contraction stricte si existe 0 � k < 1 tel que kTy � Txk2 �
k ky � xk2 ;8x; y 2 H; donc elle admet un point fixe.
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, �2�+ 2M2� = 0

, � =
�

M2
;

donc

f(�) = 1� 2 �
2

M2
+
�2

M2
= 1� �2

M2
< 1;

d’autre part 1� �2

M2
� 0:

Avec le choix de � =
�

M2
; T� est une contraction stricte elle admet un point fixe2 (i.e.)

T�(u) = u

, Au = f

, (Au; v)H = (f; v)H

, a(u; v) = l(v);

qui admet une solution unique.

On considère le problème de minimisation

Trouver u 2 H tel que J(u) = min
v2H

J(v);

comme u 2 H la solution du problème (3:1) et w un élément quelconque de H ; alors, en vertu

de la symétrie de la forme bilinéaire a(:; :) on a

J(u+ w) =
1

2
a(u+ w; u+ w)� l(u+ w)

=
1

2
fa(u; u) + 2a(u;w) + a(w;w)g � fl(u)� l(w)g

=

�
1

2
a(u; u)� l(u)

�
+ fa(u;w)� l(w)g+ 1

2
a(w;w);

puisque u est la solution du problème (3:1), alors

J(u+ w) = J(u) +
1

2
a(w;w);

et d’après la propriété de H-ellipticité, on obtient

J(u+ w) � J(u) + �
2
kwk2 ;

donc

8v 2 H; v 6= u) J(v) > J(u);

d’où

J(u) = min
v2H

J(v):

2Soit X un espace métrique complet et f : X ! Y une contraction stricte, alors f admet un unique point fixe,

(i.e) il existe un unique point a de X tel que f(a) = a:
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3.2 Applications

Nous allons maintenant aborder la résolution de quelques équations aux dérivées partielles

elliptiques de second ordre.

3.2.1 Problèmes aux limites elliptiques avec les conditions de Dirichlet

Le cas homogène

Soit 
 � RN un ouvert borné avec frontière supposons régulière @
:

| Soit à résoudre le problème suivant(
��u = f dans 


u = 0 sur @

; (3.3)

où

�u =
NX
i=1

@2u

@x2i
le Laplacien de u

et f 2 L2(
) est une fonction donnée.

Multiplions l’équation du problème (3:3) par v 2 H1
0 (
)

3 et intégrons sur 
, on obtient

�
Z



�uvdx =

Z



fvdx;

d’après la formule de Green, on aZ



rurvdx�
Z
@


@u

@�
vd� =

Z



fvdx;

puisque v 2 H1
0 (
), donc Z

@


@u

@�
vd� = 0;

alors Z



rurvdx =
Z



fvdx:

La résolution du problème (3:3) est équivalente à la résolution du problème variationnelle

suivant

«Trouver u 2 H1
0 (
) tel que a(u; v) = l(v); 8v 2 H1

0 (
)»,

où

a(u; v) =

Z



rurvdx; est une forme bilinéaire

3Fonction test.
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et

l(v) =

Z



fvdx; est une forme linéaire.

En vérifiant les hypothèses de lemme de Lax-Milgram.

| a est continue ?

ja(u; v)j =
����Z



rurvdx
����

�
Z



jruj jrvj dx

� krukL2(
) krvkL2(
) (d’après Cauchy Schwartz)

� kukH1
0 (
)

kvkH1
0 (
)

;

alors a est continue dans H1
0 (
):

| a est coercive ?

a(u; u) =

Z



(ru)2 dx

= kruk2L2(
)
� � kuk2H1

0 (
)
(d’après Poincaré),

alors a est coercive.

| l(v) est continue ?

jl(v)j =
����Z



fvdx

����
�

Z



jfvj dx

� kfkL2(
) kvkL2(
) (d’après Cauchy Schwartz)

� kfkL2(
) kvkH1
0 (
)

� c kvkH1
0 (
)

;

où c = kfkL2(
) <1; alors l(v) est continue dans H1
0 (
).

Donc les hypothèses du lemme de Lax-Milgram sont vérifiées alors le problème (3:3) admet une

solution unique u 2 H1
0 (
).

Le cas non-homogène

Soit à résoudre le problème suivant(
��u = f dans 


u = g sur @

; (3.4)
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où f; g 2 L2(
) sont données.

Posons u = w + h, où h 2 H2(
) et hj@
 = g; donc le problème (3:4) se ramène à un problème

de Dirichlet homogène pour la nouvelle variable w:

En effet
u = w + h

) uj@
 = wj@
 + hj@

) g = wj@
 + g
) wj@
 = 0;

donc, on résoudre le problème (
��w = f +�h dans 


w = 0 sur @

; (3.5)

avec f +�h 2 L2(
):
Multiplions l’équation du problème (3:5) par v 2 H1

0 (
) et intégrons sur 
, on obtient

�
Z



�wvdx =

Z



(f +�h)vdx;

d’après la formule de Green on aZ



rwrvdx�
Z
@


dw

d�
vd� =

Z



fvdx�
Z



rhrvdx+
Z
@


dh

d�
vd�

)
Z



rwrvdx =
Z



fvdx�
Z



rhrvdx:

La résolution du problème (3:5) est équivalente à la résolution du problème variationnelle

«Trouver w 2 H1
0 (
) tel que a(w; v) = l(v); 8v 2 H1

0 (
)»,

où

a(w; v) =

Z



rwrvdx; l(v) =
Z



fvdx�
Z



rhrvdx:

En vérifiant les hypothèses du lemme de Lax-Milgram.

| a est continue ?

ja(w; v)j =
����Z



rwrvdx
����

�
Z



jrwj jrvj dx

� krwkL2(
) krvkL2(
) (d’après Cauchy Schwartz)

� kwkH1
0 (
)

kvkH1
0 (
)

;
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donc a est continue dans H1
0 (
).

| a est coercive ?

a(w;w) =

Z



(rw)2 dx � � kwk2H1
0 (
)

(d’après Poincaré),

alors a est coercive dans H1
0 (
).

| l(v) est continue ?

jl(v)j =
����Z



fvdx�
Z



rhrvdx
����

� kfkL2(
) kvkL2(
) + krhkL2(
) krvkL2(
) (d’après Cauchy Schwartz)

� kfkL2(
) kvkH1
0 (
)

+ khkH1(
) kvkH1
0 (
)

� max(kfkL2(
) ; khkH1(
)) kvkH1
0 (
)

� c kvkH1
0 (
)

;

où c = max(kfkL2(
) ; khkH1(
)); donc l(v) est continue dans H1
0 (
).

Alors les hypothèses du lemme de Lax-Milgram sont vérifiées donc le problème (3:5) admet une

solution unique w 2 H1
0 (
); d’où le problème (3:4) admet une solution unique u 2 H1(
)\H2(
):

3.2.2 Problèmes aux limites elliptiques avec les conditions de Neumann

Le cas homogène

| Soit à résoudre le problème suivant8<: ��u = f dans 

@u

@�
= 0 sur @


; (3.6)

où f 2 L2(
) est une fonction donnée.

Multiplions l’équation du problème (3:6) par v 2 H1(
) et intégrons sur 
, on obtient

�
Z



�uvdx =

Z



fvdx;

d’après la formule de Green on aZ



rurvdx�
Z
@


@u

@�
vd� =

Z



fvdx

)
Z



rurvdx =
Z



fvdx;
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le problème (3:6) équivalent à

«Trouver u 2 H1(
) tel que a(u; v) = l(v); 8v 2 H1(
)»,

où

a(u; v) =

Z



rurvdx

et

l(v) =

Z



fvdx:

En vérifiant les hypothèses de lemme de Lax-Milgram, on obtient

a(u; v) est continue et coercive dans H1(
):

l(v) est continue dans H1(
):

Alors le problème (3:6) admet une solution faible unique u 2 H1(
):

Le cas non-homogène

Soit à résoudre le problème 8<: ��u = f dans 

@u

@�
= g sur @


; (3.7)

tel que f; g 2 L2(
) sont des fonctions données.

Multiplions l’équation du problème (3:7) par v 2 H1(
) et intégrons sur 
, on obtient

�
Z



�uvdx =

Z



fvdx;

d’après la formule de Green on aZ



rurvdx�
Z
@


@u

@�
vd� =

Z



fvdx

,
Z



rurvdx�
Z
@


gvd� =

Z



fvdx

,
Z



rurvdx =
Z



fvdx+

Z
@


gvd�;

le problème (3:7) équivalent à

«Trouver u 2 H1(
) tel que a(u; v) = l(v); 8v 2 H1(
)»,

où

a(u; v) =

Z



rurvdx
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et

l(v) =

Z



fvdx+

Z
@


gvd�:

En vérifiant les hypothèses du lemme de Lax-Milgram

| a est continue ?

ja(u; v)j =
����Z



rurvdx
����

�
Z



jruj jrvj dx

� krukL2(
) krvkL2(
) (d’après Cauchy Schwartz)

� kukH1(
) kvkH1(
) ;

donc a est continue.

| a est coercive ?

a(u; u) =

Z



(ru)2 dx � � kuk2H1(
) (d’après Poincaré),

donc a est coercive.

| l(v) est continue ?

jl(v)j =
����Z



fvdx+

Z



gvd�

����
�

Z



jf j jvj dx+
Z
@


jgj jvj d�

� kfkL2(
) kvkL2(
) + kgkL2(@
) kvkL2(@
) (d’après Cauchy Schwartz)

d’après le théorème de Trace

jl(v)j � kfkL2(
) kvkL2(
) + c kgkL2(@
) kvkH1(
) ; tel que c > 0:

) jl (v)j � max
�
kfkL2(
) ; c kgkL2(@
)

�
kvkH1(
) � k kvkH1(
) ;

où k = max(kfkL2(
) ; c kgkL2(@
));
alors

jl(v)j � k kvkH1(
) ;

donc l(v) est continue.

D’après le lemme de Lax-Milgram le problème (3:7) admet une solution faible unique u 2 H1(
):
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Méthode de degré topologique

Dans ce chapitre on va établir l’existence d’une solution faible pour le problème quasi-linéaire

suivante (
��u(x) = �u(x) + h(x; u(x)) dans 


u = 0 sur @

; (4.1)

où 
 � RN est un domaine borné non vide de frontière lipchitzienne (
 2 C10), � est un paramètre

positive et h : 
� R! R est une fonction de Carathéodory bornée.

Dans l’espace de Sobolev �W 1
2 (
), on considère la norme

kuk�W 1
2 (
)

=

�Z



jru(x)j2 dx
� 1

2

:

Par une solution faible du problème (4:1) ; on signifier tout u 2 �W 1
2 (
) tel queZ




ru(x)rv(x)dx� �
Z



u(x)v(x)dx�
Z



h(x; u(x))v(x)dx = 0;

pour tout v 2 �W 1
2 (
):

Il est clair que le problème des valeurs propres(
��u(x) = �u(x) dans 


u = 0 sur @

; (4.2)

a une valeur propre principale ((i.e.) la plus petit) �1 > 0; qui est simple et caractérisée variation-

nellement par

�1 = inf
u2�W 1

2 (
)nf0g

R


jru(x)j2 dxR


ju(x)j2 dx

:

Soit X un espace de Banach réel et réflexive1 et soit X� son dual. Ici et dans la suite nous

désignons par

hf; ui = f(u)
1Soit E un espace de Banach et soit J l’injection canonique de E dans E", on dit que E est réflexif si J(E) = E":
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la valeur de la forme linéaire f 2 X� pour tout élément u 2 X:
Si X est un espace de Hilbert, alors d’après le théorème de Représentation de Riesz

hf; ui = (u; f) :

Le but principal est de prouver l’existence d’une solution faible de (4:1) par la méthode de degré

topologique.

Plusieurs applications de cette méthode pour résoudre des problèmes aux limites non linéaires

sont déjà disponibles.

4.1 Résultat principale

Il y a plusieurs outils pour obtenir les résultats d’existence des solutions des problèmes aux

limites quasi-linéaires, le théorème suivant est notre outil principal pour prouver ces résultats.

Théorème 4.1 Soit T : X ! X� un opérateur borné, semi-continu et satisfait la condition (S+) et

soit D � X un ouvert borné non vide avec une frontière @D tel que T (u) 6= 0 pour u 2 @D, alors il

existe un entier

deg(T;D; 0)

appelé le degré de l’application T telle que

1. deg(T;D; 0) 6= 0 implique qu’il existe un élément u0 2 D tel que

T (u0) = 0:

2. Si D est symétrique par-rapport à l’origine et T satisfait T (u) = �T (�u) pour tout u 2 @D,

alors deg(T;D; 0) est un nombre impaire (et donc différent de zéro).

3. (Les propriétés invariances d’homotopie) Soit T� une famille des applications bornées et

semi-continues satisfait la condition (S+) qui dépend continument d’un paramètre réel � 2
[0; 1], et soit T�(u) 6= 0 pout tout u 2 @D et � 2 [0; 1] alors deg(T�;D; 0) est constant par-

rapport à � 2 [0; 1].

En particulier, on a

deg(T0;D; 0) = deg(T1;D; 0):
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Nous introduisons les opérateurs J;G; S : �W 1
2 (
)!

�
�W 1
2 (
)

��
de la manière suivante :

hJ(u); vi =

Z



ru(x)rv(x)dx;

hG(u); vi =

Z



u(x)v(x)dx;

hS(u); vi =

Z



h(x; u(x))v(x)dx;

pour tout u; v 2 �W 1
2 (
):

D’abord, nous donnons les propriétés des opérateurs J;G et S.

Lemme 4.1 Les opérateurs J; G et S sont bien définis, nous avons aussi les propriétés suivantes :

a) J; G et S sont des opérateurs bornés et continus2 (et aussi semi-continus).

b) G et S sont des opérateurs compacts.

c) J satisfait la condition (S+) :

d) J est inversible et son inverse est continu.

Preuve. Le fait que J; G et S sont bien définis suit le procédure standard, a) et b) découlent de

l’inégalité de Cauchy Schwartz, la limite de h et l’injection compacte �W 1
2 (
) ,! L2(
)3:

Pour prouver c), on a

Soit un * u0 dans �W 1
2 (
) et

lim
n!1

sup hJ(un); un � u0i � 0;

alors

lim
n!1

hJ(un); un � u0i = 0;

donc

0 � lim sup
n!1

hJ (un)� J (u0) ; un � u0i

= lim
n!1

sup fhJ(un); un � u0i � hJ(u0); un � u0ig

= lim
n!1

sup

�Z



run(x) (run(x)�ru0(x)) dx�
Z



ru0(x) (run(x)�ru0(x)) dx
�

= lim
n!1

sup

�Z



(run(x)�ru0(x))2 dx
�

= lim
n!1

sup

�Z



jrun(x)j2 dx� 2
Z



[jrun(x)j jru0(x)j] dx+
Z



jru0(x)j2 dx
�

2On dit que T : H ! H est un opérateur continue si un ! u dans H alors Tun ! Tu dans H .
3Si pour tout suite bornée dans E (pour la norme de E) il est possible d’extraire une sous-suite qui converge dans

F (pour la norme de F ).
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� lim
n!1

sup

(Z



jrun(x)j2 dx� 2
"�Z




jrun(x)j2 dx
� 1

2
�Z




jru0(x)j2 dx
� 1

2

#
dx

+

Z



jOu0(x)j2 dx
�

(d’après l’inégalité de Cauchy Schwartz)

� lim
n!1

sup
h
kunk2�W 1

2 (
)
� 2 kunk�W 1

2 (
)
ku0k�W 1

2 (
)
+ ku0k2�W 1

2 (
)

i
� lim

n!1
sup

h
kunk�W 1

2 (
)
� ku0k�W 1

2 (
)

i2
� 0;

d’où

kunk�W 1
2 (
)

! ku0k�W 1
2 (
)

et grâce à la convexité uniforme de �W 1
2 (
) on a

un ! u0 dans �W 1
2 (
);

donc J satisfait la condition (S+) :

Enfin, nous prouvons d).

En effet, on a

hJ (u)� J (v) ; u� vi > 0 pour u 6= v;

par conséquent, J est injectif.

Pour prouver que J�1 est continue, nous découlons par contradiction, supposons qu’il existe

une suite (fn)
1
n=1 ; fn ! f dans

�
�W 1
2 (
)

��
et kJ�1 (fn)� J�1 (f)k�W 1

2 (
)
� � où � > 0:

Soit un = J�1 (fn) et u = J�1 (f), il s’ensuit que

kfnk�W 1
2 (
)

kunk�W 1
2 (
)

� hfn; uni = hJ (un) ; uni = kunk2�W 1
2 (
)

;

(i.e.)

kunk�W 1
2 (
)

� kfnk�W 1
2 (
)

:

Nous pouvons alors supposer que un * ~u dans �W 1
2 (
), par la réflexivité de �W 1

2 (
), on obtient

hJ (un)� J (~u) ; un � ~ui = hJ (un)� J (u) ; un � ~ui+ hJ (u)� J (~u) ; un � ~ui ! 0;

(i.e.)

J (un)! J (u) dans
�
�W 1
2 (
)

��
;

donc on a

0 = lim
n!1

hJ (un)� J (~u) ; un � ~ui � lim
n!1

h
kunk�W 1

2 (
)
� k~uk�W 1

2 (
)

i2
� 0;

(i.e.) kunk�W 1
2 (
)

! k~uk�W 1
2 (
)

, par conséquent un ! ~u car �W 1
2 (
) est un espace de Banach unifor-

mément convexe, donc J est continue et injective, alors u = ~u, contradiction.

Nous présentons notre résultat principal comme suite

4.1. Résultat principale 54



Chapitre 4. Méthode de degré topologique

Théorème 4.2 Soit � < �1, et soit h : 
� R! R est une fonction de Carathéodory bornée, donc le

problème (4:1) admet une solution faible.

Preuve. Posons

T = J � �G� S;

telle que J; G et S sont comme ci-dessus.

Alors l’existence d’une solution faible de (4:1) est équivalente à l’existence de la solution de

l’équation

T (u) = 0: (4.3)

Notre plan est d’utiliser l’argument de degré pour prouver l’existence de la solution de (4:3),

d’après lemme (4,1), l’opérateur T est borné, semi-continu et satisfait la condition (S+), l’opéra-

teur J satisfait

hJ(u); ui = kuk2�W 1
2 (
)

;

par ailleurs, J et G sont des applications impaires et homogènes4.

Notre procédure est le suivant

L’existence d’une solution de (4:3) suivra

deg(J � �G� S;B(0;R); 0) 6= 0; (4.4)

si nous trouvons une boule B(0;R) pour que (4:4) est valable.

Pour prouver (4:4) ; nous utilisons les propriétés invariances d’homotopie du degré5, et relier

l’opérateur J � �G � S avec l’opérateur J � �G sur le bord de la boule B(0;R) avec un rayon

grand R > 0.

Nous utilisons finalement

deg(J � �G;B(0;R); 0) 6= 0 6 ; (4.5)

alors, pour compléter la preuve nous devons trouver une homotopie admissible relier l’opérateur

J � �G� S et l’opérateur J � �G.

Nous définissons une homotopie

T� (u) = J(u)� �G(u)� �S(u); � 2 [0; 1]; u 2 �W 1
2 (
);

il suffit de prouver qu’il existe R > 0 tel que pour tout u 2 �W 1
2 (
); kuk�W 1

2 (
)
= R et � 2 [0; 1], on

obtient

T� (u) 6= 0: (4.6)

4J(tu) = tJ(u) et G(tu) = tG(u) pour tout t > 0, u 2W 1;2
0 (
):

5Voir théorème (4.1).
6 La valeur du degré dans (4:5) est un nombre impaire d’après le théorème (4,1):
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Supposons par contradiction qu’il n’existe aucun R > 0; (i.e.) nous pouvons trouver une suite

fung1n=1 � �W 1
2 (
) et f�ng1n=1 � [0; 1] telle que kunk�W 1

2 (
)
!1 et

J(un)� �G(un)� �nS(un) = 0; (4.7)

posons vn =
un

kunk�W 1
2 (
)

, divisant (4:7) par kunk�W 1
2 (
)

et utilisant l’effet que J et G sont homogènes

pour obtenir

J(vn)� �G(vn)� �n
S(un)

kunk�W 1
2 (
)

= 0; (4.8)

grâce à la réflexivité de �W 1
2 (
) et la compacité de l’intervalle [0; 1], passons à une sous suite, nous

pouvons supposer que

vnk * v dans �W 1
2 (
) et �nk ! � 2 [0; 1]:

Soit M = sup
x2
; s2R

jh(x; s)j, alors d’après l’inégalité de Cauchy Schwartz et l’inégalité de Poincaré

on obtientZ



jh(x; unk(x))j
kunkk�W 1

2 (
)

jv(x)j dx � M

Z



jv(x)j
kunkk�W 1

2 (
)

dx

� M

kunkk�W 1
2 (
)

�Z



(1)2 dx

� 1
2
�Z




(jv(x)j)2 dx
� 1

2

dx

� M1

kunkk�W 1
2 (
)

�Z



(jrv(x)j)2 dx
� 1

2

dx

� M1

kvk�W 1
2 (
)

kunkk�W 1
2 (
)

! 0 quand k !1;

où M1 > 0 est un constant.

En résumé, puisque G est compact on obtient

�nk
S(unk)

kunkk�W 1
2 (
)

! 0 (4.9)

et

�G(vnk)! �G(v) (4.10)

dans
�
�W 1
2 (
)

��
quand k !1.

Donc, en rassemblant (4:8)-(4:10), on obtient aussi que

J(vnk)! �G(v)

dans
�
�W 1
2 (
)

��
; quand k !1 (i.e.)

vnk ! J�1 (�G(v))

dans �W 1
2 (
) quand k !17.

7N’oublier pas que J est inversible et son inverse est continu.
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Puisque au même temps vnk * v dans �W 1
2 (
), on a

vnk ! v dans �W 1
2 (
)

et

J(v)� �G(v) = 0 dans
�
�W 1
2 (
)

��
pour un � 2 [0; 1]; (4.11)

comme kvnkk�W 1
2 (
)

= 1 pour tout k = 1; 2; : : : ; on a kvk�W 1
2 (
)

= 1. Cependant, cela contredit

l’hypothèse � < �1.

Donc nous prouvons que (4:6) est vraie, (i.e.) l’homotopie T� est admissible.

4.2 Le cas � = �1

Considérons le problème de la valeur propre(
��u(x) = �u(x) dans 


u = 0 sur @

: (4.12)

Il est connu que les valeurs propres de (4:12) forment une suite croissante

0 < �1 � �2 � �3 � � � � ; �n !1:

En réalité, il est aussi possible de montrer que �1 a la multiplicité 18, et la fonction propre

correspondante '1 2 �W 1
2 (
) est positive dans 
:

De plus on a Z



r'1(x)rv(x)dx = �1
Z



'1(x)v(x)dx, pour tout v 2 W 1;2
0 (
): (4.13)

Maintenant, nous formulons le théorème suivant :

Théorème 4.3 Soit h : 
�R! R est une fonction de Carathéodory bornée et satisfait les conditions

suivantes :

i) lim
s!+1

h(x; s) = h(x;+1); lim
s!�1

h(x; s) = h(x;�1); pour tout x 2 
:

ii) h(x;�1) < h(x; s) < h(x;+1); pour tout x 2 
 et pour tout s 2 R:

Alors, le problème (
��u(x) = �1u(x) + h(x; u(x)) dans 


u = 0 sur @

(4.14)

admet une solution faible si et seulement siZ



h(x;�1)'1(x)dx < 0 <
Z



h(x;+1)'1(x)dx: (4.15)

8�1 < �2:
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Preuve. Pour la partie de suffisance, nous suivrons un schéma similaire pour la preuve de théo-

rème (4,2), mais maintenant J;G; S : �W 1
2 (
)! �W 1

2 (
) et

(J(u); v)�W 1
2 (
)

=

Z



ru(x)rv(x)dx = (u; v)�W 1
2 (
)

;

(G(u); v)�W 1
2 (
)

=

Z



u(x)v(x)dx;

(S(u); v)�W 1
2 (
)

=

Z



h (x; u(x)) v(x)dx;

pour tout u; v 2 �W 1
2 (
):

Pour � > 0 très petit que �1 + � < �2; nous définissons une homotopie

T� (u) = u� �1G(u)� (1� �) �G(u)� �S(u); � 2 [0; 1] ; u 2 �W 1
2 (
):

En effectuant toutes les étapes comme dans la preuve du théorème (4,2), nous arrivons à un

analogue de (4:11) c’est-à-dire

v � [�1 + (1� �) �]G(v) = 0; kvk�W 1
2 (
)

= 1 pour un � 2 [0; 1] ;

c’est une contradiction si � 6= 1, comme �1 + (1� �) � n’est pas une valeur propre.

(�1 < �1 + (1� �) � < �2) et v 6= 0:

Supposons que � = 1; (i.e.); �nk ! 1:

Donc, nous n’avons aucune contradiction, comme �1 est une valeur propre et

v � �1G(v) = 0

admet une solution avec kvk�W 1
2 (
)

= 1.

Maintenant, pour arriver à une contradiction et prouver que l’homotopie T� est admissible, nous

devons modifier la dernière étape quand passant à la limite dans

vn � �1G(vn)� (1� �n) �G(vn)� �n
S(un)

kunk�W 1
2 (
)

= 0

et utilisons des propriétés spéciales de S, c’est-à-dire

unk � �1G(unk)� (1� �nk) �G(unk)� �nkS(unk) = 0

est équivalente à l’identité intégraleZ



runk(x)rw(x)dx = [�1 + (1� �nk)] �
Z



unk(x)w(x)dx+ �nk

Z



h(x; unk(x))w(x)dx: (4.16)
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En effetZ



runk(x)rw(x)dx��1
Z



unk(x)w(x)dx�(1� �nk) �
Z



unk(x)w(x)dx��nk
Z



h(x; unk(x))w(x)dx = 0

)
Z



runk(x)rw(x)dx = �1
Z



unk(x)w(x)dx+(1� �nk) �
Z



unk(x)w(x)dx+�nk

Z



h(x; unk(x))w(x)dx

)
Z



runk(x)rw(x)dx = [�1 + (1� �nk) �]
Z



unk(x)w(x)dx+ �nk

Z



h(x; unk(x))w(x)dx;

pout tout w 2 �W 1
2 (
):

Prenons w = '1 dans (4:16) et en utilisant le fait queZ



runk(x)r'1(x)dx = �1
Z



unk(x)'1(x)dx (voir (4:13)) ;

on obtientZ



runk(x)rw(x)dx = [�1 + (1� �nk) �]
Z



unk(x)w(x)dx+ �nk

Z



h(x; unk(x))w(x)dx

) �1

Z



unk(x)'1(x)dx = [�1 + (1� �nk) �]
Z



unk(x)'1(x)dx+ �nk

Z



h(x; unk(x))'1(x)dx

) (1� �nk) �
Z



unk(x)'1(x)dx+ �nk

Z



h(x; unk(x))'1(x)dx = 0

) (�nk � 1) �
Z



unk(x)'1(x)dx = �nk

Z



h(x; unk(x))'1(x)dx; (4.17)

comme ci-dessus, vnk =
unk

kunkk�W 1
2 (
)

! v dans �W 1
2 (
) et v = k'1 avec k 6= 0.

Supposons que k > 0; comme vnk ! k'1 dans �W 1
2 (
) et par l’injection compacte

�W 1
2 (
) ,! L2 (
) ; on a vnk ! k'1 dans L2(
):

D’où (au moins pour une sous-suite) vnk(x)! k'1 > 0 presque par tout dans 
, (i.e.)

unk(x)! +1 presque par tout dans 
:

Passant à la limite dans (4:17) et utilisant �nk ! 1� et le théorème de la convergence dominée

de Lebesgue9, on obtientZ



h(x;+1)'1(x)dx = lim
k!+1

(�nk � 1) �
Z



unk(x)'1(x)dx � 0;

cela contredit la première inégalité dans (4:15).

9Soit ffngn�1 une suite de fonction de L1(
) converge presque partout vers une fonction mesurable f . On suppose

qu’il existe g 2 L1(
) telle que pour tout n � 1; on ait fn � g p.p sur 
; alors f 2 L1(
) et lim
n!1

kfn � fkL1 = 0 et

lim
n!1

Z



fn(x)dx =

Z



f(x)dx:
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De même, si k < 0, alors (au moins pour une sous-suite) unk(x) ! �1 presque par tout dans


:

Passant à la limite dans (4:17), on obtientZ



h(x;�1)'1(x)dx = lim
k!�1

(�nk � 1) �
Z



unk(x)'1(x)dx � 0;

cela contredit la première inégalité dans (4:15).

Cela preuve que T� est admissible, et donc (4:15) est suffisant pour l’existence d’une solution

faible de (4:14).

Pour prouver que (4:14) est également nécessaire nous découlons comme suite :

Soit u0 une solution faible de (4:14), (i.e.)Z



ru0(x)rv(x)dx = �1
Z



u0(x)v(x)dx+

Z



h(x; u0(x))v(x)dx;

pour tout v 2 �W 1
2 (
):

Prenons v = '1; alors on obtientZ



ru0(x)r'1(x)dx = �1
Z



u0(x)'1(x)dx+

Z



h(x; u0(x))'1(x)dx;

en utilisant (4:13), on obtient Z



h(x; u0(x))'1(x)dx = 0;

par l’hypothèse ii), on a

h(x;�1) < h(x; u0(x)) < h(x;+1); (4.18)

multipliant (4:18) par ('1 > 0) et intégrant sur 
, alorsZ



h(x;�1)'1(x)dx < 0 <
Z



h(x;+1)'1(x)dx;

et nous avons le résultat.

De même que la démonstration du théorème (4.3), nous pouvons prouver ce qui suit.

Théorème 4.4 Soit h : 
 � R ! R une fonction de Carathéodory bornée et satisfait les conditions

suivantes :

i) lim
s!+1

h(x; s) = h(x;+1); lim
s!�1

h(x; s) = h(x;�1); pour tout x 2 
:

ii) h(x;+1) < h(x; s) < h(x;�1); pour tout x 2 
 et pour tout s 2 R:

Alors, le problème (4:14) admet une solution faible si et seulement siZ



h(x;+1)'1(x)dx < 0 <
Z



h(x;�1)'1(x)dx: (4.19)
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Remarque 4.1 Il est possible de résoudre le problème (4:14) directement par la théorie du degré de

Leray-Schauder aussi, puisque l’opérateur J dans la preuve du théorème (4.2) n’est qu’une identité

sur W 1;2
0 (
):
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté trois méthodes de résolution des équations aux déri-

vées partielles de type elliptique linéaires. Ces méthodes sont utilisées pour obtenir des résultats

d’existence et d’unicité. Nous avons commencé par la méthode des inégalités de l’énergie, appelée

aussi méthode d’estimation à priori. La seconde technique est la formulation variationnelle des

problèmes aux limites développée par Lax-Milgram.

En fin nous avons appliqué la méthode de degré topologique de Leray-Schauder pour traiter un

problème quasi-linéaire.

Notre objectif ultime après ce travail est de traiter d’autres méthodes plus compliqués nous

permet d’établir l’existence et l’unicité.
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