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Résumé

Résumé

L�objectif de ce travail est d�étudiée quelques problèmes de types parabolique par la méthode

des inégalités énergétiques.

Le premier problème est l�équation de la chaleur, le deuxième une équation parabolique sous

forme générale, et le troisième un problème mixtes d�ordre supérieur impaire avec des conditions

non locales (conditions intégrale).
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Abstract

Abstract

The objective of this work is to study some Problems of the parabolic type by the energy

inequalities method.

The �rst problem is the heat equation, the second is a parabolic equation in the general form,

and the third is a mixed problem of superior order with nonlocal conditions (integral

conditions).
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Notations

Notations
E;F Espaces vectorielles.

k:k Une norme.

E� Espace dual.

(:; :) Un produit scalaire

F? L�orthogonal d�un sous-espace vectoriel F:

Lp L�ensemble des classes d�équivalence des fonctions de fonctions

de puissance p-iéme intégrable.

un
f! u Convergence forte.

un ! u Convergence faible.
@jkju

@xk11 @x
k2
2 � � � @xknn

Dérivée généralisée.

W l
m L0ensemblede tout les fonction u 2 Lm ayant des dérivées généralisées

jusquà l�ordre l (inclus)dans Lm:
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Introduction

Introduction
Les équations aux dérivées partielles (EDP) interviennent de manière récurrente dans la

modélisation des problèmes réels. Elles traduisent beaucoup des lois de la physique, mécanique

thermodynamique ....

Elles interviennent également dans beaucoup d�autre domaines comme la chimie pour modé-

lise les réactions, l�économie pour étudier le comportement des marchés...

Les équations aux dérivées partielles constituent encore aujourd�hui un sujet de recherche très

actif pour la bonne et simple raison que d�une manière générale il est très di¢ cile, surtout pour

démontrer que le problème admet une unique solution.

Les conditions standard (Dirichlet, Neumann et le type Robin) qui sont prescrites ponctuelle-

ment ne sont pas toujours su¢ santes car elles dépendent du contexte physique dont les données

peuvent être mesurées au bord du domaine physique.

Beaucoup de phénomènes physiques sont modélisés par des problèmes aux limites non clas-

siques qui relient les valeurs de la fonction inconnue sur la frontière et à l�intérieur du domaine

comme la condition intégrale sur le domaine spatial d�une fonction de la solution cherchée. Les

conditions aux limites non locales apparaissent principalement lorsque les données sur la frontière

ne peuvent pas êtres mesurées directement, mais seulement leurs valeurs moyennes sont connues.

Plus précisément, dans certains cas, il n�est pas possible de prescrire la solution u (pression,

température, ...) ponctuellement, parce que la valeur moyenne de la solution peut être mesurée

le long de la frontière ou sur une partie de celui-ci.

La signi�cation physique des conditions non locales, telle qu�une moyenne, la masse totale,

moments, etc, a servi comme cause fondamentale de l�intérêt considérable de ce genre de pro-

blèmes aux limites.

Les problèmes non locaux, spécialement avec conditions intégrales sont généralement rencon-

trées en génie chimique, la transmission de chaleur, la physique des plasmas, thermoelsticity.

Actuellement, les méthodes fonctionnelles sont devenues essentielles dans l�étude des pro-

blèmes mathématiques théoriques et appliqués. Le rôle principal des méthodes fonctionnelles,

est de donner de meilleurs résultats par rapport à ceux obtenus par les techniques classiques,
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en conséquence, il y a eu des progrès considérables dans l�étude des équations di¤érentielles

opérationnelles dans les espaces de Banach ou de Hilbert.

L�une des méthodes fonctionnelle utilisées dans l�étude des problèmes mixtes est la méthode

des d�analyse fonctionnelle qu�on a développé et appliqué pour des problèmes aux limites dans

cette mémoire.

La méthode d�analyse fonctionnelle dite aussi méthode des estimations a priori et méthode

des inégalités énergétiques. Cette méthode est basée sur les idées de Dezin [3] et développée par

Ladyzenskaya [4-5-6], où elle a été utilisée dans la résolution du problème de Cauchy lié aux

équations du type hyperbolique.

Le point remarquable de cette méthode d�analyse fonctionnelle est qu�on peut tirer le théo-

rème d�existence de la solution du problème posé, à partir du théorème d�unicité.

Les points di¢ ciles de cette méthode résident dans le choix des espaces fonctionnels E et F

et dans le choix du multiplicateur Mu.

Le programme suivant décrit les grandes lignes de la méthode des inégalités énergétiques :

1) On réécrit le problème posé sous la forme opérationnelle :

Au = f;

où A est l�opérateur engendré par l�équation et les conditions aux limites.

2) On démontre l�estimation à priori :

kukE � C kAukF ; (1)

pour tout u 2 D (A) où E et F sont deux espace convenablement choisis.

A partir de l�inégalité (1), on déduit l�unicité de la solution si elle existe. La démonstration

se base sur une analyse précise des formes obtenues en multipliant l�équation donnée par un

opérateurMu contenant la fonction u, ses dérivées et ses primitives. Le choix de l�opérateurMu

est fondamental, il est dicté par l�équation et les conditions aux limites.
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On démontre ensuite la densité de l�ensemble des valeurs de cet opérateur dans l�espace F .

Ensuite dans les topologies fortes des espaces E et F on construit la fermeture A de l�opérateur

A ; et la solution de l�équation

Au = F F 2 F;

est appelée solution forte du problème considéré. A l�aide d�un passage à la limite, on prolonge

l�inégalité (1) à u 2 D
�
A
�
et ainsi est garantie l�existence de la solution sur l�ensemble des images

R
�
A
�
de l�opérateur A: Comme l�image de l�opérateur A est fermée dans F et que R

�
A
�
= R(A):

Pour la démonstration de l�existence de la solution forte pour tout F 2F; il su¢ t d�établir la

densité de R(A) dans F qui est obtenue à l�aide des opérateurs de régularisation. Le choix des

opérateurs de régularisation est lié au caractère du problème étudié. L�unicité est déduite de

l�inégalité de l�énergie.

La méthode des estimations à priori est une méthode e¢ cace pour l�étude de beaucoup de

problèmes de la physique mathématique, elle est fondée sur un support théorique solide et est

développée dans un cadre abstrait élégant. Mais dans l�application de cette méthode on trouve

des di¢ cultés parmi les quelles nous citons le choix des espaces fonctionnels et le choix du

multiplicateur Mu:

L�objectif de cette mémoire est de donner un développement important de la méthode des

inégalités énergétiques dans l�étude des problèmes aux limites, engendrées par des équations

parabolique pour démontrer l�unicité de la solution

Notre mémoire se compose de quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux notions de la théorie des espaces fonctionnels et à la

théorie des opérateurs, on citera aussi les inégalités utilisées dans cette mémoire et quelque

théorème.

Dans le deuxième chapitre, on fait une synthèse et des idées sur la méthode des inégalités

énergétiques.

Dans le troisième chapitre on traite deux problèmes parabolique le premier est l�équation de

la chaleur et le deuxième une équation parabolique sous forme générale en appliquant la méthode

des inégalités énergétiques, on démontre l�existence et l�unicité de la solution.
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Et le quatrième chapitre, comporte des résultats obtenus par S.Mesloub, R.Mazoud Les au-

teurs ont traités un problème mixtes avec des conditions non locales pour une équation parabo-

lique d�ordre supérieur impaire avec des conditions intégrale :

Ils utilisent les inégalités énergétique pour démontre l�unicité de la solution puis Ils démontrent

l�existence de la solution.

On termine ce mémoire par une conclusion et une bibliographie.
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Chapitre 1

Rappels d�analyse fonctionnelle

1.1 Les espaces de Banach et les espaces de Hilbert

Dans tout ce chapitre | est le corps des réels R ou le corps des complexes C .

Dé�nition 1.1 Un espace vectoriel E est dite espace normée si pour chaque élément u 2 E il

existe un nombre réel noté par kuk (norme de u) véri�ant les axiomes

a) kuk � 0 kuk = 0 si et seulement si u = 0.

b) k�uk = j�j kuk 8� 2 |:

c) ku+ vk � kuk+ kvk (Inégalité triangulaire) :

Dé�nition 1.2 Dans un espace normée (E; k:k), on introduit la métrique (distance entre u et

v) par

d (u; v) = ku� vk :

Dé�nition 1.3 La convergence d�une suite (un)n2Nd�éléments de E vers u dans la norme de E

(convergence forte) est dé�nie par

kun � uk !
n!1

0;

et on not par un
f! u :

Dé�nition 1.4 Une suite (un)n2Nd�éléments de E est dite suite de Cauchy si

kup � uqkE ! 0 quand p; q !1;
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Chapitre 1 :Rappels d�analyse fonctionnelle

() 8" > 0;9N";8p > N";8q > N" =) kup � uqk < ":

Dé�nition 1.5 On dit qu�un espace vectorielle normé E est un espace de Banach s�il est com-

plet, c.à.d que toute suite de Cauchy (xn)n2N d�éléments de E est une suite convergente dans

E:

Exemple 1.1 On dé�nirt l�espace de Banach Lp (
) par

Lp (
) =

8><>:u 2 
! R; mesurable =

0@Z



jujp dx

1A 1
p

<1

9>=>;
avec 1 � p <1:

Lorsque p = +1 on dit que f est essentiellement bornée ou encore que f 2 L1 (
) si il

existe C 2 R+ t.q jf j � C p.p..sur 
:

La norme dans Lp (
) donnée par

kukLp(
) =

0@Z



jujp dx

1A 1
p

; avec 1 � p < +1; (1.1)

kukL1(
) = inffC 2 R+; juj � C p.p..g:

Dé�nition 1.6 On appelle un produit scalaire sur E et on note (:; :) ; tout forme sésquilinéaire,

hermitienne, dé�nie positive dé�nir de E � E dans |, c.à.d.

(1) Linéarité à gauche : 8x; y; z 2 E; 8�; � 2 |; (�x+ �y; z) = �(x; z) + �(y; z):

(2) Hermitienne : 8x; y 2 E; (x; y) = (y; x):

(3) Dé�nie positive : 8x 2 E � f0g ; (x; x) > 0 et (x; x) = 0 =) x = 0:

Naturellement si | = R, le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique dé�nie positive.

Corollaire 1.1 On peut dé�nit une norme sur E par la formule suivante

kxk =
p
(x; x) 8x 2 E:
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Chapitre 1 :Rappels d�analyse fonctionnelle

Dé�nition 1.7 On appelle espace préhilbertien tout espace vectoriel muni d�une norme associée

à un produit scalaire.

Proposition 1.1 Pour chaque u et v d�un espace préhilbertien H; on a l�inégalité de Cauchy

(Cauchy-Bunyakovski)

j(u; v)H j � kukH kvkH :

Théorème 1.1 Pour qu�un espace normé E soit préhilbertien il faut et il su¢ t que sa norme

satisfasse à l�identité du parallélogramme c.à.d.

kx+ yk2E + kx� yk
2
E = 2

�
kxk2E + kyk

2
E

�
8x; y 2 E:

Dé�nition 1.8 Un espace de Hilbert (H; (:; :)) est un espace préhilbertien qui est complet pour

la norme associée à ce produit scalaire. Plus naturellement on conclut du théorème ci-dessus un

espace de Hilbert est un espace de Banach sa norme satisfait l�identité du parallélogramme.

Exemple 1.2 Si p = 2; L2 (
) est un espace de Hilbert muni de la norme et le produit scalaire

suivant

kukL2(
) =

0@Z



u2dx

1A 1
2

;

(u; v)
L2(
)

=

Z



uv dx:

On peut considérer comme sous espaces dans Lp (
) les espaces

a) C1 (
) :

b) L�ensemble de tous les polynômes.

c) C10 (
) :

Dé�nition 1.9 En plus de la convergence forte dans H on considère aussi la convergence faible

ou converge au sens de produit scalaire (un)n2N d�éléments de H, on dit qu�elle converge faible-

ment vers u si

(un � u; v)H ! 0 quand n!1 pour tout v 2 H ,
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Chapitre 1 :Rappels d�analyse fonctionnelle

et on note par : un ! u

Proposition 1.2 Si (un)n2N converge au norme vers u, alors elle converge faiblement vers u.

L�inverse n�est pas vrai au général. Cependant si un ! u et kunk ! kuk, alors dans ce cas

un
f! u:

1.2 Quelques inégalités importantes

1. Inégalité de Cauchy

�����
nX
i=1

nX
j=1

aij�i�j

����� �
 

nX
i;j=1

aij�i�j

! 1
2
 

nX
i;j=1

aij�i�j

! 1
2

; (1.2)

vraie pour toute forme quadratique non négative aij�i�j avec aij = aji; et pour �1; :::; �n; �1; :::; �n

sont les réels arbitraires. aij sont en général des fonctions.

2. Inégalité de Cauchy avec "

ja:bj � "

2
jaj2 + 1

2"
jbj2 ; (1.3)

pour tout " > 0; b; a arbitraire (réels).

3. Inégalité de Cauchy généralisée (Inégalité de Young)

ja:bj � 1

p
j"ajp + p� 1

p

����b"
���� p
p�1

pour tout p > 1: (1.4)

4. Inégalité triangulaire pour l�espace L2(
)

0@Z



(u+ v)2 dx

1A 1
2

�

0@Z



u2dx

1A 1
2

+

0@Z



v2dx

1A 1
2

; (1.5)

où u; v 2 L2(
):Une généralisation (1.5) donnant l�inégalité triangulaire pour les éléments de

Lp (
)

ku+ vkLp(
) � kukLp(
) + kvkLp(
) pour p � 1: (1.6)
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Chapitre 1 :Rappels d�analyse fonctionnelle

5. Inégalité de Hôlder

Z



u:v dx �

0@Z



u2dx

1A 1
2
0@Z



v2dx

1A 1
2

: (1.7)

pour 
 � Rn on a u 2 L2 (
) : u = (u1; u2; :::; un) avec ui 2 L2 (
) ; i = 1; n , l�inégalité de

Cauchy prend la forme

������
Z



nX
i=1

uivi dx

������ �
�������
0@Z



nX
i=1

u2i dx

1A 1
2
0@Z



nX
i=1

v2i dx

1A 1
2

������� : (1.8)

Comme généralisation de (1.7) on a l�inégalité de Hôlder

������
Z



u:v dx

������ �
������
Z



ju jp dx

������
1
p
������
Z



ju jq dx

������
1
q

; pour
1

p
+
1

q
= 1; (1.9)

ou u 2 Lp (
) et v 2 Lq (
) : Pour tout 1 < p < +1 :on a (Lp)� = Lq:

Il est vrais que aussi dans le cas des fonctions vectorielles u = (u1; u2; ::; un)

������
Z



nX
i=1

uivi dx

������ �
�������
0@Z



nX
i=1

juijp dx

1A 1
p
0@Z



nX
i=1

jvijq dx

1A 1
q

������� : (1.10)

1.3 Espace de Sobolev

1.3.1 Des dé�nitions

Dérivées généralisées

On sait que pour deux fonctions u(x) et v(x) indé�niment di¤érentiables dans 
 � Rn; c�est

l�une d�elle par exemple v 2 C10 (
); on à l�égalité

Z



�
u

@jkjv

@xk11 @x
k2
2 : : : @x

kn
n

+ (�1)jkjv @jkju

@xk11 @x
k2
2 : : : @x

kn
n

�
dx = 0 où k = (k1; : : : ; kn) avec jkj = k1+� � �+kn
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Chapitre 1 :Rappels d�analyse fonctionnelle

que l�obtient à l�aide de jkj intégration par parties.

Dé�nition 1.10 On appelle dérivée généralisée
@jkj

@xk11 @x
k2
2 :::@x

kn
n

d�une fonction u(x) intégrable

dans tout 
0 � 
; la fonction Wk1:::kn si pour tout v 2 C10 (
); on à l�égalité

Z



�
u:

@jkjv

@xk11 @x
k2
2 � � � @xknn

+ (�1)jkjvWk1:k2::kn

�
dx = 0;

la fonction Wk1���kn sera notée par
@jkju

@xk11 @x
k2
2 � � � @xknn

:

Cette notion de dérivée généralisé est une extension de la dérivée classique les D.G conservent

beaucoup (mais pas toutes) de propriétés des D.G (somme, produit, ordre,. . . )

Cependant si u(x) à des dérivées généralisées d�ordre inférieur à jkj de sous type jkj =
nX
i=1

ki

et si
Z



jujp dx <1 (p > 1) (existe) :

Alors dans ce cas u à toute � dérivées généralisées d�ordre inférieures à jkj appartient à Lp (
) :

Dé�nition 1.11 W l
m (
) (
 � Rn) est l�ensemble de tout les fonction u 2 Lm (
) ayant des

dérivées généralisées jusqu�à l�ordre l (inclus) dans Lm (
) :Si on munit W l
m (
) de la norme

suivante

kuk(l)m;
 = kukW l
m(
)

=

0@Z



lX
k=0

X
jkj

���� @jkju

@xk11 � � � @xknn

����m dx
1A 1

m

; (1.11)

on obtient un espace de Banach.

�W l
m est le sous espace de W

l
m (
) constitués de toutes les fonctions u 2 W l

m (
) et en support

compact dans 
:

L�espace �W l
m (
) joue un rôle très important pour la résolution des problèmes aux limites des
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Chapitre 1 :Rappels d�analyse fonctionnelle

E.D.P de second ordre de tous types. Le produit scalaire dans �W 1
2 (
) et W

1
2 (
) est dé�ni par

(u; v)
(1)
2;
 = (u; v)W 1

2 (
)

=

Z



(uv + uxvx) dx

= (u; v)L2(
) + (ux; vx)L2(
) ;

où

uxvx =
nX
i=1

uxivxi ;

v2x =
nX
i=1

v2xi,

u2x =
nX
i=1

u2xi :

1.3.2 Quelques propriétés

Supposant que 
 �
born�e

Rn;on remarque que 8u 2 �W l
m (
) ; on à l�inégalité de Poincaré

Z



u2dx � C2


Z



u2xdx:

kuk2
L2(
)

� C2
 kuxk
2

L2(
)
: (1.12)

Remarque 1.1 8u 2 �W l
m (
) et v 2 W 1

2 (
) on a alors

Z



@u

@xi
v dx = �

Z



u
@v

@xi
dx i = 1; n: (1.13)

Formule d�intégration par parties

Z



@u

@xi
v dx = �

Z



u
@v

@xi
dx+

Z
@


u:v cos (�; xi) d�; (1.14)
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Chapitre 1 :Rappels d�analyse fonctionnelle

où � est le vecteur unitaire de la extérieure à @
; d� est l�élément de surface de @
:

Inégalité importante

Z
@


juj d� � c
Z



�����@u@x
����+ juj� dx; (1.15)

elle est vraie 8u 2 W 1
1 (
) et @
 (régulière). Si on pose u = v

2 où v 2 W 1
2 (
) ; alors u 2 W 1

1 (
)

et on obtient :

Z
@


v2d� � c1
Z



�
jvj
����@v@x

����+ v2� dx � Z



 
"

�
@v

@x

�2
+ c"v

2

!
dx; (1.16)

pour un " positif arbitraire.

Remarque 1.2 On prouve que si v 2 W 1
2 (
), alors u 2 W 1

1 (
)

u 2 W 1
1 (
) =) u 2 L1 (
) et @u

@x
2 L1 (
) :Z




juj dx =

Z



v2dx

< 1 =) u 2 L1 (
) :Z



����@u@x
���� dx =

Z



����2@v@xv
���� dx

�
Z



����@v@x
����2 dx+ Z




jvj2 dx

< +1 =) u 2 L1 (
) ; alors u 2 W 1
1 (
) :
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kvk2L2(@
) =

Z
@


v2d�

� 2c

Z



�����@v@x
���� jvj+ 12v2

�
dx

� 2c

Z



 
"2

2

����@v@x
����2 + 1

2"2
v2 +

1

2
v2

!
dx

�
Z



 
c"2
����@v@x

����2 + � c"2 + c� v2
!
dx

�
Z



 
c

����@v@x
����2 + c"v2

!
dx

� k

 @v@x
2
L2
(
)

+
v22

L2
(
)

!
= k

v22
W 1
2 (
)

:

Lemme 1.1 de Gronwelle

Si f(�); g(�) et h(�) sont des fonction positives et f(�); g(�) sont intégrable et h(�) non

décroissante, alors
�Z
0

f(t)dt+ g(�) � h(�) + c
�Z
0

g(t)dt;

implique
�Z
0

f(t)dt+ g(�) � c exp(c�)h(�):

1.4 Quelques propriétés d�opérateurs bornées et fonction-

nelles linéaires dans un Hilbert

Une fonctionnelle linéaire l sur un Hilbert réel H est une fonction linéaire numérique et

continue l(u)
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l : H ! R:

u ! l(u):

l est linéaire

l(�u1 + �u2) = �l(u1) + �l(u2) 8u1; u2 2 H et �; � réels constante: (1.17)

l est continue veulent dire

un ! u =) l(un)! l(u):

l est bornée veulent dire

jl(u)j � c kukH 8u 2 H; c � 0: (1.18)

Théorème 1.1 Le théorème de Reisz a¢ rme qu�on peut toujours représenter un fonctionnel

linéaire par un produit scalaire

l(u) = (u; v)H 8u 2 H;

d�après l�inégalité de Cauchy la norme klk = kvk :Il est claire que klk = sup
u2Hnf0g

jl(u)j
kuk ; est la plus

petite des constantes c pour les quelle (1:18) est satisfaite.

1.4.1 Les opérateurs

1.Opérateurs linéaires sur H :

Un opérateur A dé�ni sur un ensemble D(A) � H fait aussi à chaque u 2 D(A) un certain

élément v 2 H (i.e)

Au = v:

A est linéaire si

A(�1u1 + �2u2) = �1A(u1) + �2A(u2) 8u1; u2 2 D(A):
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A bornée si

9c > 0; telle que 8u 2 D(A) kAuk � c kuk ; sur D(A): (1.19)

A peut être prolongé d�une manière continue sur la fermeture de A (i.e.) D(A) = H (1:19)

reste toujours vrai pour u 2 D(A):

Si D(A) 6= H, on peut prolonger A en di¤érentes manière à tout H et (1:19) reste toujours

valable.

Remarque 1.3 On peut rencontrer plusieurs opérateurs bornés dans H

kAk = sup
u2H=f0g

kAuk
kuk est la norme de A:

Deux classes d�opérateurs bornés sont intéressantes.

2. L�opérateurs auto-adjoints

Un opérateur A est dite auto-adjoint si

8u; v 2 H on a (Au; v) = (u;Av) : (1.20)

Le spectre de cet opérateur est réel et est continue dans [�kAk ; kAk] :

3. L�opérateurs complètements continues

Un opérateur complètement continue est un opérateur qui transformé un borné en un com-

pacte. Le spectre de tel opérateur est formé du point zéro est d�un ensemble dénombrable de

valeur propre ayant les seules points d�accumulation le point zéro. Chacun de k points d�accu-

mulation, sauf le point zéro a un ordre de multiplicité �ni.

4. Opérateurs non-bornés

Soit A un opérateur non-bornés sur un Hilbert H. (A : H ! H) ce type de opérateurs ne

sont pas bornés (dé�nis) sur tout H. (i.e.) dans (1:19) la constante c peut ne pas exister.
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Soit D(A) � H domaine de dé�nition de A

A : D(A)
\
H

! R(A)
\
H

: Ces opérateurs sont linéaires, ils véri�ant

A(�u+ �v) = �A(u) + �A(v):8u; v 2 H et �; � 2 R:

Nous allons en générales considérer les opérateurs ayant D(A) = H.

Remarque 1.4 On s�intéresse aux opérateurs di¤érentiels pour chaque expression di¤érentielle

correspond plusieurs opérateurs dé�nis en indiquent leurs domaines de dé�nition.

Par exemple : L�expression di¤érentielle Lu = d2u

dx2
; x 2 [0; 1] : Prenons H = L2 ([0; 1]) :

On peut associer avec cette expression di¤érentielle l�opérateur

A : H ! H dé�ni sur C10

L2 (
)! L2 (0; 1)

à support compact dans l�intervalle [0; 1] : Donc pour u 2 D (A) = C10 (0; 1) : L�opérateur A est

dé�ni par

Au =
d2u

dx2
A : C10 ! H:

On peut encore associer a Lu un autre opérateur non borné ~A dé�ni sur C1 ([0; 1])

~Au =
d2u

dx2
; ~A : C1 ! L2 (0; 1) :

On a D (A) � D
�
~A
�
et Au = ~Au; 8u 2 D (A) dans ce cas on dit que ~A est une extension

de A. Il est claire que le domaine de dé�nition de l�opérateur A (opérateur associer à l�expression

di¤érentielle Lu) peut être choisi d�une in�nité de manière et chaque foi en obtient un opérateur

ayant de di¤érant propriétés. Les deux opérateursA et ~A ont les propriétés di¤érentes par exemple

A véri�e

(Au; v) = (u;Av) où u; v 2 D (A) : (1.21)

En e¤et

22



Chapitre 1 :Rappels d�analyse fonctionnelle

(Au; v)L2(0;1) =

1Z
0

d2u

dx2
v dx

=

1Z
0

u
d2v

dx2
dx

=

1Z
0

u:Av dx

= (u;Av)L2(0;1) :

Pour l�opérateur ~A; on a

�
~Au; v

�
L2(0;1)

=
�
u; ~Av

�
L2(0;1)

+
du

dx
v j10 �u

dv

dx
j10 8u; v 2 D

�
~A
�
; (1.22)

on remarque que A à la propriété de symétrie, par contre ~A ne l�a pas.

Remarque 1.5 Les opérateurs symétriques possèdent un grand nombre de propriétés, et la théo-

rie des opérateurs symétriques a été extensivement développer et utiliser pour des classes spéci-

�ques d�opérateurs di¤érentiels. L�une des plus importantes conceptions et celle des opérateurs

auto-adjoint.

Un opérateur non-borné A est dite auto-adjoint s�il est symétrique (i.e.)

(Au; v) = (u;Av) 8u; v 2 D (A) ; (1.23)

et si l�identité

(Au; v) = (u;w) ; (1.24)

où v; w sont �xées et u 2 D (A) arbitraire implique que v 2 D (A) et w = Av. En d�autre

termes, A est auto-adjoint si sont adjoint A� a le même domaine de dé�nition que A et A� = A

sur D (A) :

L�identité (1:24) dé�nit le domaine de dé�nition de A� ainsi que ces valeurs sur le domaine.

Notamment les éléments pour tout u 2 D (A) ; constituant D (A�), avec A�v = w:
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Remarque 1.6 Dans la plus part des cas des opérateurs di¤érentiels il est facile de véri�er la

validité ou non validité de (1:23) (à l�aide des intégrations par parties).

Remarque 1.7 Il est en général considérablement di¢ cile de décrire le domaine de dé�nition

de A� pour le cas des opérateurs di¤érentiels.

Pour l�opérateur
d2

dx2
nous avons vu qu�il est symétrique (A est symétrique). [Il est facile de

voir que A n�est pas auto-adjoint].

La relation (1:23) est satisfaite pour A non seulement pour u et v 2 D (A) mais aussi pour

u 2 D (A) et v 2 D (A�) : Cela montre que D (A�) est plus large que D (A) : La question que se

pose est-que A peut-être prolongé pour qu�il soit auto-adjoint ?

Il est possible de faire ça. Et en une in�nité de manières. La théorie des opérateurs donne le

premier étape pour une telle extension (c�est le principe de fermeture). On procède de la manière

suivante :

Soit A un opérateur dé�nit sur D (A) � H . On ajoute à D (A) les éléments u qui sont limites

des suites (un)N de D (A) pour lequel Aun converge vers un élément v. On dé�nit v = Au où A

est la fermeture de A. L�ensemble D (A) avec tous les éléments u constituant D
�
A
�
.

Remarque 1.8 Il existe des opérateurs non bornés que ne sont pas fermable (non linéaire).

Il n�est pas di¢ cile de montrer que la condition nécessaire et su¢ sante pour que un opérateur

non-borné admet une fermeture et que D (A�) soit dense dans H.

Remarque 1.9 En générale la procédure de la fermeture des opérateurs di¤érentiels n�est pas

simple (cas de E.D.P). En particulier A dé�ni par Lu = d2u

dx2
admet une fermeture. La fer-

meture A admet comme domaine de dé�nition D
�
A
�
= �W 1

2 (0; 1) : Cette fermeture peut être

achevée, si on ajoute a D (A) l�ensemble des fonctions continue di¤érentiables u (x) s�annulant

en x = 0 et x = 1 pour lesquelles
du

dx
sont absolument continues et s�annulant en x = 0 et

x = 1

�
du

dx
2 L2 (0; 1)

�
donc

D
�
A
�
=

�
u =u 2 L2 (0; 1) ; du

dx
2 L2 (0; 1) ; ujx=0 = ujx=1 = 0 et

du

dx
jx=0 =

du

dx
jx=1 = 0

�
= �W 1

2 (0; 1):
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A est l�opérateur donnant les dérivées généralisées d�ordre 2

L�opérateur A dé�ni sur D
�
A
�
= �W 2

2 (0; 1) étant l�opérateur qui calcule les dérivées second

généralisées (sens faibles) (ou sens des distribution).

On va citer deux extensions de Au =
d2u

dx2
à D

�
A
�
= �W 2

2 (0; 1). La première extension à la

forme : Âu =
d2u

dx2
où D

�
Â
�
est l�ensemble des fonctions W 2

2 (0; 1) s�annulant en x = 0 et x = 1

ici

W 1
2 =

�
u =u 2 L2 (0; 1) ; du

dx
2 L2 (0; 1)

�
:

Une telle extension est connectée à ce qu�on appelle premier problème aux limite pour

Lu = d2u

dx2
;

c�est le problème de déterminer la solution u(x) de l�équation

Lu =
d2u

dx2

= f(x); (1.25)

avec les conditions aux limites

u(0) = 0; u(1) = 0: (1.26)

Le problème (1:25) � (1:26) admet une solution unique u 2 D
�
Â
�
pour tout f 2 L2 (0; 1)

arbitraire.

Remarque 1.10 L�extension Â de l�opérateur original A correspond au problème (1:25)�(1:26)

si on n�a pas prolongé A; on n�aura pas un bon théorème d�existence et d�unicité, et dans ce cas

l�équation Au = f peut ne pas avoir une solution dans D (A) pour f 2 L2 (0; 1) arbitraire.

Remarque 1.11 D�autre problème aux limites de l�équation (1:25) nécessite d�autres extensions.

Par exemple à l�équation (1:25) on associée les conditions aux limites

u jx=0= 0;
du

dx
jx=1= 0: (1.27)
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Alors on doit prolonger l�opérateur A comme étant l�opérateur agissant sur W 2
2 (0; 1) véri�ant

les conditions (1:27). Cette extension �A est un opérateur auto-adjoint. L�équation �Au = f est

résoluble dans D
�
�A
�
pour f 2 L2 (0; 1) où

D
�
�A
�
=

�
u =u 2 W 2

2 (0; 1) ; u jx=0= 0 ;
du

dx
jx=1= 0

�
:
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Chapitre 2

Théorème d�existence et d�unicité de la

solution pour les E.D.P dans les espaces

fonctionnels

Introduction

Le but de ce chapitre est de faire la synthèse de certaine idée et méthodes qui ont connu une

grande application pour la démonstration de l�existence et l�unicité de la solution généralisées

pour les E.D.P en particulier les équations parabolique.

Ces idées et méthodes sont appelées méthodes d�analyse fonctionnelle qui ont été imitée par

Sobolev et Friedricks.

Nous utilisons des exemples et des modèles simples pour expliquer cette méthode en suite des

indications pour la généralisation.
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2.1 Plant de l�étude de l�équation Lu = f

Soient E et F deux espaces euclidien de dimensions �nies u = (u1; u2; : : : ; un) 2 E et v =

(v1; v2; : : : ; vn) 2 F muni du produit scalaire

(u;w)E =

nX
i=1

uiwi,

(u; u)E = kuk2E ;

=
nX
i=1

u2i

0@kukE =
 

nX
i=1

u2i

! 1
2

1A ;
ainsi que pour l�espace F:

Soit L un opérateur linéaire de E ! F , il est dé�ni par la matrice (�ij)1�i;j�n

Lu = v vk =
nX
i=1

�kiui k = 1; n:

0BBBBBBBBB@

v1

v2
...
...

vn

1CCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBB@

�11 � � � � � � � � � �1n

�21
. . . �2n

...
. . .

...
...

. . .
...

�n1 � � � � � � � � � �nn

1CCCCCCCCCA

0BBBBBBBBB@

u1

u2
...
...

un

1CCCCCCCCCA
Notre but est d�étudier l�équation

Lu = f; (2.1)

on doit trouver les conditions pour lesquelles l�équation (2.1) admet une solution (existence)

quelque soit f 2 F et une seule (unicité).

Nous utilisons le schéma suivant.

Lemme 2.1 Pour que l�équation (2.1) admet une seule solution si et seulement si l�équation

homogène

Lu = 0 (2.2)
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ait la solution triviale.

Lemme 2.2 La solution de l�équation (2.1) est unique si on a

kukE � C kLukF (2.3)

pour tout u 2 E et C une constante positive indépendante de u:

Preuve lemme 2.2 =) lemme 2.1

i) (= (insu¢ sance) si on suppose que u1 et u2 deux solution (i.e)

Lu1 = f; et Lu2 = f (2.4)

ku1 � u2k � C kL (u1 � u2)k

= C kLu1 � Lu2k

= 0 =) u1 = u2:

lemme 2.1 =) lemme 2.2

ii) =) (nécessité) supposons que la solution est unique (i.e) l�équation homogène admet seule-

ment la solution trivial. On remarque que kLukF � C kukE qu�on obtenir de

kLukF =

24 nX
k=1

 
nX
i=1

�kiui

!235 1
2

:

On peut avoir

min kLukF = �

6= 0

) kLukF � � kukE ; pour kuk = 1:

Car l�ensemble S = fu = kuk = 1g des fonctions véri�ant kuk = 1 est fermé:
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On utilise la linéarité de L et
 u

kuk

 = 1
L� u

kuk

� � �

 u

kuk


= �

) 1

kuk kLuk � �

) kLuk � � kuk ; 8u 2 E:

Passons à l�existence de la solution de (2:1), on a besoin de l�équation duale et l�opérateur

dual. On peut dé�nir l�opérateur dual à partir de l�identité

(Lu; v)F = (u;L�v)E ;

d�où l�équation duale

L�v = g: (2.5)

Remarque 2.1 L�ensemble des éléments Lu est un sous espace de F .

L�ensemble des éléments L�u est un sous espace de E.

Lemme 2.3 La solution de l�équation (2.1) existe pour tout f 2 F si et seulement si :

L�v = 0; (2.6)

admet la solution triviale uniquement (v = 0).

Preuve ()) Supposons que la solution (2:1) existe pour tout f 2 F et supposons que (2:6)

admet une solution non nulle v.

Pour tout u 2 E, on a

(L�v; u)E = 0) (v;Lu)F = 0;

si on pose v = Lu; on obtient

kvk2F = 0) v = 0;
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(i.e.) l�équation L�v = 0 admet seulement la solution triviale.

(()Supposons que (2:6) admet seulement la solution triviale.

Admettons maintenant que la solution de (2:1) existe mais pas pour tout f 2 F , alors les

éléments Lu forme sous espace di¤érent de F

R (L) = ImL;

donc on aura un orthogonal (complément de Lu) non réduit à zéro

�
R? (L) 6= f0g

�
;

d�où :

il existe v 6= 0 tel que (Lu; v)F = 0 pour tout u 2 E;

(i.e.)

(u;L�v)E = 0; 8u 2 E;

) L�v = 0; v 6= 0;

d�où la contradiction.

Théorème 2.1 Les équations (2:1) et (2:5) admettent une et une seule solution quelque soit le

membre de droit si et seulement si pour les opérateurs L et L� on a les inégalités

kukE � C kLukF ;

kvkF � C� kL�vkE ;

où C et C� sont deux constantes positives indépendantes de u et v (respectivement).

2.2 Inversibilité d�un opérateur
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On désigne par (E; k:k) un espace de Banach sur | := R ou C. Si (F; k:kF ) est un espace

vectoriel normé sur |, on désigne par L(E;F ) l�espace des applications linéaires de E dans F et

L(E;F ) l�espace des applications linéaires continues de E dans F . Si F := E, on note simplement

L(E) := L(E;E) et L(E) := L(E;E). En�n, s�il y a risque de confusion on notera la norme de

E park:kE.

Dans cette section, on regroupe certains résultats sur les opérateurs inversibles. En particulier,

on donne une caractérisation de l�inversibilité d�un opérateur qui s�avérera très utile pour la suite.

Dé�nition 2.1 On rappelle qu�un opérateur T 2 L(E) est dit inversible s�il admet un inverse

dans L(E), i.e. il existe S 2 L(E) tel que ST = TS = I, où I désigne l�opérateur identité de E.

On note GL(E) l�ensemble des opérateurs T 2 L(E) inversibles.

Proposition 2.1 Soient (X; k:kX) un espace vectoriel normé sur | et T 2 L(E;X) bijective.

Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes

1. T�1 2 L(E;X).

2. Il existe C > 0 telle que, pour tout x 2 E,kTxkX � C kxkE :

3. (X; k:kX) est un espace de Banach sur |:

Preuve Voir Théorie spectrale Stéphane Maingot & David Manceau

Corollaire 2.1 Soient (Y; k:kY ) un espace de Banach sur | et T 2 L(E; Y ). Alors les propriétés

suivantes sont équivalentes

1. Il existe C > 0telle que, pour tout x 2 E, on a kTxkY � C kxkE.

2. T est injectif et Im(T ) est fermé dans Y .

Preuve On pose X := Im(T ). Supposons qu�il existe C > 0 telle que, pour tout x 2 E, on

a : kTxkY � C kxkE.

Alors, T est injectif donc est une bijection de E sur X. D�après la Proposition précédent, on

en déduit que X = Im(T ) est un espace de Banach et donc est fermé dans Y .

Supposons T injectif et X fermé dans Y . Alors, T est une bijection de E sur X et X est un

espace de Banach. D�après la proposition précédent, on en déduit qu�il existe C > 0 telle que,

pour tout x 2 E on kTxkY � C kxkE.
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Corollaire 2.2 Soient (Y; k:kY ) un espace de Banach sur | et T 2 L(E; Y ). Alors les propriétés

suivantes sont équivalentes

1. Im(T ) = Y et il existe C > 0 telle que, pour tout x 2 E, on kTxkY � C kxkE.

2. T est inversible.

Preuve Si 1: a lieu, d�après le corollaire précédent, T est injectif et Im(T ) est fermé dans Y .

Alors, Im(T ) = Im(T ) = Y donc T est surjectif et par suite inversible.

Réciproquement, si 2: a lieu, on aY = Im(T ) � Im(T ) � Y . Donc Im(T ) = Im(T ) = Y , ce

qui donne le résultat d�après le Corollaire précédent.

2.3 Espaces fonctionnelles, opérateurs

2.3.1 Notion sur les espaces fonctionnelles

Théorème 2.1 L�espace L2 (
) est complet.

Théorème 2.2 L�espace C (
) dense dans L2 (
) c.à.d. C (
) = L2 (
).

Remarque 2.2 En vertu des théorème2.2 et théorème2.3 l�espace L2 (
) peut être obtenu de la

manière suivant

On considère l�ensemble de toutes les fonctions continues sur 
 et on dé�nit dans cet ensemble

un produit scalaire

(u; v) =

Z



uvdx; (2.7)

en le complétant (en leur ajoutant) par les éléments idéaux (limites des suites fondamentales) on

obtient L2 (
) : 266664 kuk2 =
Z



u2dx() kuk =

0@Z



u2dx

1A 1
2

kun � uk !
n!1

0; (un)n2N suite fondamentale.

377775 (2.8)

Remarque 2.3 Tout élément idéal peut être identi�é à une fonction de carré intégrable:
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Dé�nition 2.2 Toute fonction de carré intégrable peut être obtenue comme limite d�une suite

de fonctions continues (dans la norme de L2).

Dans [0; 1] � R, on considère l�espace C10 ([0; 1]) véri�ant

u(0) = 0; (2.9)

on munit cet espace du produit scalaire

(u; v) =

1Z
0

du

dx

dv

dx
dx; (2.10)

on complète C10 selon la norme induite par (2:10): L�epace obtenue est l�espace de Hilbert

�W 1
2 ([0; 1]): Etudions cet espace, une fonction de C

1
0 peut être considérée comme élément de

L2 ([0; 1]) : Pour une telle fonction, on a l�inégalité :

u 2 C10 ([0; 1]) =) kukL2 � kuk�W 1
2
: (2.11)

Preuve

kukL2 =

1Z
0

u2dx

=

1Z
0

0@ xZ
0

du

d�
d�

1A2

dx

�
1Z
0

264
0@ xZ

0

d�

1A 1
2
0@ xZ

0

�
du

d�

�2
d�

1A 1
2

375
2

dx (Hölder)

�
1Z
0

0@x xZ
0

�
du

d�

�2
d�

1A dx comme x 2 [0; 1]

�
1Z
0

0@ 1Z
0

�
du

d�

�2
d�

1A dx = 1Z
0

kuk2�W 1
2
dx = kuk2�W 1

2
:
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D�où

kukL2 � kuk�W 1
2
:

Soit maintenant u un élément quelconque de �W 1
2 ([0; 1]) et (un)n2N une suite de C

1
0 ([0; 1]) qui

converge fortement vers u
�
kun � uk�W 1

2
!
n!1

0
�
(i.e.) un !

n!1
u dans L2([0; 1]):

D�après (2:11) la limite u 2 L2([0; 1]) sera identi�ée à un élément v 2 W 1;2
0 ([0; 1]) et de cette

façon on dé�nit l�injection canonique �W 1
2 ,! L2:

Si un ! u dans �W 1
2 : Alors

�
dun
dx

�
converge vers une fonction limite dans L2 qu�on la note

par
du

dx
(appelée dérivée généralisée de la fonction u 2 �W 1

2 (au sens distribution)).

Remarque 2.4 Pour tout u 2 �W 1
2 ; on a l�égalité u(x) =

xR
0

du

d�
d�:

Remarque 2.5 Si on dé�nit C11 avec la condition u(1) = 0; on construit la fermeture de C11

selon (2:10); on obtient W 1
1 ([0; 1]):

Remarque 2.6 On peut fermer (compléter) C1 dans la norme induite par le produit scalaire

(u; v) =

1Z
0

du

dx

dv

dx
dx+

1Z
0

uvdx

= (u; v)L2 +

�
du

dx
;
dv

dx

�
L2
:

Pour obtenir W 1
2 :

Considérons �C1(
) où 
 = [0; 1]� [0; 1] � R2 avec

(u; v) =

Z



�
du

dx1
:
dv

dx1
+
du

dx2
:
dv

dx2

�
dx1dx2 +

Z



uvdx1dx2:

�C1([0; 1]� [0; 1]); u j@
= 0;
@u

@�
j@
= 0:

Si on complète �C1 dans la norme induite par le produit scalaire, on obtient �W 1;2(
).
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Si on considère une fonction u 2 �C1qu�on peut l�identi�er un élément de L2 et on utilise la

représentation

u (x1; x2) =

x1Z
0

du

d�
(�; x2) d�; (2.12)

et repostons le raisonnement utilisé par la démonstration de (2:11). On obtient

kukL2 � kuk�W 1
2 (
)

: (2.13)

L�inégalité (2:13) permet de dé�nire l�injection canonique �W 1
2 (
) ,! L2:

2.3.2 Opérateurs linéaire( fermée, fermable)

Soit T : H1 ! H2 (opérateur linéaire), on note D(T ) sont domaine de dé�nition, D(T ) � H1,

et R(T ) l�ensembles des valeurs de T:

R(T ) = fTu ; u 2 D(T )g = [
u2D(T )=f0g

[Tu] :

La norme de T est donner par

kTk = sup
u2D(T )

kTukH2
kukH1

:

1. Si kTk < 1; on dit que T est borné. T est continue si un ! u dans H1 ) Tun ! Tu

dans H2: L�opérateur A est appelé extension de T si

2. D(T ) � D(A):

3. Tu = Au; 8u 2 D(T ):

Dé�nition 2.3 L�opérateur T : H1 ! H2 est dit fermé si pour toute suite un 2 D(T )

un ! u dans H1

Tun ! f dans H2
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alors

u 2 D(T ) et f = Tu:

Dé�nition 2.4 L�opérateur T : H1 ! H2 est dit fermable si pour tout suite

un 2 D(T ); un ! 0 et Tun ! f

alors

f = 0:

2.4 Dérivées généralisées

2.4.1 Dérivée généralisée faible, forte

Soit u 2 �W 1
2 (
): Alors pour tout v 2 C11(
); on a

1Z
0

dv

dx
udx = �

1Z
0

fvdx; (2.14)

où f = �du
dx
est la dérivée généralisée de u dé�nie par (2:14):

Soit maintenant u 2 W 1
2 (
) = 9f 2 W 1

2 (
) véri�ant (2:14) pour tout v 2 C11(
)

1Z
0

dv

dx
udx = �

1Z
0

fvdx 8v 2 C11(
);

on dit que f est la dérivée généralisée faible de u, et la condition u(0) = 0 est satisfaite au sens

faible.

La dérivée généralisée dé�nie dans le paragraphe 1 (exemple) est appelée dérivée généralisée

forte

un ! u; dans �W 1
2 ([0; 1])

dun
dx

! du

dx
= f;
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En dé�nissant la dérivée généralisée, on a construit une nouvelle extension Dw de l�opérateur

de la dérivation classique D dé�nit sur C10(
):

L�extension Ds est appelée dérivée généralisée forte et aussi une extension de D. L�existence

de Ds entraine l�existence de Dw (Dw � Ds).

En générale la réciproque n�est pas pour montrer queDs � Dw (pour un opérateur di¤érentiel)

il est très di¢ cile et reste un problème ouvert (pour la plus part des cas).
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Chapitre 3

Les équations de type parabolique.

3.1 Position de problème aux limites et à valeurs initiales-

problème de Cauchy

Considérons l�équation parabolique de la forme

Lu =
@u

@t
�

nX
i;j=1

@

@xi
(ai;j(x; t)

@u

@xj
+ ai(x; t)u) +

nX
i=1

bi(x; t)
@u

@xi
+ a(x; t)u

= f(x; t) +
nX
i=1

@fi
@xi

; (3.1)

comme ce particulier de (3:1), on a l�équation de chaleur

@u

@t
��u = f(x; t) +

nX
i=1

@fi
@xi

; (3.2)

x 2 
 � Rn 0 � t � T;

qui décrit la propagation de la chaleur dans un domaine 
 � Rn:

Les problèmes suivants sont fondamentaux pour (3:1) :

1/ Le problème de Cauchy : chercher la solution u(x; t) véri�ant (3:1) pour x 2 Rn et
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t > 0 et véri�ant aussi pour t = 0 la condition

u(x; 0) = '(x): (3.3)

2/ Le problème de Dirichlet : chercher la solution u(x; t) véri�ant (3:1) dans

QT = 
� [0; T ] ou 
 � Rn;

et la condition initiale

u jt=0 = '(x) x 2 
; (3.4)

et la condition ou limite

u j@
 = 	(s; t): (3.5)

Dans Rn+1 le domaine QT est appelé un cylindre, sa surface notée par

ST = S � [0; T ]

= @
� [0; T ] ;

et l�ensemble f(x; t) : x 2 
; t = 0 g et la base inferieure du cylindre.

3/ Le problème de Neumann : chercher la solution u(x; t) véri�ant (3:1) et la condition

initiale u jt=0 = '(x) et la condition ou limite

@u

@�
jST =

nX
i;j=1

ai;j(x; t)
@u

@xj
cos(�; xi)

= �(s; t): (3.6)

Si au lieu de la condition (3:6); on a la condition

@u

@�
jST + u jST = �(s; t); (3.7)

on a ce qu�on appelle le 3�eme problème au limite et à valeurs initiale.
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Exemple 3.1 Soit l�équation

Lu = f(x; t) sur QT = [0; 1]� [0; T ] ; (*)

où Lu =
@u

@t
� @

2u

@x2

Comment poser problème aux limites pour l�équation (1) dans QT ; (i.e.) comment trouver

les conditions initiale et aux limites pour que l�inégalité de l�énergie soit véri�ée.

Solution :
@u

@t
� @

2u

@x2
= f(x; t) sur QT = [0; 1]� [0; T ] (1)

Si on multiplie l�équation (1) par 2u, et intégrer sur le domaine Q� où � 2 [0; T ] (i.e.) on

considère le problème dans L2(Q� ) de l�équation (1) et la fonction 2u.

2

Z
Q�

utudxdt� 2
Z
Q�

uuxxdxdt = 2(f; u)2;Q� ; (2)
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evaluons les 2 termes du membre gauche de (2)

2

Z
Q�

utudxdt =

Z
Q�

@

@t
(u2)dxdt

=

Z
@Q�

u2 cos(�!� ; t)d�

= �
1Z
0

u2(x; 0)dx+

1Z
0

u2(x; �)dx;

et on a

�2
Z
Q�

uuxxdxdt = �2
Z
Q�

@

@x
(uxu)dxdt+ 2

Z
Q�

(
@u

@x
)2dxdt

= �2
Z
@Q�

uxu cos(
�!� ; t)d� + 2

Z
Q�

(
@u

@x
)2dxdt

= �2
�Z
0

ux(1; t)u(1; t)dt+ 2

�Z
0

ux(0; t)u(0; t)dt+ 2

Z
Q�

(
@u

@x
)2dxdt:

L�équation (2) devient

1Z
0

u2(x; �)dx�
1Z
0

u2(x; 0)dx+2

Z
Q�

(
@u

@x
)2dxdt+2

�Z
0

[ux(0; t)u(0; t)� ux(1; t)u(1; t)] dt = 2(f; u)2;Q� ;

(i.e.)

1Z
0

u2(x; �)dx+2

Z
Q�

(
@u

@x
)2dxdt =

1Z
0

u2(x; 0)dx+2

�Z
0

[ux(1; t)u(1; t)� ux(0; t)u(0; t)] dt+2(f; u)2;Q� :
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En utilisant l�inégalité : 2ab � a2 + b2

1Z
0

u2(x; �)dx+2

Z
Q�

(
@u

@x
)2dxdt �

1Z
0

u2(x; 0)dx+2

�Z
0

[ux(1; t)u(1; t)� ux(0; t)u(0; t)] dt+kfk22;Q�+kuk
2
2;Q�

(3)

De (3) on peut poser les problèmes suivants

1/ Le problème de Neumann : si on pose

ux(1; t) = 0 =
@u

@x
jx=1 ; ux(0; t) = 0 =

@u

@x
jx=0 .

2/ Le problème de Dirichlet : si on pose

u(1; t) = 0 = u jx=1 ; u(0; t) = 0 = u jx=0 .

3/Le problème mixte : si on pose

@u

@x
jx=0 = 0; u jx=1 = 0; ou

@u

@x
jx=1 = 0; u jx=0 = 0;

de
�Z
0

[ux(1; t)u(1; t)� ux(0; t)u(0; t)] dt = 0:

On peut avoir les conditions aux limites

(�1
@u

@x
+ �2u)

��
@Q�=S�[0;t] = 0 /S = @
 = ff0g [ f1gg (*)

ux(1; t)u(1; t)� ux(0; t)u(0; t) = ux(1; t) [u(1; t)� ux(0; t)] + ux(1; t)u(0; t)

�u(0; t) [ux(0; t)� ux(1; t)]� u(0; t)ux(1; t);

donc

ux(1; t)u(1; t)� ux(0; t)u(0; t) = ux(1; t) [u(1; t)� ux(0; t)] + u(0; t) [ux(1; t)� ux(0; t)] ;
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d�où les conditions aux limites (�)On choisie u(x; 0) = '(x) ( condition initiale) l�inégalité obtenir

1Z
0

u2(x; �)dx+ 2

Z
Q�

(
@u

@x
)2dxdt �

1Z
0

'2(x)dx+ 2

�Z
0

[ux(1; t)u(1; t)� ux(0; t)u(0; t)] dt+ kfk22;Q� + kuk
2
2;Q�

� k'k22;(0;1) + kfk
2
2;Q�

+ kuk22;Q� ;

on utilise

kuk22;Q� =

�Z
0

(

1Z
0

u2(x; t)dx)dt

=

�Z
0

ku(x; t)k22;(0;1) ;

ku(x; �)k22;(0;1) + 2
@u@x

2
2;Q�

� k'k22;(0;1) + kfk
2
2;Q�

+

�Z
0

ku(x; t)k22;(0;1) (4)

En utilisant lemme de Gronwelle pour éliminer le dernier membre droite de (4)

0@ �Z
0

f(t)dt+ g(�) � h(�) + c
�Z
0

g(t)dt =)
�Z
0

f(t)dt+ g(�) � c exp(c�)h(�)

1A ;
on prand le min(1; 2) = 1, on pose

h(�) = k'k22;(0;1) + kfk
2
2;Q�

;

�Z
0

f(t)dt =

@u@x
2
2;Q�

;

et

g(�) = ku(x; �)k22;(0;1) :
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On obtient alors

ku(x; �)k22;(0;1) +
@u@x

2
2;Q�

� c exp (c�)
h
k'k22;(0;1) + kfk

2
2;Q�

i
; (5)

ici

c = 1;

passons au suprême un / à � sur [0; T ] dans (5), on obtient

sup
0���T

 
ku(x; �)k22;(0;1) +

@u@x
2
2;Q�

!
� exp(T )

h
k'k22;(0;1) + kfk

2
2;Q�

i
(6)

= K
h
k'k22;(0;1) + kfk

2
2;Q�

i
:

Si on pose

kukE = sup
0���T

 
ku(x; �)k22;(0;1) +

@u@x
2
2;Q�

!
;

kAukF = k'k
2
2;(0;1) + kfk

2
2;Q�

;

où

A : E ! F

u ! Au = F = (f; ') = (Lu; `u)

où F = L2(QT ) � L2((0; 1)) la plus petite classe de solutions est l�ensemble C2;1(QT ):On peut

choisir le domaine de dé�nition (classe de solution) la férméture de C2;1(Q� ) (à la norme kukE =

sup0���T

�
ku(x; �)k22;(0;1) +

@u
@x

2
2;Q�

�
) l�inégalité (6) peut être mise sous la forme :

kukE � K kAukF :

L�unicité de solution s�ensiont de �inégalité obtenue.
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3.2 Problème de Dirichlet pour l�équation de chaleur

Nous allons étudier en détail le problème de Dirichlet (
 � Rn) borné, introduisons d�abord

l�espace W 1;0
2 (QT ) où le produit scalaire dé�ni par

(u; v)
(1;0)
2;QT

=

Z
QT

uvdxdt+

Z
QT

uxvxdxdt; (3.8)

W 1;0
2 (QT ) =

�
u 2 L2(QT )=

@u

@xi
2 L2(QT )

�
;

on note par k:k(1;0)2;QT
la norme dans W 1;0

2 (QT ); �W
1;0
2 (QT ) est le sous espace de W

1;0
2 (QT ) qu�est la

fermeture dans k:k(1;0)2;QT
les fonctions réguliers s�annulant sur ST :

3.2.1 Formulation du problème

Considérons le problème de trouver la solutions u(x; t)

M0u = ut ��u

= f(x; t) +
nX
i=1

@fi(x; t)

@xi
; (3.9)

dans le domaine

QT = 
� [0; T ] ,

et la condition initiale

u jt=0 = '(x); (3.10)

et la condition ou limite

u jST = 0: (3.11)
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Les solutions généralisées sont les éléments de W 2;1
2 (QT ) ayant le produit scalaire dé�ni par

(u; v)2;12;QT =

Z
QT

(uv + uxvx + uxxvxx + utvt)dxdt; (3.12)

ici

uxvx =

nX
i=1

uxivxi et uxxvxx =
nX

i;j=1

uxixjvxixj :

Plus précisément la solution généralisée de (3:9)� (3:11) dans cet espace on obtient

W 2;1
2;0 (QT ) =W

2;1
2 (QT ) \ �W 1;0

2 (QT )

On introduit l�espace suivent l�espace W�;1
2 (QT ) ayant les éléments u 2 L2(QT ) au ut; ux et

uxx 2 L2(QT ) avec la norme

kukW�;1
2
=

24Z
QT

(u2 + u2t + u
2
x + (�u)

2)dxdt

35 1
2

; (3.13)

le produit scalaire dans W�;1
2 (QT ) dé�ni par

(u; v)W�;1
2
= (u; v)L2(QT ) + (ut; vt)L2(QT ) + (ux; vx)L2(QT ) + (�u;�v)L2(QT ) : (3.14)

Remarque 3.1 Au lieu de la norme (3:13) on peut utiliser une norme équivalant

kuk�;12;QT
=

24Z
QT

(u2t + (�u)
2)dxdt

35 1
2

: (3.15)

Le produit scalaire aussi à l�espace

(u; v)�;12;QT
= (ut; vt)L2(QT ) + (�u;�v)L2(QT ) : (3.16)
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On s�intéresse aussi à l�espace

W�;1
2;0 (QT ) =W

�;1
2 (QT ) \ �W 1;0

2 (QT )

On suppose que f +
nX
i=1

@fi
@xi
= F 2 L2(QT ).

On dé�nit la solution généralisée du problème (3:9)� (3:11) dans W�;1
2 (QT ) comme étant les

éléments u 2 W�;1
2;0 (QT ) véri�ent (3:9) dans QT et la condition initiale (u jt=0 = '(x)). On peut

écrire le problème (3:9)� (3:11) sou forme dite opérationnelle

Au = fF; 'g ; (3.17)

où A et l�opérateur transforment u(x; t) à la paire d�élément M0u et u(x; 0) = '(x):

L�opérateur A est considérée comme étant l�opérateur non-borné agissant sur L2(QT ) dans

l�espace de Hilbert

W = L2(QT )� �W 1;0
2 (
);

A : L2(QT ) �! W = L2(QT )� �W 1;0
2 (
); (3.18)

les éléments de W sont les pairs ff;	g avec f 2 L2(QT ) et 	 2 �W 1;0
2 (
) ou le produit scalaire

dans cet espace dé�ni par

(
�
f 1;	1

	
;
�
f 2;	2

	
)W =

Z
QT

f 1f 2dxdt+

Z



	1x	
2
xdx: (3.19)

On démontre que l�opérateur A fermable (i.e.) on démontrer que si (vm)m2N 2 D(A) / vm ! 0
m�!1

dans L2(QT ) et si Avm = ffm; 'mg �! ff; 'g
m�!1

dans W alors on démontre que f = ' = 0:

Preuve Soit �(x; t) assez régulière avec � jST = 0, �(x; T ) = 0 et considère l�intégrale QT

Z
QT

M0vm�dxdt (*)
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(�) =

Z
QT

M0vm�dxdt

=

Z
QT

(
dvm
dt

��vm)�dxdt

=

Z
QT

dvm
dt
�dxdt�

Z
QT

�vm�dxdt

=

Z
@QT

vm� cos(v; t)d� �
Z
QT

vm�tdxdt�
Z
QT

�
nX
i=1

@2vm
@x2i

dxdt

=

Z



vm�
��t=T
t=0 dx�

Z
QT

vm�tdxdt�
nX
i=1

(

Z
@QT=ST=S�[0;T ]=@
�[0;T ]

�
@vm
@xi

cos(v; xi)d� +
nX
i=1

Z
QT

@�

@xi

@vm
@xi

dxdt

=

Z



vm(x; T )�(x; T )dx�
Z



vm(x; 0)�(x; 0)dx�
Z
QT

vm�tdxdt+
nX
i=1

Z
QT

@�

@xi

@vm
@xi

dxdt

= �
Z



vm(x; 0)�(x; 0)dx�
Z
QT

vm�tdxdt+
nX
i=1

Z
@QT

vm
@�

@xi
cos(v; xi)d� �

nX
i=1

Z
QT

@2�

@x2i
vmdxdt

= �
Z



vm(x; 0)�(x; 0)dx�
Z
QT

vm(�t +��)dxdt;

on faisant tende m �!1 on obtient

Z
QT

f�dxdt+

Z



'�dx = 0;

implique que les 2 intégrales s�annulent indépendamment

, 8>>>>><>>>>>:

Z
QT

f�dxdt = 0, (f; �)L2(QT ) = 0; 8� assez régulière,

Z



'�dx = 0, ('; �)L2(
) = 0, 8� assez régulière,
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�W 1;0
2 (
) = L2(
) de ('; �)L2(
) = 0 8� assez régulière alors ' � 0:

f 2 L2(QT ) (f; �)L2(QT ) = 0 8� assez régulière alors f � 0; (i.e.) A admet une fermeture

A :

3.2.2 Unicité de la solution

Pour le problème (3:9)� (3:11) on a l�égalité

kvx(x; �)k22;
 +
Z
QT

(v2t + (�v)
2)dxdt = kvx(x; 0)k22;
 +

Z
QT

(M0v)
2dxdt; où v 2 D(A) et � 2 [0; T ];

(3.20)

à partire des quelle on obtient l�estimation à priori

�
kvk�;12;QT

�2
� kAvk2W :

Preuve de (3.20)

On peut déduire que la convergence forte d�une suite d�éléments d�une espace W entraine la

convergence d�une suite d�éléments de l�espaceW�;1
2;QT

(i.e) la convergence (Avm)m2N (vm 2 D(A))

dans la norme de W implique la convergonce (vm)m2N dans la norme de W�;1
2;QT

:

Pour démontrer (3:20) on considère l�intégrale

Z
Q�

(M0v)
2dxdt =

Z
Q�

(vt ��v)2dxdt =
Z
Q�

(v2t + (�v)
2)dxdt� 2

Z
Q�

vt�vdxdt

=

Z
Q�

(v2t + (�v)
2)dxdt� 2

nX
i=1

Z
Q�

vt
@2v

@x2i
dxdt

=

Z
Q�

(v2t + (�v)
2)dxdt� 2

nX
i=1

(

Z
@Q�

vt
@2v

@x2i
cos(v; xi)d� + 2

nX
i=1

Z
Q�

@

@xi
(vt)

@v

@xi
dxdt

=

Z
Q�

(v2t + (�v)
2)dxdt+

nX
i=1

Z



(
@v

@xi
)2
��t=�
t=0 dx

=

Z
Q�

(v2t + (�v)
2)dxdt+

nX
i=1

Z



(
@v(x; �)

@xi
)2dx�

nX
i=1

Z



(
@v(x; 0)

@xi
)2dx;
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donc Z
Q�

(M0v)
2dxdt = kFk22;QT ;

et

kFk22;Q� = kvtk22;Q� + k�vk
2
2;Q�

+

@v(x; �)@x

2
2;


�
@v(x; 0)@x

2
2;


, kvtk22;Q� + k�vk
2
2;Q�

+

@v(x; �)@x

2
2;


= kM0vk22;Q� +
@v(x; 0)@x

2
2;


= kFk22;Q� +
@'@x

2
2;


;

de cette dernière égalité, on obtient

kvtk22;Q� + k�vk
2
2;Q�

� kFk22;Q� +
@'@x

2
2;


;

(i.e.) �
kvk�;12;Q�

�2
� kAvk2W ; (*)

et l�estimation à priori devient

sup
0���T

kv(:; �)k�;12;
 � kAvk
2
W :

On peut obtenir à partir de (3:20)

sup
0���T

kvm(:; �)k�;12;
 � kAvmk
2
W ;

d�où la convergence (Avm)m2N dansW implique la convergence de (vm)m2N dans la norme donnée

sup0���T kv(:; �)kW 1
2;

:
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Si on prolonge (�) avec solution forte, (i.e.) on a l�inégalité

kvk�;12;QT
�
Av

W
; (**)

cela prouve que les éléments de D(A) =W�;1
2;QT

l�opérateur A dé�ni par

Av = fF; v(x; 0)g

= eF
= (F; ')

= (Lv; `v);

où ` est l�opérateur de trace.

On peut déduire de (��) l�unicité de la solution forte, aussi que R(A) = R(A), et pour

conséquent A
�1
existe sur R(A).

3.2.3 Existence de la solution

Pour que l�équation Av = fF; 'g est résoluble il su¢ t de démontrer A est surjectif (i.e.)

R(A) =W

Preuve Pour montrer que

8eF = fF; 'g 2 W; 9!v= v = A�1 fF; 'g ; (3.21)
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il faut démontrer que

R(A) = W () R(A)? = f0g

R(A)? = f0g () (Av; V )W = 0

) V = 0 où V 2 W

(i.e) V = (w;w0):

Car W espace de Hilbert

(fLv; `vg ; fw;w0g) = (Av; V )W

=

Z
Q�

w(vt ��v)dxdt+
Z
Q�

@w0
@x
vx(x; 0)dx (3.22)

où v 2 D(A) arbitraire v = (w;w0) 2 W .

Démontrons qu�il existe de (3:22) w = w0 = 0 ((i.e) V � 0). Posons

v =

8>>><>>>:
tZ

t1

��1w(x; �)d� ; si t > t1;

0; si t � t1;

où t1 2 [0; T ] arbitraire.
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Remplaçons v dans (3:22) on obtient d�abord

TZ
t1

Z



�vt(vt ��v)dxdt = 0

=

TZ
t1

Z



(�vt)vtdxdt�
TZ
t1

Z



�vt�vdxdt

=

nX
i=1

(

Z
@Qt1

@vt;xi
@xi

vt cos(v; xi)d� �
TZ
t1

Z



@

@t

nX
i=1

(vxi)
2dxdt� 1

2

Z



(�v)2
��t=T
t=t1

dx

= �
TZ
t1

Z



(vxt)
2dxdt� 1

2

Z



(�v)2(x; T );

= 0;

d�où on déduit que vxt � 0 =) �vt = 0 = w dans QT .

L�identité (3:22) prendre la forme
Z



@w0
@x
vx(x; 0)dx = 0 pour tout v 2 D(A): Puisque

w0 2 �W 1
2;
 et W 1

2;
(
) = L
2(
); (3.23)

alors d�après (3:23)

w0 = 0 =) V � 0 = (w;w0);

d�où la théorème.

Théorème 3.1 Pour tout 
 2 Rn borné, le problème (3:9)_(3:11) admet une solution unique

dans W�;1
2;QT

si F = f +
nX
i=1

@fi
@xi
2 L2(QT ) et ' 2 �W 1

2;
:

Remarque 3.2 Si S 2 C2, �u 2 L2(
) et u 2 �W 1
2 (
); alors u 2 W 2

2;0(QT ); et dons ce

cas W�;1
2;0 (QT ) peut coïncider avec W

2;1
2;0 (QT ) et par conséquent le théorème précédant peut être

appliqué pour les éléments v 2 W 2;1
2;0 (QT ):

Remarque 3.3 Tout élément u 2 W�;1
2;0 (QT ) est un éléments �W

1
2 (
) pour tout � 2 [0; T ] ;et de

pend continument de � dans la norme de �W 1
2 (
):
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De plus on a pour � 2 [0; T ]

kux(x; �)k22;
 = kux(x; 0)k
2
2;
 �

�Z
0

(ut(x; t);�v(x; t))2;
dt;

3.3 Méthode de l�énergie pour les opérateurs paraboliques

de type général

3.3.1 Formulation du problème

On considéré ce problème

Lu =
@u

@t
�

nX
i;j=1

@

@xi
(ai;j(x; t)

@u

@xj
+ ai;j(x; t)u) +

nX
i=1

bi(x; t)
@u

@xi
+ a(x; t)u

= f(x; t) +
nX
i=1

@fi
@xi

; (3.24)

avec la condition initiale

u jt=0 = '(x); (3.25)

et la condition aux bord

u jST = 0;

tel que


 borné de Rn ai;j = aj;i;

où vuut nX
i=1

a2i � �

vuut nX
i=1

b2i � �; jaj � �; (3.26)

et

' 2 L2(
); f 2 L2;1(QT )
@f

@xi
2 L2(QT ); (3.27)

on à aussi la condition
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��2 �
nX

i;j=1

ai;j�i�j � ��2 �; � > 0: (3.28)

3.3.2 Unicité de la solution

Première inégalité de l�énergie

On note f(x; t) = f(x; t) +
nX
i=1

@fi
@xi
; supposons que @
 est régulière et si les coe¢ cients de

sont certaine propriétés de régularités, avec les conditions (3:26); (3:27); (3:28) l�équation (3.24)

peut prendre la forme

Mu = ut �
nX

i;j=1

@

@xi
(aij(x; t)

@u

@xj
)�

nX
i=1

ai(x; t)uxi � a (x; t)u (3.29)

= f(x; t);

à laquelle sont associées les conditions initiales et aux limites8<: u jt=0 = '(x);

u jST = 0;
(3.30)

et

8>><>>:
aij = aji;

� �2 �
nX

i;j=1

aij �i �j � � �2:
(3.31)

Où �; � des constantes positives

� = (�1; �2; :::; �n) �2 =
nX
i=1

�2i

' 2 L2(
); f 2 L2;1(QT )
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8>><>>:
����@aij@xj

���� � �1�
nP
i=1

a2i

� 1
2

� �2 jaj � �2
(3.32)

On peut écrire le problème sou forme dite opérationnelle

A : E �! F;

Au = ff; 'g ;

avec

kukE = sup
0���T

ku (x; �) k2L2(
) + kuxk2L2(QT );

kAukF = k'k2L2(
) + kfk2L2(QT );

Dé�nition 3.1 On appelle solution généralisée du problème (3:29): (3:30) toute fonction u 2

W1
2;0(QT ) véri�ant l�identité

�
Z
QT

(u�t + aijuxj�xi + aiuxi� + au�) dxdt�
Z



'�(x; 0)dx =

Z
QT

f� dxdt

pour tout � 2W1
2:0(QT ) assez régulière avec � jST = 0, �(x; T ) = 0.

Multiplions l�équation (3:29) par u et intégrant le résultat sur Q�

Z
Q�

Mu u dxdt =

Z
Q�

fudxdt

On a
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Z
Q�

Mu u dxdt =

Z
Q�

u(ut �
@

@xi
(aijuxj)� aiuxi � au)dxdt

=

Z
Q�

uut dxdt+

Z
Q�

(� @

@xi
(aijuxj)u� aiuxiu� auu)dxdt

=
1

2

Z
Q�

@

@t
(u2)dxdt+

Z
Q�

(aijuxjuxi + aiuxiu+ au
2)dxdt: (3.33)

Donc

1

2

Z
Q�

@

@t
(u2)dxdt+

Z
Q�

(aijuxjuxi � aiuxiu� au2)dxdt =
Z
Q�

fudxdt:

En utilisant les conditions (3:31) ; (3:32) dans l�expression (3:33) et e¤ectuons les majorations

suivantes

1

2

Z
Q�

@

@t
(u2)dxdt+ �

Z
Q�

u2xdxdt �
Z
Q�

(aiuxiu+ au
2)dxdt+

Z
Q�

fudxdt:

D�après inégalité de Cauchy on a

1

2

Z
Q�

@

@t
(u2)dxdt+ �

Z
Q�

u2xdxdt �

0@Z
Q�

u2xidxdt

1A 1
2
0@Z
Q�

a2iu
2dxdt

1A 1
2

+ �2

Z
Q�

u2dxdt

+

0@Z
Q�

f 2dxdt

1A 1
2
0@Z
Q�

u2dxdt

1A 1
2

� �2

0@Z
Q�

u2xdxdt

1A 1
2
0@Z
Q�

u2dxdt

1A 1
2

+ �2

Z
Q�

u2dxdt

+

0@Z
Q�

f 2dxdt

1A 1
2
0@Z
Q�

u2dxdt

1A 1
2
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d�après l�inégalité jabj � �

2
a2 +

1

2�
b2 on a

1

2

Z
Q�

@

@t
(u2)dxdt+ �

Z
Q�

u2xdxdt �
�

2

Z
Q�

u2xdxdt+

�
�22
2�
+ �2 +

1

2

�Z
Q�

u2dxdt+
1

2

Z
Q�

f 2dxdt; (3.34)

alors

Z
Q�

@

@t
(u2)dxdt+ �

Z
Q�

u2xdxdt � C1
Z
Q�

u2dxdt+

Z
Q�

f 2dxdt;

où

C1 =
�22
�
+ 2�2 + 1:

Donc

Z



u2
��t=�
t=0 dxdt+ �

Z
Q�

u2xdxdt � C1

Z
Q�

u2dxdt+

Z
Q�

f 2dxdt;

Z



u2 (x; �) dx�
Z



u2 (x; 0) dx+ �

Z
Q�

u2xdxdt � C1

Z
Q�

u2dxdt+

Z
Q�

f 2dxdt

Z



u2 (x; �) dx+ �

Z
Q�

u2xdxdt � C1

Z
Q�

u2dxdt+

Z



u2 (x; 0) dx+

Z
Q�

f 2dxdt

Z



u2 (x; �) dx+ �

Z
Q�

u2xdxdt � C1

Z
Q�

u2dxdt+

Z



'2dx+

Z
Q�

f 2dxdt;

alors

min f1; �g

0@Z



u2 (x; �) dx+

Z
Q�

u2xdxdt

1A � max fC1; 1g

0@Z
Q�

u2dxdt+

Z



'2dx+

Z
Q�

f 2dxdt

1A ;
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et par conséquent

Z



u2 (x; �) dx+

Z
Q�

u2xdxdt � c

24Z



'2dx+

Z
Q�

f 2dxdt+

Z
Q�

u2dxdt

35 ; (3.35)

où

c =
max fC1; 1g
min f1; �g :

Utilisons maintenant le lemme de Granwall pour éliminer le dernier membre droit de (3.35)

0@ �Z
0

f(t)dt+ g(�) � h(�) + c
�Z
0

g(t)dt =)
�Z
0

f(t)dt+ g(�) � c exp(c�)h(�)

1A ;
on pose

h(�) =

Z



'2dx+

Z
Q�

f 2dxdt;

�Z
0

f(t)dt =

Z
Q�

u2xdxdt;

et

g(�) =

Z



u2 (x; �) dx:

On obtient alors

Z

�

u2dxdt+

Z
Q�

u2xdxdt � c ec�

24Z



'2dxdt+

Z
Q�

f 2dxdt

35 ;
ku (x; �) k2L2(
) + kuxk2L2(Q� ) � c ec�

h
k'k2L2(
) + kfk2L2(Q� )

i
;

en passant on sup par apport à � sur [0; T ], on obtient
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sup
0���T

ku (x; �) k2L2(
) + kuxk2L2(QT ) � c ecT
h
k'k2L2(
) + kfk2L2(QT )

i
� k

h
k'k2L2(
) + kfk2L2(QT )

i
: (3.36)

Alors l�inégalité (3:36) peut être mise sous la forme

kukE � kkAukF k > 0;

de cette dernière inégalité on peut déduire l�unicité de la solution généralisée du problème (3:29)�

(3:30) .

La deuxième inégalité fondamentale

Pour les opérateurs paraboliques M de type général

Mu =
@u

@t
�

nX
i;j=1

@

@xi
(ai;j(x; t)

@u

@xj
+ ai(x; t)u) +

nX
i=1

bi(x; t)
@u

@xi
+ a(x; t)u

= f(x; t) +
nX
i=1

@fi
@xi

;

on note F (x; t) = f(x; t)+
nX
i=1

@fi
@xi
; supposons que @
 est régulière et si les coe¢ cients de sont

certaine propriétés de régularités, et si en plus des conditions (3:26); (3:27); (3:28), les coe¢ cient

de M véri�ant aussi les conditions����@Mi

@xi

���� � �1 ����@ai;j@xk

���� � �1 ����@ai;j@t
���� � �1. (3.37)
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En tendent compte que la condition
���@ai@xi

��� � �1, alors Mu peut prendre la forme et on
Mu =

@u

@t
�
"

nX
i;j=1

@

@xi
(ai;j(x; t)

@u

@xj
) + âi(x; t)

@u

@xi
+ â(x; t)u

#
= ut � Lu

= F (x; t); (3.38)

où

jâij � �2 jâj � �2:

Nous savons que l�opérateur elliptique Lu réaliser

kuxxk2L2(
) �
2

�
kLuk2L2(
) + c

�
kuk(1)2;


�
; (3.39)

avec c dépondant de u et S:

Il est évident que

kuxk2 �
1

2�"2
kLuk2L2 + C"2 kuk

2 ; (3.40)

qui est vrai pour tout u 2 W 1
2 (
); où C"2 =

2

�

�
�2 +

�22
�
+ "2

�
; "2 > 0; et u est solution

généralisée dans W 1
2 (
) du problème Lu = F (x; t); u jS= 0; f 2 L2(
):

Si on pose "2 =
� (c+ 1)

4
; on obtient la seconde inégalité de l�énergie pour les opérateurs

elliptiques

kuk(2)2;
 �
2

�
kLuk+ C2 kuk ; (3.41)

où C2 =
p
(1 + c) (1 + C1) et C1 = C"2 pour "2 =

� (c+ 1)

4
:

Dans le cas où (Lu; u) � �1 kuk2 avec �1 > 0 constant le dernier terme de (3.41) peut être

estimé en terme de kLuk et au lieu de (3.41) on aura l�inégalité

kuk(2)2;
 � C3 kLuk ; (3.42)
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où

C3 =
2

�
+
C2
�1
;

et par conséquent

kuk(2)2;
 �
�
2

�
+
C2
�1

�
kLuk :

On peut écrire le problème sou forme dite opérationnelle

A : E �! F;

Au = ff; 'g ;

avec

kukE = sup
0���T

ku (x; �) k2L2(
);

kAukF = k'xk2L2(
) + kMuk2L2(QT );

Considérons l�intégrale
Z
Q�

(Mu)2dxdt pour une fonction arbitraire u assez régulière s�annulant

sur les frontières

Z
Q�

(Mu)2dxdt =

Z
Q�

(u2t � 2utLu+ (Lu)2)dxdt

=

Z
Q�

�
u2t + (Lu)2 � 2ut(ai;juxj)xi � 2utâiuxi � 2âuut

�
dxdt

=

Z
Q�

(u2t + (Lu)2)dxdt+
Z



ai;juxiuxj
��t=�
t=0 dx�

Z
Q�

@ai;j
@t

uxjuxidxdt� 2
Z
Q�

ut(âiuxi + âu)dxdt;

donc

Z
Q�

(Mu)2dxdt+

Z



ai;juxiuxj jt=0 dx =
Z
Q�

�
u2t + (Lu)

2 � @ai;j
@t

uxjuxi � 2ut(âiuxi + âu)
�
dxdt+

Z



ai;juxiuxj jt=� dx;
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d�où

Z
Q�

(Mu)2dxdt+

Z



ai;juxiuxj jt=0 dx+
Z
Q�

@ai;j
@t

uxjuxidxdt+ 2

Z
Q�

utâiuxidxdt+ 2

Z
Q�

utâudxdt:

=

Z
Q�

u2tdxdt+

Z
Q�

(Lu)2dxdt+
Z



ai;juxiuxj jt=� dx: (3.43)

On utilise les conditions sur les coe¢ cients du l�opérateur L et les inégalités de Cauchy avec

�. On obtient de (3:43) pour tout � > 0

kutk22;Q� + kLuk
2
2;Q�

+

Z



ai;juxiuxj jt=� dx

�
Z
Q�

(Mu)2dxdt+

Z



ai;juxiuxj jt=0 dx+ C2
Z
Q�

�
u2x + �u

2
t +

1

�
u2
�
dxdt: (3.44)

Remplaçants
Z
Q�

(Lu)2dxdt et
Z



ai;juxiuxj jt=� dx par des quantités plus petits en se basant

sur l�inégalité de Poincaré

kuk22;Q� � c
2(Q� ) kuxk22;Q� ;

en choisissant 2= 1
2c2
; on obtient d�aprés (3:44)

�

Z



u2x(x; �)dx+

Z
Q�

�
1

2
u2t +

1

c
u2xx

�
dxdt � �

Z



'2x(x)dx+ c3

Z
Q�

�
u2x + u

2
�
dxdt+

Z
Q�

(Mu)2dxdt

� �

Z



'2x(x)dx+ c4

Z
Q�

u2xdxdt+

Z
Q�

(Mu)2dxdt; (3.45)

i.e

� kux(x; �)k22;Q� � �
Z



'2x(x)dx+ c4

Z
Q�

u2xdxdt+

Z
Q�

(Mu)2dxdt;

alors

kux(x; �)k22;Q� � C
h
k'xk

2
2;
 + kuxk

2
2;Q�

+ kMuk22;Q�
i
:
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Où

C =
max f�; c4; 1g

�
:

En utilisant lemme de Gronwelle, on obtient l�inégalité

kux(x; �)k22;Q� � K
h
k'xk

2
2;
 + kMuk

2
2;Q�

i
;

en passant on sup par apport a � sur [0; T ]

sup
0���T

kux(x; �)k22;
 � K
h
k'xk

2
2;
 + kMuk

2
2;Q�

i
;

donc

kuk2E � K kAuk
2
F :
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Chapitre 4

Un problème mixte pour une équation

parabolique d�ordre supérieur avec des

conditions intégrales

Dans ce chapitre nous étudions la solvabilité d�un problème mixte avec des conditions inté-

grales pour l�équation parabolique d�ordre supérieur impaire. L�existence et l�unicité de la solu-

tion forte sont établies à l�aide d�inversibilité de la fermeture d�opérateur générée par le problème

considéré.

4.1 Formulation du problème

Soit le rectangle QT = 
 � (0; T ) où T > 0 et 
 = (0; l), on considère le problème mixte

avec des conditions intégrales pour l�équation aux dérivées partielles de type parabolique d�ordre

supérieur

Lu = ut + (�1)m�(t)
@2m+1u

@x2m+1

= f(x; t); (x; t) 2 QT ; (4.1)

`(u) = u(x; 0) = '(x); 0 < x < l; (4.2)
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u(0; t) = 0; 0 < t < T; (4.3)

lZ
0

xku(x; t)dx = 0; 0 < t < T; k = 0; 2m� 1, (4.4)

la fonction donnée �(t) et sa drivée �t(t) satisfaisant aux conditions

�(t) � c0; �t(t) � c1; (4.5)

ou les constantes c0 et c1 sont strictement positives. f(x; t) et '(x) sont des fonctions données.

Le problème (4:1)� (4:4) peut être écrit sous la forme opérationnelle, on dé�nit L l�opérateur

sur E dans F par

L = (L; `);

on pose

D(L) =

�
u 2 E : =mx ut;=mx ux; :::;=mx

@2m+1u

@x2m+1
2 L2(QT )

�
;

tel que

=mx u =
xZ
0

x1Z
0

:::

xm�1Z
0

u(�m�1; t)d�m�1dxm�1:::dx2dx1:

Avec E est un espace de Banach pour la norme

kuk2E = sup
0���T

k=mx u(:; �)k
2
L2((0;l))

= sup
0���T

lZ
0

(=mx u(x; �))2dx 8u(x; t) 2 E: (4.6)
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Et F est un espace de Hilbert pour la norme

kFk2F = kfk2L2(QT ) + k=
m
x 'k

2
L2((0;l))

=

Z
QT

(f)2dxdt+

lZ
0

(=mx ')2dx 8F = (f; ') 2 F , (4.7)

la fonction ' véri�ez les conditions suivantes

lZ
0

xk'(x)dx = 0 k = 0; 2m� 1; (4.8)

et

'(0) = 0: (4.9)

4.2 Unicité de la solution

Théorème 4.1 Si u(x; t) 2 E, et si la fonction �(t) et sa drivée �t(t) satisfaisant aux conditions

(4:5) alors on a l�estimation a priori suivante

kukE � c kLukF ;

où

c = max

�
l4m

22m
; 1

�
:

Preuve

On pose

Mu = (�1)m=2mx u; (4.10)

et

Q� = (0; l)� (0; �);

prendrons le produit scalaire dans L2(Q� ) de l�équation (4:1) et l�expression di¤érentielleMu on
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obtient

(Lu;Mu)L2(Q� ) = (�1)m(ut;=2mx u)L2(Q� ) + (�1)2m(�(t)
@2m+1u

@x2m+1
;=2mx u)L2(Q� )

= (�1)m(ut;=2mx u)L2(Q� ) + (�(t)=2mx u;
@2m+1u

@x2m+1
)L2(Q� ) (4.11)

on intègre par parties le côté droit de l�égalité (4:11) et utiliser les conditions (4:2), (4:4), on

obtient

(�1)m(ut;=2mx u)L2(Q� ) = (=mx ut;=mx u)L2(Q� )

=

lZ
0

�Z
0

d

dt
(=mx u(x; t))=mx u(x; t)dtdx

=
1

2

lZ
0

�Z
0

d

dt
(=mx u(x; t))2dtdx

=
1

2

lZ
0

(=mx u(x; t))2
������
t=�

t=0

dx

=
1

2

lZ
0

(=mx u(x; �))2dx�
1

2

lZ
0

(=mx '(x))2dx;

i.e.

(�1)m(ut;=2mx u)L2(Q� ) =
1

2

lZ
0

(=mx u(x; �))2dx�
1

2

lZ
0

(=mx '(x))2dx; (4.12)
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d�autre parte

(�(t)=2mx u;
@2m+1u

@x2m+1
)L2(Q� ) = (�(t)u;

@u

@x
)L2(Q� )

=

�Z
0

lZ
0

�(t)u(x; t)
@u(x; t)

@x
dxdt

=
1

2

�Z
0

lZ
0

�(t)
@

@x
(u(x; t))2dxdt

=
1

2

�Z
0

�(t)(u(x; t))2dt

������
l

0

=
1

2

�Z
0

�(t)(u(l; t))2dt� 1
2

�Z
0

�(t)(u(0; t))2dt

=
1

2

�Z
0

�(t)(u(l; t))2dt;

on résulte que

(�(t)=2mx u;
@2m+1u

@x2m+1
)L2(Q� ) =

1

2

�Z
0

�(t)(u(l; t))2dt: (4.13)

Substituons les égalités (4:12) et (4:13) dans l�égalité (4:11)

1

2

�Z
0

�(t)(u(l; t))2dt+
1

2

lZ
0

(=mx u(x; �))2dx = (Lu;Mu)L2(Q� ) +
1

2

lZ
0

(=mx '(x))2dx: (4.14)

Pour estimer le premier terme du côté droite de l�égalité (4.14). On a besoin des lemmes

suivants

Lemme 4.1 Pour tout m 2 N�, on a

k=mx ukL2(0;l) �
l2

2

=m�1x u

L2(0;l)

(4.15)
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Preuve On a

(=mx u)
2 = (

xZ
0

=m�1x u(�; t)d�)2

�

264
0@ xZ
0

(=m�1x u(�; t))2d�

1A 1
2
0@ xZ
0

(1)2d�

1A 1
2

375
2

= x:

xZ
0

(=m�1x u(�; t))2d�

� x:

lZ
0

(=m�1x u(�; t))2d�;

alors

k=mx ukL2(0;l) �

x:
lZ

0

(=m�1x u(�; t))2d�


L2(0;l)

= kxkL2(0;l)

lZ
0

(=m�1x u(�; t))2d�

=
l2

2

=m�1x u

L2(0;l)

:

Lemme 4.2 Pour tout m 2 N�, on a

k=mx ukL2(0;l) �
l2m

2m
kukL2(0;l) . (4.16)

Preuve Nous utilisons la preuve par récurrence, on a d�après lemme précédent pour tout

m 2 N�

k=mx ukL2(0;l) �
l2

2

=m�1x u

L2(0;l)

;

supposons que =m�1x u

L2(0;l)

� l2m�2

2m�1
kukL2(0;l) ;
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alors constatons que

k=mx ukL2(0;l) � l2

2

=m�1x u

L2(0;l)

� l2

2
:
l2m�2

2m�1
kukL2(0;l)

=
l2m

2m
kukL2(0;l) :

Remarque 4.1 Les inégalités (4:15) et (4:16) peuvent être appliquées si on remplace l�intervalle

(0; l) par une région bornée 
 � Rn ; il su¢ t de remplacer l par mes(
) (mesure de 
).

Revenons à la preuve du théorème

Par application de l�inégalité de Cauchy avec " et (4:16) le premier terme du côté droite de

l�égalité (4:14), peut être estimé par

(Lu;Mu)L2(Q� ) � kLukL2(Q� ) kMukL2(Q� )

� 1

2

Z
Q�

(=2mx u)2dxdt+
1

2

Z
Q�

(Lu)2dxdt

� l4m

22m+1

Z
Q�

(=mx u)2dxdt+
1

2

Z
Q�

(Lu)2dxdt; (4.17)
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substituons l�égalité (4:17) dans l�identité (4:14), et utiliser la condition (4:5) on obtient

c0
2

�Z
0

(u(l; t))2dt+
1

2

lZ
0

(=mx u(x; �))2dx � c0

�Z
0

(u(l; t))2dt+

lZ
0

(=mx u(x; �))2dx

� (Lu;Mu)L2(Q� ) +
1

2

lZ
0

(=mx '(x))2dx:

� l4m

22m+1

Z
Q�

(=mx u)2dxdt+
1

2

Z
Q�

(Lu)2dxdt+ 1
2

lZ
0

(=mx '(x))2dx

� l4m

22m+1

Z
Q�

(=mx u)2dxdt+
Z
Q�

(Lu)2dxdt+
lZ

0

(=mx '(x))2dx

� c2

24Z
Q�

(Lu)2dxdt+
Z
Q�

(=mx u)2dxdt+
lZ

0

(=mx '(x))2dx

35 ;
i.e.

c0

�Z
0

(u(l; t))2dt+

lZ
0

(=mx u(x; �))2dx � c2

24Z
Q�

(Lu)2dxdt+
Z
Q�

(=mx u)2dxdt+
lZ

0

(=mx '(x))2dx

35
(4.18)

avec

c2 = max

�
1;

l4m

22m+1

�
;

pour éliminer le deuxième terme du membre droit de inégalité ainsi obtenue, on utilise le

lemme de Gronwall

h(�) = c2

0@ lZ
0

(=mx '(x))2dx+
Z
Q�

(Lu)2dxdt

1A ;
�Z
0

f(t)dt =

Z
Q�

(=mx u)2;
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et

g(�) =

lZ
0

(=mx u(x; �))2dx:

lZ
0

(=mx u(x; �))2dx+ c0
�Z

0

(u(l; t))2dt � c2 exp(c2T )

24Z
Q�

(Lu)2dxdt+
lZ

0

(=mx '(x))2dx

35 :
Négligeons le premier terme du membre gauche de l�inégalité précédant

lZ
0

(=mx u(x; �))2dx � c2 exp(c2T )

24Z
Q�

(Lu)2dxdt+
lZ

0

(=mx '(x))2dx

35 ; (4.19)

puisque la côté droite de l�inégalité ainsi ne dépend pas de � , par conséquent passons au supremum

par rapport a � de 0 a T , on obtient l�inégalité (4:10) avec

c = c2 exp(c2T ):

Proposition 4.1 L�operateur L de E dans F est fermable.

Preuve La démonstration se fait de la même manière que dans le chapitre 3 section 2.

Soit L la fermeture de L et D(L) son domaine de dé�nition:

Corollaire 4.1 En dessous de la condition (4:5), l�inégalité on peut prolonger (4:10) en passant

a la limite :

kukE � c
Lu

F
8u 2 D(L): (4.20)

Corollaire 4.2 L�image R(L) est un fermé de F , R(L) = R(L) et L
�1
= L�1 avec L�1 est

extension de L�1 par continuité de R(L) à R(L):

Dé�nition 4.1 La solution de l�équation d�opérateur Lu = F est dite solution forte du problème

(4.1) - (4.4).
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4.3 Existence de la solution

Théorème 4.1 Pour tout F = (f; ') de F le problème (4.1) - (4.4) admet une solution forte

unique u = L
�1F = L�1F .

Preuve

Le corollaire (4.1) a¢ rme que si la solution forte du problème (4:1)�(4:4) existe il est unique

et dépend continuement du F . Le corollaire (4.2) stipule que il su¢ t de démontre la densité

de l�ensemble R(L) dans l�espace F pour montrer que le problème (4:1)� (4:4) admet solution

forte unique. On a besoin la proposition suivante

Proposition 4.2 Supposons que les conditions de théorème 4.1 soient réalisé, et soit

D0(L) = fu 2 D(L); `(u) = 0g :

Si g 2 L2(Q) et pour tout u 2 D0(L), nous avons

(Lu; g)L2(Q) = 0: (4.21)

Alors la fonction g s�annule presque partout dans Q.

Preuve

Premièrement, on dé�nit � par la relation

� (x; t) =

TZ
t

g(x; s)ds; (4.22)

soit @
@t
(=2mx u) une solution de l�équation

�(t)(=2mx u)t �
TZ
t

�s(=2mx u)sds = � (x; t) ; (4.23)
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et soit

=2mx u =

8>>><>>>:
tZ
s

�� (=2mx u)�d� s � t � T;

0 0 � t � s;

(4.24)

de (4:22) et (4:23), il s�ensuit que

g(x; t) = �(�(t)=2mx ut)t � �t=2mx ut: (4.25)

Nous avons les résultats suivants :

Lemme 4.3 La fonction g et �t=2mx ut appartient à l�espace L2(Qs) ;avec Qs = (0;�l)(s; T ):

Preuve De (4:5) et (4.16) on résulte que la fonction �t=2mx ut appartient à l�espace L2(Qs) il

reste prouver que �(t)=2mx utt 2 L2(Qs):

On utilise des opérateurs de régularisation (Friedricks)

(��h)(x; t) =
1

�

+1Z
�1

!(
s� t
�
)h(x; t)ds;

avec

! 2 C10 (0; T ); !(t) � 0;
+1Z
�1

!(t)dt = 1.

Appliquons les operateurs �� et
@
@t
a l�équation (4:23) on obtient

�(t)
@

@t
��=2mx ut = ��t��=2mx ut +

@

@t
���+

@

@t

�
���=2mx ut � ���=2mx ut

�
+
@

@t
��

TZ
t

�s(=2mx u)sds;

(4.26)

il résulte de (4:26) que

�(t) @@t��=2mx ut
2
L2(Q)

� 4

 @@t���
2
L2(Q)

+ 4
�t��=2mx ut2L2(Q) (4.27)

+4

 @@t��
TZ
t

�s(=2mx u)sds


2

L2(Q)

+ 4

 @@t ����=2mx ut � ���=2mx ut�
2
L2(Q)

;
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en tenant compte des conditions (4:5), lemme 4.2 et utilisant les propriétés des operateurs ��, on

a �(t) @@t��=2mx ut
2
L2(Q)

� K
( @@t���

2
L2(Q)

+ kutk2L2(Q)

)
;

avec

K = max

�
2c21
l4m

22m
; 4

�
:

Comme ��h !
�!0

h dans L2(Q) et la norme de �(t) @
@t
��=2mx ut est bornée dans L2(Q) on résulte

que �(t) @
@t
��=2mx ut 2 L2(Q): Ceci permet d�obtenir la preuve du lemme 4.3.

Revenons à la démonstration de la proposition en remplaçant g(x; t) dans (4.21) par sa re-

présentation (4.25) on obtient :

(Lu; g)L2(Q) = �
�
ut;
�
�=2mx ut

�
t

�
L2(Q)

�
�
ut; �=2mx ut

�
L2(Q)

+(�1)m+1(�@
2m+1u

@x2m+1
;
�
�=2mx ut

�
t
)L2(Q) + (�1)m+1(�

@2m+1u

@x2m+1
; �=2mx ut)L2(Q)

= 0; (4.28)

en intégrant chaque terme de(4:28) par parties, nous avons

�
�
ut;
�
�=2mx ut

�
t

�
L2(Q)

=
(�1)m
2

lZ
0

�(s) [=mx ut(x; s)]
2 ds+

(�1)m
2

Z
Qs

�t(=mx ut)2dxdt; (4.29)

�
�
ut; �=2mx ut

�
L2(Q)

= (�1)m+1
Z
Qs

�t(=mx ut)2dxdt; (4.30)

(�1)m+1(�@
2m+1u

@x2m+1
;
�
�=2mx ut

�
t
)L2(Q) = (�1)m

Z
Qs

��tuxutdxdt+
(�1)m
2

TZ
s

�2u2t (l; s)
2dt; (4.31)

(�1)m+1(�@
2m+1u

@x2m+1
; �t=2mx ut)L2(Q) = (�1)m+1

Z
Qs

��tuxutdxdt: (4.32)
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Combinaison d�égalités (4:28)� (4:32), donne

lZ
0

�(s) [=mx ut(x; s)]
2 ds+

TZ
s

�2u2t (l; s)
2dt = 3

Z
Qs

�t(=mx ut)2dxdt: (4.33)

Négligeons le terme

TZ
s

�2u2t (l; s)
2dt du l�inégalité précédant et utiliser le condition (4:5) on

obtient
lZ

0

[=mx ut(x; s)]
2 ds � c1

c0

Z
Qs

(=mx ut)
2 dxdt; (4.34)

on dénote le terme intégral sur le côté droit de (4:34) par �(s); alors nous avons

�d�(s)
ds

� c1
c2
�(s);

et par conséquent

� d
ds

�
�(s) exp

�
c1
c0
s

��
� 0; (4.35)

en intégrant l�inégalité (4:35) sur (s; T ) et en prenant cela �(T ) = 0 on obtient

�(s) exp

�
c1
c0
s

�
� 0:

D�où il résulte que g = 0 presque partout dans QT�s. Provenant de la même manière un

nombre �ni d�étapes, on prouve que g = 0 presque partout dans Q. Cela complète la preuve de

la proposition 4.2.

Pour que nous terminons la démonstration du théorème 3.1, on suppose que pour un élément

quelconque G = (g; g0) 2 R(L)?

(Lu; g)L2(Q) + (=mx `u;=mx g0)L2(0;l) = 0; (4.36)
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il faut prouver que G = 0. Si nous mettons u 2 D0(L) en (4:36), nous avons

(Lu; g)L2(Q) = 0; u 2 D(L): (4.37)

Appliquer la proposition 4.2 à (4:37), il s�ensuit que g = 0. Ainsi (4:36) prend la forme

(=mx `u;=mx g0)L2(0;l) = 0 u 2 D(L) (4.38)

Puisque l�ensemble de valeurs de l�operateur de trace est partout dense dans l�espace de Hilbert

ayant la norme

0@ lZ
0

(=mx g0)
2 dx

1A
1
2

, alors g0 = 0 i.e. G = 0 ce qui achève la théorème 4.2.
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Conclusion

Le but de notre travail a été l�étude de l�existence et l�unicité des solutions du problèmes

pour des équations paraboliques.

La méthode utilisée dans ce traitement de ce problèmes est la méthode des inégalités énergé-

tiques, Malgré la complexité des calculs techniques des méthodes utilisées, nous avons pu établir

l�existence, l�unicité et la dépendance continue de la solution par rapport des donnés initiales du

problème proposé.
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