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Résume.

Lobjectif de ce travail est de prouver des théoremes de point fixe commun. Nous avons étu-
dié deux cas , théoreme de type quotient et le théoreme principale est de MEIR-KEELER pour
plusieurs application dans un espace métrique complet dont des paires des applications sont
compatibles et 'une des applications de ces paires est réciproquement continue.

Mot clé : théorémes de point fixe commun, applications compatibles, applications réciproquement
continue, condition de MEIR-KEELER.



Abstract.

The aim of this work is to prove a common fixed point theorem.
Two cases were studied, Theorem of type quotient and the main theorem is of MEIR-KEELER for
several applications in a complete metric space of which pairs of the applications are compatible
and one of the applications of these pairs is reciprocally continuous.

Keyword : a common fixed point theorem, applications compatible, applications reciprocally



|.| : une norme dans L? ou valeur absolue.

|.]| : une norme.

(E,d) : espaces métrique complet muni de la distance d
sup : borne supérieure.

max : le maximum.

lim : la limite.

inf :l'inferieure

(x,) : suit de Cauchy

7 : une topologie

F :ensemble des fonctions

diam :diamétre




Introduction générale.

Un point fixe est un point qui reste immobile par une application ou une transformation. On peut
rencontrer ces points dans plusieurs domaines d recherches, comme les cours de la bourse, les
équations de la physique mathématique ou pour vérifiez un compteur électrique etc.

Ce théoreme appelé théoréme du point fixe fondé par le mathématicien L. brouwer (1881-1966),
demeurant depuis plus d'une centaine d’années garantit I'existence de ce point immobile. Son
intérét dépasse de loin le cadre géométrique.

Dans un ensemble dans lequel on sait mesurer la distance entre deux points (un espace métrique),
il existe un résultat qui concerne les contractions. Une contraction est d’abord, une transformation
qui pour tous les couples de points réduit la distance qui se sépare d’'un méme facteur.

La regle générale motionne que “toute contraction d’'un espace métrique complet sur lui-méme
a un point fixe unique”. Ce point s’obtient comme limite des itérations successives d’un point
quelconque de l'espace. lauteur de ce résultat trés constructif est le célebre mathématicien S.
Banach (1922).

Ce théoréme était une concrétisation de travaux antérieurs en particulier ceux du mathématicien
E. picard qui avait bien auparavant utilisé la méthode des approximations successives pour ré-
soudre de nombreux problémes s’exprimant en termes d’équations différentielles , intégrales ou
aux dérivées partielles.

Généralement, pour établir un point fixe commun métrique, on a besoin dune relation de com-
mutativité entre les applications étudiées, la continuité et une condition contractive ainsi que la
complétude ou la fermeture d’espace (ou sous-espaces).

En 1986 Jungck a amélioré la propriété de commutativité et commutativité faible, a une nouvelle
notion plus générale qui est la propriété de compatibilité entre deux applications d'un espace
métrique dans lui-méme. Plus tard, cette derniere notion était généralisée aux divers types de
compatibilité : compatibilité de type (A), compatibilité de type (B), compatibilité de type (C),
compatibilité de type (P).

Dans ce cadre nous avons concu notre travail qui regroupe en plus d’une introduction générale et
une conclusion générale trois chapitres.

Le premier chapitre, est dédié aux recherches bibliographes comportant les éléments importants
dont on aura besoin pour éclaircir ce sujet.

Dans le deuxiéme chapitre, concerne le choix du théoréme du point fixe commun de type quotient
pour plusieurs applications.

Au dernier chapitre nous présenterons le théoréme de Meir-Keeler et ses conditions pour essayer

d’établir un théoréme de point fixe commun pour les applications réciproquement continues sa-



tisfaisant une relation implicite.

le deuxieme on choisit la théoreme de poit fixe de type quotient pour plésieure applications

puisque est le plus facil par rapport les autres types.

au dérnier chapitre on présente la théoreme de Meir-Keeler et ses conditions.on va établi un
théoréme de point fixe commun pour les applications réciproquement continues satisfaisant une
relation implicite.aussi on ajoute contient un théoreme général de point fixe commun de type

Meir-Keeler pour des applications réciproquement continues.




Chapitre 1

Préléminaire

1- Introduction

2- Espaces métriques

3- Espaces métriques complets

4- Espaces symétrique

5- theoremes de point fixe
6-Applications compatibles
7-Applications réciproquement continues

8-Relation implicite




1.1 Introduction

on va rappeler dans ce chapitre les principaux résultats et les notions dont nous aurons besoins
,ainsi que les définitions concernant le domaine de point fixe.Nous allons rappeler les concepts
de commutativité, commutativité faible, compatibilité, compatibilité de type (A), compatibilité
de type (B), compatibilité de type (P), compatibilité de type (C), compatibilité faible, les appli-

cations faiblement commutatives et les espaces symétriques.

1.2 Espaces métriques

Définition 1.1 (distance, espace métrique).Soit E un ensemble. On dit qu’une application d : FE x

E — R* est une distance sur E si d vérifie les trois propriétés suivantes :

(i) Propriété de séparation Vz,y € E,

d(z,y) =0=z=y. (1.1.1)
(ii) Propriété de symétrie :Vz,y € E,
d(z,y) = d(y,x) (1.1.2)
(iii)Inégalité triangulaire :Vz,y,z € £
d(z,z) <d(x,y) + d(y, 2). (1.1.3)

On appelle espace métrique tout couple (F, d) constitué d’'un ensemble £ et d’'une distance d sur
E.

R et C sont des espaces métriques, munis de la distance
d(z,y) = |z —y| (1.1.4)

Tout ce qui suit s’applique donc également au cas de R ou C.Dans toute la suite on suppose

que(F, d) est un espace métrique.

1.2.1 Ouverts, fermés

On appelle boule ouverte de centre z, et de rayon r 1’ensemble

B(zo;r) ={z € E;d(x;x0) <1}




On appelle boule fermée de centre z, et de rayon r I'ensemble
B(zo;r) = {z € E;d(x; 1) < 1}

1.Une partie U € F est un ouvert de £ si pour tout x € U il existe ¢ > 0 tel que B(z,e) C U
2.Une partie ' € F est un fermé de E si et seulement si son complémentaire F'° dans E est

ouvert.

Proposition 1.1 Soit £ un espace métrique et F une partie de E. Alors I est fermé si et seulement

si pour toute suite (x,,), d’éléments de F' qui converge vers un élément x € E, alors x € F

Soit I un ensemble,Soient (U;);c; est une famille d’ouverts et (F;);c; une famille de fermés
1.U; ¢;U; est un ouvert

2.si I est fini alors N; ¢;U; est un ouvert

3. N;er F; est un fermé

4.si [ est fini alors N;c; F; est un fermé

1.2.2 Adhérence d’un ensemble

Définition 1.2 Soit P une partie de E et v € E. On dit que x est adhérent a P si et seulement si
Ve >0,B(x,e) NP # O (1.1.6)

On appelle I'adhérence dePdans E et on note P 'ensemble des points adhérents & P

Proposition 1.2 Soit P une partie de E et x € E. Alors x est dans Psi et seulement si x est la limite

d’une suite (x,,),en d’éléments de P.

Une partie P de F est fermée dans F si et seulement si P = P
Soit P une partie deF. Alors P est l'intersection de tous les fermés contenant P. C’est donc le

plus petit fermé contenant P.

1.2.3 Applications continues
Cas général

Soient (£, d) et (F,dy) deux espaces métriques.SoitP une partie de £ et f : P — F une fonction
1.La fonction f est continue en zy € P si

Ve > 0,30 = 0(xg,e) = 0,V € P,d(z,x0) < = do(f(x) — f(z0))

Il est important de noter que ici 6 dépend de xy.

2.La fonction f est dite continue sur P si elle est continue en tout point de P.

1.2. [Espaces métriques



1.2.4 Semi-continuité supérieure

On dit que f est semi-continue supérieurement en x, si :pour tout ¢ > 0, il existe un voisinage U

de x, tel que :

Ve e U, f(z) < f(xg) + ¢

.
b

Si on est dans un espace métrique, la propriété suivante suffit :

lim sup f(z) < f(zo)

210
La fonction f est dite semi-continue supérieurement si 'une des propriétés équivalentes suivantes
est vérifiée :

-f est semi-continue supérieurement en tout point de X ,

-pour tout réel a, 'ensemble de sur-niveau {z € X | f(x) > «} est fermé,

-I’'hypographe {(z,a) € X x R| f(z) > « } est fermé.

1.3 Espaces métriques complets

Définition 1.3 Soit (F, d) un espace métrique. On dit qu’une suite (x,,)d’éléments de Fest une suite

de Cauchy si, pour tout € > 0,il existe no € N tel que
m,n > ng = d(Tm, T,) <€ (1.2.1)

Dans un espace métrique (F, d)

(i) Toute suite convergente est une suite de Cauchy

(ii) Toute suite de Cauchy est une suite bornée

(iii) Toute suite de Cauchy qui admet une valeur d’adhérence ¢, converge vers cette valeur d’adhé-
rence /

Un espace métrique (£, d) est dit complet si toute suite de Cauchy de F converge dans £.Soit
(E,d) un espace métrique et F C E

(i) Si le sous-espace métrique (F| d) est complet, alors F' est un fermé deF

(ii) Si E est complet et si F' est fermé dansF, alors F’ est complet

Soient d; et d; deux distances équivalentes sur E Alors (F, d;) est complet si et seulement si (£, ds)
est complet.

Soient (E;, d;), 1 < i < n, des espaces métriques. lespace métrique produit £; x Es * ...... x I, est

complet si et seulement si, pour tout i,’espace (F;, d;) est complet.

1.3. Espaces métriques complets



Soit (E, d) un espace métrique complet et soit (F},) une suite de fermés non vides de F vérifiant

Proposition 1.3

(i)pour tout n € N, F,, ., C F, (1.2.2)
(i) lim_diam(F,) = 0 (1.2.3)

1.4 Espaces symétrique
Définition 1.4 Une symétrie sur un ensemble X est une fonction positive définie sur X telle que
()d(z,y) =0=z =y, (1.3.1)

(i)d(z,y) = d(y, z). (1.3.2)

La paire(X, d) est appelée un espace symétrique.Soit d une symétrie sur X, Pour tout r > 0 et
pour tout z € X,on pose
Bla;r) = {y € X : d(z,y) <}

Une topologie 7(d) dans X est définie par U € 7(d) si et seulement si pour tout = € U, 3r > 0 tel
queB(z,r) C U.

Une symétrie d est une semi-métrique si pour tout x € X et pour tout » > 0,B(z,r) est un
voisinage de x dans la topologie 7(d).Notons que

lim d(z,,z) =0

n—-+4o0o

si et seulement si

Ty — T
pour la topologie 7(d).

Les deux axiomes suivants ont été posé par Wilson dans[19].Soit (X, d) un espace symétrique
Etant données {z,}, x et y de X.

lim d(z,,z)= lim d(z,,y)=0=>x=y (1.3.3)

n—-+00 n—-+o0o

(W.2) Etant données{z, },{y,} et z de X,

lim d(z,,z)= lim d(z,,y,) =0= lm d(y,,z)=0 (1.3.4)

n—-+0o00 n—-+o00 n—-+00

Il est facile de voir que pour une semi-métrique d, si 7(d) est Hausdorff, alors(1V.1) est satis-

faite.Soient S et 7" deux applications d’un espace symétrique (X, d) dans lui méme.

1.4. Espaces symétrique



1.5 Theoremes de point fixe

Définition 1.5 soit (X, d)un espace métrique et T : X — X une application T lipchitzienne s’il

existe un nombre réel k > 0 tel que pour tout z,y € X ,on a
d(Tx,Ty) < kd(z,y) (1.4.1)

T est une application contractante s’il existe k£ € [0, 1] ,tel que pour tout z,y € X, on obtient

d(Tz, Ty) < kd(z,y) (1.4.2)

elle est non expansive si & = 1 enfin T est dite contractive si pour tout z,y € X et x # y on

obtient

d(Tz,Ty) < d(x,y) (1.4.3)

Remarque 1.1 notons que contraction=- contractive=- non expansive =lipchitzienne et que tout

les fonctions sont uniformément continues

Théoreme 1.1 (Banach 1922), soit (X, d) un espace métrique complet (ou de Banach si X posséde
une norme) et T : X — X une contraction alors T admet un point fixe unique dans X,c-a-d 3
u € X tel que

Tu = u. (1.4.4)

Et aussi ,ce point peut étre obtenu comme limite de la suite engendrée par litération z,,; =
Tx,,n € N avec xy un élément arbitraire dans.X

et

k’l’b

<
d(zp,u) < T %

d(zo, 1) (1.4.5)

Théoreme 1.2 Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une application. Si T"est

une contraction pour tout entier n, alors T" admet un point fixe unique dans X.

Théoreme 1.3 Soit (X, d) un espace métrique compact. Si T : X — X est une application contrac-

tive, alors T' admet un point fixe unique u dans X. En outre, pour tout xo € X. on a

lim T"zo = u (1.4.6)

n—oo

Théoreme 1.4 Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une application satisfaisant

1.5. Theoremes de point fixe [



d(Tz;Ty) d(z;y)
/ (1)t < ¢ / B(t)dt (1.4.7)
0 0

Ve,y € X,ouc € [0,1] et & : R — R, une fonction intégrable au sens de Lebesgue d’intégrale

finie et vérifiant

/ O(t)dt > 0,Ye > 0 (1.4.8)
0

Alors T admet un point fixe unique v dans X. D’autre part, pour tout z, € X. on a

Uiy — oo o = u (1.4.9)

Théoreme 1.5 soit (X, d) un espace métrique compact , si T : X — Xest une application contrac-

tive, alors T' admet un point fixe unique u dans X ; en autre,pour tout xq € X, on a
Uiy, — oo @0 = u (1.4.10)

Théoreme 1.6 soit ¢ : R, — R, une fonction tel que p(t) < t,Vt = 0et T : X — Xune application

on dit que T est contractive (on dit que T est contraction non linéaire ) si
d(Tz,Ty) < (d(z,y)),Vz,y € X (1.4.11)

1.6 Applications compatibles

Cobjectif de ce paragraphe est de rappeler certaines définitions de compatibilité de fonctions et de
les comparer a I'aide d’exemples concrets.Sessa (c.f.[17]) a généralisé le concept des applications
commutatives en introduisant le concept des applications faiblement commutatives. Jungck[14] a
généralisé le concept de commutativité faible en introduisant le concept des applications compa-
tibles. Jungck et al [15] ont généralisé le concept de compatibilité en introduisant le concept des
applications compatibles de type(A). Pathak et al [31, 32, 33] ont généralisé le concept de compati-
bilité de type(A) en introduisant le concept des applications compatibles de type (B), les applica-
tions compatibles de type (P) et les applications compatibles de type (C). Il a été démontré dans
[13, 14] que ces notions sont équivalentes si les applications sont continues. Jungck a introduit le
concept des applications faiblement compatibles. Il a été démontré dans [14, 15, 31, 32, 34]que cha-
cun de ces concepts de compatibilité impliquent la compatibilité faible, mais la réciproque n’est

pas vraie en général. Autrement dit la compatibilité faible est la notion la plus faible parmi toutes

1.6. Applications compatibles



les compatibilités citées.Dans tout le reste de ce chapitre S et T désignent deux applications d'un
espace métrique (X, d) dans lui méme.
S et T'sont dites commutatives si STz = T'Sx pour tout z € X.

S et T sont dites faiblement commutatives si pour tout 2 € X, on obtient

d(STx,TSz) < d(Sxz,Tz). (1.5.1)

De toute évidence la commutativité implique la commutativité faible, mais la réciproque n’est pas

vraie en général comme le montre 'exemple ci-dessous

Exemple 1.1 (X, d) = ([0,1],[.]), Sz = 5 ,et Tz = T pour tout x € X, ona

x x
STy —TSx| = —
|5 d ’4+2x 44
B x
C (4+27)(4+ )
< z? B x

T
4+ 2x 2 2+4+=x

= |Sz — Tz
Alors, S et T sont faiblement commutatives Mais
A

T
>
44z 4+ 2z
pour tout x # 0 dansX. Donc, S et T ne sont pas commutatives.

TSy =

=5Tx (1.5.2)

Définition 1.6 S et T sont dites compatibles si

lim d(STz,,TSz) =0 (1.5.3)

n—oo

pour toute suit {z,,} dans X dans X satisfaisant

lim Sz, = lim,—oT T, =1 (1.5.4)

n—o0
pour un certain t € X

Il est facile de montrer que commutativité faible implique compatibilité, mais la réciproque n’est
pas vraie en général

1.6. Applications compatibles E



Définition 1.7 S et T sont dites compatibles de type (A) si

lim d(STx,,T?zr) =0 (1.5.5)
et
lim d(T'Sz,,S*r) =0 (1.5.6)

clairement commutativité faible implique compatibilité de type(A), mais la réciproque n’est pas
vraie en général. Néanmoins, ces deux concepts de compatibilité sont indépendants si S et 7" ne
sont pas continues

S et T sont dites compatibles de type (B) si

1
lim d(STa,, T%,) < 5 [lim d(T S, St) + limy—.ood(St; S%n)} (1.5.6)
et
1
lim (TS, $,) < 5 [nm d(TSa,, Tt) + lim d(Tt; T%n)} (1.5.7)

pour toute suite {x, } dans X vérifiant (1.5.7)
S et T sont dites compatibles de type (P) si

lim d(S%z,, T?z,) =0 (1.5.8)

n—oo

pour toute suite {x,, } dans X vérifiant (1.5.8)

Définition 1.8 Set T sont dites compatibles de type (C) si

n—o0 n—o0 n—oo n—o0

1
lim d(TSz,,S*r,) < 3 lim d(TSxz,,Tt) + lim d(Tt;T?z,) + lim d(Tt; S*z,) (1.5.9)

pour toute suite {x, } dans X vérifiant (1.5.9)

Proposition 1.4 Si S et T sont deux applications compatibles ou compatibles de type (A), (B), (P)

ou (C),soit f; g des applications sont définis sur Xalors

(1) ft = gt pour un certain t € X, implique

fgt =g*t=gft= ft. (1.5.10)

1.6. Applications compatibles ﬂ



(2) Supposons que
lim fx, = lim gx, =1

pour un certain ¢t € X alors :

(a)f est continue en ¢, implique

lim ¢z, = ft
(b)g est continue ent, implique
lim f%z, = gt

(c) f etg sont continues en ¢, implique

ft=gtet fgt = gft.

(1.5.11)

(1.5.11.1)

(1.5.11.2)

(1.5.11.3)

Définition 1.9 Set T sont dites faiblement compatibles si elles commutent aux points de coincidence

, e, si St =Ttpourt € X, alors
STt =TSt.

(1.5.12)

Lemme 1.1 Si Set T sont compatibles,ou compatibles de type (A),(P),(B),ou (C), alors ils sont

faiblement compatibles.

Preuve. Voir [14,15,31,33,34]. =

Lexemple suivant montre que les implications inverses du Lemme précédant ne sont pas vraies en

général.

3 sixe|0,2]
St =
0siz e {0} Ul2,10]

0siz e {0}
Tx = r+8sixzel0,2]
r—2 si x€l2,10]

Clairement, Sz = T'z si et seulement si x = 0.7°(0) = S(0) = 0; 7°S(0) = ST'(0) =0

Alors, (S, T) est faiblement compatible.Soit{x, } la suite de X définie par :

1
n

1 1 1
St,=52+—-)=0;Tx,=T2+-) =—
n n

n

1.6. Applications compatibles



On a

Sx,; Tx, — t =0 lorsque n — oc.

De plus

1
T = — ) =
STx, S(n) 3
TSz, =T(0) =0 pour toutn > 1:

ona

lim |STz, —TSx,| =3#0

n—oo

et donc(S, 7')n’est pas compatible.

on a aussi
S?z,, = S(0) = 0; T*x,, = T(%) =8+ % pour tout n > 1
nh_)nolo |T5xn - S2xn| =0
et

lim | STz, — T, =5#0

cela implique que (5,7 n’est pas compatible de type (A).

d’autre part

lim |STz, — T%,| =5 > % [ lim | STz, — S| + Tim [St — S22, | = g

n—oo

on veut dire (S, 7)) n’est pas compatible de type (B)

lim ST, — Tz,| =5 > %

n—oo |:7’l—>00 n—oo

alors n’est pas compatible de type (C)
en fin puisque
lim |S%z, — T?x,| =8 # 0

n—oo

alors (S, T") n’est pas compatible de type(P)

1.6. Applications compatibles

lim |STx, — St| + lim |St — T?x,| + lim |St — S%n\] = %



1.7 Applications réciproquement continues

Un autre élément qui s’est avéré utile dans I'étude de point fixe commun est le concept des
applications réciproquement continues introduit par Pant dans [27]. Ci dessous on va définir ce

concept et donner un exemple

Définition 1.10 S et T'sont dites réciproquement continues si

lim STz, = Stet lim T'Sx,, =Tt (1.7.1)

n—oo n—oo

pour toute {z, } de X .Il est évident que si S et 7" sont continues, alors elles sont réciproquement
continues, mais la réciproque n’est pas vraie en général. Cependant, Il a été prouvé dans [27]
que dans les théoremes du point fixe commun pour des applications compatibles satisfaisant des
conditions contractives, la continuité de I'une des applications S ou 7" implique leur continuité

réciproque.

Exemple 1.2 Soit (X, d) = ([0, o], |.|). Définissons S et T' par

1+ st x € [0,1]
r =
1 st x €[l 00]

1 st xe|0,1
T — [0,1]
l+z si ze[l,o0]
S et T' ne sont pas continues en ¢ = 1.
Supposons que pour tout n; x, < 1 et x,, — 0.Alors,Sx, =1+ 2z, — letTx, =1l,et STz, =1et

TSz, =2+ z, — 2. Donc

lim STz, =1=5(1)=1

et
lim TSz, =2 ="T(1) =2

n—oo

Par conséquent, S et 7" sont réciproquement continues.
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1.8 Relation implicite

ConsidéronsF 'ensemble des fonctions continues F(¢y, ..., ts) : Ry — RT satisfaisant :
(1) : F est croissante en t; et décroissante en to, t3, t4, t5

(2) : Pour toutu > 0O on a

F(u,0,0,u,0,u) > 0; F(u,0,u,0,u,0) > 0; F(u,u,0,0,u,u) >0 (1.8.1)

I’'ensemble satisfaisant les condition suivants :
(1) : F(u,0,u,0,0,u) <0 implique u = 0

(2) : F(u,0,0,u,u,0) <0 implique v = 0

(3) : F(u,u,0,0,u,u) > 0 pour tout u > 0

Exemple 1.3 .7:<t1, ...7t6) = t; — max {tQ, <t3 + t4) = 2, /{Z(tg, + tﬁ) = 2}tel que 0<k <1
Exemple 1.4 f(tl, ...7t6) =11 — aty — b(tg + t4) — C<t5 + tﬁ), a, b, c>0; b+ c< Lieta+2c<1

Exemple 1.5 f(tl, ...7t6) =1 — maX{l{fth,k’Q(tg +t4) = 27 (t5 —f-tG) = 2}, telque ,0 <k < 1,0 <
k‘g <2

Exemple 1.6 F(t1,..,t5) =t1 — hmax {tq;t3;t4;t5;t6}; telleque 0 < h <1

1.8. Relation implicite
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2.1 Introduction

on va présenter dans ce chapitre la théoreme de point fixe commun de type quotient pour plu-
sieurs applications dans des espaces métriques dont deux paires de applications sont faiblement
compatible. on va étudier deux cas ,la 1°"cas on va présenter la théoréme avec deux applications

et la 2™¢cas avec quatre applications.

2.2 Théoreme(de type quotient) pour deux applications

Lemme 2.1 soit (X, d) un espace métrique et soit {x, }une suit sur X,alors {x,} converge a x ssi

|d(xy, z)] — 0sin — oo

Théoreme 2.1 soit (X, d) un espace métrique complet et {z, } une suit sur X alors {x,, }est une suite

de Cauchy

ssi|d(zn, Tnpm)| — 0sin — oo

Théoreme 2.2 soit X un espace métrique complet,soit S et Tsont des applications dans X , satisfais

les conditions suivantes

pd(x, Sx)d(y, Ty) + yd(y, Sx)d(z, Ty)
1+ d(z;y)
Vr,y € X tel que v, \, 1 sont des nombres réelles non-négatives tel que v + A + u < 1 alorsS et

d(Sz,Tz) < Md(z,y) +

T ont un unique point fixe commun.

Preuve. soit 7, un point arbitraire dans X et on définit
Tok1 = STop €t Topyo = TTopp
tel que k=1,2,3,.. alors
d(Topy1, Tory2) = d(STop, Trori1) < Ad(Zor, Topt1)

+Md(I2k, Stor)d(Tagr1, Txort1) + vd(Topr1, Swor)d(xor, TTori1)
1+ d(zok, Tog+1)

d’autre parton a :

Topr1 = Swo alors d(xa1, Swor) =0

on a donc




d(Top41, Topre) = d(Swok, Txopr1) < Ad(wak, Togt1)
Md(ili'%, szk)d(l’zkﬂ, T$2k+1)
1+ d(zok, Tog+1)

alors

|d(z2k+1, Takso)| = |d(Swak, Tropt1)| < N|d(zok, Tokt1)]
W ’d(ivwm 372k+1)‘ |d($2k+1, x2k+2)\
|1+ d(xok, Togt1)|

d’autre coté on a :

|d(xak, Topt1)| < |1+ d(zok, Togs1)|

|d(zak, Tagr1)| < N|d(@ak, Topt1)| + p|d(Tont1, Tori2)|

A
|d(z2+1, Tokta)| < - |d(z 2k, Tokt1)]
aussi
d(zok+2, Torts) = d(TTop+1, STopt2)
on a
d($2k+27$2k+3) = d(Tl'2k+17 S£C2k+2) = d(5$2k+2aTﬂf2k+1) < )\d(l'2k+2a$2k+1)

+,ud($2k+2, Stok+2)d(xopi1, TTorr1) + Yd(Tagr1, STopr2)d(Tokt2, TTok41)
1+ d(wop42, Togt1)

Depuis oy, 0 = 19,1 implique

d(zokt2, TTort1) =0

alors

d($2k+27x2k+3) = d(Tx2k+175I2k+2) = d(5$2k+2,T$2k+1) < )\d($2k+27$2k+1)
Md($2k+2, S$2k+2)d($2k+1, Tx2k+1)
1+ d(xok+2, Top+1)
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|d(Tok 12, Toris)| < A|d(@ari2, Topy)|
M |d($2k+2> S$2k+2)| ’d($2k+1, T$2k+1)|
|1+ d(xok+2, Tokt1)]

et comme
|d(zagra, Topr1)| < |1+ d(zagra, Topt1)]
on a
A
|d(Tort2, Tonts)| < m |d(z2k+2, Tokt1)]
on pose
A
h=
1—p

|d(zagr2, Topts)| < h|d(@opi1, Toriz)]

(A, Tng1)| < Bld(@n—r, 20)| < 0P |d(@n2, Tn1)] < .o < A" [d (20, 21)]

Vn<m,ona:

[d(zn, )| < |d(@n, T )| + (@01, Tug2)| + o+ |d(@m-1, 20|
< R4 RN 4 4 R d (g, 1)
hn
< L_}J d(z0, 1)

alors

n

)] < 1

d’aprés lemme précédant ,la suit {x,} est une suit de Cauchy ,d epuis que X est complet ,il

} |d(xg,z1)| — 0 sin — o0

existe certain u € X tel que

lim z,, = u

n—oo

on pose le contraire u # Su alors

d(u,Su) =2>0
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et désormais on peut prendre :
z =d(u,Su) < d(u, Txogs1) + d(Txoks1, Su)
< d(u; zopre) + Ad(u, Togy1)

+ud(u; Su)d(xopr1, Txokt1) + vd(zop41, Su)d(u, Tropiq)
1+ d(zok, Toki1)

< d(u; Topy2) + Ad(u, Topt1)
+/L2d($2k+1> T$2k+1) + ”Vd(l’zkﬂ, Su)d(u, T$2k+1)
1+ d(zok, Top41)

aussi,pour tout k ,on peut écrire

|d(u, Su)| < |d(u; opp)| + Ad(u, Tops1)]
+M 2| |d(@aps1, Tropi1)] + v |d(@2p 11, Su)| |d(w, Tropi)]

|1+ d(@ar, Tort1)]

lorsquek — oo, on obtient

|d(u; Su)| = 0
alors on obtient un contradiction donc
u = Su
de méme on prend
Tu=wu

pour démontrer l'unicité de point fixe commun deS et T i.e
u* = Su" =Tu"

alors
d(u*,u) < d(Su,Tu")

< Ad(u,u®)
pd(u, Su)d(u*, Tu*) + yd(u*, Su)d(u, Tu*)
+
1+ d(u, u*)
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yd(u*, w)d(u, u*)
1+ d(u, u*)

= Ad(u,u*) +

ona

7 ld(u”, w)l[d(u, u”)]
1+ d(u, ur)]

|d(u, u)| = Ald(u, u™)| +

d’autre part on a

|d(u®, u)| < (A +7) [d(u”, u)|

donc on obtient un contradiction alors u = u* (comme v+ A < 1) =

2.3 Théoreme de point fixe commun de type quotient pour

plusieurs applications

Théoreme 2.3 soientA, B, S,T des applications d'un espace métrique(X, d) dans lui méme satisfai-

sant :

A(X) C B(z) et B(X) C S(X)
et vérifiant :
" d(Sz,Ty)d(Ax, Sx)
~ d(Az,Ty) + d(By, Ty)
d(Az, Ty)d(By, Ty)
1+ d(Sz, By) + d(Sx,Ty)

d(Az, Bx)

+b

pour
a,b>0;a+2b<1sid(Az;Ty) + d(By;Ty) # 0

et
d(Az, Bx) = 0sid(Az,Ty) + d(By,Ty) =0

D’apres (2.2.1) on peut définir une suite {yn}, , dans X vérifiant :

Yon = Axgy =TTy €t Y1 = BTopp1 = SToni2;n €N
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soient A; B; S etT des applications d’'un espace métrique (X, d) dans lui méme satisfaisant (2.2.1)et
(2.2.2).Alors la suite {y,}

Preuve. D’apres (2.2.2) si

~en définie par (2.2.3) est une suit de Cauchy dans X

d(AiUQm Tﬂ?znﬂ) + d<BI2n+17 Tx2n+1) 75 0

on a

dyy, = d(y2m y2n+1) = d(A$2n; B$2n+1)

" d(Sxon, Txoni1)d(Axen, Stay,)
d(Azan, Txont1) + d(Bropy1, TToni1)
d(Awzp, Tx9n1+1)d(BTanir, T2011)
1+ d(Szay, , Brany1) + d(Sza, , Txoni1)

<

+b

<4 d(Sxon, Txops1)d(Azay, STap)
= d(Azon, Txop41) + d(Brony1, TTop41)

ce qui implique que

d(Yan+1, Yan) < Vad(yan—1, Yon)

D’apres (2.2.2) si

d(Azonis, Txont1) + d(Brapi1, TToni1) # 0

ona:

d(y2n+27 y2n+1) = d(A$2n+2, B$2n+1)

" d(Swopya, Txoni1)d(ATonr2, STani2)
d(Azgnte, Txon+1) + d(Brops1, Toni1)
d(Azani2, TTon41)d(BTonir, TTon41)
1+ d(Szani2, Brans1) + d(Sxant2, TTon11)

<

+b
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d(Y2n11, Y2n ) A(Y2n 12, Y2nt1)
d(Yan+2: Y2n ) d(Y2n+1, Y2n)
d(Y2n+2, Yon)A(Y2n 11, Yon)
1+ d(y2nt1, Yon)
ad(y2n+1, Y2 )d(Y2nt2, Yont1)
d(Y2n+2; Yont1)
d(Y2n+2, Y2n)A(Y2n11, Yan)
1+ d(Y2n+1, Yon)
a.d(Yan+1, Yon)
d(Yan+1,20 )A(Y2n+1, Yon)
L+ d(y2nt1, Yon)
d(Y2n+2, Y2n)A(Y2n 11, Yan)
1+ d(Y2n+1, Yon)
a.d(Yan+1, Yon)

+b-d(y2n+1a an) + b-d(y2n+27 y2n+1)

+0

IN

+b

IN

+b

+b

IN

ce qui implique

a+b

d(Yon+2, Yant1) < md<y2n+17 Yon)

Donc d’apres(2.2.4), (2.2.5) on obtient

d(yﬂJrla yn> S hd(ynfl) yn)

pour tout n€ N;

b
h:max{\/a,?i_b} <1

D’ou {yn}, yest une suit de Cauchy m

Théoreme 2.4 soient A, B, Set T des applications d’'un espace métrique (X, d)dans lui méme satis-
faisant (2.2.1)et (2.2.2).supposons que S(X) ou T (X )est complet ,et les paires (A, S) et (B,T).sont
faiblement compatible .Alors A, B,S et T admettent un point fixe commun et unique dans X

Preuve. D’apres le lemme précidante

{Yont1}pen = {5212} C S(X)
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est une suite de Cauchy dans S(X)qui est complet donc {Sz5,,2} converge vers un point
z=Su

pouru € X.par conséquent les sous suites { Azy, },{ Bxo,i1} ,{Tx2n+1}; n € N converge aussi vers

z si z # Au en utilisons(2.2.2) on a

" d(Su, Txony1)d(Au, Su)
d(Au, Txo,11) + d(Bx2n+ 1, Txo,41)
d(Au, Txon1)d(Txons1, Broni1)
1+ d(Su, Bxoni1) + d(Su, Troniq

d(Au7 B$2n+1)

d(z, Txopi1)d(Au, Su)
ad(Au, Txoni1) + d(Brani1, Toni1)
d(Au, Txon11)d(Txon11, BToni1)
1+ d(z, Bropy1) + d(z, Txoni1)

+b

en faisantn — oo on obtientd(Au, z) < 0 et donc
z=Au = Su
si
d(AU, T$2n+1)d(Bl'2n+1, T[E2n+1) =0

pour un certain n € N on trouve

d(AU, Bilfzn_H) =0
lorsque n — oo on obtient
z=Au= Su

.comme A(X) C T'(X) il existe v € X tel que z = T'v si Bv # z en appliquant (2.2.2) on obtient

d(Su, Tv)d(Au, Su)
ad(Au, Tv) 4+ d(Bv, Tv)
d(Au, Tv)d(Tv, Bv)
1+ d(Su, Bv) + d(Su,Tv)

d(Au, Bv) <

" d(z,2)d(z, z)
d(z;,z)d(Bv, z)
d(z,2)d(z, Bv)
1+ d(z, Bv) +d(z, 2)

+b
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alors

si
d(Au, Tv)d(Bv,Tv) =0

alors
d(Au, Bv) =0

et dou
Ty =Bv=z

puisque(A, S)est faiblement compatible on a

(SAu = ASu) = (Sz = Az)
si Az # z en utilisant (2.2.2) on trouve
d(Sz,Tv)d(Az,Sz)

ad(Az, Tv) 4 d(Bv, Tv)
d(Az, Tv)d(Tv, Bv)

d(Az, Bv)

+b

1+ d(Sz,Bv) +d(Sz,Tv)

d(Az, z)d(Az, Sz)
= d(Az, z)d(Bwv, z)
d(Az, z)d(z, Bv)
1+ d(Az, Bv) + d(Az, z)

+b
ie
d(Az,z) <0

etdonc Az = Sz =2
si
d(Az,Tv)d(Bv,Tv) =0

alors
d(Az,Bv) =0

d’ou

Sz=Az==2
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par analogie en trouve
Tz=Bz==z

Donc z est un point fixe commun des application de A, B, S etT.
Tunicité de z ,Supposons que w est un autre point fixe tel que z # w
en appliquant (2.2.2)

d(Sz, Tw)d(Az, Sz)
“U(Az, Tw) + d(Bw, Tw)
d(Az, Tw)d(Tw, Bw)
1+ d(Sz, Bw) + d(Sz,Tw)

d(Az, Bw)

" d(z,w)d(z, 2)
d(z,w) + d(w, w)
d(z, Tw)d(w,w)
1+d(z,w) 4+ d(z,w)

i.é
d(z,w) =0

alors

d’ou z est unique .
si

d(Az, Tw) + d(Bw,Tw) = 0
alors

d(Az, Bw) =0

i.8 d(z,w) = 0 et donc z = w d’ou z est unique. m

Remarque 2.1 on rappelons aussi deux types des théorémes de point fixe commun des plusieurs

applications dans des espaces métriques.Théoreme de( type Gregus) et de (type Caristi)
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3.1 Introduction

ce chapitre contiendra

1. le théoreme de Meir-keeler et ses conditions

2. Un Théoreme de point fixe commun pour les applications réciproquement continues satisfai-
sant une relation implicite.

3. Un Théoréme général de point fixe commun de type Meir-Keeler pour les applications récipro-

quement continues

3.2 Théoreme de Meir-Keeler et application

En 1969, Meir et Keeler (c.f.[23]) ont prouvé le théoréme suivant qui porte le nom
de ses inventeurs et qui constitue une généralisation du principe de contraction deBa-

nach.

Théoreme 3.1 Soit T une application d’un espace métrique complet (X, d) dans lui méme satisfai-

sant la condition suivante : pour tout ¢ > 0, il existe § > 0 tel que pour tout x,y € X

e<d(z,y) <e+d=d(Tz,Ty) <e (3.1.1)

Alors T admet un point fixe unique «. En outre, pour tout x5 € X on a
ImT"xy = u

Preuve. Voir [39]. =

Le théoreme de Meir-Keeler est trés pratique et a subi plusieurs généralisations. Le lecteur curieux

peut trouver plus d’'informations sur ce théoreme dans les références [10], [11], [12], [13], [14], [16], [17], [21], ]
et [36].

Rappelons qu'une application 7" : X — X est uniformément continue si

pour toute > 0, il existe § > Otel que d(x,y) < 0 implique d(Tz, Ty) < e. (3.1.2)

Teck Cheong Lim[39] a caractérisé la condition (1.11) de Meir-Keeler en termes de ®-fonction,
c’est a dire de la forme
d(Tz,Ty) < (d(z,y)) (3.1.3)

similaire donc a celle deBoyd — Wong. Pour réaliser son travail il a introduit la notion de L-

fonctions.




Définition 3.1 (c.f.[74]) Une fonction A : [0;00) — [0; c0)est appelée une L-fonction si A(0) = 0,
A(s) > Opour tout s > 0 et

pour tout s > 0, il existe u > s tel que
A(t) < spourt € [s,u]
Notons que toute L—fonction satisfait
A(s) < s pour tout s > 0

Définition 3.2 (c.f.[38])Soit (X,d) un espace métrique et T : X — X. Le module de continuité
uniforme 0(¢) de T est défini par

d(e) =sup{\:d(z;y) < A= d(Tz;Ty) < €} ;poure > 0 et §(0) =0 (3.1.4)

Théoreme 3.2 Soient (X, d) un espace métrique, T : X — X une application et 6(¢)son module de

continuité uniforme. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

1.7 satisfait la condition de M eir — K eeler(3.1.1).
2.6(€) > e pour toute > 0.

3. Il existe une fonction semi-continue inférieurement ¢ : [0; 00) — [0; 00) telle que £(0) = 0,
£(e) > e pour tout € > 0 et £(d(Tz; Ty)) < d(x;y) pour tout z,y € X.
4. 1l existe une L-fonction & : [0; 00) — [0; 00)telle que
d(Tz,Ty)) < ®(d(x;,y)) pour tout z;y € X, x # y.

Preuve. Voir [39] m

3.3 Condition de Meir-Keeler pour quatre applications
Dans [17]Jungck a étendu la condition de Meir-Keeler pour quatre applications et lui a attribué
le nom de (e, §) contraction

Définition 3.3 Soient A, B, S et T des applications d'un espace métrique (X, d) dans lui méme. La
paire (A, B) est dite(e, §) — (S, T) contraction si
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A(X) C T(X) et B(X) C S(X) (3.2.1)

et s'il existe une fonction ¢ : (0,00) — (0, 00) telle que pour toute > Oetz,y € X J(e) >cet:

e < M(z,y) <d(e) = d(Az, By) < ¢ (3.2.2)

avec

M(z;y) = max {d(Sz,Ty), d(Azx, Sz),d(By, Ty), [d(Sz, By) + d(Az, Ty)]/2} (3.2.3)

Lemme 3.1 Soient A, B, S et T des applications d’'un espace métrique (X, d)dans lui méme satisfai-

sant (3.2.1). Supposons que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout z;y € X :

e< M(z,y) <e+d=d(Ax,By) <¢ (3.2.4)

avec(3.2.4)

M(z;y) > 0= d(Az, By) < M(z,y) (3.2.5)

Alors la suite {y,,} définie par :

Yon, = Axop = T'xop 11 (3.2.6)

et

Yont1 = STato = Brgyyq - (3.2.7)

pour n = 0,1, 2, ....est une suite de Cauchy.

Notons que si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout z,y € X

M(z,y) <e+9d (3.2.8)

implique
d(Az,By) < ¢ (3.2.9)
alors les conditions (3.2.4) et(3.2.6) seront satisfaites. Mais l'inverse est généralement

faux comme le montre ’exemple suivant.
Soit X =R, et pour z,y € X

max {z,y}siz #vy
dwy) = Ostx=uy
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On peut vérifier que (X, d) est un espace métrique complet. Définissons les applications A, B, S

et T par :S =T = I, avec [ := l'application identité sur X.

Osiz=0
— 1 s 1 1 —
Ar = n_HSIH_n<x<E B=A
lsiz>0

Alors on peut voir aisément que
M(z,y) = d(z,y)

et que (3.2.6) est vérifiée. Montrons que (3.2.5) est aussi vérifiée. Pour cela, fixons un ¢ > 0.
Si e > 1 alors peut prendre n’importe quel valeur puisque d(Az, By) < 1 pour tout z,y € X.
Supposons que

0 < e < 1. Alors pour n € N*

1 1
<e< —
14+n n
soit
1
d=——c¢
n
si
e< M(z,y)<e+4d
alors on a
L < max {o, y)
e — max\xr
11n Y

D’ou I'on a d(Az, By) ce qui prouve (3.2.5).Maintenant prenons ¢ = 1. Alors pour tout 6 > 0, les

valeurs z = 0 et

)
=14+ =
Y =+ 5
satisfont
e< M(z,y) <e+d
. Mais

d(Az,By)=1=¢

par conséquent,la relation n’est pas satisfaite.Pour plus de détails sur les conditions de Meir-
Keeler, on conseille de voir [11], [12], [13], [14], [16], [17] et [24].
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3.4 Applications réciproquement continues et point fixe com-

mun

Maintenant, on va exposer un Théoréme de point fixe commun pour les applications réciproque-
ment continues satisfaisant une relation implicite dans un espace métrique complet. Ce travail a
été publié dans [7]. Il généralise le Théoréme 2.1 de Popa[35] et le Théoréme 2.2 de Pant

Relations implicites

Considérons Fs ’ensemble des fonctions continues
f(tla t27 t37 t47 t57 tG) : Ri —R

satisfaisant les conditions suivantes.
(F'1) : F est décroissante par rapport aux variables ¢5 et .

(F2) : Il existe 0 < o < 1 tel que pour tout u,v > 0 avec

(Fa): F(u,v,u,v,u+v,0) <0

ou

(F'b) : F(u,v,v,u,0,u+v) <0
onau< auv.
(F3) :F(u;u;0;0; u;u) > 0 pour tout u > 0.
Exemple 3.1 F(tl,tQ, ts, t47t5,t6) =t, — h max {tQ,tg, 14, %(t5 + tﬁ)} , 0<h<l
(F1) : Evidente.
(F2) : Soient u,v > 0 et

1
F(u,v,u,v,u—i—v,()):u—hmax{u,v,§(u+v)} <0

Si v < wu, alors u < u, qui est une contradiction. Donc, u < hv,a = h < 1.
D’une maniere similaire, si F'(u, v, v, u,0,u + v) < 0, alors u < hv.
(F3) : F(u,u,0,0,u,u) = u(l —h) > 0 pour tout u > 0.

Exemple 3.2 F(ty,tq,t3,t4,15,t6) = t* — ¢y max {{3, 13,13} — co max {t3, g, t4, t5} — C3tsls,
C1,Co,C3 > Oetcy 4+ 2¢9+ c3 < 1.

3.4. Applications réciproquement continues et point fixe commun



(F1) : Evidente.

(F2) : Soient u,v > 0 et

F(u,v,u,v,u+v,0) = u? — ¢; max {v?, u*} — cov(u + v) < 0.

Siv < wu, alors u? < (c; + 2co)u? < u? qui est une contradiction. Donc
u < /ey + 2cov, a0 = /¢ + 2¢5 < 1. Par analogie, si
F(u,v,v,u,0,u+v) <0, alors u < av,a = /c; + 2¢y < 1.

(F3) : F(u,u,0,0,u,u) = u*(1 — (¢l + ¢3)) > 0 pour tout u > 0.

Exemple 3.3 F(ty,to,t3,t4,15,t6) = t2 — t1(aty + btz + cty) — dtste,a > 0,b,¢,d > 0.
at+b+c<leta+d<]l.

(F1) : claire

(Fy) :Soient u,v > 0 et

F(u,v,v,u,u+v,0) = u* — u(av + bv + cu) <0

donc
u < <a+b

—'l—c

)&

de la méme maniere , si
F(u,v,u,v,0,u+v) <0

, alors
a-+c

)"

u < (

Exemple 3.4 (F3) : F(u,u,0,0,u,u) = u*(1 —a — d) = 0 pour tout u > 0.

124241212

~ i 0 < €< L

Exemple 3.5 F(t1,t2,t3,ta, t5,t6) = 1]
(F1) : facile a vérifier
(F3) :Soient u,v > 0 et F(u,v,u,v,u+v,0) =u®—c 2 g

2utu+l —
donc u < c=—2— < cv,a = ¢ de méme. si
2u+u+1 el :
F(u,v,v,u,0,u+ v) < 0,alors u < av,a = c.

(F3) :F(u,u,0,0,u,u) = u?’% > (0 pour tout u > 0.

Théoreme 3.3 Soient S,T,I et J des applications d’'un espace métrique complet (X,d) dans lui
méme qui répondent aux conditions suivantes.
(a) S(X)C J(X)etT(X) C I(X).
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(b) Lune de S, T, I et J est continue,
(¢) Les paires (S, I) et (T, J) sont compatibles,

F(d(Sz,Ty),d(Iz, Jy), d(Iz, Sx),d(Jy, Ty),d(Iz, Ty), d(Sz, Jy)) <0 (4.1)
pour tout z,y dans X et I' € Fq. Alors, S, T, I et J ont un point fixe commun unique dans X.

Théoreme 3.4 Soient {A;},i =1,2,...,S et T des applications d’un espace métrique complet (X, d)

dans lui méme satisfaisant

A(X) € T(X)etA;(X) € S(X),si i> 1, (4.2)
d(Arx, Ayy) < O(Mis(x,y)), si Mia(z;y) > 0, (4.3)
d(A1I7 Aly) < Mh‘(l’, y) (4‘4)

ou
(4.5)

M,;(z,y) = max {d(Sx, Ty), d(Arz, Sz), d( Ay, Ty), d(Ayz, Ty) + d(Sz, Ay)}

2

et : & : R, — R, une fonction semi-continue supérieurement telle que ®(¢t) < ¢ pour tout
t > 0. Supposons que S est compatible avec A;et T est compatible avec A, pour k > 1. Si les
applications dans 'une des paires (A;, S) et (A, 7)) sont réciproquement continues, alors {A;} ,
S et T ont un point fixe commun et unique appartenant a X. Maintenant, on va énoncer notre

Théoréme.

Théoreme 3.5 Soient {Ai},i = 1,2,...5 et T des applications d’un espace métrique complet (X, d)

dans lui méme satisfaisant (4.2) et la condition

F(d(Ayz, Ayy),d(Sz, Ty),d(Ax, Sx),d(Ay, Ty), d(Ayz, Ty),d(Sz, Aiy)) <0, (4.6)

pour tout z,y dans X et ' € Fy vérifiant (F'1) , (F2) et (F'3). Supposons que S est compatible
avec Ajet T compatible avec A, pour k£ > 1. Si les applications dans 'une des paires (A4;,.5) ou
(Ax, T') sont réciproquement continues, alors { Ai} , S et T ont un point fixe commun unique dans
X.

Preuve. Soit xy un point arbitraire dans X. D’apres (4.2), il existe un point x; € Xtel que

AISCO = T$1
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Pour ce point 7, on peut choisir un point z, tel que
Aizy = Sx91 > 1
. Par récurrence, on peut définir une suite {y;} dans X telle que
Yon = A1Z2n = TTon11, Yont1 = STans2 = AiTany1,0 > 1 (4.7

F(d(AliﬂQm Ai$2n+1), d(5$2n7 Aixznﬂ), d(AliﬂQm szn), d(Aix2n+17 T372n+1), d(Alﬂizn, T$2n+1), d(SQJzn, Aoy,

La condition (F;) implique

F(d(yan+1,Y2n), A(Yon—1,Y2n), d(Y2n, Y2n—1), d(Y2n+1, Y2n), 0, d(Y2n—1, Y2n) + d(Y2n, Yons1)) < 0.

En appliquant (F,), il existe

0<ax<l
tel que m
Exemple 3.6 Théoréme 3.6 Preuve.
d(Yan, Yon+1) < ad(Y2n—1, Yon) (4.8)
Par analogie, on trouve
d(Yant1, Y2n+2) < ad(Yan, Yon+1) (4.9)

En utilisant (4.8) et (4.9) on obtient par récurrence

d(Yn, Ynt1) < a"d(yo, 1) (4.10)

Donc,{y,} est une suite de Cauchy dansX. Puisque (X, d) est complet, {y, }converge
vers un point z € X,Par conséquent, les sous-suites {A1xa,}; {Airani1},{SToni2} et {Txo12}, 0> 1
convergent aussi vers z. Maintenant, supposons que la paire (A1, S)

est compatible et que les applications A, et S sont réciproquement continues. Alors

lim d(SAlfL’Qn, Alegn) =0 (411)
lim SA;x9, = Szet lim A, Sz, = A1z 4.12)
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D’aprés (4.11) et (4.12); on trouve A,z = Sz. Si A1z # z, en utilisant (4.6) on

obtient

F<d(A1Z7 Aix2n+1)7 d(SZ7 TxQn—i—l)a d(Alza SZ)7 d<Ai$2n+17 Tx2n+1)7 d(Alza Tl‘Zn-{-l)u d(SZ, AixQn—&-l)) S 0

Lorsque n — oo on trouve

F(d(z, Ag),0,0,d(z, Axv), 0,d(z, Axv)) <0
En appliquant (F,) on a z = Ag,v = Twv. Or (A, T) est compatible, donc T Ayv = ATv, ie.
Agz =Tz Si Axz # 2, en utilisant (4.6) on obtient
F(d(Ayz, Agz),d(Sz,Tz),d(A1z,S2),d(Arz, Tz),d(A12,Tz),d(Sz, Agz))
= F(d(z, Axv), d(z, Axv),0,0,d(z, Agv),d(z, Axv)) <0

qui est une contradiction avec (F3). Alors, Ayz = Tz = z. Si A;z # 2z, en utilisant (4.6) on trouve

F(d(Ayz,Aiz),d(Sz,Tz),d(A1z,52),d(Az, Tz),d(A12,Tz),d(Sz, A;z)) <0
Dot
F(d(z,A;2),0,0,d(z, A;2),0,d(z, A;z)) <0
qui est une contradiction avec(Fy). Donc A;z = Tz = z,i > 1. Ainsi,
Aiz=8Sz=Az=Tz==z2i>1

. On en déduit que {A;}; S et T ont un point fixe commun z dans X. Maintenant, supposons que

(Ay, T) est compatible et que Ay et T sont réciproquement continues. Alors

lim T Apzo,1 = Tz etlim ApTxo, 1 = Arz (4.14)
D’aprés (4.13) et (4.14) on a
Az =Tz
Si
Apz # 2
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en utilisant (4.6)on obtient

F(d(Alu, Akl‘Zn—i-l)a d(SU,, TfL‘Qn_H), d(Alu, SU), d(Alu, TfL‘Qn_H), d(Alu, Tﬂfzn+1), d(SU, Akx2n+1)) S 0.

lorsque n — oo on obtient

F(d(Ayu, 2),0,d(Ayu, 2),0,d(Aju, 2),0) <0

En appliquant (F,)on trouve

z=Au = Su
. Puisque (A, S) est compatible on a
SAlu = AlSu
ie.,
Az =S8z
. Si
Az # 2

en utilisant (4.6) on obtient

F(d(Ayz,2),d(A12,2),0,0,d(A12, 2),d(A12,2)) <0

qui est une contradiction avec (F3). Alors,

Aiz=Sz2==z
Donc,
Alz=8S2=Az=Tz= =z
. De méme,
Az=Tz=2zi>1
. Ainsi,

Az=8Sz=Az=Tz=z2,i>1

. Par conséquent, {Ai} , S et T ont un point fixe commun z dans X. m

Lunicité de z s’obtient sans difficulté des conditions (4.6) et (F3)On déduit du Théoreme précé-

dent le Corollaire suivant.
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Corollaire 3.1 Soient A,B, S et T des applications d’un espace métrique complet (X,d) dans lui

méme satisfaisant

A(X) € T(X) et B(X) C S(X) (4.15)
F(d(Ax, By),d(Sx,Ty),d(Ax, Sx),d(By, Ty), d(Az, Ty),d(Sz, By)) <0 (4.16)

pour tout z, y dans X et F' € Fg satisfaisant (F}), (Fy)et (F3). Supposons que S est compatible
avec A et T est compatible avec B. Si les applications dans I'une des paires

(A, S) ou (B,T) sont réciproquement continues, alors A, B, S et T' ont un point fixe commun
unique dans X.

Le Corollaire précédent généralise le Théoreme 3.1 de Tas et al [38] et le Théoréme 2.1 de Popa
35].

Remarque 3.1 Le Corollaire précédent généralise le Théoréme 3.1 de Tas et al [38] et le Théoréme
2.1 de Popa [35].

3.5 Applications réciproquement continues et condition de Meir-

Keeler

On va présenter ici un Théoreme de point fixe commun de type Meir-Keeler pour les applications
réciproquement continues dans un espace métrique complet satisfaisant une relation implicite, ce
travail a été publié dans [2] et généralise les Théoremes, 2.10 de Jha et al [13], 2.11de Pant-Jha
28] et 2.12 de[29].

Théoreme 3.7 (c.f.[13]) Soient (A, S) et (B,T') deux paires d’'applications compatibles d’un espace
métrique complet (X, d) dans lui méme satisfaisant (4.15)Supposons pour tout € > 0, il existe § > 0

tel que pour tout x,y € X

e < max {d(Sa:, Ty),d(Ax, Sz),d(By, Ty), % [d(Sz, By) + d(A:c,Ty)]} < e+6 implique d(Ax, By) < ¢
(4.17)
et que
d(Az, By) < k[d(Sz,Ty) + d(Azx, Sz) + d(By, Ty) + d(Sx, By) + d(Azx, Ty)] (4.18)
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pour 0 < k < 3 . Sil'une des applications A, B, S et T' est continue, alors A, B, S et T ont un point

fixe commun et unique dans X.

Théoreme 3.8 Soient (A, S) et (B,T) deux paires d’applications compatibles d’un espace métrique
complet (X, d) dans lui méme satisfaisant (4.15), (4.17) et

N | —

d(Azx, By) < max {k‘ld(Sx, Ty), % [d(Az, Sz),d(By, Ty)], = [d(Sx, By) + d( Az, Ty)]} (4.19)

pourk; > O et 1 < ko < 2. Si I'une des applications A; B; S ou Test continue, alors A, B,S et T

admettent un point fixe commun et unique dans X.

Théoreme 3.9 Soient (A, S) et (B,T) deux paires d’applications compatibles d’un espace métrique
complet (X, d) dans lui méme satisfaisant (4.15), (4.17) et

d(Az, By) < max {kld(Sx, Ty), % [d(Ax, Sx),d(By,Ty)], = [d(Sz, By) + d( Az, Ty)]} (4.20)

N | =

pourk; > O et 1l < ko < 2. Sil'une des applications A, B, S ou Test continue, alors A, B, S et T
admettent un point fixe commun et unique dans X.

Relations implicites

Considérons Fs 'ensemble des fonctions continues F(t1, to, 3, ta, t5, tg) : RS — R satisfaisant les
conditions suivantes

(C1) : F(u,0,0,u,0,u) <0 implique u = 0,

(Cy) : F(u,0,u,0,u,0) <0 implique u = 0,

(C3) : F(u,u,0,0,u,u) > 0 pour tout u > 0,

Exemple 3.7 F(tl,tQ,tg, t4,t5,t6) =11, —aty — b(t3 + t4) — C(t5 + tﬁ), a, b, c>0eta+ b+ 2c <1
(C1) : F(u,0,0,u,0,u) = u(l —b—c) <0 implique u = 0,

(Cy) :de méme F(u,0,u,0,u,0) <0 implique u = 0,
(Cs) : F(u,u,0,0,u,u) =u(l —a—2c) > 0 pour tout u > 0,

Exemple 3.8 F(t1,ts,t3,t4,t5,16) = t1 — max {ts, 5(t5 + ta), 5(t5 +16)} 0 < k < 1
(C1) : F(u,0,0,u,0,u) = u — max{%,k%} = 5 < 0 implique u = 0,

(Cy) :de méme maniere F'(u,0,u,0,u,0) < 0 implique u = 0,

(Cs) : F(u,u,0,0,u,u) = u—max {u, ku} = 0 pour tout u > 0,
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Exemple 3.9 F(t17t2,t3,t4,t5,t6) =t — maX{l{?th, ];—Q(tg +t4),%(t5 +t6)} et 0 < ]{71 <letl <
k‘g <2

(C1) : F(u,0,0,u,0,u) = u — max {kg%,% = (1 — kg3) < 0 implique u = 0,

(Cy) :aussi F(u,0,u,0,u,0) <0 implique u = 0,
(C3) : F(u,u,0,0,u,u) = u — max {kju,u} > 0 pour tout u > 0,

Maintenant, on va exposer notre Théoreme.

Théoreme 3.10 (c.f.[2])Soient A, B, S et T' des applications d’un espace métrique complet (X, d)
dans lui méme satisfaisant (4.15), (4.17) avec F' € Fg satisfaisant (C1) , (C2) et (Cs) et que l'inégalité
(4.16) soit valide pour tout x,y dans X. Supposons que A et S ou B et T sont réciproquement
continues et les paires (A, S) et (B,T) sont compatibles. Alors A, B, S et T admettent un point fixe
commun et unique dans X

Preuve. Soit x, un point arbitraire dans X. D’apres (4.15), on peut définir une

suite {y, } dans X telle que :

Yon, = Axoy = T'Top 11 €t Yopi1 = STopt2 = Bropis (4.21)

pour n = 0,1,2,.., D’apres le lemme 1.26, {y,} est une suite de Cauchy dans X. Puisque (X, d)
est complet, {y,} converge. Soit z € X sa limite. Les sous-suites {Axs,},{Bxo,:1}, {Sani2} et
{Tx9,1} convergent aussi vers z. Maintenant, supposons que (A; S) est compatible et que A et S

sont réciproquement continues. Alors

lim SAxq, = Szet lim ASx,, = Az (4.23)
D’apres (4.22) et (4.23), on a
Az = Sz
Comme
AX) CT(X)
il existe v € X telle que
Az=Sz=Twv
. Si
Az # Bo

3.5. Applications réciproquement continues et condition de Meir-Keeler



, en utilisant (4.16) on trouve

F(d(Az, Bv),d(Sz,Tv),d(Az, Sz),d(Bv,Tv),d(Az,Tv),(Sz, Bv)) < 0:

en faisant n — oo on obtient

F(d(Az, Bv),0,0,d(Az, Bv),0,(Az, Bv)) <0

En appliquant (C;) on trouve
Sz=Az=Bv="Tv

Posons
w=S8z=Az=Bv=Tv

. Comme les paires (A, S) et (B, T) sont compatibles, on a

ASz=5Az
et
TBv = BTv
i.e.,
Aw = Sw
et
Bw =Tw
Si
w # Aw

en utilisant (4.16) on obtient

F(d(Aw, Bv),d(Sw,Tv),d(Aw, Sw), d(Bw, Tw), d(Aw, Tv), (Sw, Bv))

= F(d(Aw,w), d(Aw,w), 0,0, d(Aw, w), d(Aw,w)) < 0

qui est une contradiction avec (C3). Donc
Aw = Sw = w

Si w # Bw, en utilisant (4.16) on voit que,

F(d(Aw, Bw), d(Sw, Tw), d(Aw, Sw), d(Bw, Tw), d(Aw, Tw), (Sw, Bw))
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= F(d(Aw, Bw),d(w, Bw), 0,0, d(w, Bw), d(w, Bw)) < 0

qui est une contradiction avec (C3). D’ou
Aw = Sw =w

Ainsi w est un point fixe commun de A, B, S et 7. Maintenant, supposons que la paire (B, T") est

compatible et B et 7" sont réciproquement continues. Alors

lim d(TB$2n+1, BT$2n+1) =0

n—oo

lim TBx2n+1 =Tz

et
lim BTz, = Bz

n—oo

D’apres (2.24) et (2.25),ona Bz =Tz. Or

B(X) c S(X)
il existe u € X tel que
Bz=Tz= Su
. Si
Au # Bz

, en utilisant (4.16) on obtient

F(d(Au, Bz),d(Su,Tz),d(Au, Su),d(Bz,Tz),d(Au,Tz), (Su, Bz))

= F(d(Au, Bz),0,d(Au, Bz),0,d(Au, Bz),0) < 0

En appliquant (C,) on obtient
Az =Bz = Au= Su

Le reste de la preuve s’obtient par symétrie comme dans le cas précédent. 'unicité du point fixe
se déduit des conditions (4.16) et (C3). m
Soient A, B, S et T' des applications d’un espace métrique complet (X, d) dans lui méme satisfai-

sant (4.15), (4.17) et (4.18). Supposons que A et S ou B et T sont réciproquement continues et
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les paires (A, S) et (B,T) sont compatibles. Alors, A, B, S et T ont un point fixe commun unique
dans X

Soient A, B, S et T' des applications d'un espace métrique complet (X, d) dans lui méme satisfai-
sant (4.15), (4.17) et (4.19). Supposons que A et S ou B et T sont réciproquement continues et
les paires (A, S) et (B,T) sont compatibles. Alors, A,B, S et T" ont un point fixe commun unique
dans X.

Soient A, B, S et T' des applications d'un espace métrique complet (X, d) dans lui méme satisfai-
sant (4.15), (4.17) et (4.20) pour 0 < k < 1. Supposons que A et S ou B et T sont réciproque-
ment continues et les paires (A, S) et (B,T) sont compatibles. Alors, A, B, S et 7" ont un point

fixe commun unique dans X.




conclusion

La science mathématique évolue comme les autres sciences, et le théoreme du point fixe commun
a de nombreuses applications et utilisations dans plusieurs domaines.

Dans notre travail nous avons étudié plusieurs théoremes du point fixe commun, un de type
quotient pour illustrer la notion de point fixe avec plusieurs applications et un autre avec la
condition de MEIR-KEELER pour quatre applications,

Suite a I'étude de l'existence du point fixe avec plusieurs types d’applications que nous avons
réalisé, on a distingué que la différence entre ces concepts se trouve dans les conditions des

applications utilisées et leurs propriétés.
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