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 ملخص

انمخقطعت. اعخمادا عهي نظزيت انثباث انفىضىيت  مزامنت الأنظمت انذيناميكيت دراست حخناول انمذكزة  هذه

حىاجذ نىعين  يم نمط جذيذ من انمزامنت يعخمذ عهىححهنيابينىف حم  نلأنظمت انذيناميكيت انخطيت و نظزيت 

  انعذديت اسخعمهج لإظهار فعانيت اننخائج. انمحاكاة  مخخهفين بين نظامين مخقطعين مخخهفين في انبعذ

.انمخىصم إنيها  

ثباث نيابينىف.  ؛عكسيت مسأنت ؛ معاييز جذيذة ؛الأنظمت انمخقطعت ؛مزامنت انفىضى  :كلمات دلالية  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Résumé 

    Ce  mémoire a pour objet l'étude de synchronisation des systèmes chaotiques 

discrets. Basé sur la théorie de stabilité des systèmes linéaires et la théorie de 

Lyapunov, des nouveaux schémas de synchronisation entre des systèmes 

chaotiques discrets avec  des dimensions différentes,  sont dérivés. Les 

simulations numériques sont utilisées pour valider les résultats proposés. 

Mots clés: Synchronisation chaotique, systèmes discrets, nouveaux critères, 

synchronisation  généralisée, problème inverse, stabilité de Lyapunov. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Abstract 

   This thesis, investigate the synchronization of chaotic systems in discrete-time. 

Based on stability theory of linear systems and Lyapunov theory, new scheme of 

synchronization using two different type of synchronization between two 

different dimensional chaotic maps is analyzed. Numerical simulations are used 

to validate the proposed results.  

Key words: Chaos synchronization, discrete-time systems, new criterions, 

generalized synchronization, inverse problem, Lyapunov stability. 
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Introduction générale
Au cours des dernières années, de nombreux chercheurs ont proposé des différents sché-

mas de contrôle pour la synchronisation du chaos [1, 2, 3], mais la plupart des travaux se sont

concentrés sur les systèmes chaotiques continues plutôt dans le temps discret [4, 5].

Dans la pratique, les systèmes chaotiques discrets jouent un rôle plus important que leurs

continues-pièces, et attirent de plus en plus d’attention [6]. En fait, de nombreux modèles ma-

thématiques des processus physiques [7, 8, 9], des phénomènes biologiques [10], des réactions

chimiques [11] et des systèmes économiques [12], sont bien décrits par l’intermédiaire de sys-

tèmes dynamiques chaotiques discrets. Récemment, la synchronisation des systèmes chaotiques

discrets a été largement étudié en raison de ses applications potentielles dans la sécurité des

communications et la cryptographie [13, 14, 15, 16, 17, 18, 19].

Différentes techniques ont été appliquées avec succès à la synchronisation des systèmes dy-

namiques chaotiques (hyperchaotiques) discrets . De nombreux types de synchronisation ont été

proposées pour la synchronisation chaotique (hyperchaotique) discrète telles que : la synchroni-

sation complète (SC) [20], la synchronisation retardée et anticipée [21, 22], la synchronisation

impulsive (SI) [23], l’anti-synchronisation (AS) et hybride synchronisation (SH) [24], la synchro-

nisation projective (SP) [25], la synchronisation projective fonctionnelle (SFP) [26, 27, 28], la

synchronisation projective matricielle [29], la synchronisation full state hybrid projective (FSHP)

[30, 31], la synchronisation fonction-cascade [32], la synchronisation hybrid fonctionnelle lag

projective [33], la synchronisation généralisée [34], la synchronisation inverse généralisée [35],

la synchronisation Q-S [36], la synchronisation inverse full state hybrid projective [37], la syn-

chronization Λ− φ [38], la synchronization Φ−Θ [39]

Ce mémoire a pour objet l’étude des nouveaux schémas de synchronisation pour les systèmes

chaotiques (hyperchaotiques) discrets. Ce mémoire est structuré en trois chapitres. Le premier

chapitre est consacré aux notions de base sur les systèmes dynamiques chaotiques discrets. Dans

le deuxième chapitre, on trouve les différents types connus dans la synchronisation et la mé-

thode de synchronisation la plus usée. Le troisième chapitre, expose le contenu de notre travail

qui consiste en quelques nouveaux résultats sur la synchronisation chaotique discrète.

iv



Chapitre 1

Généralités sur les systèmes dynamiques

chaotiques discrets

——————————————————————————————————————————

Le but de ce chapitre est de donner quelques notions de base concernant les systèmes dynamique

chaotiques discrets. En fin, quelques exemples de systèmes chaotiques discrets sont cités.

——————————————————————————————————————————
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Chapitre 1. Généralités sur les systèmes dynamiques chaotiques discrets

1.1 Notions de base

Définition 1.1 Un système dynamique discrets est représenté par une équation aux différences finies

comme suit :

x (k + 1) = F (x (k) , k) , (1.1)

d’où x (k) ∈ Rn, k ∈ N et F : Rn × Rm ×N → Rn.

Définition 1.2 [40] On appelle "point fixe" d’un système dynamique discret (1.1), tout point x tel

que

F (x) = x (1.2)

Définition 1.3 [41] Si la matrice jacobienne DF (x) n’a pas de valeurs propres dont le module soit

égal à +1, x est un point fixe hyperbolique. Si tous les modules des valeurs propres de DF (x) sont

égaux à +1, x est point fixe elliptique.

1.2 Stabilité

L’étude du comportement d’un système dynamique discret, correspond à l’étude de stabilité

des points fixes. Soit le système dynamique

x (k + 1) = F (x (k)) , (1.3)

Soit xf un point fixe du système, on a :

xf = F (xf ) . (1.4)

1.2.1 Définitions

Définition 1.4 Le système (1.3) est dit stable au sens de Lyapunov par rapport au point fixe xf si

pour des conditions initiales x (k0) suffisamment proches du point fixe soit :

∀ε > 0, ∃δ : ‖x (k0)− xf‖ < δ ⇒ ‖x (k, k0, x (k0))− xf‖ < ε, ∀k ≥ k0. (1.5)

Définition 1.5 Le point fixe xf est attractif lorsqu’il y a convergence de l’état x vers l’état xf au

bout d’un temps infini, les conditions initiales x (k0) étant bornées, soit :

∀k0 ∈ N; ∃δ0 (k0) , tel que : ‖x (k0)− xf‖ < δ0 (k0)⇒ limx (k, k0, x (k0)) = xf , (1.6)

lorsque δ0 (k0) = +∞, on dit que le point fixe xf est globalement attractif.

1.1. Notions de base 2



Chapitre 1. Généralités sur les systèmes dynamiques chaotiques discrets

Définition 1.6 Le point fixe xf est dit asymptotiquement (respectivement globalement asymptoti-

quement) stable lorsqu’il est à la fois stable au sens de Lyapunov et attractif (respectivement globale-

ment asymptotiquement)

1.2.2 Stabilité des systèmes linéaires discrets

On considère le système linéaire suivant

x (k + 1) = Ax (k) , (1.7)

Théorème 1.1 1- Si tous les valeur propres de A sont des modules strictement inférieurs à l’unité,

alors le point fixe xf du système (1.3) est asymptotiquement stable.

2- Si la matrice A admet au moins une valeur propre de module strictement supérieur à l’unité, alors

le point fixe xf est instable.

Remarque 1.1 Si certaines valeurs propres de la matrice A sont sur le cercle du rayon de l’unité et

les autres à l’intérieur, on ne peut pas conclure quant à la stabilté locale du point fixe xf .

1.2.3 Stabilité des systèmes non-linéaires discrets

Soit le système non-linéaire suivant

x (k + 1) = F (x (k)) , (1.8)

d’où x (k) ∈ Rn et F : Rn → Rn.

Théorème 1.2 S’il existe une fonction v (x (k)) : Rn → R+, dite de Lyapunov, vérifiant :

(i) V (0) = 0,

(ii) V (x (k)) > 0, ∀x (k) 6= 0,

(iii) 4v (x (k)) = v (x (k + 1))− v (x (k)) < 0.

Alors le système (1.8) est asymptotiquement stable à l’origine.

Remarque 1.2 La deuxième méthode de Lyapunov permet l’analyse de la stabilité directement à

partir des équations qui décrivent le système et ne nécessitent pas la détermination explicite de leurs

solutions.

1.2. Stabilité 3



Chapitre 1. Généralités sur les systèmes dynamiques chaotiques discrets

1.3 Bifurcation

Soit le système dynamque non-linéaire suivant

x (k + 1) = F (x (k) , α) , (1.9)

d’où x (k) ∈ Rn, α ∈ Rm, k ∈ N et F : Rn × Rm ×N → Rn.

Définition 1.7 [42] Une bifurcation est un changement qualitatif de la solution xf du système

(1.9) lorsqu’on modifie le paramètre de contrôle α, c’est à dire la disparition ou le changement de

stabilité et l’apparition de nouvelles solutions.

Définition 1.8 Un diagramme de bifurcation est une portion de l’espace des paramètres sur laquelle

sont représentes tous les points de bifurcation.

1.4 Chaos discret

1.4.1 Définition du chaos

Définition 1.9 [43]Supposons que X est un ensemble et Y un sous-ensemble de X. Y est dense

dans X si, pour n’importe quel élément x ∈ X , il existe un élément y dans le sous-ensemble Y

arbitrairement proche de x, c’est-à-dire si la fermeture de Y est égale à X : Y = X . Ce qui revient à

dire que Y est dense dans X si pour tout x ∈ X on peut trouver une séquence de points {yn} ∈ Y qui

convergent vers x .

Définition 1.10 [43] f est dite avoir la propriété de sensibilité aux conditions initials s’il existe δ > 0

tel que pour x (0) ∈ I et tout ε > 0 il existe un point y (0) ∈ I point et un entier j ≥ 0 satisfaisant :

l (x (0) , y (0)) > ε ⇒ d
(
F (j) (x (0)) , F (j) (y (0))

)
> δ, ou l représente la distance et F (j) la j ieme

itération de f.

Définition 1.11 [41] f est dite topologiquement transitive si U et V étant deux ensembles non vides

ouverts dans I, il existe x (0) ∈ U et un indice j ∈ Z+, tel que pour F (j) (x (0)) ∈ V ou, de façon

équivalente, il existe un indice j ∈ Z+, tel que pour F (j) (U) ∩ V 6= ∅.

Définition 1.12 [44] Une fonction f : I → I, x (k + 1) = F (x (k)) , est dite constituée d’ une

dynamique chaotique si :

(i) F possède une sensibilité aux conditions initiales,

(ii) F est topologiquement transitive,

(iii) L’ensemble des points périodiques de F est denses dans I.

1.3. Bifurcation 4



Chapitre 1. Généralités sur les systèmes dynamiques chaotiques discrets

1.4.2 Caractéristiques du chaos

Sensibilité aux conditions initiales

La sensibilité aux conditions initiales est un phénomène découvert pour la première fois,

dès la fin du xixe siècle par Poincaré, puis a été redécouvert en 1963 par Lorenz lors de ses

travaux en météorologie. Cette sensibilité explique le fait que, pour un système chaotique, une

modification infime des conditions initiales peut entrainer des résultats imprévisibles sur le long

terme. Le degré de sensibilité aux conditions initiales quantifie le caractère chaotique du système

[45, 46].

Exposants de Lyapunov

Les exposants de Lyapunov servent à mesurer la divergence possible entre deux orbites issues

de conditions initiales voisines et permettent de quantifier la sensibilité aux conditions initiales

d’un système chaotique. Le nombre des exposants de Lyapunov est égal à la dimension de l’espace

des phases [47, 48, 49]. Soit le système dynamique non linéaire discret suivant :

x (k + 1) = F (x (k)) , (1.10)

avec x (k) ∈ <n. Nous supposons que la trajectoire émanant d’un état initial x (0) atteint un

attracteur. x (k) est ainsi bornée à l’interieur de l’attracteur. L’exposant de Lyapunov est calculé

par l’expression suivante :

λL = lim
k→∞

lim
ε→0

1

k

k−1∑
i=0

ln

∣∣∣∣dF (x (i))

dx (i)

∣∣∣∣ , (1.11)

λL, appelé exposant de Lyapunov, mesure le taux moyen de divergence de deux trajectoires dis-

tinctes, à partir de deux conditions initiales très proches.

Attracteur étrange

Définition 1.13 [50] Un sous-ensemble borné A de l’espace des phases est un attracteur étrange

pour une transformation T de l’espace s’il existe un voisinage U de A, c’est à dire que pour tout point

de A il existe une boule contenant ce point et contenue dans R vérifiant les propriétés suivantes :

1) U est une zone de capture, ce qui signifie que toute orbite par T dont le point initial est dans U est

entièrement contenue dans U . De plus, toute orbite de ce type devient et reste aussi proche de A que

l’on veut.

2) Les orbites dont le point initial est dans R sont extrêmement sensibles aux conditions initiales.

3) A est un objet fractal.

1.4. Chaos discret 5



Chapitre 1. Généralités sur les systèmes dynamiques chaotiques discrets

4) Pour tout point de A, il existe des orbites démarrées dans R qui passent aussi près que l’on veut de

ce point.

1.5 Exemples de systèmes chaotiques discrets

1.5.1 Système de Lorenz discret

Le système de Lorenz discret [51], est donné par :{
x1 (k + 1) = (1 + ab)x1 (k)− bx2 (k)x1 (k) ,

x2 (k + 1) = (1− b)x2 (k) + bx21 (k) .
(1.12)

Le système 1.12 a un attracteur chaotique, voir la figure 1, lorsque a = 1.25, et b = 0.75.

Figure 1 : L’attracteur chaotique de Lorenz discret pour les

valeurs a = 1.25 et b = 0.75.

1.5.2 Modèle de Flow

Le modèle de Flow est un système chaotique discret de dimension 2 [51], présenté par :{
x1 (k + 1) = x2 (k) + ax1 (k) ,

x2 (k + 1) = b+ x21 (k) ,
(1.13)

1.5. Exemples de systèmes chaotiques discrets 6



Chapitre 1. Généralités sur les systèmes dynamiques chaotiques discrets

d’où a = −0.1, b = −1.7. L’attracteur chaotique de Flow est représenté dans la figure 2.

Figure 2 : L’attracteur de Flow pour les valeurs a = −0.1 et

b = −1.7.

1.5.3 Système d’Hitzl-Zele

Hitzl et Zele [52], obtiennent le système généralisé d’Hénon
x1 (k + 1) = −dx2 (k) ,

x2 (k + 1) = x3 (k) + 1− cx22 (k) ,

x3 (k + 1) = dx2 (k) + x1 (k) .

(1.14)

1.5. Exemples de systèmes chaotiques discrets 7



Chapitre 1. Généralités sur les systèmes dynamiques chaotiques discrets

La figure 3.6, montre le comportement chaotique du système (3.6) lorsque (c, d) = (1.07, 0.3) .

Figure 3 : L’attracteur chaotique d’Hitzl-Zele lorsque

(α, β) = (1.07, 0.3) .

1.5.4 Système de Stefanski

Stefanski [53], a présenté un système discret en 3-D comme suit :
x1 (k + 1) = 1 + x3 (k)− cx22 (k) ,

x2 (k + 1) = 1 + dx2 (k)− cx21 (k) ,

x3 (k + 1) = dx1 (k) ,

(1.15)

1.5. Exemples de systèmes chaotiques discrets 8



Chapitre 1. Généralités sur les systèmes dynamiques chaotiques discrets

d’où c = 1.4 et d = 0.2. L’attracteur hyperchaotique de Stefanski est représenté dans la figure 4.

Figure 4 : L’attracteur hyperchaotique de Stefanski lorsque

c = 1.4 est d = 0.2.
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Chapitre 2

Synchronisation

————————————————————————————————————————–

L’objectif principal de ce chapitre était de présenter, des différents type de synchronisation et

méthode de synchronisation la plus performante.

————————————————————————————————————————–
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2.1 Types de synchronisation

On considère un système maître représenté par

X(k + 1) = F (X(k)), (2.1)

d’où X(k) = (xi (k))1≤i≤n est l’état du système (2.1) et F : Rn → Rn.
Et un système esclave donné par

Y (k + 1) = G(Y (k)) + U, (2.2)

d’où Y (k) = (yi (k))1≤i≤n est l’état du système (2.2), G : Rn → Rn et U ∈ Rn est un vecteur de

contrôle à déterminer.

2.1.1 Synchronisation complète

Définition 2.1 [54] Le problème de synchronisation complète est de déterminer le contrôleur U de

sorte que

lim
k→∞
‖Y (k)−X(k)‖ = 0. (2.3)

d’où ‖.‖ est la norme euclidienne.

Remarque 2.1 Si F = G, la relation devient une synchronisation complète identique.

Remarque 2.2 Si F 6= G, c’est une synchronisation complète non identique.

2.1.2 Anti-Synchronisation

Définition 2.2 [55] Le problème d’anti-synchronisation est de trouver U de sorte que

lim
k→∞
‖Y (k) +X(k)‖ = 0. (2.4)

2.1.3 Synchronisation projective

Définition 2.3 [56] On dit qu’on a une synchronisation projective entre les systèmes (2.1) et

(2.2), S’il existe une matrice diagonale H =diag(h1, ..., hn), tels que :

lim
k→∞
‖Y (k)−H ×X(k)‖ = 0. (2.5)

Remarque 2.3 Le cas où tous les hi sont égaux à 1 représente un cas de synchronisation complète.

Remarque 2.4 Le cas où tous les hi sont égaux à −1 représente un cas d’anti-synchronisation com-

plète.
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2.1.4 Synchronisation FSHP

Définition 2.4 [57, 58, 59, 60, 61, 62, 63] On dit qu’on a une synchronisation FSHP (en anglais

full state hybrid projective synchronization) entre le système maître (2.1) et le système esclave (2.2),

s’il existe des contrôleurs ui, 1 ≤ i ≤ n, et des constantes (αij) ∈ Rn×n, tels que :

lim k−→+∞

∣∣∣∣∣yi (k)−
n∑
j=1

αijxj (k)

∣∣∣∣∣ = 0, i = 1, ..., n. (2.6)

2.1.5 Synchronisation inverse FSHP

Définition 2.5 [65] On dit qu’on a une synchronisation IFSHP entre le système maître (2.1) et le

système esclave (2.2), s’il existe des contrôleurs ui, 1 ≤ i ≤ n, et des constantes
(
βij
)
∈ Rn×n de telle

sorte que les erreurs de synchronisation

lim k−→+∞

∣∣∣∣∣xi (k)−
n∑
j=1

βijyj (k)

∣∣∣∣∣ = 0, i = 1, ..., n. (2.7)

2.1.6 Synchronisation généralisée

Définition 2.6 [66] S’il existe un contrôleur U et une fonction φ : Rn → Rn, vérifient :

lim
k→∞
‖Y (k)− φ (X (k))‖ = 0, (2.8)

alors, les systèmes (2.1) et (2.2) se synchronisent aus sens généralisé par rapport à la fonction φ.

Remarque 2.5 La synchronisation généralisée est considérée comme une généralisation de la syn-

chronisation complète, l’anti-synchronisation et la synchronisation projective.

2.1.7 Synchronisation inverse généralisée

Définition 2.7 [67] S’il existe un contrôleur U et une fonction ϕ : Rn → Rn, vérifient :

lim
k→∞
‖X (k)− ϕ (Y (k))‖ = 0, (2.9)

alors, les systèmes (2.1) et (2.2) se synchronisent aus sens inverse généralisé par rapport à la fonction

ϕ.
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2.1.8 Synchronisation Q-S

Définition 2.8 [68] Nous disons que les systèmes (2.1) et (2.2) sont en synchronisation Q−S dans

la dimension d, s’il existe un contrôleur U et deux fonctions Q : Rn → Rd, S : Rn → Rd telle que

lim
k→∞
‖Q (X (k))− S (Y (k))‖ . (2.10)

Remarque 2.6 La synchronisation Q-S est considérée comme une généralisation de tous les types de

synchronisations précédentes.

2.2 Méthode du contrôleur actif

Soit deux systèmes chaotiques à synchroniser, maître et esclave, définis par :

X(k + 1) = AX(k) + f(X(k)), (2.11)

et

Y (k + 1) = AY (k) + g(Y (k)) + U, (2.12)

d’où X(k), Y (k) ∈ Rn sont les état des systèmes maître et esclave, respectivement, A ∈ Rn×n est

une matrice constante, f, g : Rn → Rn sont des fonction non linéaires et U = (ui)1≤i≤n est un

contrôleur à déterminer.

Théorème 2.1 [69] Le système maître (2.11) et le système esclave (2.12) sont globalement synchro-

nisés sous la loi du contrôle suivante

U = f(X(k))− g(Y (k)) + V, (2.13)

d’où V est le contrôleur actif, défini par :

V = −Le(k), (2.14)

d’où L ∈ Rn×n est une matrice de contrôle, choisie telles que les valeurs propres de A−L se trouvant

à l’intérieur du disque de l’unité.

Preuve. Pour que les deux systèmes se synchronisent, il faut que l’erreur entre les trajectoires

des deux systèmes converge vers zéro lorsque le temps tend vers l’infini. Cette erreur est obtenue

comme suit :

e(k + 1) = y(k + 1)− x(k + 1)

= AY (k)− AX(k) + g(Y (k))− f(X(k)) + U

= Ae(k) + g(Y (k))− f(X(k)) + U (2.15)
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En substituant Eq. (2.13) dans Eq. (2.15), Le système d’erreur les systèmes (2.11) et (2.12) peut

être écrit sous la forme

e(k + 1) = (A− L) e(k). (2.16)

Selon la théorie de la stabilité des systèmes dynamiques linéaires discrets, si les valeurs propres

de A−L se trouvant à l’intérieur du disque de l’unité, il est immédiat que limk→∞ e (k) = 0. Alors,

les systèmes (2.11) et (2.12) sont globalement synchronisés.

2.2.1 Avantages de La méthode

- La technique du contrôleur actif est efficace non seulement pour la synchronisation des systèmes

identiques, mais aussi pour la synchronisation des systèmes non identiques

- Cette méthode offre une simplicité remarquable pour l’implémentation de l’algorithme.

2.2. Méthode du contrôleur actif 14
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Coexistence de FSHPS et IFSHPS en 2-D et

3-D

——————————————————————————————————

Le présent chapitre expose le contenu de notre travail.

——————————————————————————————————
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Chapitre 3. Coexistence de FSHPS et IFSHPS en 2-D et 3-D

3.1 Coexistence de FSHPS et IFSHPS en 2-D

3.1.1 Description des systèmes maître-esclave

Nous considérons que le système maître est donné sous la forme suivante{
x1 (k + 1) =

∑2
j=1 a1jxj (k) + f1 (X (k)) ,

x2 (k + 1) =
∑2

j=1 a2jxj (k) + f2 (X (k)) ,
(3.1)

d’où X (k) = (x1 (k) , x2 (k))T est le vecteur d’état du système maître, (aij) ∈ R2×2 et (fi)
1≤i≤2

:

R2 −→ R sont des fonctions non linéaires. Le système esclave, est donné comme suit
y1 (k + 1) = g1 (Y (k)) + u1,

y2 (k + 1) = g2 (Y (k)) + u2,

y3 (k + 1) = g3 (Y (k)) + u3,

(3.2)

d’où Y (k) = (y1 (k) , y2 (k) , y3 (k))T est le vecteur d’état du système esclave, (gi)1≤i≤3 : R3 −→ R
et ui, i = 1, 2, 3, sont des contrôleurs.

3.1.2 Formulation du problème

On dit que la FSHPS et la IFSHPS co-existe dans la synchronisation du système maître (3.1) et

du système esclave (3.2) en 2-D, s’il existe des contrôleurs ui, i = 1, 2, 3, et des constantes α1, α2,

β1, β2, β3, de telle sorte que les erreurs de synchronisation

e1 (k) = y1(k)− α1x1(k)− α2x2(k), (3.3)

e2 (k) = x2(k)− β1y1(k)− β2y2(k)− β3y3(k),

vérifie que limk→+∞ ei(k) = 0, (i = 1, 2).

3.1.3 Résultats

Le système d’erreur (3.3), peut être derivé comme suit

e1 (k + 1) = R1 + u1, (3.4)

e2 (k + 1) = R2 − β1u1 − β2u2 − β3u3,
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d’où

R1 = g1(Y (k))− α1
2∑
j=1

a1jxj(k)− α1f1(X(k))− α2
2∑
j=1

a2jxj(k)− α2f2(X(k)), (3.5)

R2 =

2∑
j=1

a2jxj(k) + f2(X(k))− β1g1(Y (k))− β2g2(Y (k))− β3g3(Y (k)).

Le système d’erreur (3.4), peut être décrit sous la forme suivante

e (k + 1) = R +

(
1 0 0

−β1 −β2 −β3

)
×


u1

u2

u3

 , (3.6)

d’où e (k + 1) = (e1 (k + 1) , e2 (k + 1))T et R = (R1, R2)
T . Supposons que β2 6= 0, on peut citer le

résultat suivant.

Théorème 3.1 La FSHPS et la IFSHPS co-existe entre le système maître (3.1) et le système esclave

(3.2) se produit, si les conditions suivantes sont vérifiées

(i) (u1, u2)
T =

(
1 0
−β1
β2

−1
β2

)
[(A− C) e (k)−R] et u3 = 0, d’où A = (aij)2×2 et C ∈ R2×2.

(ii) La matrice de contrôle C est choisie telles que les valeurs propres de A−C se trouvant à l’intérieur

du disque de l’unité.

Preuve. En utilisant u3 = 0, nous obtenons

e (k + 1) = R +

(
1 0

−β1 −β2

)
×
(
u1

u2

)
. (3.7)

En substituant la loi de contrôle (i) dans Eq. (3.7), le système d’erreur peut être décrit comme

suit

e (k + 1) = (A− C) e(k). (3.8)

Dans ce cas, la matrice de contrôle C est choisie comme la condition (ii). Ainsi, selon le théoreme

1.1, il est immédiat que limk→+∞ ei(k) = 0, (i = 1, 2). Par conséquent, les systèmes (3.1) et (3.2)

sont globalement synchronisés en 2-D.

3.1.4 Teste numérique

On considère le système discret de Fold comme système maître et le système d’Hitzl-Zele comme

système esclave. Le système maître est décrit comme suit :
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x1 (k + 1) = x2 (k) + ax1 (k) , (3.9)

x2 (k + 1) = b+ x21 (k) .

d’où (a, b) = (−0.1,−1.7). Le système esclave est défini comme suit

y1 (k + 1) = −dy2 (k) + u1, (3.10)

y2 (k + 1) = y3 (k) + 1− cy22 (k) + u2,

y3 (k + 1) = dy2 (k) + y1 (k) + u3,

d’où u1, u2 est u3 sont des contrôleurs et (c, d) = (1.07, 0.3). Dans cet exemple, Le système d’erreur

est défini comme suit

e1 (k) = y1(k)− α1x1(k)− α2x2(k), (3.11)

e2 (k) = x2(k)− β1y1(k)− β2y2(k)− β3y3(k),

d’où α1 = 1, α2 = 2, β1 = −2, β2 = 3 et β3 = −2. Ensuite, selon notre approche présentée dans le

paragraphe 3.1.3, nous obtenons

A =

(
a 1

0 0

)
, (3.12)

et

C =

(
−0.1 1

0 0.82

)
. (3.13)

Les contrôleurs u1, u2 est u3 sont donnés comme suivants

u1 = −0.1e1 (k) + x2 (k) + ax1 (k) + 2b+ 2x21 (k) , (3.14)

u2 = 0.05e1 (k) + 0.05e2 (k)− 1

2
x2 (k)− a

2
x1 (k)− 3

2
x21 (k) +

3

2
y3 (k)− 3c

2
y22 (k) + y1 (k) +

3

2
(1− b) ,

u3 = 0.

Il est facile de voir que les valeurs propres de A−C se trouvant à l’intérieur du disque de l’unité.

Par conséquent, les systèmes (3.9) et (3.10) sont globalement synchronisés en 2-D. Nous obte-

nons, à l’aide des simulations numériques, les résultats de synchronisation qui sont présentés dans
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la figure 5.

Figure 5 : L’évolution des erreurs e1 et e2 entre les systèmes

(3.9) et (3.10).

3.2 Coexistence de la FSHPS et la IFSHPS en 3-D

3.2.1 Description des systèmes maître-esclave

Dans ce cas, les systèmes maître et esclave sont considérés sous les formes suivantes

xi(k + 1) = fi(X(k)), i = 1, 2, (3.15)

yi(k + 1) =
∑3

j=1 bijyj(k) + gi(Y (k)) + ui, i = 1, 2, 3, (3.16)

d’où X(k) = (x1(k), x2(k))T , Y (k) = (y1(k), y2(k), y3(k))T sont les vecteurs d’état du système

maître et le système esclave, respectivement, fi : R2 −→ R, (1 ≤ i ≤ 2), (bij) ∈ R3×3, gi : R3 −→
R, (1 ≤ i ≤ 3), sont des fonctions non linéaires et ui, i = 1, 2, 3, sont des contrôleurs.

3.2.2 Formulation du problème

Le problème, de la co-existence de la FSHPS et la IFSHPS entre le système maître (3.15) et le

système esclave (3.16) en 3-D, est de trouver des contrôleurs ui, i = 1, 2, 3, et des constantes

(γi)1≤i≤2 , (δi)1≤i≤3 , (εi)1≤i≤2, de telle sorte que les erreurs de synchronisation
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e1 (k) = y1(k)− γ1x1(k)− γ2x2(k), (3.17)

e2 (k) = x2(k)− δ1y1(k)− δ2y2(k)− δ3y3(k),

e3 (k) = y3(k)− ε1x1(k)− ε2x2(k),

vérifie que limk→+∞ ei(k) = 0, (i = 1, 2, 3).

3.2.3 Résultats

Le système d’erreur (3.17), peut être écrit comme suit :

e1 (k + 1) = T1 + u1, (3.18)

e2 (k + 1) = T2 − δ1u1 − δ2u2 − δ3u3,

e3 (k + 1) = T3 + u3,

d’où

T1 =
3∑
j=1

b1jyj(k) + g1(Y (k))− γ1f1(X(k))− γ2f2(X(k)), (3.19)

T2 = f2(X(k))− δ1
3∑
j=1

b1jyj(k)− δ1g1(Y (k))− δ2
3∑
j=1

b2jyj(k)

−δ2g2(Y (k))− δ3
3∑
j=1

b3jyj(k)− δ3g3(Y (k)),

T3 =
3∑
j=1

b3jyj(k) + g3(Y (k))− ε1f1(X(k))− ε2f2(X(k)).

Le système d’erreur (3.18), peut être décrit sous la forme suivante :

e (k + 1) = T +M × U, (3.20)

d’où e (k + 1) = (e1 (k + 1) , e2 (k + 1) , e2 (k + 1))T , T = (T1, T2, T3)
T , U = (u1, u2, u3)

T et

M =


1 0 0

−δ1 −δ2 −δ3
0 0 1

 . (3.21)

Supposons que δ2 6= 0, alors nous choisissons le contrôleur U comme suit :

U =


1 0 0

− δ1
δ2

1
δ2
− δ3
δ2

0 0 1

 [(B − L) e (k)− T ] , (3.22)
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d’où B = (bij)3×3 et L ∈ R3×3 est une matrice de contrôle. En substituant la loi de contrôle (3.22)

dans Eq. (3.20), le système d’erreur peut être décrit comme suit :

e (k + 1) = (B − L) e(k). (3.23)

Pour analyser la stabilité des zéro solutions du système (3.23), nous considérons la fonction de

Lyapunov

V (e(k)) = eT (k)e(k), (3.24)

alors nous obtenons

∆V (e(k)) = eT (k + 1)e(k + 1)− eT (k)e(k)

= eT (k)(B − L)T (B − L)e(k)− eT (k)e(k)

= eT (k)
[
(B − L)T (B − L)− I

]
e(k).

Dans ce cas, la matrice de contrôle L est choisie tels que la matrice (B−L)T (B−L)−I est définie

négative. Ainsi, selon le théoreme 1.2, il est immédiat que limk−→+∞ ei(k) = 0, (i = 1, 2, 3) , et par

conséquent, les systèmes (3.15) et (3.16) sont globalement synchronisés en 3-D.

Théorème 3.2 La FSHPS et la IFSHPS co-existe entre le système maître (3.15) et le système esclave

(3.16) se produit, si les conditions suivantes sont vérifiées

(i) (u1, u2, u3)
T =


1 0 0

− δ1
δ2
− 1
δ2
− δ3
δ2

0 0 1

 [(B − L) e (k)− T ] .

(ii) la matrice de contrôle L est choisie tels que la matrice (B − L)T (B − L)− I est définie négative.

3.2.4 Teste numérique

Ici, nous considérons le système discret de Lorenz comme système maître et le système de Ste-

fanski comme système esclave. Le système maître est décrit comme suit

x1 (k + 1) = (1 + ab)x1 (k)− bx1 (k)x2 (k) , (3.25)

x2 (k + 1) = (1− b)x2 (k) + bx21 (k) .

d’où (a, b) = (1.25, 0.75). Le système esclave est donné comme suit

y1 (k + 1) = 1 + y3 (k)− cy22 (k) + u1, (3.26)

y2 (k + 1) = 1 + dy2 (k)− cy21 (k) + u2,

y3 (k + 1) = dy1 (k) + u3,
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d’où U = (u1, u2, u3)
T et (c, d) = (1.4, 0.2).

Dans cet exemple, le système d’erreur est donné par

e1 (k) = y1(k)− γ1x1(k)− γ2x2(k), (3.27)

e2 (k) = x2(k)− δ1y1(k)− δ2y2(k)− δ3y3(k),

e3 (k) = y3(k)− ε1x1(k)− ε2x2(k),

d’où γ1 = 1, γ2 = 2, δ1 = 3, δ2 = 2, δ3 = 1, ε1 = −1 et ε2 = −2. Alors, selon notre approche

présentée dans le paragraphe 3.2.3, nous obtenons

B =


0 0 1

0 0.2 0

0.2 0 0

 , (3.28)

et

L =


−0.44 0 1

0 −0.7 0

0.2 0 −0.13

 , (3.29)

Les contrôleurs u1, u2 est u3 sont donnés comme suivants

u1 = 0.44e1 (k)− 1− y3 (k) + cy22 (k) + (1 + ab)x1 (k)− bx1 (k)x2 (k) + (3.30)

2 (1− b)x2 (k) + 2bx21 (k)

u2 = −0.66e1 (k)− 0.45e2 (k)− 0.065e3 (k) + 3y3 (k)− 3cy22 (k) + dy2 (k)− cy21 (k)

−2 (1 + ab)x1 (k) + 3bx1 (k)x2 (k)− 9

2
(1− b)x2 (k)− 9

2
bx22 (k) + 7

u3 = 0.13e3 (k) + dy1 (k) + (1 + ab)x1 (k)− bx1 (k)x2 (k) + 2 (1− b)x2 (k) + 2bx21 (k)

Par des calculs simples, nous pouvons montrer que (B − L)T (B − L) − I est une matrice définie

négative. Par conséquent, dans ce cas, les systèmes (3.25) et (3.26) sont globalement synchronisés
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en 3-D. L’évolution des erreurs est illustrée dans la figure 6.

Figure 6 : L’évolution des erreurs e1, e2 et e3 entre les systèmes

(3.25) et (3.26).



Conclusion générale
Pour arriver aux buts cités, nous avons commencé par présenter des chapitres préliminaires sur les

systèmes dynamiques chaotique discrets et la théorie de synchronisation en évoquant les grands

axes tels que : les types et la méthode du contrôleur actif.

D’après la présentation de nos résultats, nous sommes parvenus à :

1- Nous pouvons trouver d’autres critères de synchronisation

2- Il est possible d’observer et de développer de nouveaux types de synchronisation généralisée.

3- Basé sur des théorèmes simples à vérifier, les approches proposées sont rigoureuse.

4- Les résultats dérivés peuvent être appliqués aux des classes plus larges des systèmes chaotiques

discrets.

4- La complexité des schémas proposés dans ce mémoire, peut utilisés dans la sécurité des com-

munications et la cryptographie.

.
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