Ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique 1hpipd
FSESNV

Université de Larbi Tébessi —Tébessa - A%

’ . . . o

Km  Faculté des Sciences Exactes et des Sciences de la Nature et de la Vie i
Département : Mathématiques et informatique

-

g - Ll ungell Gools
Iniversite Larti Tebess! - Tebessa

MEMOIRE DE MASTER

Domaine: Mathématigues et informatique
Filiere: Mathématiques

Option: Mathématiques Appliquées

Theme:

Controlabilité régionale

des systemes distribués

Présenté par:

Mouna ABDELLI

Devant le jury:

Khaled BERRAH M.A.A Université de Tébessa Président
Abdelhak HAFDALLAH M.A.A Université de Tébessa Rapporteur
Hacene MECHERI M.C.B  Université de Tébessa Examinateur
Imad REZZOUG M.C.B  Université d’'Oum el Bouaghi ~ Examinateur

Date de soutenance:
25/05/2017

Note: .......... MENtION: o i




Sédjcaces

Je dédlie ce mémoire 4 :
* Mes parents :

Mon pére, qui peut étre fier et trouver ici le résultat de longues années de sacrifices et de
privations pour m aider & avancer dans [a vie. Puisse Diew faire en sorte que ce travail porte

son fruit. La miséricorde de dieu sur son immaculé dme.

Ma mére, qui a ceuvré pour ma réussite, de par son amour, son soutien, tous les sacrifices
consentis et ses précieux conseils, pour toute son assistance et sa présence dans ma vie, regois 4
travers ce travail aussi modeste soit-il, [expression de mes sentiments et de mon éternelle

gattﬁtda

Mes fréres, mes sceurs, ma famille, mes professeurs et mes amis.



aile

Ua:_JC;ngJ//;S;J/M/‘{JJ ;L;jp.//ﬁf;u//ﬁjg_uﬁr_wﬁ aJSJAJ/a_M UAUAJAL//
i o 513) w5 il o iy ISl Loy 0 Lalis ] o el
; ) (B

ey o1l i) ccmdledall o 5 sgnd] 2T Aualiialf Lol




Abstract

The aim of this memory is to present the notion of regional controllability and
to study the regional controllability of some models of distributed systems
parabolic and hyperbolic with different types of control (internal, boundry,

punctual).
Keywords: regional controllability, actuators, distributed systems.




Résumeé

Le but de ce mémoire est la présentation de la contrélabilité régionale, et
d’étudier la contrélabilité régionale de quelques modeéles des systemes
distribués parabolique et hyperbolique avec des différents types de contréle
(interne, frontiere, ponctuel).

Mots clés : contrélabilité régionale, actionneurs, systéemes distribués.
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|.| : Une norme dans L? (2) ou valeur absolue.
|.|| : Une norme.

(.,.) : Crochet de dualité.

E.,U, H : Espaces de Hilbert.

H* : Le dual topologique dun espace H.

L(U; H) : T'espace vectoriel des applications linéaires continues de U dans H.

D (A) : Le domaine de définition de 'opérateur A.
G (A) : Le graphe de A.

y|., : La restriction de la fonction y a w.

MNw : Q sauf w.

@ : Somme directe de deux espaces vectoriels.

n 2
A= Z % : Opérateur de Laplace .
i=1

% ou 9, : La dérivée normale extérieure.

0N : Frontiere de ).

0 : La distribution de Dirac a l'origine.

w : Un sous-domaine non vide de ).

X,, : La fonction indicatrice d’'un ensemble w; y, (z) =1siz € w,0six ¢ w.
lim : La limite.

rg GG, : Le rang de la matrice G,,.

arg z : Largument du nombre complexe z.

Paz : Projection de x sur A.

H~!:Dual de Hj.




’ Introduction \

Mathématiquement, le systeme sera représenté par une maquette virtuelle a base d’équations et
de signes, c’est-a-dire un modele. Ce systeme est dit distribué (ou a parametres distribués ou
encore a parametres répartis) s'il fait intervenir des variables d’espace et de temps ainsi que des
variables d’entrée (commandes) et de sortie (mesures).

La problématique générale de la controlabilité consiste a étudier s’il est possible, pour un systeme
donné, d’amener n’importe quel état initial vers une cible donnée en un temps initialement fixé.
Les moyens utilisés pour agir sur un systéeme de facon a le diriger vers une cible sont appelés
controles.

Le probleme de la controlabilité régionale consiste a savoir si 'on peut trouver un contrdle permet
d’amener I’état d’un systeme de I’état initiale a un état désiré juste sur une région a instante finie.
Le concept de la controlabilité régionale des systemes distribués a été introduit dans les années
90 par les professeurs El Jai et Zerrik [9],[17] ou les notions de controlabilité a été étudiées
uniquement sur une région w du domaine € sur lequel est défini le systeme.

Nous nous sommes intéressés dans ce travail essentiellement a ’étude de controlabilité régionale
de déférent type d’équation.

Ce mémoire est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous donnons les définitions et les divers caractérisations liées a la
notion de la controlabilité et la contrdlabilité régionale des systemes décrits par des équations
aux dérivées partielles (contrdlabilité exacte et approché, contrélabilité régionale, notion d’ac-
tionneur).

Dans le deuxieme chapitre, nous exploitons les résultats établis au premier chapitre pour la
contrblabilté régionale de systeme de type parabolique, nous montrons en particulier comment
on peut adapter ces résultats des situations particulierement intéressantes.

Dans le troisiéme chapitre, Nous donnons quelques définitions et propriétés liées a la controlabi-
lité régionale pour les systémes de type hyperbolique et aprés nous appliquons une méthode de
résolution pour un controle régionale interne.

Enfin, nous établissons le lien entre la structure des actionneurs et la contrélabilité régionale

frontiére.




"Les mathématiciens n’étudient pas des objets mais les relations entre ces objets"
"Faire des mathématiques, c’est donner le méme nom a des choses différentes"
"Comment se fait-il qu’il y ait des gens qui ne comprennent pas les mathématiques ?"
"Le seul objet naturel de la pensée mathématique, c’est le nombre entier"
"Une théorie est bonne lorsqu’elle est belle"
Henri Poincaré.
" Ce que j'aime dans les mathématiques appliqués, c’est qu’elles ont pour ambition de donner du
monde des systémes une représentation qui permette de comprendre et d’agir, et de toute la repré-
sentation mathématique, lorsqu’elle est possible est la plus souple et la meilleure du coup ce qui
m’intéresse, c’est de savoir jusqu’au on peut aller; c’est d’atteindre les limites"
Jacques- Louis Lions.
" Un mathématicien est une personne qui peut trouver des analogies entre les théorémes, un meilleur
mathématicien est  celui qui peut voir des analogies entre les démonstrations. Les trés bons mathé-
maticiens sont ceux qui peuvent déceler des analogies entre les théories. Mais on peut supposer que
le meilleur des mathématiciens, est celui qui peut voir des analogies entre les analogies"
Stefan Banach.
" Celui qui ne marche que par beau temps risque bien de ne jamais arriver au terme de son
voyage"
" Ce qui important ce sont les notions pas les notations"
Gauss.
" Dans les mathématiques vous ne comprenez pas des choses. Vous habituez juste a elles"

John Von Neumann.




Chapitre 1

Concepts de base de la controlabilité

régionale des systemes distribués

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques outils mathématiques et conceptuels que nous allons

utiliser dans notre travail. Ensuite, nous abordons les notions liées a la controlabilité régionale.

1.1 Préliminaires sur les opérateurs

Soient H un espace de Hilbert sur le corps des nombres réel R, ou complexes C muni de la norme
x — ||z||, et L (H) l'espace vectoriel des applications linéaires continues de A en lui méme muni

de la norme ||A| = sup |[Az||,. Nous désignerons par / I'unité de L (H).
=]l <1

Pour un opérateur linéaire A : D(A) C H — H nous noterons par
ImA={Az :2 € D(A)}.

Limage de A.
Et par
ker A={zx e D(A) : Az =0}.

Le noyau de A.
Lopérateur A : D(A) C H — Im A est surjectif. Si ker A = {0}, alors A est injectif.

Pour un opérateur bijectif on peut définir 'opérateur inverse : A~' : D(A™!) C H — H.

Définition 1.1 [4] Soit A : D(A) C X — Y, ot X,Y sont deux espaces de Banach avec D(A)
dense dans X. Lopérateur adjoint A* de A est défini par

(y, Az)y = (A%y,2) ¢ , Vo € D(A),Vy € D(A")

6



Chapitre 1. Concepts de base de la contrélabilité régionale des systémes distribués

sur
D(A")={yeY,3c>0:(y,Az), < c|z| ,Yx € D(A)}.

Définition 1.2 [4] Soit A: D(A) C H — H
A est dit auto adjoint, si D(A) = D(A*) et A= A*.
A est symétrique, si (y, Ax) = (Ay,z)Vx,y € D(A).

Définition 1.3 [13] Lensemble p(A) = {\ € C: (A — A) est inversible dans L(H)}.
S’appelle U'ensemble résolvant de A € L(H).

1.2 Les semi-groupes

1.2.1 Définitions, propriétés élémentaires

Définition 1.4 [13] Une famille {S(t)}:>o d'opérateurs linéaires bornés sur H est dite semi-groupe
fortement continue, ou bien Cy-semi-groupe, si elle vérifie

) S(0) = I (identité dans L(H)).

i) S(t+s)=S5(t)S(s) Vs, t > 0.

iii)tliégrlS(t):U =2 Vre H.

Définition 1.5 [16] Soit {S(t)}+>o un semi-groupe, {S(t)}:;>o est appelé semi-groupe uniformé-
ment continue si
tl_lgi 1S(t) = Il gy = 0

Définition 1.6 [13] Soit A ={z € C: p, <argz < p,,p; <0< ¢,} un secteur dans C.

Une famille {S(z)}.ca d’'opérateurs linéaires bornés sur H est dite Semi-groupe analytique ( holo-
morphe) dans A si elle vérifie les conditions suivantes

) S(z1 + 29) = S(21)S(22) V21,29 € A

it) S(0) = I (identité dans L(H)).

ii)) lim S(z)r =2z Ve H.

z—0,z€A

iv) Lapplication z € A* = A\ {0} — S (z)x € H est analytique, Yz € H.

Définition 1.7 [16] Le générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe {S(t)}:>o est Uopérateur :
A:DAYCH—H

T +— Axr = limM
t—0 t

1.2. Les semi-groupes



Chapitre 1. Concepts de base de la contrélabilité régionale des systémes distribués

défini pour tout = dans son domaine

D(A) = {x €H : limw existe} .

t—0

Proposition 1.1 [3] Le semi-groupe adjoint d’'un Cy-semi-groupe sur un espace de Banach réflexif

est un Cy-semi-groupe.

Remarque 1.1 [3] Ladjoint de Uopérateur A noté A*, génére le semi-groupe {S*(t)}+>o adjoint de
{S(t)}+>0 qui est fortement continu sur le dual H*de H.

Théoreme 1.1 [3] Si lopérateur A admet un systéme orthonormé complet de fonction propre <<Pnj>
associées aux valeurs propres (\,) , A\, étant de multiplicité r,,, alors le semi-groupe {S(t) };>o engen-

dré par A s’exprime par

Sty =) e Z <y7 sonj> ©n, Yy € H.
n=1 j=1

Définition 1.8 [13] Un semi groupe {S(t)}:>o est dit de contraction si

IIS(t)]] < 1,vt > 0.

1.2.2 Théoreme de Hille-Yosida

Un opérateur linéaire A : D(A) C H — H est le générateur infinitésimal d’'un semi groupe
{S(t)}+>0 si et seulement si

i) A est un opérateur fermé et D(A) = H.
ii) Il existe w > 0et M > 1telque A, ={A € p(A): ReA > w}etpour A € 4,,ona

M
— ,Vn € N*,

1.2.3 Application aux problemes d’évolution non homogénes
Soit (A, D (A)) le générateur infinitésimal d’'un C-semi-groupe {S ()}, sur un espace de Hilbert
H, on veut résoudre

(1.1)

{ y (t) = Ay (t) + f (t) site]0,T]
y(O) =%

ouf:[0,7] — H.

1.2. Les semi-groupes |}



Chapitre 1. Concepts de base de la contrélabilité régionale des systémes distribués

Définition 1.9 [4] Soit f € L'([0,T]; H) et yo € H, on appelle solution faible de (1.1) la fonction
y € C([0,T]; H) est donnée par

y(t)—S(t)y0+/OtS(t—T)f(T)dT, te0,7T]. (1.2)

On appelle solution classique de (1.1) tout fonction y € C([0,T]; H) N C* ([0,T]; H) tel que y € D (A)
pour tout t € [0, T, et vérifiant (1.2) dans [0,T].

Remarque 1.2 [4] Par définition, le probléme (1.1) admet toujours une unique solution faible.

Théoreme 1.2 [4] Soit f € L*([0,T); H) et yo € H, le probléme (1.1) admet au plus une solution
classique et s’il en existe une alors elle est donnée par la formule (1.2).

Preuve. Il suffit de démontrer que toute solution classique est donnée par la formule (1.2).

Soit y une solution classique, pour tout t € 0,7 on considére la fonction z : [0,7] — H défini par
2(r)=S({t—7)y(r), 7 €[0,t].

Puisque y € D(A), la fonction s — S (s)y (7) est dérivable pour tout s > 0. Par conséquent z est

dérivable sur [0,t] et on a

(1) = =SUt—-71)Ay(r)+ St —T1)y (1)
= —S{t-TAYy(N)+St—7)Ay(r)+S{t—7)f(7)
= S({t—71)f(7)

comme f € L'([0,T]; H), on en déduit que z' € L'([0,t]; H) et en lintégrant entre 0 et t, on obtient

z(t):z(())—l—/o S(t—r7)f(r)dr

C’est-a-dire

y(t)—S(t)yoJr/otS(t—T)f(T)dT-

1.3 La controlabilité

Le probléme de la controlabilité consiste en la possibilité de transférer I'état d'un systeme en un
temps fini d’un état initial y, vers un état désiré y, choisi a priori. La notion de la controlabilité

est bien maitrisée dans le cas systeme localisé (EDO).

1.3. La controlabilite ]



Chapitre 1. Concepts de base de la contrélabilité régionale des systémes distribués

1.3.1 Position du probleme

Considérons un systeme d’écrit par I'équation d’état

d

)= Ay (t) + Bu(t) Vte]o,T]

dt
y(0) =yo € D(A)

(1.3)

Ou

x A est le générateur infinitésimal d’'un Cy-semi groupe {S(¢)};>o dans un espace de Hilbert H
(espace des états).

x B € L(U, H) c’est 'opérateur de contrdle .

« y état du systéme.

* 1o 'état initiale.

xu € L*([0,T],U) la fonction de contréle.

Sous les hypotheses citées ci-dessus, le systéme (1.3) admet une unique solution faible qui s’ex-
prime par

y(t) = S(t)yo + /Ot S(t—71)Bu(r)dr ,t€[0,T] 1.4

1.3.2 Lopérateur de controlabilité L,
Pour le systeme (1.3), considérons Ly : L?([0,T],U) — H lopérateur défini par
T
Lru :/ S(T — 7)Bu(r)dr (1.5)
0

et son adjoint
Ly H— L*([0,T],0)
x— Lrr =u.
Ou u est défini par
(Lra,u) om0y = (@ Lru)y , Yu € L2([0,T),U) Vo € H.
Ladjoint £} de L1 défini par
L =DB*S*(T-".) (1.6)
En effet

(2, Lru)y, = <a: /OTS(T—T)Bu(T) dT>H
= /OT (x,S(T — 7)Bu(1)), dr

T

_ / (B*S*(T — 1), u (7)), dr
0

= (B*S*(T — .)x, U>L2([0,T],U)

1.3. La controlabilité
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D’ou
L5 =B*S*(T—-.).
Ou B* (resp S*(T —.) ) est 'opérateur adjoint de B (resp S(7 — .)).

L sera utilisé par la suite pour obtenir des diverses définitions et propriétés de la contrdlabilité.

Pour I'étude de la contrélabilité, sans perte de généralité on peut supposer que yo = 0.

1.3.3 Controlabilité Exacte, Faible
Définition 1.10 [7] Le systéme (1.3) est dite exactement contrélable dans H sur [0, T ssi
Vya € H,3u € L*([0,T],U) tel que y (T) = yq.
Définition 1.11 [7] Le systéme (1.3) est dite faiblement contrélable dans H sur [0, T ssi
Vyqs € H,e > 0,3u € L*([0,T),U) tel que |y (T) — yall 5 < &

Proposition 1.2 [10]

i) Le systéme (1.3) est exactement contrélable ssi L est surjective c’est-a-dire
ImLr=H.

i) Le systéme (1.3) est faiblement contrélable ssi
ImLy =H.

Preuve.

i) Le systeme (1.3) est exactement contrblable ssi
T
Yun,a € H,3u € L(0.T0) s ya =y (T) = (Do + [ ST~ 1)Bu(r)dr
0

<= L est surjective ou Im L = H.

ii) Le systéme (1.3) est faiblement controlable

& VydEH,8>O,E|u€L2([O,T],U):Hy(T)—de <e
&S Yyg€ He>0,3ue L2([O,T], U):||1S(T)yo + Lru(.) —yall <e
& Vys € Hye>0,3ue L*([0,T),0) : ||Lru () — (yg — S(T)yo)|| < e

Proposition 1.3 [7] Le systéme (1.3) est faiblement contrélable dans H sur [0, T ssi L. est injective.

Preuve. Le systeme (1.3) est faiblement contrdlable < Im L, = H < L est injective. m

1.3. La controlabilité



Chapitre 1. Concepts de base de la contrélabilité régionale des systémes distribués

1.4 La controélabilité régionale

Soit y; € L? (w) un état désiré donné, le probleme de la contrélabilité régionale consiste & savoir
si 'on peut trouver un contrdle u € U permet d’amener 'état du systeme (1.3) de yy a y4 juste sur
la région w et pas sur le domaine 2 tout entier.

On notera y, la solution du systéme (1.3) excité par le controéle u (pour tout ¢, y, (t) est la fonction

de la variable d’espace = € ) et on prendra dans la suite H = L?(Q) et U = R”.

1.4.1 Définitions et caractérisation

Soit un sous-domaine (une région) w de €2 supposons non vide. On considere la fonction restric-
tion
Xo : L2 (Q) — L? (w)
Y= Xo ) =yl
Dont l'adjointe x* : L? (w) — L? () est

y(x) si z€w

(eiy) (@) = { 0size\w

Définition 1.12 [7] Le systéme (1.3) est dit exactement régionalement contrélable sur w (ou encore
exactement w-contrélable) ssi
Vya € L? (w) ,Ju € LQ([OJTL U) tel que Yy (T) |w = Ya-

Définition 1.13 [7] Le systeme (1.3) est dit faiblement régionalement contrélable sur w (ou encore

faiblement w-contrélable) ssi
Vya € L? (w), e > 0,3u € L*([0,T],U) tel que [yu (T) |l — Yall 20y < &

Remarque 1.3 Le contréle u dépend de la variable de temps mais implicitement, il dépend de la

région w.

Proposition 1.4 [7]
i) Le systéme (1.3) est exactement régionalement contrélable ssi Im y L = L* (w) .

ii) Le systéme (1.3) est faiblement régionalement contrélable ssi Tm x Ly = L* (w) .

Preuve. La démonstration est similaire de proposition (1.2). =
Proposition 1.5 [7] Le systéme (1.3) est exactement régionalement contrélable sur w ssi

Vy* e L (w),3y>0: |1B*5™(.) X:y*HL2([O,T],U) 2> Hy*Hm(w) :
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Preuve. Il est facile de voir que

(XoLr)" y" =B"S" (T — )Xoy
le résultat découle immédiatement du proposition (2.4) dans l'annexe F' = Id;2(,),G = x,Lr. &

Proposition 1.6 [7]
i) Le systéme (1.3) est exactement régionalement contrélable ssi

ker y, ® Im L = L*(Q).
i) Le systéme (1.3) est faiblement régionalement contrélable ssi
kery, @ Im L = L*(Q).

Preuve.
)=) Soit y € L*(Q),onay = y; + yo, avec y; = 0 sur w et yo = 0 sur Q\w. Le systéme est
exactement régionalement contrélable, donc y, € Im £, autrement dit

Ju € U:ys=Lru, ety; =0 surw.
= 11 € kery,,
= yekery,®ImLly
= kery,®ImLr = L*(9).

<) Soity € L? (w) alors

Xoy € L*(Q) =y €kerx,, 1o € L* (w): oy =11 + 12
1 € ker x,,, 92 € L2 (W) : XoX0Y = Xo¥1 + X2
Y = Xwl2

y € Imy, Lr

Imy, Lr = L*?(w)

R T

alors le systéme (1.3) est exactement régionalement controlable.

ii) Si le systéme (1.3) est faiblement régionalement contrélable y, € Im x L7 ou encore
Ve >0,3u €U |lya — X Lrul 2, < &

il vient
ly2 = Loull e, <
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Ccest-a-dire

Yg € ImLr
alors
y € kery, +Im Ly
donc
kery, @ Im Ly = L*(Q).
n

Dans le cas ou A génére un semi-groupe {S(¢) };>¢ analytique, alors on a le résultat

Proposition 1.7 [7] Soit w une région non vide donnée de ). Le systéme (1.3) est faiblement w-
controélable si et seulement si

U X, A"BU = L*(w) Vtel0,T].

n>

Remarque 1.4 [7] Il résulte immédiatement de ce qui précéde les points suivants

i) Un systéme qui est exactement (respectivement faiblement) contrélable est exactement (respective-
ment faiblement) régionalement contrélable sur toute région w de 2.

i) Si wy et wo sont deux régions de 2 telles que wy C wy, alors un systéme qui est exactement (respec-

tivement faiblement) w,-controlable est exactement (respectivement faiblement) ws-contrélable.

Corollaire 1.1 [15] Le systéme (1.3) est faiblement régionalement contrélable dans L* (w) sur [0, T
si et seulement si U'une des propriétés suivantes sont satisfaites

D (x,Lr)" (x,Lr) est inversible.

i) ker (x,,Lr)" = ker (x,Lr)” (xo.L7)) = {0}

i) (B*S* (t) x5 )y=0,Vt € [0,T] = y = 0.

v) ker £ NIm yx} = {0} .

1.4.2 Notion d’actionneur

Les actionneurs peuvent étre de nature, de forme, de conceptions diverses. Ces divers types d’ac-
tionneurs peuvent étre localisés a l'intérieur du domaine (2, sur sa frontiere 92 ou juste sur un

point.
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Support frontiere

Région cible Support

interne

Support

ponctuel interne Domaine géométrique

Figure 1 :[7] Objectif sur une cible régionale w avec divers

type d’actions.

Définition 1.14 [17] Un actionneur est défini par un couple (D, g) ot D une partie non vide fermée
de Q, est le support spatial de Uactionneur et g € L? (D) définit la distribution des actionneurs sur D.
Nous supposons que le systéme (1.3) est excité par p actionneurs (D;, g;)1<i<p tel que D; N D; = (0 si
i .

Dans le cas d’un actionneur ponctuel interne ou frontiere, les définitions restent les mémes. Nous

parlerons d’actionneur frontiére (I, g) ott Ty € 0Q et g € L? (Ty), et d’ actionneur ponctuel (b, ),

et nous considérons

D; C ) dans le cas interne
D; = {b;} dans le cas ponctuel interne ou frontiére
D;=T; C 00 dans le cas zone frontiére

{ gi € L*(D;) dans le cas zone

gi = Op, dans le cas ponctuel

Définition 1.15 [17] Une suite d’actionneurs (D;, gi)1<i<, est dite w-stratégique si le systéme ainsi
excité est faiblement w-controélable.
Le terme de contréle dans le systéme (1.3) est donné par
B:RP — [2(Q)
u(t) — Bu(t) =

p
1=

1Xpigz'uz‘ (t)
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ott u = (uy,...,u,)" € L*(0,T;R?) et g = (g1, ..., gp) avec g; € L? (D;) et on a
(g1, 9)
B*y = :
(99, y)
Remarque 1.5 [2]On peut trouver des systemes qui sont régionalement contrélable mais qui ne sont

pas controlable sur tout le domaine.

Exemple 1.1 [2] Considérons le systéme décrit par l'équation parabolique

(.1 = Y 1)+ xpuau 1) 10,1010, 7]
y(z,0) =0 10,1] (1.7)
y(0.1) = y(1,1) = 0 0.7]

Ce systéme est excité par un actionneur de type zone (D, g) ott D = [a,b] C|0, 1] désigne le support de
Uactionneur et g = 1 désigne la distribution spatiale de Uaction sur |a, b] tel que (b— a) € Q. Alors on
a le résultat suivant

Le systéme (1.7) n'est pas contrélable (au sens faible) sur |0, 1] mais il est faiblement régionalement

contrélable sur [, 5] C [0, 1] pour « et /3 convenablement choisis (pour plus de détails voir[7]).

Dans la suite on suppose que A admet un systéme complet de fonctions propres (p,),., de L? ()
et (\;),~, les valeurs propres associées supposées de multiplicité r;. Sous ces hypotheses, nous

avons le résultat de caractérisation suivant

Proposition 1.8 [7] Condition de rang
Soit w une région non vide donnée de ). On suppose que supr; = r < oo, alors les actionneurs

(D;, gi)1<i<p SOnt w-stratégique (ou le systéme (1.3) est faiblement régionalement contrélable) si et

) >
Dpzr (1.7)
it)rang G, =r, VYn>1

seulement si

et G, est une matrice d’ordre (p x r,) et d’élément notés (G,,), ; avec

<<pn17gl>L2(D1) <90n2791>L2(D1) U <90nma91>L2(D1)
G, = (ns92) 12y (Prar92)12pyy * <¢”rn’92>L2(Dz)
L <90n17gp>L2(Dp) <g0n27.gp>L2(Dp) e <90n,>n7gp>L2(Dp) i

et on a aussi
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i) Si le controle est appliqué a Uétat du systeme (qu'il soit interne ou frontiére), alors

0, 5 i cas zone
(Gn) .= < J >L2(Di) (1.8)

v @, (b)) cas ponctuel

ii) Le contréle est appliqué sur la dérivée de Uétat du systéme, alors

agp’r@- (bl) “
5 cas ponctuel frontiére
(Gn)i,j = &p:. (1.9)
< 811] ,gz> cas zone frontiére
L2(Ty)

Preuve. La démonstration est développée dans le cas ot I'action est du type zone dans le domaine
Q2. Rappelons que la cotrdlabilité régionale sur w est équivalente a ker L%y = 0 (corollaire(1.1)).

Pour z* € L? (w), les <90ij> étant complet dans L? (w) , nous avons

T'n

P 0= Y (o), (027 =T
n=1 k

j=1
*Si le systeme (1.3) n’est pas régionalement contrélable sur w, il existe z* # 0 tel que Ly} z* =0

Cest-a-dire

Tn

j=1
<(10n1> Z*>L2(w)
Soit z, défini par z, = : ,alors Gz, = 0,Yn > 1 < rangG,, < r,.
<<'Dn7“n ) Z*>L2(W)
Zny

*Inversement soit n tel que rangG, < r, alors il existe z,, = : # 0 tel que Gz, = 0. Soit

Zng.,

alors z* € L? (w) tel que

<Z*’(’0J'k>L2(w) = 0 Sl] 7& n et <Z*790nk>L2(w) = an ;1 S k S Tn.
Donc on a

T
Z <gk’gpji>L2(Dk) <Z*’ SOji>L2(w) =0Vj#n1<k<p.
i=1

Alors

Tn

Z <gk7 goni>L2(Dk) <Z*7gpni>L2(w) =0 V1 < k < P
=1

autrement dit, il existe z* # 0 € L? (w) tel que L%x}2* = 0, C’est-a-dire que le systéme n’est pas

régionalement contré6lable sur w. m
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1.5 Difficultés

1.5.1 Sur le choix de I’espace d’état

Nous avons choisi comme espace d’état H = L? (Q). Ce choix est correct compte tenu des profils
raisonnables qu’on peut considérer, d’énergie finie. Si maintenant, 'actionneur (D, g) amene le
systeme vers un état y, qui est moins régulier, c’est-a-dire y; € Y avec H C Y, alors on a deux
possibilités

i) Y convient comme nouveau choix d’espace d’état.

ii) agir sur la régularité du contréle pour ramener I'état y, a H.

1.5.2 Sur le nombre d’actionneurs

La caractérisation des actionneurs w-stratégiques fait apparaitre une condition sur le nombre
minimum d’actionneurs permettant d’amener le systeme vers des états désirés dans H. En fait,
cette condition peut étre relaxée moyennant une faible perturbation de la frontiere du domaine
Q. En effet, on montre qu’on peut ramener 'ordre de multiplicité des valeurs propres a r,, = 1 Vn.
Avec cette propriété, la condition 1 de la proposition (1.8) devient p > 1. Et ainsi, si la deuxieme
condition (condition de rang) est satisfaite, alors I'actionneur est w-stratégique.

(Pour plus de détails voir [9]).

1.6 Controle assurant la controlabilité régionale

Le but de cette section est de chercher un controle assurant le transfert régionale qui soit a énergie
minimale. Evidemment on peut utiliser les résultats connus sur la contrélabilité des systemes
distribués, mais la difficulté apparait si I'état désiré est donné uniquement sur la région w. De
plus nous avons montré que le cofit de transfert régional est moindre.

Soit y4 € L? (w) un état désiré donné. On se pose le probleme de transférer, a moindre cofit, le
systeme (1.3) de y & y4 a l'instante 7. On prendra dans la suite H = L? (2), notée encore y, la
solution de systéme (1.3).

Pour cela, considérons ’ensemble
G={ge H telque g=0 surw} (1.10)

Ainsi la question de transfert régionale devient
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Probléeme

Existe-t-il un contréle a énergie minimale u € U tel que
Yu (T) —ya€ G ?
Pour la résolution de ce probleme, posons
U ={ueU:y,(T)—yq € G}.

Le probléme de la contrélabilité régionale a énergie minimale peut étre formulé sous la forme

i 111
u € Uy

Pour résoudre ce probleme nous proposons une approche appelé ” approche générale”.

1.6.1 Approche générale

On considere le systeme (1.3) et posons
G={ge H telque g =0 sur Q\w} (1.12)
Pour ¢, € G, considérons le systéme suivant dans H*

O (t) = —A*p (t) t€]0.17

ot (1.13)
@ (1) = ¢
et 'application
T
leol = [ 1B ()17 at (114
Soit encore le systéme
a—¢(t) = Ay (t) + BB*p (t) t€]0.7]
o 4 | (1.15)
¥ (0) = wo
On définit 'opérateur M par
My =P (¢ (T)) (1.16)

ou P = x[x,- Lopérateur M est un opérateur affin que 'on peut décomposer sous la forme

Mepy =P (1o (T) + ¢, (T))
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ol ¢, et ¥, sont les solutions des systemes (117) et (118) respectivement avec

Ny
S (0 =Au (1) te0T] (1.17)
Yo (0) = 4o
et
L) = Ay (0 + BB () 10|
o (1) = Av, ¢ : (1.18)

¥y (0) =0
Avec ces divers systémes nous allons considérer 'opérateur qui nous amene de ¢, a ¢, (T') par les

étapes suivantes

¢, — | par résolution de(1.13) ‘gp — ‘par résolution de(1.18) ‘wl — 1, (T)

On pose alors
Apg =P (¢, (T)) (1.19)

Lopérateur A est borné et symétrique. En effet pour tout ¢,, ¢, € G, nous avons
T
(A 0) = {0 (D) 30) = [ Bro(0) Bt
0

Si ¢, est choisi tel que ¢ conduit a y(z,t) = ¥(z,t) sur w, alors le probleme de la contrélabilité

régionale sur w revient a la résolution de ’équation suivante
Ao = Xoya — P (o (T) (1.20)
Alors, nous avons le résultat suivant

Proposition 1.9 Soit w une région non vide donné de ). Si le systéme (1.3) est faiblement

w- contrélable alors U'équation (1.20) admet une solution unique ¢, € G. Le contrble
u* = B (t) (1.21)
permet le transfert du le systeme (1.3) dans G a Uinstant T, ou encore qu’il réalise
Yoo (1) |o—va€G

de plus ce contréle est la solution du probléme (1.11), c’est -a-dire encore qu’il minimise le coiit de

transfert régionale

7 (u) = /OT u (8)]12 dit (1.22)
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Preuve.
i) Dans un premier temps nous montrons que si le systéme (1.3) est faiblement régionalement

controOlable alors (1.14) définit une norme. Dire que ||p,|| = 0 revient a
T
/ 1B (t)||*dt =0 < B*p(t) =0« B*S* (T —t) p, = 0.
0
Le systeme (1.3) est faiblement régionalement contrdlable <
Imx,,Lr = L (w) & ker L5\ = {0}.

Par conséquent la faible régionale contrélabilité entraine que si B*S* (T —t)p, = 0 et ¢, € G
alors ¢, = 0.

On note G le complété de I'ensemble G par rapport a la norme (1.14). On a
G*={yeH:yl,eF}.

Ou F désigne le complété de L? (w) par rapport & ||.|| . (pour plus de détails voir [7]).
Considérons 'opérateur A, nous avons

(Ao, 800>(’;*,G = (P (1 (1)), ¢0) = (1 (T) , g) -

Mais -
Py (T) —/0 S(T —s)BB*p(s)ds

donc

(Ao, o) = </0T5(T—S)BB*90(S)ds,<po>

_ / (B*o(s) ds, B*S* (T — s) y)

0

T
- A!B%@Ww&—Wﬂé

Par conséquent A : G — G* est une bijection. Utilisons le fait que U,y # ¢ nous avons y,—
o (T)|w € F* et donc 'équation(1.20) admet une solution unique ¢,. On pose u* (t) = B*p (t)
dans G. Nous avons v, (7")|. = ya.
ii) Pour l'optimalité de u, considérons w« et v dans U,q, alors y(7T',u) — y4, y(T,v) — yqs € G, par
suite (y(7,v) —y(T,u)) |, = 0.
Donc

(0r (4(T.v) = y(T,w))) = 0
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ce qui est équivalent a

<ATSau””B@@ﬂ—UQ»%W%>—Q

[ w6 -, 55 (0= s) s =0

Soit encore

ce qui donne finalement
T
| e .00 - ulo)ds =0
0
on a

JWWMU—M=2A (" (@), (u(t) = v (1)) dt

en effet
J W +tu—v) = / lu* (t) +t (u( t)—v(t))||2dt
ZQ/IW O+ 1 (u () — v ()P di + 2 (u* (), u (t) — v (1)) dt

(u*+t(u—w))—

- =T ) - o @) 2 @) (0 - o (@)

N Jf(u*><u—v>=2/0 (u* (2) , (u (t) — v (1)) dt

il vient alors

ce qui établit 'optimalité du controle u*. m
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Chapitre 2

Controlabilité régionale des systemes

paraboliques

Dans ce chapitre, nous appliquons les résultats établis au chapitre précédent pour la controlabi-
lité régionale de systeme de type parabolique. Nous donnons une méthode de résolution pour
différents types de controles. Les différents développements sont illustrés par des exemples qui

montrent l'efficacité de 'approche utilisée. On terminer le chapitre par une simulation.

2.1 Systeme considéré

Soient 2 un domaine borné de R" de frontiere assez réguliere 0f) et w une partie non vide de
2, pour " > 0 on note ) = 2x]0,7[ et ¥ = 9Qx]0,T[. Nous considérons un systéme décrit par

I’équation parabolique suivante

% (t)=Ay(t)+ Bu(t) dans @
y=20 sur by 2.1)
y(0) =1 dans Q

Ou:

* A est un opérateur linéaire elliptique du second ordre qui engendre un semi-groupe {S (¢)},.,
fortement continu sur I'espace des états H.

* B est un opérateur qui peut étre borné ou non, dépendant du type de I'actionneur considéré.
x 1o 1'état initiale.

x u € L*([0,T],R™) la fonction de contréle.

1, dénote la solution de I'équation (2.1) tel que y, € H.

23
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Considérons les ensembles suivants
G={9€H:g=0 sur w} (2.2)

et
G={jeH :G=0 surQ\w}. 2.3)

Donc il est facile de voir que

<g,g>=/ggdx=/ggdx+/ g5 dz = 0.
Q w Q\w

Considérons le probleme qui consiste a ramener le systeme (2.1) a un état désiré y, sur la partie

w. Autrement dit, il s’agit de chercher un contréle u € U tel que
Yu (T) —Ya € G.

Dans la suite, le systeme considéré sera excité par un seul actionneur pouvant étre ponctuel, zone

interne ou sur la frontiére. Lapproche se généralise sans difficulté dans le cas multiplicateur.

2.2 Controle interne

Considérons le systeme (2.1) excité par un actionneur interne (zone ou ponctuel).

2.2.1 Controle ponctuel interne

Si on considere le systéme (2.1) dans le cas ou il est excité par un actionneur ponctuelle (b, d;)
ol b € () est le support de I'actionneur qui représente I’emplacement, et §, définit la distribution

spatiale du contréle sur b et u € L?(0,T), le systeme (2.1) est excité par un contréle du type
Bu (t) = 6y (z) u (t) (2.4)

Dans ce cas, y, (T) € H=H*(Q).

Pour ¢, € GG, on considere le systeme homogene

g—f (t) = —A*p (1) dans @
p=0 sur by (2.5)
o (T) = ¢, dans

Ce probléeme admet une solution unique p € L*([0,7]; C° (Q2)) (voir [12]).
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Soit I'application
T
||900||2é:/ * (b,t) dt (2.6)
0

qui définit une semi-norme sur G.

Soit encore le systéeme

({;—@f (t) = AP (t) + ¢ (bt) 0p(x)  dans  Q
v =0 sur by 2.7)
¥ (0) = yo dans €

On définit 'opérateur M par
My =P (¥ (1)) (2.8)

ou P = x[x,, alors M est un opérateur affine que 'on peut décomposer sous la forme

Mg =P (tho (T) + 1, (T)) 2.9)
ol 1, et ¥, sont les solutions des systemes
% (1) = A (t) dans @
Py =10 sur by (2.10)
1y (0) = yo dans Q
et 877/1
SL(0) = A () + ¢ (1) 5y (x)  dans  Q
Y, =0 sur by (2.11)
¥, (0) =0 dans Q

Avec ces divers systemes nous allons considere 'opérateur qui nous amene de ¢, a ¥, (t) .
On pose alors

Apy =P (¢, (1)) (2.12)
Il est alors évident que le probleme de la controlabilité régionale revient a la résolution de I'équa-
tion

Ay =P (ya — 1o (T)) (2.13)

Nous avons alors le résultat suivant :

Proposition 2.1
Soit w une région non vide donnée de (2. Si Uactionneur (b, d;,) est w-stratégique alors Uéquation (2.13)

admet une solution unique p, € G et le controle donné par u* = ¢ (b, t) permet le transfert régionale
T

1
du systéme (2.1) de yo a y, sur w. Ce contréle minimise la fonction cotit J (u) = 5/ w (t)?dt.
0
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Preuve.

i) Montrons que si 'actionneur (b, §,) est w-stratégique, alors (2.6) définit une norme sur G
lolle =0 @ (b,t) =0 p.psur [0,7]

ou encore

[e.o]

> T (g, 0,) @i (b) = 0 p.p sur [0, 7]
cela entraine
(Po; i) i (b) =0 Vi=1,00.

Comme (b, §,) est w-stratégique alors
©; (D) #£0 Vi=1,00.

En effet, si on pose qu’il existe i > 1 tel que ¢, (b) = 0 alors d’apres la proposition (1.8)
rangG,, < r. On a une contradiction.
On déduit que
{0, pi) =0 Vi=1,00
ou encore ¢, = 0. Donc (2.6) est une norme.
ii) Nous allons montrer que A est un isomorphisme de G dans G*.

Nous avons
(Apgs o) = (P (1 (1), 00) = (1 (T) , o)., -

On multiplie 'équation (2.11) par ¢ et on intégré par partie on a

/ Y (t) @ (t) dtdr = /Q Aty (t) o (t) dtdz + / ¢ (b,t)* dtdz

Q

ce qui donne

T
/|1/11 t)|§ dz — /¢1 t) dtdx = /QA1/11 (t) o (t) dtdaz+/0 ¢ (b, t)*dt

on utilise la formule de Green, on obtien

(1 (T) , 00) = {2y (0) 0 (0))— /Q by~ — A*p)ddi— / 01 e+ / "

(%A

T
P drdt = / ¢ (b, 1) dt
0

a’UA*

et en utilisant les conditions initiales et aux limites on a

(W (T) ) = / o (b 1) dt.

2.2. Controle interne
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Donc

(Mg, o) = lloll% -

D’ou la continuité de la forme linéaire A qui admet un prolongement par continuité a la fermeture

de GG. Nous présentons ce prolongement avec la méme notation, donc A est une forme linéaire

continue coercive sur 'espace G.

Alors, d’aprés le lemme de Lax-Milgram (4.1) cité dans I'annexe pour tout ¢ € G et pour chaque

n € G+ I'équation Ay = 1 admet une solution unique, on résulte que A est un isomorphisme de

G en G1. D'ou Iéquation (2.13) admet une solution unique. De plus il est claire que le contrdle

u = ¢ (b,t) amene le systeme (2.1) a y; sur w.

Ce contrble est optimal. En effet pour u,v € L*(0,7), on a

J'<u><v—u>=/0 <u<t>><v<t>—u<t>>dt=/o o (0.8) (v () — u (1)) dt.

Appliquer la formule de Green a {y,y, — v, } , on obtient

= /Q (0" (1) (o (1) — wu () + 0 (1) (1, () — wr, (1))] dtd

= /Q [0 (8) A yo () = yu (1) = A" (t) (5o (1) — v ()] + (v (1) — u (t)) @ (b, 1) didz

_ /E(yv—yu) aii*da;dt—l—/zgz)(ay” — 8%)dtd§+/OT(v(t)—u(t))c,p(b,t)dt

aUA aUA

a partir des condition initiale et aux limites, on a
T
(o (D) =3 (D) = [ 00— ult) .00
0
comme ¥y, (1) — ya, yu (T) —yq € G et ¢, € G, on déduit que

/0 (v(t) —u(t) (b t)dt=0

ou encore

J " (u) (v—u)=0

de la convexité de 7, on déduit le résultat (établit 'optimalité). m
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2.2.2 Controle zone interne

Si on considere le systeme (2.1) dans le cas ot il est excité par un actionneur zone (D, g) avec
D C Q est le support de l'actionneur et g € L?(D) définit la distribution spatiale du contréle sur
D. Dans ce cas on a

Bu = xpg(x)u(t). (2.14)

Le systeme (2.1) admet une solution unique telle que y, (T') € H = H} (9) .
G et G sont alors définis par (2.2) et (2.3).

Considérons le systeme

9¢ (t) = —A*p (1) dans @

ot
p=0 sur by (2.15)
¢ (0) = ¢q dans Q

Ce probleme admet une solution unique ¢ € L*(Q) voir [12].

Soit 'application
T
ol = [ (910 @03 (2.16)

définit une semi-norme sur G.

Soit encore le systéme

0

D= A0+ 0 D) a9 @1y dans @

Y =0 sur b)) (2.17)
¥ (0) =yo dans

On définit I'opérateur M de G dans G+ par
Mey, =P (¢ (T)) (2.18)

M s’écrit
Mg =P (o (T) + 1, (T)) (2.19)

ol ¢, est la solution de I’équation (2.10) et v, satisfait 'équation

0
L) = A () + (99 (1) ooy 9 (1) xp dans @
=0 sur ) (2.20)
¥, (0)=0 dans
En pose alors
Apy =P (¢, (1)) (2.21)

2.2. Controle interne
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le probléme de la controlabilité régionale revient a la résolution de I'équation
Ao =P (ya — o (T)) (2.22)
Nous avons alors le résultat suivant

Proposition 2.2 Si Uactionneur (D, g) est w-stratégique alors Uéquation (2.22) admet une solution

unique @, € G. Le controle optimale permet le transfert régionale du systéme (2.1) de yo & yq sur w
est donné par u (t) = (g, ¢ (t)) 12y -

La démonstration est similaire au cas précédent.
2.3 Controle frontiere
Considérons le systeme excité par un actionneur frontiere (zone ou ponctuel).

2.3.1 Controle ponctuel frontiere

On considere le systeme

% (t) = Ay (1) dans Q
y(w,t) =0y (v)u(t) sur ) (2.23)
y(0) = o dans O

ou b € 99.
La procédure est similaire a celle du cas ponctuel interne.

Soit encore le systeme

%—f (t) = Ay (t) dans @

Y = e (b,t) 0p (£) sur ¥ (2.24)
aUA

Y (0) = vo dans

telle que ¢ = ¢y + ¢4
ol 1, et ¥, sont les solutions des systemes

O )= Ave (1) dams  Q
Yy =0 sur by (2.25)
o (0) = yo dans
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et
% (t) = Ay, (1) dans @
Yy = 08 (b,t) 05 (&) sur ) (2.26)
aUA
¥, (0)=0 dans

Il est alors évident que le probleme de transfert régionale de y, a y, sur w revient a la résolution
de I’équation (2.22).
Nous avons alors le résultat suivant

Corollaire 2.1
Si Uactionneur (b, d,) est w-stratégique. Le controle
. 0
u (1) = — 5. (0.1) 8, (€)

_8UA

assure le transfert régionale a cotit minimum.

2.3.2 Controle zone frontiere

On suppose que le systéme est excité par un actionneur zone frontiere w-stratégique (I',v),T’ C

09, et v € L*(T"), et on considere le systeme

0
6—1‘; () = Ay () dans Q
y = xry (&) u(t) sur ¥ (2.27)
y(0) =y dans
On munit G d’une semi-norme
T
lolls = [ v (e (2.28)

La démarche est similaire au cas zone .

Soit encore le systeme

%—i} (t) = Ay (1) dans Q
Y =xpy (&) u(t) sur % (2.29)
¥ (0) = yo dans

telle que ¢ = ¥, + ¢4
ol ¢, et ¥, sont les solutions des systémes

W)= Apy)  dans @
g =10 sur X (2.30)
1y (0) = yo dans
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et
0
% (t) = Ay (1) dans Q@
Y1 =xr7 (§) u(l) sur % (2.31)
¥, (0) =0 dans
Donc )
(1) = — gv
u* (t) = <'7a Do, (t)>F (2.33)

est le controle optimale qui permet le transfert du systeme (2.27) de y, a vy, sur w.

xLexpression de controle optimale pour chaque type d’actionneur est résumée dans le tableau

suivante

Actionneur controle

Ponctuel (b, 0) v (b, t)

Zone (D, g) (9,0 (1)) 12y

Ponctuel frontiere (b, ) —g—gp (b, t) 0y (€)

()

Zone frontiere (I, ) - <7, ¢ (t)>

ov r

2.4 Simulation

Dans ce paragraphe, nous proposons une approche au probleme de la contrélabilité régional en
vue d’une simulation numérique. Nous donnons un algorithme permettant de calculer le contréle
optimal permettant le transfert régionale du systéme.

Dans le cas ou l'action est ponctuelle nous avons

Algorithme

(1) Initialiser ¢, € G.

(2) Résoudre I'équation (2.5) (— ¢ (b, 1)).

(3) Résoudre 'équation (2.10) (— v, (.,T)).

(4) Résoudre 'équation (2.11) (— ¢ (., T)).

(5) Tester si ||yg — ¥y (., T) — 94 (., T)||iQ(w) > ¢ retour a I'étape (1). si non le controle optimal est
donné par u* (t) = ¢ (b, t) .

¢ étant la marge d’erreur permise.

2.4. Simulation
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Exemple 2.1 On considere le systéme parabolique monodimensionnel décrit par

2
% :o.m%mb(x)u(t) (z,t) €]0,1[ x 10, T|
y(0,0) =y (1,1) =0 t €0, 7] (2.:34)
y(2,0)=0 v €10,1]
. 1 2 - ‘. \ \
Soit w = ] 33 [ la région ou l'on désire amener le systéme a iy,

0.03

=0.01 s - L L L I L
0,000 0.12% 0.0 0.8 0.500 0.6 0.70 0.87% | .000

Figure 2 : [8] Etat désiré exacte y, et état atteint fj,; sur

la région w

1 2

la figure 2 montre Uétat désiré du systéeme (en pointillé) et Uétat atteint sur la région w = } 33

{( en

continu).

. / /. ~ 112 —
Dans cet exemple, nous avons attient l'état désire sur w avec une erreur ||yq — Jal|72(,) = 1.5. 107°.
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Le contrdle est calculer a Uaide de la formule u* (t) = ¢ (b, t) est donné par la figure 3

0.50

0.0 1.0 2.0 3.0 1.0 5.0

Figure 3 : [8] Fonction contréle pour le systeme
(2,34)

2.4. Simulation



Chapitre 3

Controlabilité régionale d’un systeme

hyperbolique linéaire

Dans ce chapitre, nous appliquons les résultats établis au premier chapitre pour la controlabilité
régionale de systeme de type hyperbolique. Nous donnons quelques définitions et propriétés liées
a la controélabilité apres nous appliquons une méthode de résolution pour un controle régionale

interne.

3.1 Définitions et propriétés

Soit 2 un domaine borné de R" (n = 1,2, 3) de frontiere assez réguliere 02, pour 7" > 0 on note
Q = 0x]0,T] et ¥ = 00Qx]0,T[. Nous considérons un systeme décrit par 'équation

2
MJrAy:Bu dans

ot? 9y 3.1
y(@.0) =y (@), 52 (.0) =y () dans
ol
*A est un opérateur linéaire elliptique du second ordre a résolvante compacte qui engendre un
semi-groupe {S (t)},fortement continu sur I'espace des états H.
*U = L*([0,T],RP) est I'espace des contréles.
*(yo,y1) € H les états initiales.

(yu, %) dénote la paire solution de I'’équation (3.1) tel que (yu (T), % (T)) €eH.
Soit w un ouvert non vide de 2 et soit la fonction restriction
Xo @ L2 () x L2(Q) — L? (w) x L? (w)

(21,22) - (21,22) |w-

34
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Dont l'adjointe x* : L? (w) x L? (w) — L*(Q) x L*(Q) est définie par

. ) Grz)(r) sizew
X“<Zl’22)($)_{ 0 si ze€Q\w

Donnons des définitions de control régionale compatibles a notre cas comme suite

Définition 3.1 Le systéme (2.1) est dit exactement régionalement contrélable sur w (ou encore exac-

tement w-controlable) ssi

Iyu,
koo € I (), 3u € LH(0.T)0) el que (i (1), 50 (1)) 1 = (o)

Définition 3.2 Le systéme (2.1) est dit faiblement régionalement contrélable sur w (ou encore faible-

ment w-controlable) ssi

OYu

E(T)—yﬁ <e.

¥ya,ya € L? (w) e > 0,3u € L*([0,T),U) tel que ||y (T) — yal| 1o, + H
12(w)

T

. 1 YO N N

Remarque 3.1 Si J (u) = 5/ |u||® dt désigne le coiit de transfert, alors pour tout w C ), le cofit
0

de transfert régional sur w est inférieur a celui du transfert sur tout ). En effet notons

W = {ue 2011/ (), 5 0) = (hd) s 2.

W, = {u € L*0,7T)/ (yu (T),% (T)) = (yg.y;) sur w}.

Comme de fagon évident, Wq C W,,, alors il s’en suit

min J (v) < min J (u) .

UEW,, uEWq

3.2 Probleme de contréle régional interne

Considérons le systéme hyperbolique évoluant sur  a un état désiré (y},y3) sur un sous région

w C et excité par un actionneur zone interne (g, D).

2
% — Ay = xpgu dans )
y(z,0) = yo (2), % (2,0) =y (x) dansQ (3.2)
y(&t)=0 sur ¥

ou (yo,y1) € H=H} (Q) x L*(Q) etg € L*(Q).

3.2. Probléme de contréle régional interne
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et le probleme

Trouver v € L?(0,T) t.q

: Lo
T (= g el (3.3)
b (1) =l et Ty =4 surw
Oou <yu, % la solution de (3.2), (y},v3) € L? (w) x L? (w) est 'état désiré au temps 7.

Considérons 'ensemble suivant
G={geH:g=0 sur w}.

Ce probléme sera résolu par une approche qui est une extension de méthode HUM (voir 1). Les
étapes sont les suivant

Soit (¢, —p;) € G, on considere le systéme homogene

2
%Tf —Ap=0 dans @
0@, T) = 0o (a), (1) =gy (1) dans© (34
p(&1)=0 sur ¥

Ce probléme admet une solution unique ¢ € C (0, 7; H} (2)) N C* (0,T; L? (R2)), (voir [12]).

Soit I'application
T
II(%,%)IIZ:/U (0, 9) 12y dt (3.5)

qui définit une semi-norme sur GG

et nous considérons aussi le systéme

8%

o~ AU =9, 9) 120y XY dans @
b (2,0) = yo (2), %—f (2,0) =y (z)  dansQ (3.6)
Y (&t)=0 sur ¥

(3.6) admet une solution unique tel que <¢ (T), %—f (T)> € H} (Q) x L2 ().

Soit M un opérateur affine définit par

Moy =) = (0(0). 5 (1)

ou P = x’ X,

3.2. Probléme de contréle régional interne
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(w (1), o (T )) (%( ), — 9 (T )) (%( ), o, (T )) oll 1, et ¢, sont les solutions des

ot ot ot
systémes
882;@0 — At =0 dans Q
o (2,0) = yo (), gﬁo (2,0) =y (z)  dans Q (3.7)
Yo (§:1) =0 sur ¥
: P,
Hz AV =—(0.9)ap)xpy  dansQ
Yy (2,0) =0, % (2,0) =0 dans Q (3.8)
P (€,t) =0 sur ¥

respectivement, nous considérerons 'opérateur

M=) =P (0,0, 5 ). 39)

A est un opérateur symétrique et bornée.

Alors le probléme de contrélabilité régional interne se ramené a résoudre I’équation

A (1, =) = (%( ), ;io( )>+XZ (yq: v3) - (3.10)

et nous avons le résultat principal suivant

Théoreme 3.1 Si (3.2) est faiblement w-controlable, alors U'équation (3.10) a une solution unique
Po: 1 et le controle u™ = — (@, g) () permettant de passer le systéme (3.1) a Uétat (yh,y3) sur w
a linstant T, ot ¢ est la solution de systeme (3.4), de plus ce contréle est la solution de probleme
(3.3).

Preuve. On peut écrire le systeme (3.2) sous la forme

al %]\ A 9y -
ot 0 ot Xpg

Si on pose

On aura

Avec I'adjoint de A est

3.2. Probléme de contréle régional interne
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A*:—A:< 0 _I>.
~A 0

Aussi le systeme (3.4) est équivalent a

;

¥ ¥
dp |+ A dp | = 0
ot ot (3.11)
a‘P (T) B ( ©o (T) )
L\ 5D o1 ()

Considérons 'opérateur £ défini par
Lr: L*([0,T],RP) — L?(Q) x L*()
Y
wr (m(n). 2 ).
D’apres la proposition (1.4) le systeme (3.2) est faiblement w-contrélable ssi Im y,_ L7 = L? (w) ce
qui est équivalent a ker L5 x* = {0}. Avec L}x! = B*S* (T —.) x} d’apres la proposition (1.5).

La semi-norme (3.5) est une norme, en effet

H(SO(]v (pl)HG =0= <(pag>L2(D) = 0 sur [07 T]

¥ 2
<<XD9>, D > =0 B | gy | =0.
0 ge gde

ot i

L2(Q)x L2(9)

Donc on a

t
a(fo(i ZS*(T—t)<%)
E() ¥1

Ou {S*(—t) }+>0 est le semi-groupe généré par —A*.(voir la remarque (1.1)).

est la solution du systeme (3.11).

Ainsi

* Qrk ‘4
1

¥1
p; = 0 et (3.5) est une norme.

Donc < 70 ) € ker L% x*. Comme le systeme (3.2) est est faiblement w-contrélable, alors ¢, =

Soient G est le complétion de G par la norme (3.5) et G* est son dual. Nous montrons que A est

un isomorphisme de G en G*. En effet

(8 or =0} (=0l = (02 () ) = { G (D) ) (312

3.2. Probléme de contréle régional interne



Chapitre 3. Controlabilité régionale d'un systéme hyperbolique linéaire

On multiplie I'équation (3.4) par ¥, = 1, (z,t) et on intégre par partie, d’aprés la formule de

Greenon a
g oYy oy dyp
[ 90 ottt = (0,000 = (1 @) ) + (5 ©.00) = (5,0, 5 )
(3.13)
et par utilisation des conditions initiales et aux limites on a
’ 2 Iy
; <<P79>L2(D) dt = (V1 (1), 1) — ot (T) 0 (3.14)

De (3.12) et (3.14), 0on a

(A (91, —90) , (21, —20)) = (01, o) II% -

9¢

Soient (4, o) s (§1, &) € G et £ (x,t) est un solution de (3.4) tel que (5 (T), ot (T)> = (&, &) -

On multiplie 'équation (3.8) par ¢ et 'on integre sur (). On obtient

(8 o190 6 =60 = (6D = (G 00) = [ (0isdiao (€ Dt B17)

Donc
<A (@1; _SOO) ) (517 _£O)> = <(9017 _QDO) ) (51’ _EO)>G (318)
De (3.17), (3.18) et d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

[{A (P15 =20) 5 (€1, =€) | < 11, =o)ll, [1(€1 =0l ¥ (@1, =) s (€1, =€) € G

d’ou la continuité de la forme bilinéaire A qui admet un prolongement par continuité a la fer-
meture de (3, nous présentons ce prolongement avec la méme notation, donc A est une forme
bilinéaire continue coercive sur 'espace de Hilbert G.

Alors d’apres le lemme de Lax-Milgram (4.1) dans 'annexe pour tout (£, £,) € G et pour chaque
(19:m;) € G* Péquation A (py, ¢;) = (15,7,) admet une solution unique, on résulte que A est un
isomorphisme de G en G*.

Donc (3.10) admet une solution unique et u* (t) = — (p, g) .25, permet d’amener I'état du systéme
(3.2) a (y},y3) sur la région w a l'instant 7.

supposons que u, v deux solution de (3.3), alors

J (W) (u—v) = —/0 (©,9) 12y (u (£) — v (1)) d.

Appliquer la formule de Green a {p, y, — y,} pour obtenir
[t w0 -0y = (G- e om) - (G0 - B 0.00)
(00 -0 0. ©) - (D) -0 (). D).

3.2. Probléme de contréle régional interne
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D’apres les conditions initiales et les conditions aux bords on a

(). 22 @) - (1), 2 ) o =e0) = [ (ershioi )= v ).

Comme u et v transfere le systéeme (3.2) a (y},42), ona J ' (u*) (u — v) = 0. Donc u* est unique

d’apres la convexité de 7 (établit 'optimalité). m

Remarque 3.2 Dans le cas le systéeme (3.2) excité par un actionneur ponctuel interne on peut ré-

soudre par les mémes techniques.

3.3 Simulation

Dans cette section, nous donnons les résultats obtenus qui sont liés au choix de la sous-région,
I'état désiré et 'emplacement de I'actionneur. Considérons le systeme unidimensionnel excité dans
le cas ou l'action est ponctuel.

On considere le systéeme hyperbolique décrit par

9y %y

W(a’,’t) - o 2<I t) (t) 61) (l‘) (SL’,t) < ]07 1[ X ]O7T[
y(2,0) =0, aﬁ’( 0)=0 r€l0,1f
y(0,t) =y (1,t) = t€]0,T]

Nous prenons 7' = 2, w = ]0.4,0.64[, b = 0.84, et les états désirés (y},y3) . En appliquant I'algo-

rithme de 'approche numérique (voir [19]) nous obtenons

Figure 4 : [19] Position désirée et finale

sur w.
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0,154
n,m—-
0,05
III.Q!'J—-

0,05+

Figure 5 : [19] Vitesse désirée et finale

sur w.

a,14

0.2 4 Ilf"rﬁ\"

W] 7N

.74

403

Figure 6 : [19] Evolution de la fonction de

controle.
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Chapitre 4

Actionneurs et controlabilité régionale

frontiere

Dans ce chapitre, on considere le probleme de la controlabilité régionale dans lequel la région
cible est située sur la frontiere du domaine Q. Il s’agit 1a du cas ot 'on ne désire suivre I'évolution
de I’état du systeme que sur un partie I de la frontiere 02 du domaine 2. C’est le cas par exemple
ol la région I' correspond a la sortie d’'un réacteur la ou 'on veut réguler la concentration d'un
substrat, ou 'exemple de contrdler la température de la face supérieure du parallélépipede par

action interne (voir la figure 7)

Régioncible

|

v
-

__ -

Figure7 : [18] Exemple de contrdler la température de la

face supérieure du parallélépipede par action interne.

Lobjet de ce chapitre est d’établir le lien entre la structure des actionneurs et la controélabilité
régionale frontiére. Les résultats obtenus sont illustrés sur un exemple dans le cas d’'un systeme

décrit par une équation parabolique bidimensionnelle.
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4.1 Définitions et propriétés

Soit 2 un domaine borné de R" (n = 1,2, 3) de frontiere assez réguliere 0S) et I une partie de
0, pour T > 0 on note ) = 2x]0, 7| et ¥ = 90x]0,T[. Nous considérons un systeme linéaire

décrit par ’équation

—= (,t) = Ay(z,t) + Bu(t) dans @
— (&1 =0 sur Y 4.1)
A

y(2,0) =1y dans

ou
* A est un opérateur linéaire différentiel d’ordre 2 a résolvante compacte qui engendre un semi-
groupe fortement continu {S (t)},., sur 'espace des états L” (1) .
*B e L(R™, L% ()),u € L2(0,T,R™) et yo € L* ().
Soit y, la solution de (4.1) quand il est excité par le controle u et on suppose que (4.1) admet
une solution unique tel que y, (T') € H! ().
*vo 0 HY (Q) — L? (09) désigne 'opérateur trace d’ordre zéro, linéaire continu, ~; est 'opérateur
adjoint de 7.
Soit I' C 09 et soit la fonction restriction
xr : L?(09) — L*(T)
z — xpz = 2|r.

Dont l'adjointe y} : L?(T') — L? (99) est donnée par

© () (2) z(x) si z el
2) (z) =
XTo 0si €0\
Soit lopérateur L7 : U — H' (Q2) défini par

U fOT S (T — 1) Bu(r)dr.

Sans perte de généralité, on peut supposer dans la suite yq = 0.

Définition 4.1 On dit que le systéme (4.1) est exactement (resp faiblement) régionalement frontiére

contrélable sur T si pour tout y; € L* (T') et pour tout € > 0, il existe un contréle u € U tel que

Xr(YoYu (1)) = ya (resp |[xr(Voyu (1) = yall p2(ry < ).

4.1. Définitions et propriétés
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Proposition 4.1 Supposons que supr,, = r < 0o, oll ., est la multiplicité de la valeur propre \,,
La suite des actionneur (D;, g;),;, est I-stratégique si et seulement si

Dp>r

it) rang M,, = rp,

ol

> i Cas zone
e
P, (b3) Cas ponctuel

(Mm)” =

pourl < i<p1<j<ry,

Remarque 4.1 Nous pouvons généraliser les caractéristiques, les théorémes et les définitions du pre-

mier chapitre (controlabilité régionale interne) au cas frontiére sans difficulté.

4.2 Application

Considérons le systeme bidimensionnel décrit par I’équation parabolique sur 2 = ]0, a[ x |0, d[ par

0 0? 0?
o (o t) = S5 (@ant) + 55 (@ant) + Bu(t)  dans  Q

1 2
0 2
L (1sart) =0 ez &2
Y (21,22,0) =0 dans €

Nous allons appliquer les résultats du théoréeme précédent aux cas suivants

4.2.1 Cas ponctuel

On considere le systéme (4.2) dans le cas ot il est excité par un actionneur ponctuelle (b, d;,) avec
b est la support de I'actionneur et §, définit la distribution spatiale du contréle sur b, le systeme
(4.2) devient

a 82 2
S (@1, w2 1) = (o130, t) + S5 (010 t) + 8 (W) u(t)  dans  Q

1 2
d 3
o (1sart) =0 sur “3)
y (z1,22,0) =0 dans

Actionneur frontiére

Dans se cas I'actionneur est localisé au point b € 0.

4.2. Application
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*Sib = (a,0)(figure 8) avec0 < a < a

r b Xa

v

0 0'[ a
Figure 8 : [8] Lemplacement de

I'actionneur dans le cas ponctuel
frontiere (b = (a,0)).

ona

Corollaire 4.1

. , [ 1 ! . .
Lactionneur n’est pas I'-stratégique s’il existe k € N* tel que 2k— est impaire.
a

*Sib = (0, 5)(figure 9) avec 0 < ( < d.

A X
d
Q
B4Lb
r X
0 a i

Figure 9 : [8] Lemplacement de
Pactionneur dans le cas

ponctuel frontiere (b = (0, 3)).

ona

Corollaire 4.2

Lactionneur n’est pas I'-stratégique s’il existe | € N*tel que 2] g est impaire.

4.2. Application
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Actionneur interne

Dans ce cas l'actionneur est localisé au point b = (a, f) € Q,avec 0 < a < aet0 < 3 < d (figure
10).

o)
b=(a, B)

v

0 a a
FigurelO : [8] Lemplacement de

I'actionneur dans le cas ponctuel
interne (b = (o, 3)).

alors on a

Corollaire 4.3

. , . I o : .
Lactionneur n’est pas I'-stratégique s’il existe k, [ tel que 2k— ou 21 g est impaire.
a

4.2.2 Cas zone

Si on considere le systeme (4.2) dans le cas ou il est excité par un actionneur zone (D, g) avec
D est la support de Pactionneur et g € L?(D) définit la distribution spatiale du contréle sur D .

Dans ce cas le systeme (4.2) devient

0 02 02
a—?; (21, 22,t) = a—xz(xLxQ, t) + a—xz(xLxQ, t) + xpg (z) u(t) dans @
1 2
? (€1,€5,1) =0 sur ) (4.4)
v
y (21,22,0) =0 dans ©Q

Pour0 < oy < ap < aet0 < f; < fy < d, onnote

:Oé1+042 :51+52 B e :51_52
m 92 iy 9 y M1 2 ) 9
2
On suppose que % ¢ Q, un seul actionneur suffit pour assurer la contrélabilité régionale frontiere

sur I'.

4.2. Application
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Actionneur frontiere

*Dans ce cas le support de 'actionneur D C 99 avec D = |ay, as| x {d} (figure (11))

'l 1 ’
0 aj_ Ciz a
Figurell : [8] Cemplacement de

Pactionneur dans le cas zone frontiére
(D = ]Ckl, CYQ[ X {d}) .

on a le résultat suivant

Corollaire 4.4

i) Si g est uniformément distribuée sur |ay, as| X {d} (ou sur Jay, as| x {0} ) alors Uactionneur n’est
pas I'-stratégique si F1 e Q ou il existe k € N* tel que 2k 1L est impaire.

i) Si g est syme’triqug par rapport au point (n,,0) ou par gapport au point (n,,d) , alors Uactionneur
n'est pas I'-stratégique si M e Q.

iii) Si g est symétrique pararapport a laxe x = 1, alors Uactionneur n’est pas I'-stratégique s’il existe

k € N* tel que 2k ML est impaire.
a

4.2. Application



Chapitre 4. Actionneurs et contrdlabilité régionale frontiére

*Dans le cas (figure (12)) le support de I'actionneur D C 992 avec D = {0} x |34, (5]

A Xz
d
Q
B .
|
D
B: +
r X:
>
0 a

Figurel2 : [8] emplacement de

Pactionneur dans le cas zone frontiére

(D = {0} x |51, Bsl) -

et on a le résultat suivant

Corollaire 4.5

i) Si g est uniformément distribuée sur{0} x |53, 85| (ou sur {a} x |3, B5] ) alors Uactionneur n’est
pas I'-stratégique si % € Qou il existe | € N* tel que 21 % est impaire.

i) Si g est symétrique par rapport au point (0,1,) ou par rapport au point (a,,) , alors Uactionneur
n'est pas I'-stratégique si %2 € Q.

iii) Si g est symétrique par rapport a Uaxe y = 1, alors Uactionneur n’est pas I'-stratégique s’il existe

[ € N* tel que 21% est impaire.

4.2. Application
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Actionneur interne

Dans ce cas l'actionneur est localisé a I'intérieur du domaine ) avec le support rectangulaire
D = Jaq, as| x |5y, B[ (figure 13).

A X
d
p: | O3
D
B.
r X
0 [0 3 (o £} a !

Figurel3 : [8] Lemplacement
de l'actionneur dans le cas

zone interne

(D = ]Oz1,062[ X ]61762[) .

Corollaire 4.6
i) Si g est uniformément distribuée sur |y, s X 8, B,] alors Uactionneur n’est pas I'-stratégique si

l'une des conditions suivantes est satisfaite | € Qou % € Q, il existe k,l € N* tel que 21" oy
a a

21% est impaire.

ii) Si g est symétrique par rapport au point (n,,7,) , alors Uactionneur n’est pas I'-stratégique si
U € Qou 12 € Q.

a d

iii) Si g est symétrique par rapport a Uaxe x = n, (resp. par rapport a Uaxe y = n,), alors Uactionneur
2
112

n'est pas I'-stratégique s’il existe k € N* tel que 2k est impaire (resp. s’il existe | € N* tel que 2 J
a

est impaire.

4.2.3 Table récapitulative

On résume les résultats précédents dans les tableaux ci-dessous

4.2. Application
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Actionneur zone

Localisation de ’actionneur

Cas non ['-stratégiques

D = [y, as] x {0} ot [y, awe] X {d}

*¢g uniformément distribuée sur D.

Be Q ou Jk € N* tel que 2k est impaire.

a a

* Si g est symétrique par rapport a (1,,0) ou (n,,d)
Leaq

a

*g est symétrique par rapport a 'axe x =1,

Jk € N* tel que 2k ML est impaire.
a

D = {0} x [B,, 8] ot {a} x [By, 5]

*g uniformément distribuée sur D

% € Qou Jl € N* tel que 2172 est impaire.
a

xg est symétrique par rapport au point (0,7,) ou (a,7,)
M2

— e Q.

7 €Q

x¢g est symétrique par rapport a 'axe y = 7,

dl € N* tel que 21%2 est impaire.

D = ]041,062[ X ]51752[

¢ uniformément distribuée sur D

&EQouﬁeru
a d

Jk € N* tel que 2k est impaire ou
a
Jl € N* tel que ZZ%2 est impaire
g est symétrique par rapport a (7,,1,)
Begon2eq
a d
*g est symétrique par rapport a 'axe
x = n,(resp.y = 1,)
Jk € N* tel que 2k est impaire
a

(resp.dl € N* tel que 2! % est impaire).

4.2. Application
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Actionneur ponctuel

Localisation de I’actionneur Cas non ['-stratégiques

a€l0,aletf=00up=d | Ik e N*tel que Zk% est impaire

pel0,deea=00oua=a | 3l eN*telque 2l§ est impaire

Jk € N* tel que 2% est impaire ou
a€l0,a[ et 5 €]0,d] a

dl € N*tel que 2l§ est impaire

4.2. Application



Définition 4.2 (La Norme) Soit E un espace vectorielle sur le corps k = R ou k = C, on appelle
norme sur Uespace E toute fonction noté||.|| définie sur E a valeurs dans R, telle que

i) ||z]| =0 <= ax=0Vz € E.

i) || Az]] = |A| [|z]| VA € kVzx € E.

iii) [l + |l < llzll + Iyl . Vo y € E.

Définition 4.3 (Espaces normés) Soit E un espace vectorielle corps ou, on dit que E espace vecto-
rielle normé s’il est muni d’une norme.

Définition 4.4 (Espaces complets) Un espace vectorielle normé (E, ||.||) est dit complet, si toute

suite de Cauchy x,, d’élément de E est une suite convergente dans E.

Définition 4.5 (Produit scalaire) Soit FE un espace vectoriel sur k, on appelle Produit scalaire
toute application (.,.) : E x E — k vérifie les propriétés suivantes
i) (A +pzy) = Az,y) +plzy) Voy,z€ E,VA pek

i1) (z,y) = (y,z) Vrz,y € E.

i11) (z,x) >0 Vo € E et (x,x) = 0 si et seulement si v = 0.

Définition 4.6 (Espace dual) On appelle espace dual de E c.a.d. Uespace des formes linéaires conti-
nues de E dans le corps k, noté E* cad : E* = L(E;k). E est appelé espace primal.

Lorsque ¢ est un élément de lUespace dual et x un élément de lUespace primal, on utilise parfois la
notation du crochet de dualité : p(z) = (p,z) (i.e) Lensemble des formes linéaires sur FE, avec
Uaddition définie par : (I + m)(z) = l(x) + m(z) et la multiplication par les scalaires définie par :

() (2) = (2).

Définition 4.7 Soit F un espace de Banach et soit J lUinjection canonique de E' dans E**. On dit que
E est réflexif si J(E) = E**.

Définition 4.8 (Espace de Banach) On appelle espace de Banach tout espace vectorielle normé et

complet pour la distance déduite de la norme.

Définition 4.9 (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’'un produit

scalaire, et qui est complet pour la norme associée a ce produit scalaire.




Proposition 4.2 [7] Soient X,Y, Z des espaces de Banach et F € L(X, Z), G € L(Y, Z) alors

ImF CImG < 3y>0:||G*z|

x» 2V [F7 2|

v+, V2 € Z.
Définition 4.10 On dit qu’un opétrateur est fermé si G (A) est fermé.

Définition 4.11 Soit a(u,v) une forme bilinéaire sur U'espace de Hilbert H.

*a est dit continue s’il existe une constante M > 0 telle que
la(u,v)| < M ||ul| [|v] Yu,v € H.
*a est dit coercive s’il existe une constante o > 0 telle que
la(v,v)] > a|jv||> Vv e H .

Lemme 4.1 (Lax-Milgram)
Soit a(u, v) une forme bilinéaire, continue et coercive sur Uespace de Hilbert H. Alors pour tout p € H*

il existe u € H unique tel que
a(u,v) = (p,v) , Yve H

Définition 4.12 On dit que A est un opérateur elliptique d’ordre 2 si

(

= ag + Z (Cszax ) avec ap, a;j € D (Q X [07T])

et il existe « > 0 tel que

ap > a et Zawgg >aZ|g\ VE= (€, &) ER?

L i,7=1

Formule de Green et d’intégration par parties

Pour ¢ € T, on note v (§) = (v () , ..., v, (€)) le vecteur normale a I" en &, sortant de €.

Pour ¢ € H? (), on appelle conormale de ¢, la quantité

@UA Zzau (€ vi(§) () €T

i=1 j=1

&p 1
etona — € Hz (I").
o 2 ()
La formule de Green s’écrit

| avypin = [wargin= [v2ar— [ S par




pour o, € W (0, T)={f/f,f € L*(0,T;H)}
ou H est un espace de Hilbert munit du produit scalaire (, ), la formule d’intégration par parties
s’écrit

/0 (@ (1) (1)) dt + / (o (8) 0 () dt = (o (T) & (T)) — (9 (0) 4 (0)).

Définition 4.13 (Fonctions convexes) Soit S est un convexe non vide de R", on appelle fonction
convexe tout fonction f : S — R vérifie

fAzy + (1= Nag) < Af(z1) + (1= N) f(xa) Vo, 29 € S, VA €[0,1].
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