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 ملخص
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Abstract 

 

The aim of this memory is to present the notion of regional controllability and 

to study the regional controllability of some models of distributed systems 

parabolic and hyperbolic with different types of control (internal, boundry, 

punctual). 

Keywords: regional controllability, actuators, distributed systems.
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Résumé 
 
 

Le but de ce mémoire est la présentation de la contrôlabilité régionale, et 
d’étudier la contrôlabilité régionale de quelques modèles des systèmes 
distribués parabolique et hyperbolique avec des différents types de contrôle 
(interne, frontière, ponctuel). 
Mots clés : contrôlabilité régionale, actionneurs, systèmes distribués. 



iv 

 

 

Remerciement 
 

Je remercie avant tout Allah, le tout puissant de m'avoir aidé 

pour réaliser ce travail. 

Je tiens à exprimer mes plus vifs remerciements et présenter mon 

plus profond respect à mon encadreur : Abdelhak  HAFDALLAH  

pour son aide, sa compréhension et son soutient constant. Ses 

qualités scientifiques et surtout humaines ont grandement facilité 

la réalisation de ce travail. 

Je tiens vivement à remercier Professeur Khaled BERRAH de 

m’avoir fait l’honneur de présider le jury. 

Des remerciements vont de même aux membres de jury 

examinateurs qui m'ont fait l'honneur de participer au jury de mon 

mémoire, il s'agit, en l'occurrence de : 

Imad REZZOUG. 
Hacene MECHERI. 

Je tiens à remercier chaleureusement toutes les personnes qui 

m’apportent leur aide, leur soutien, et leurs encouragements. 

Enfin, je souhaite remercier ma famille pour leur soutien et leur 

encouragement. 



v 

 

 

 
Liste des figures 

 

 

Figure N° Titre Page 
1 Objectif sur une cible régionale ω avec 

divers type d’actions. 

15 

2 
Etat désiré et état finale sur la région ω. 32 

3 
Fonction contrôle.  32 

4 
Position désirée et finale sur Г 40 

5 
Vitesse désirée et finale sur Г. 40 

6 
Evolution de la fonction de contrôle.  40 

7 
Exemple de contrôler la température de la 
face supérieure du parallélépipède par 
action interne.  

41 

8 
L'emplacement de l'actionneur dans le cas 
ponctuel frontière (b=(α,0)).  

44 

9 
L'emplacement de l'actionneur dans le cas 
ponctuel frontière (b=(0,β)).   

44 

10 
L'emplacement de l'actionneur dans le cas 
ponctuel interne (b=(α,β)).  

46 

11 
L'emplacement de l'actionneur dans le cas 

zone frontière (D=]α₁,α₂[×{d}). 

46 

12 
L'emplacement de l'actionneur dans le cas 

zone frontière (D={0}×]β₁,β₂[). 

47 

13 
L'emplacement de l'actionneur dans le cas 

zone interne (D=]α₁,α₂[×]β₁,β₂[). 

48 

 

 

 

 

 

  



vi 

 

 

  
Liste des tableaux 

  
  

Tableau N° Titre Page 
1 L’expression de contrôle dans les 

différent cas 
 

 
31 

2 Cas non Г stratégiques (Actionneur 
zone).  
 

 
48 

3 Cas non Г stratégiques (Actionneur 
ponctuel).  
 

 
49 



 

 

 

 

 

 

 

 



Table des matières

1 Concepts de base de la contrôlabilité régionale des systèmes distribués 6

1.1 Préliminaires sur les opérateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2 Les semi-groupes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2.1 Définitions, propriétés élémentaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2.2 Théorème de Hille-Yosida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.2.3 Application aux problèmes d’évolution non homogènes . . . . . . . . . . . . 8

1.3 La contrôlabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3.1 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3.2 L’opérateur de contrôlabilité LT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3.3 Contrôlabilité Exacte, Faible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.4 La contrôlabilité régionale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.4.1 Définitions et caractérisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.4.2 Notion d’actionneur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.5 Difficultés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.5.1 Sur le choix de l’espace d’état . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.5.2 Sur le nombre d’actionneurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.6 Contrôle assurant la contrôlabilité régionale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.6.1 Approche générale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2 Contrôlabilité régionale des systèmes paraboliques 23

2.1 Système considéré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.2 Contrôle interne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.2.1 Contrôle ponctuel interne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.2.2 Contrôle zone interne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.3 Contrôle frontière . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1



2.3.1 Contrôle ponctuel frontière . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.3.2 Contrôle zone frontière . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.4 Simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3 Contrôlabilité régionale d’un système hyperbolique linéaire 34

3.1 Définitions et propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.2 Problème de contrôle régional interne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.3 Simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4 Actionneurs et contrôlabilité régionale frontière 42

4.1 Définitions et propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.2 Application . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.2.1 Cas ponctuel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.2.2 Cas zone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.2.3 Table récapitulative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2



Notations

j:j : Une norme dans L2 (
) ou valeur absolue.

k:k : Une norme.

h:; :i : Crochet de dualité.

E;U;H : Espaces de Hilbert.

H� : Le dual topologique d’un espace H.

L(U ;H) : l’espace vectoriel des applications linéaires continues de U dans H.

D (A) : Le domaine de définition de l’opérateur A.

G (A) : Le graphe de A:

yj! : La restriction de la fonction y à !:


n! : 
 sauf !:

� : Somme directe de deux espaces vectoriels.

4 =
nX
i=1

@2

@x2i
: Opérateur de Laplace .

@

@�
ou @� : La dérivée normale extérieure.

@
 : Frontière de 
.

� : La distribution de Dirac à l’origine.

! : Un sous-domaine non vide de 
.

�! : La fonction indicatrice d’un ensemble ! ; �! (x) = 1 si x 2 !; 0 si x =2 !.

lim : La limite.

rg Gn : Le rang de la matrice Gn:

arg z : L’argument du nombre complexe z:

PAx : Projection de x sur A:

H�1 : Dual de H1
0 :
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Introduction

Mathématiquement, le système sera représenté par une maquette virtuelle à base d’équations et

de signes, c’est-à-dire un modèle. Ce système est dit distribué (ou à paramètres distribués ou

encore à paramètres répartis) s’il fait intervenir des variables d’espace et de temps ainsi que des

variables d’entrée (commandes) et de sortie (mesures).

La problématique générale de la contrôlabilité consiste à étudier s’il est possible, pour un système

donné, d’amener n’importe quel état initial vers une cible donnée en un temps initialement fixé.

Les moyens utilisés pour agir sur un système de façon à le diriger vers une cible sont appelés

contrôles.

Le problème de la contrôlabilité régionale consiste à savoir si l’on peut trouver un contrôle permet

d’amener l’état d’un système de l’état initiale à un état désiré juste sur une région à instante finie.

Le concept de la contrôlabilité régionale des systèmes distribués a été introduit dans les années

90 par les professeurs El Jai et Zerrik [9],[17] où les notions de contrôlabilité a été étudiées

uniquement sur une région ! du domaine 
 sur lequel est défini le système.

Nous nous sommes intéressés dans ce travail essentiellement à l’étude de contrôlabilité régionale

de déférent type d’équation.

Ce mémoire est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous donnons les définitions et les divers caractérisations liées à la

notion de la contrôlabilité et la contrôlabilité régionale des systèmes décrits par des équations

aux dérivées partielles (contrôlabilité exacte et approché, contrôlabilité régionale, notion d’ac-

tionneur).

Dans le deuxième chapitre, nous exploitons les résultats établis au premier chapitre pour la

contrôlabilté régionale de système de type parabolique, nous montrons en particulier comment

on peut adapter ces résultats des situations particulièrement intéressantes.

Dans le troisième chapitre, Nous donnons quelques définitions et propriétés liées à la contrôlabi-

lité régionale pour les systèmes de type hyperbolique et après nous appliquons une méthode de

résolution pour un contrôle régionale interne.

Enfin, nous établissons le lien entre la structure des actionneurs et la contrôlabilité régionale

frontière.
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"Les mathématiciens n’étudient pas des objets mais les relations entre ces objets"

"Faire des mathématiques, c’est donner le même nom à des choses différentes"

"Comment se fait-il qu’il y ait des gens qui ne comprennent pas les mathématiques ?"

"Le seul objet naturel de la pensée mathématique, c’est le nombre entier"

"Une théorie est bonne lorsqu’elle est belle"

Henri Poincaré.

" Ce que j’aime dans les mathématiques appliqués, c’est qu’elles ont pour ambition de donner du

monde des systèmes une représentation qui permette de comprendre et d’agir, et de toute la repré-

sentation mathématique, lorsqu’elle est possible est la plus souple et la meilleure du coup ce qui

m’intéresse, c’est de savoir jusqu’au on peut aller, c’est d’atteindre les limites"

Jacques- Louis Lions.

" Un mathématicien est une personne qui peut trouver des analogies entre les théorèmes, un meilleur

mathématicien est celui qui peut voir des analogies entre les démonstrations. Les très bons mathé-

maticiens sont ceux qui peuvent déceler des analogies entre les théories. Mais on peut supposer que

le meilleur des mathématiciens, est celui qui peut voir des analogies entre les analogies"

Stefan Banach.

" Celui qui ne marche que par beau temps risque bien de ne jamais arriver au terme de son

voyage"

" Ce qui important ce sont les notions pas les notations"

Gauss.

" Dans les mathématiques vous ne comprenez pas des choses. Vous habituez juste à elles"

John Von Neumann.
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Chapitre 1

Concepts de base de la contrôlabilité

régionale des systèmes distribués

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques outils mathématiques et conceptuels que nous allons

utiliser dans notre travail. Ensuite, nous abordons les notions liées à la contrôlabilité régionale.

1.1 Préliminaires sur les opérateurs

Soient H un espace de Hilbert sur le corps des nombres réel R, ou complexes Cmuni de la norme

x! kxkH et L (H) l’espace vectoriel des applications linéaires continues de H en lui même muni

de la norme kAk = sup
kxkH�1

kAxkH . Nous désignerons par I l’unité de L (H).

Pour un opérateur linéaire A : D(A) � H ! H nous noterons par

ImA = fAx : x 2 D(A)g :

L’image de A:

Et par

kerA = fx 2 D(A) : Ax = 0g :

Le noyau de A:

L’opérateur A : D(A) � H ! ImA est surjectif. Si kerA = f0g, alors A est injectif.

Pour un opérateur bijectif on peut définir l’opérateur inverse : A�1 : D(A�1) � H ! H:

Définition 1.1 [4] Soit A : D(A) � X ! Y , oú X; Y sont deux espaces de Banach avec D(A)

dense dans X. L’opérateur adjoint A� de A est défini par

hy; AxiY = hA�y; xiX ;8x 2 D(A);8y 2 D(A�)

6



Chapitre 1. Concepts de base de la contrôlabilité régionale des systèmes distribués

sur

D(A�) = fy 2 Y; 9c � 0 : hy; AxiY � c kxk ;8x 2 D(A)g :

Définition 1.2 [4] Soit A : D(A) � H ! H

A est dit auto adjoint, si D(A) = D(A�) et A = A� .

A est symétrique, si hy; Axi = hAy; xi 8x; y 2 D(A):

Définition 1.3 [13] L’ensemble �(A) = f� 2 C : (�I � A) est inversible dans L(H)g:
S’appelle l’ensemble résolvant de A 2 L(H):

1.2 Les semi-groupes

1.2.1 Définitions, propriétés élémentaires

Définition 1.4 [13] Une famille fS(t)gt�0 d’opérateurs linéaires bornés sur H est dite semi-groupe

fortement continue, ou bien C0-semi-groupe, si elle vérifie

i) S(0) = I (identité dans L(H)).

ii) S(t+ s) = S(t)S(s) 8s; t � 0:
iii) lim

t!0+
S(t)x = x 8x 2 H:

Définition 1.5 [16] Soit fS(t)gt�0 un semi-groupe, fS(t)gt�0 est appelé semi-groupe uniformé-

ment continue si

lim
t!0+

kS(t)� IkL(H) = 0

Définition 1.6 [13] Soit � = fz 2 C : '1 � arg z � '2; '1 � 0 � '2g un secteur dans C:
Une famille fS(z)gz2� d’opérateurs linéaires bornés sur H est dite Semi-groupe analytique ( holo-

morphe) dans � si elle vérifie les conditions suivantes

i) S(z1 + z2) = S(z1)S(z2) 8z1; z2 2 �:
ii) S(0) = I (identité dans L(H)).

iii) lim
z!0;z2�

S(z)x = x 8x 2 H:
iv) L’application z 2 �� = �n f0g 7! S (z)x 2 H est analytique, 8x 2 H:

Définition 1.7 [16] Le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe fS(t)gt�0 est l’opérateur :

A : D(A) � H ! H

x 7! Ax = lim
t!0

S(t)x� x

t

1.2. Les semi-groupes 7



Chapitre 1. Concepts de base de la contrôlabilité régionale des systèmes distribués

défini pour tout x dans son domaine

D(A) =

�
x 2 H : lim

t!0

S(t)x� x

t
existe

�
:

Proposition 1.1 [3] Le semi-groupe adjoint d’un C0-semi-groupe sur un espace de Banach réflexif

est un C0-semi-groupe.

Remarque 1.1 [3] L’adjoint de l’opérateur A noté A�, génère le semi-groupe fS�(t)gt�0 adjoint de

fS(t)gt�0 qui est fortement continu sur le dual H�de H.

Théorème 1.1 [3] Si l’opérateur A admet un système orthonormé complet de fonction propre
�
'nj

�
associées aux valeurs propres (�n) ; �n étant de multiplicité rn; alors le semi-groupe fS(t)gt�0 engen-

dré par A s’exprime par

S(t)y =
1X
n=1

e�nt
rnX
j=1

D
y; 'nj

E
'nj 8y 2 H:

Définition 1.8 [13] Un semi groupe fS(t)gt�0 est dit de contraction si

kS(t)k � 1;8t � 0:

1.2.2 Théorème de Hille-Yosida

Un opérateur linéaire A : D(A) � H ! H est le générateur infinitésimal d’un semi groupe

fS(t)gt�0 si et seulement si

i) A est un opérateur fermé et D(A) = H.

ii) Il existe w > 0 et M > 1 tel que Aw = f� 2 � (A) : Re� > wg et pour � 2 Aw, on a

k(�I � A)nk � M

(Re�� w)n
, 8n 2 N�:

1.2.3 Application aux problèmes d’évolution non homogènes

Soit (A;D (A)) le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe fS (t)gt�0 sur un espace de Hilbert

H, on veut résoudre (
y0 (t) = Ay (t) + f (t) si t 2 ]0; T [
y (0) = y0

(1.1)

où f : [0; T ]! H:

1.2. Les semi-groupes 8



Chapitre 1. Concepts de base de la contrôlabilité régionale des systèmes distribués

Définition 1.9 [4] Soit f 2 L1([0; T ];H) et y0 2 H, on appelle solution faible de (1:1) la fonction

y 2 C([0; T ];H) est donnée par

y (t) = S (t) y0 +

Z t

0

S (t� �) f (�) d� ; t 2 [0; T ] : (1.2)

On appelle solution classique de (1:1) tout fonction y 2 C([0; T ];H) \ C1 ([0; T ];H) tel que y 2 D (A)
pour tout t 2 [0; T ], et vérifiant (1:2) dans [0; T ].

Remarque 1.2 [4] Par définition, le problème (1:1) admet toujours une unique solution faible.

Théorème 1.2 [4] Soit f 2 L1([0; T ];H) et y0 2 H, le problème (1:1) admet au plus une solution

classique et s’il en existe une alors elle est donnée par la formule (1:2).

Preuve. Il suffit de démontrer que toute solution classique est donnée par la formule (1:2).

Soit y une solution classique, pour tout t 2 [0; T ] on considère la fonction z : [0; T ]! H défini par

z (�) = S (t� �) y (�) ; � 2 [0; t] :

Puisque y 2 D(A), la fonction s 7! S (s) y (�) est dérivable pour tout s > 0. Par conséquent z est

dérivable sur [0; t] et on a

z0 (�) = �S (t� �)Ay (�) + S (t� �) y0 (�)

= �S (t� �)Ay (�) + S (t� �)Ay (�) + S (t� �) f (�)

= S (t� �) f (�)

comme f 2 L1([0; T ];H), on en déduit que z0 2 L1([0; t];H) et en l’intégrant entre 0 et t, on obtient

z (t) = z (0) +

Z t

0

S (t� �) f (�) d�

c’est-à-dire

y (t) = S (t) y0 +

Z t

0

S (t� �) f (�) d� :

1.3 La contrôlabilité

Le problème de la contrôlabilité consiste en la possibilité de transférer l’état d’un système en un

temps fini d’un état initial y0 vers un état désiré yd choisi a priori. La notion de la contrôlabilité

est bien maîtrisée dans le cas système localisé (EDO).

1.3. La contrôlabilité 9



Chapitre 1. Concepts de base de la contrôlabilité régionale des systèmes distribués

1.3.1 Position du problème

Considérons un système d’écrit par l’équation d’état8<:
dy

dt
(t) = Ay (t) +Bu (t) 8t 2 ]0; T [

y (0) = y0 2 D (A)
(1.3)

Où

� A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi groupe fS(t)gt�0 dans un espace de Hilbert H

(espace des états).

� B 2 L(U;H) c’est l’opérateur de contrôle :

� y l’état du système.

� y0 l’état initiale.

� u 2 L2([0; T ]; U) la fonction de contrôle:

Sous les hypothèses citées ci-dessus, le système (1:3) admet une unique solution faible qui s’ex-

prime par

y(t) = S(t)y0 +

Z t

0

S(t� �)Bu (�) d� ; t 2 [0; T ] (1.4)

1.3.2 L’opérateur de contrôlabilité LT
Pour le système (1:3), considérons LT : L2([0; T ]; U)! H l’opérateur défini par

LT u =
Z T

0

S(T � �)Bu (�) d� (1.5)

et son adjoint

L�T : H ! L2([0; T ]; U)

x 7! L�Tx = u:

Où u est défini par

hL�Tx; uiL2([0;T ];U) = hx;LTuiH , 8u 2 L2([0; T ]; U) ,8x 2 H:
L’adjoint L�T de LT défini par

L�T = B�S� (T � :) (1.6)

En effet

hx;LTuiH =

�
x;

Z T

0

S(T � �)Bu (�) d�

�
H

=

Z T

0

hx; S(T � �)Bu (�)iH d�

=

Z T

0

hB�S�(T � �)x; u (�)iU d�

= hB�S�(T � :)x; uiL2([0;T ];U)

1.3. La contrôlabilité 10
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D’où

L�T = B�S� (T � :) :

Où B� (resp S�(T � :) ) est l’opérateur adjoint de B (resp S(T � :)).

LT sera utilisé par la suite pour obtenir des diverses définitions et propriétés de la contrôlabilité.

Pour l’étude de la contrôlabilité, sans perte de généralité on peut supposer que y0 = 0:

1.3.3 Contrôlabilité Exacte, Faible

Définition 1.10 [7] Le système (1:3) est dite exactement contrôlable dans H sur [0; T ] ssi

8yd 2 H;9u 2 L2([0; T ]; U) tel que y (T ) = yd:

Définition 1.11 [7] Le système (1:3) est dite faiblement contrôlable dans H sur [0; T ] ssi

8yd 2 H; " > 0;9u 2 L2([0; T ]; U) tel que ky (T )� ydkH < ":

Proposition 1.2 [10]

i) Le système (1:3) est exactement contrôlable ssi LT est surjective c’est-à-dire

ImLT = H:

ii) Le système (1:3) est faiblement contrôlable ssi

ImLT = H:

Preuve.

i) Le système (1:3) est exactement contrôlable ssi

8y0; yd 2 H;9u 2 L2([0; T ]; U) : yd = y (T ) = S(T )y0 +

Z T

0

S(T � �)Bu (�) d�

() LT est surjective ou ImLT = H:

ii) Le système (1:3) est faiblement contrôlable

, 8yd 2 H; " > 0;9u 2 L2([0; T ]; U) : ky (T )� ydk < "

, 8yd 2 H; " > 0;9u 2 L2([0; T ]; U) : kS(T )y0 + LTu (:)� ydk < "

, 8yd 2 H; " > 0;9u 2 L2([0; T ]; U) : kLTu (:)� (yd � S(T )y0)k < "

, ImLT = H:

Proposition 1.3 [7] Le système (1:3) est faiblement contrôlable dans H sur [0; T ] ssi L�T est injective.

Preuve. Le système (1:3) est faiblement contrôlable , ImLT = H , L�T est injective.

1.3. La contrôlabilité 11
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1.4 La contrôlabilité régionale

Soit yd 2 L2 (!) un état désiré donné, le problème de la contrôlabilité régionale consiste à savoir

si l’on peut trouver un contrôle u 2 U permet d’amener l’état du système (1:3) de y0 à yd juste sur

la région ! et pas sur le domaine 
 tout entier:

On notera yu la solution du système (1:3) excité par le contrôle u (pour tout t; yu (t) est la fonction

de la variable d’espace x 2 
) et on prendra dans la suite H = L2 (
) et U = Rp:

1.4.1 Définitions et caractérisation

Soit un sous-domaine (une région) ! de 
 supposons non vide. On considère la fonction restric-

tion

�! : L
2 (
)! L2 (!)

y 7! �! (y) = yj!
Dont l’adjointe ��! : L

2 (!)! L2 (
) est

(��!y) (x) =

(
y (x) si x 2 !
0 si x 2 
n!

Définition 1.12 [7] Le système (1:3) est dit exactement régionalement contrôlable sur ! (ou encore

exactement !-contrôlable) ssi

8yd 2 L2 (!) ;9u 2 L2([0; T ]; U) tel que yu (T ) j! = yd:

Définition 1.13 [7] Le système (1:3) est dit faiblement régionalement contrôlable sur ! (ou encore

faiblement !-contrôlable) ssi

8yd 2 L2 (!) ; " > 0;9u 2 L2([0; T ]; U) tel que kyu (T ) j! � ydkL2(!) � ":

Remarque 1.3 Le contrôle u dépend de la variable de temps mais implicitement, il dépend de la

région !:

Proposition 1.4 [7]

i) Le système (1:3) est exactement régionalement contrôlable ssi Im�!LT = L2 (!) :

ii) Le système (1:3) est faiblement régionalement contrôlable ssi Im�!LT = L2 (!) :

Preuve. La démonstration est similaire de proposition (1.2).

Proposition 1.5 [7] Le système (1:3) est exactement régionalement contrôlable sur ! ssi

8y� 2 L2 (!) ;9
 > 0 : kB�S� (:)��!y
�kL2([0;T ];U) � 
 ky�kL2(!) :

1.4. La contrôlabilité régionale 12
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Preuve. Il est facile de voir que

(�!LT )
� y� = B�S� (T � :)��!y

�

le résultat découle immédiatement du proposition (2.4) dans l’annexe F = IdL2(!); G = �!LT :

Proposition 1.6 [7]

i) Le système (1:3) est exactement régionalement contrôlable ssi

ker�! � ImLT = L2 (
) :

ii) Le système (1:3) est faiblement régionalement contrôlable ssi

ker�! � ImLT = L2 (
) :

Preuve.

i))) Soit y 2 L2 (
) ;on a y = y1 + y2; avec y1 = 0 sur ! et y2 = 0 sur 
n!. Le système est

exactement régionalement contrôlable, donc y2 2 ImLT autrement dit

9u 2 U : y2 = LTu; et y1 = 0 sur !:

) y1 2 ker�!
) y 2 ker�! � ImLT
) ker�! � ImLT = L2 (
) :

() Soit y 2 L2 (!) alors

��!y 2 L2 (
)) y1 2 ker�!; y2 2 L2 (!) : ��!y = y1 + y2

) y1 2 ker�!; y2 2 L2 (!) : �!��!y = �!y1 + �!y2

) y = �!y2

) y 2 Im�!LT
) Im�!LT = L2 (!)

alors le système (1:3) est exactement régionalement contrôlable.

ii) Si le système (1:3) est faiblement régionalement contrôlable y2 2 Im�!LT ou encore

8" > 0;9u 2 U : ky2 � �!LTukL2(!) � ":

il vient

ky2 � LTukL2(!) � "

1.4. La contrôlabilité régionale 13
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c’est-à-dire

y2 2 ImLT

alors

y 2 ker�! + ImLT

donc

ker�! � ImLT = L2 (
) :

Dans le cas où A génère un semi-groupe fS(t)gt�0 analytique, alors on a le résultat

Proposition 1.7 [7] Soit ! une région non vide donnée de 
: Le système (1:3) est faiblement !-

contrôlable si et seulement si

[
n�0

�!A
nBU = L2 (!) 8t 2 [0; T ] :

Remarque 1.4 [7] Il résulte immédiatement de ce qui précède les points suivants

i) Un système qui est exactement (respectivement faiblement) contrôlable est exactement (respective-

ment faiblement) régionalement contrôlable sur toute région ! de 
:

ii) Si !1 et !2 sont deux régions de 
 telles que !2 � !1; alors un système qui est exactement (respec-

tivement faiblement) !1-contrôlable est exactement (respectivement faiblement) !2-contrôlable.

Corollaire 1.1 [15] Le système (1:3) est faiblement régionalement contrôlable dans L2 (!) sur [0; T ]

si et seulement si l’une des propriétés suivantes sont satisfaites

i) (�!LT )
� (�!LT ) est inversible.

ii) ker (�!LT )
� = ker ((�!LT )

� (�!LT )) = f0g :
iii) (B�S� (t)��!) y = 0 ,8t 2 [0; T ] =) y = 0:

iv) kerL�T \ Im��! = f0g :

1.4.2 Notion d’actionneur

Les actionneurs peuvent être de nature, de forme, de conceptions diverses. Ces divers types d’ac-

tionneurs peuvent être localisés à l’intérieur du domaine 
, sur sa frontière @
 ou juste sur un

point.

1.4. La contrôlabilité régionale 14
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Figure 1 :[7] Objectif sur une cible régionale ! avec divers

type d’actions.

Définition 1.14 [17] Un actionneur est défini par un couple (D; g) où D une partie non vide fermée

de �
, est le support spatial de l’actionneur et g 2 L2 (D) définit la distribution des actionneurs sur D.

Nous supposons que le système (1:3) est excité par p actionneurs (Di; gi)1�i�p tel que Di \Dj = ; si

i 6= j:

Dans le cas d’un actionneur ponctuel interne ou frontière, les définitions restent les mêmes. Nous

parlerons d’actionneur frontière (�0; g) où �0 2 @
 et g 2 L2 (�0), et d’ actionneur ponctuel (b; �b);

et nous considérons8>><>>:
Di � 
 dans le cas interne

Di = fbig dans le cas ponctuel interne ou frontière

Di = �i � @
 dans le cas zone frontière(
gi 2 L2 (Di) dans le cas zone

gi = �bi dans le cas ponctuel

Définition 1.15 [17] Une suite d’actionneurs (Di; gi)1�i�p est dite !-stratégique si le système ainsi

excité est faiblement !-contrôlable.

Le terme de contrôle dans le système (1:3) est donné par

B : Rp ! L2 (
)

u (t) 7! Bu (t) =
pP
i=1

�Digiui (t)

1.4. La contrôlabilité régionale 15
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où u = (u1; :::; up)
tr 2 L2 (0; T ;Rp) et g = (g1; :::; gp) avec gi 2 L2 (Di) ;et on a

B�y =

2664
hg1; yi

...

hgp; yi

3775
Remarque 1.5 [2]On peut trouver des systèmes qui sont régionalement contrôlable mais qui ne sont

pas contrôlable sur tout le domaine.

Exemple 1.1 [2] Considérons le système décrit par l’équation parabolique8>>><>>>:
@y

@t
(x; t) =

@2y

@t2
(x; t) + �[a;b]u (t) ]0; 1[� ]0; T [

y (x; 0) = 0 ]0; 1[

y (0; t) = y(1; t) = 0 ]0; T [

(1.7)

Ce système est excité par un actionneur de type zone (D; g) où D = [a; b] �]0; 1[ désigne le support de

l’actionneur et g = 1 désigne la distribution spatiale de l’action sur [a; b] tel que (b� a) 2 Q. Alors on

a le résultat suivant

Le système (1:7) n’est pas contrôlable (au sens faible) sur ]0; 1[ mais il est faiblement régionalement

contrôlable sur [�; �] � [0; 1] pour � et � convenablement choisis (pour plus de détails voir[7]).

Dans la suite on suppose que A admet un système complet de fonctions propres ('i)i�1 de L2 (
)

et (�i)i�1 les valeurs propres associées supposées de multiplicité ri. Sous ces hypothèses, nous

avons le résultat de caractérisation suivant

Proposition 1.8 [7] Condition de rang

Soit ! une région non vide donnée de 
: On suppose que sup ri = r < 1; alors les actionneurs

(Di; gi)1�i�p sont !-stratégique (ou le système (1.3) est faiblement régionalement contrôlable) si et

seulement si (
i) p � r

ii) rang Gn = rn 8n � 1
(1.7)

et Gn est une matrice d’ordre (p� rn) et d’élément notés (Gn)i;j avec

Gn =

2666664



'n1 ; g1

�
L2(D1)



'n2 ; g1

�
L2(D1)

� � �


'nrn ; g1

�
L2(D1)


'n1 ; g2
�
L2(D2)



'n2 ; g2

�
L2(D2)

� � �


'nrn ; g2

�
L2(D2)

...
... . . . ...


'n1 ; gp
�
L2(Dp)



'n2 ; gp

�
L2(Dp)

� � �


'nrn ; gp

�
L2(Dp)

3777775
et on a aussi
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i) Si le contrôle est appliqué à l’état du système (qu’il soit interne ou frontière), alors

(Gn)i;j =

8<:
D
'nj ; gi

E
L2(Di)

cas zone

'nj (bi) cas ponctuel
(1.8)

ii) Le contrôle est appliqué sur la dérivée de l’état du systéme, alors

(Gn)i;j =

8>><>>:
@'nj (bi)

@v
cas ponctuel frontière�

@'nj
@v

; gi

�
L2(�i)

cas zone frontière
(1.9)

Preuve. La démonstration est développée dans le cas où l’action est du type zone dans le domaine


. Rappelons que la cotrôlabilité régionale sur ! est équivalente à kerL�T��! = 0 (corollaire(1.1)):

Pour z� 2 L2 (!) ; les
�
'ij

�
étant complet dans L2 (!) ; nous avons

L�T��!z� (t) =
1X
n=1

e�n(T�t)
rnX
j=1

D
'nj ; gk

E
L2(Dk)

D
'nj ; z

�
E

8k = 1; p:

*Si le système (1.3) n’est pas régionalement contrôlable sur !; il existe z� 6= 0 tel que L�T��!z� = 0
c’est-à-dire

rnX
j=1

D
'nj ; gk

E
L2(Dk)

D
'nj ; z

�
E
= 0 8n � 1; k = 1; p:

Soit zn défini par zn =

2664


'n1 ; z

��
L2(!)

...

'nrn ; z

��
L2(!)

3775, alors Gnzn = 0;8n � 1, rangGn < rn:

*Inversement soit n tel que rangGn < rn alors il existe zn =

2664
zn1
...

znrn

3775 6= 0 tel que Gnzn = 0: Soit

alors z� 2 L2 (!) tel que

z�; 'jk

�
L2(!)

= 0 si j 6= n et


z�; 'nk

�
L2(!)

= znk ,1 � k � rn:

Donc on a
rjX
i=1



gk; 'ji

�
L2(Dk)



z�; 'ji

�
L2(!)

= 0 8j 6= n; 1 � k � p:

Alors
rnX
i=1



gk; 'ni

�
L2(Dk)



z�; 'ni

�
L2(!)

= 0 81 � k � p

autrement dit, il existe z� 6= 0 2 L2 (!) tel que L�T��!z� = 0; c’est-à-dire que le système n’est pas

régionalement contrôlable sur !:
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1.5 Difficultés

1.5.1 Sur le choix de l’espace d’état

Nous avons choisi comme espace d’état H = L2 (
). Ce choix est correct compte tenu des profils

raisonnables qu’on peut considérer, d’énergie finie. Si maintenant, l’actionneur (D; g) amène le

système vers un état yd qui est moins régulier, c’est-à-dire yd 2 Y avec H � Y , alors on a deux

possibilités

i) Y convient comme nouveau choix d’espace d’état.

ii) agir sur la régularité du contrôle pour ramener l’état yd à H.

1.5.2 Sur le nombre d’actionneurs

La caractérisation des actionneurs !-stratégiques fait apparaître une condition sur le nombre

minimum d’actionneurs permettant d’amener le système vers des états désirés dans H. En fait,

cette condition peut être relaxée moyennant une faible perturbation de la frontière du domaine


: En effet, on montre qu’on peut ramener l’ordre de multiplicité des valeurs propres à rn = 1 8n:
Avec cette propriété, la condition 1 de la proposition (1.8) devient p � 1. Et ainsi, si la deuxième

condition (condition de rang) est satisfaite, alors l’actionneur est !-stratégique.

(Pour plus de détails voir [9]).

1.6 Contrôle assurant la contrôlabilité régionale

Le but de cette section est de chercher un contrôle assurant le transfert régionale qui soit à énergie

minimale. Evidemment on peut utiliser les résultats connus sur la contrôlabilité des systèmes

distribués, mais la difficulté apparait si l’état désiré est donné uniquement sur la région !: De

plus nous avons montré que le coût de transfert régional est moindre.

Soit yd 2 L2 (!) un état désiré donné. On se pose le problème de transférer, à moindre coût, le

système (1.3) de y0 à yd à l’instante T: On prendra dans la suite H = L2 (
) ; notée encore yu la

solution de système (1:3):

Pour cela, considérons l’ensemble

G = fg 2 H tel que g = 0 sur !g (1.10)

Ainsi la question de transfert régionale devient
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Probl�eme

Existe-t-il un contrôle a énergie minimale u 2 U tel que

yu (T )� yd 2 G ?

Pour la résolution de ce problème, posons

Uad = fu 2 U : yu (T )� yd 2 Gg :

Le problème de la contrôlabilité régionale à énergie minimale peut être formulé sous la forme(
inf kuk2U
u 2 Uad

(1.11)

Pour résoudre ce problème nous proposons une approche appelé ” approche générale”.

1.6.1 Approche générale

On considère le système (1.3) et posons

Ĝ = fg 2 H� tel que g = 0 sur 
n!g (1.12)

Pour '0 2 Ĝ; considérons le système suivant dans H�8<:
@'

@t
(t) = �A�' (t) t 2 ]0:T [

' (T ) = '0

(1.13)

et l’application

k'0k
2
Ĝ =

Z T

0

kB�' (t)k2 dt (1.14)

Soit encore le système 8<:
@ 

@t
(t) = A (t) +BB�' (t) t 2 ]0:T [

 (0) = y0
(1.15)

On définit l’opérateur M par

M'0 = P ( (T )) (1.16)

où P = ��!�!. L’opérateur M est un opérateur affin que l’on peut décomposer sous la forme

M'0 = P ( 0 (T ) +  1 (T ))
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où  0 et  1sont les solutions des systèmes (117) et (118) respectivement avec8<:
@ 0
@t

(t) = A 0 (t) t 2 ]0:T [

 0 (0) = y0
(1.17)

et 8<:
@ 1
@t

(t) = A 1 (t) +BB�' (t) t 2 ]0:T [

 1 (0) = 0
(1.18)

Avec ces divers systèmes nous allons considérer l’opérateur qui nous amène de '0 à  1 (T ) par les

étapes suivantes

'0 ! par résolution de(1.13) '! par résolution de(1.18)  1 !  1 (T )

On pose alors

�'0 = P ( 1 (T )) (1.19)

L’opérateur � est borné et symétrique. En effet pour tout '0; '̂0 2 Ĝ; nous avons

h�'0; '̂0i = h 1 (T ) ; '̂0i =
Z T

0

B�' (t)B�'̂dt:

Si '0 est choisi tel que ' conduit à y(x; t) =  (x; t) sur !, alors le problème de la contrôlabilité

régionale sur ! revient à la résolution de l’équation suivante

�'0 = ��!yd � P ( 0 (T )) (1.20)

Alors, nous avons le résultat suivant

Proposition 1.9 Soit ! une région non vide donné de 
: Si le système (1.3) est faiblement

!- contrôlable alors l’équation (1.20) admet une solution unique '0 2 Ĝ. Le contrôle

u� = B�' (t) (1.21)

permet le transfert du le système (1.3) dans G à l’instant T , ou encore qu’il réalise

yu� (T ) j! � yd 2 G

de plus ce contrôle est la solution du problème (1.11), c’est -à-dire encore qu’il minimise le coût de

transfert régionale

J (u) =

Z T

0

ku (t)k2 dt (1.22)
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Preuve.

i) Dans un premier temps nous montrons que si le système (1.3) est faiblement régionalement

contrôlable alors (1.14) définit une norme. Dire que k'0k = 0 revient àZ T

0

kB�' (t)k2 dt = 0, B�' (t) = 0, B�S� (T � t)'0 = 0:

Le système (1.3) est faiblement régionalement contrôlable ,

Im�!LT = L2 (!), kerL�T��! = f0g :

Par conséquent la faible régionale contrôlabilité entraîne que si B�S� (T � t)'0 = 0 et '0 2 Ĝ

alors '0 = 0:

On note Ĝ le complété de l’ensemble Ĝ par rapport à la norme (1.14). On a

Ĝ� = fy 2 H : yj! 2 F �g :

Où F désigne le complété de L2 (!) par rapport à k:kF (pour plus de détails voir [7]).

Considérons l’opérateur �; nous avons

h�'0; '0iĜ�;Ĝ = hP ( 1 (T )) ; '0i = h 1 (T ) ; '0i :

Mais

 1 (T ) =

Z T

0

S (T � s)BB�' (s) ds

donc

h�'0; '0iĜ�Ĝ =

�Z T

0

S (T � s)BB�' (s) ds; '0

�
=

Z T

0

hB�' (s) ds;B�S� (T � s)'0i

=

Z T

0

kB�' (s)k2 ds = k'0k
2
Ĝ :

Par conséquent � : Ĝ ! Ĝ� est une bijection. Utilisons le fait que Uad 6= � nous avons yd�
 0 (T ) j! 2 F � et donc l’équation(1.20) admet une solution unique '0. On pose u� (t) = B�' (t)

dans G. Nous avons yu(T )j! = yd:

ii) Pour l’optimalité de u; considérons u et v dans Uad; alors y(T; u) � yd, y(T; v) � yd 2 G; par

suite (y(T; v)� y(T; u)) j! = 0:
Donc

h'0; (y(T; v)� y(T; u))i = 0
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ce qui est équivalent à �Z T

0

S (T � s)B (v (s)� u (s)) ds; '0

�
= 0:

Soit encore Z T

0

hv (s)� u (s) ; B�S� (T � s)'0i ds = 0

ce qui donne finalement Z T

0

hB�' (s) ; v (s)� u (s)i ds = 0

on a

J 0 (u�) (u� v) = 2

Z T

0

hu� (t) ; (u (t)� v (t))i dt

en effet

J (u� + t (u� v)) =

Z T

0

ku� (t) + t (u (t)� v (t))k2 dt

=

Z T

0

ku� (t)k2 + t2 k(u (t)� v (t))k2 dt+ 2 hu� (t) ; u (t)� v (t)i dt

) J (u� + t (u� v))� J (u�)

t
=

Z T

0

t k(u (t)� v (t))k2 + 2 hu� (t) ; u (t)� v (t)i dt

) J 0 (u�) (u� v) = 2

Z T

0

hu� (t) ; (u (t)� v (t))i dt

il vient alors

J 0 (u�) (v � u) = 2

Z T

0

hu� (t) ; v (t)� u (t)i dt

= 2

Z T

0

hB�' (t) ; v (t)� u (t)i dt

= 0

ce qui établit l’optimalité du contrôle u�:
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Chapitre 2

Contrôlabilité régionale des systèmes

paraboliques

Dans ce chapitre, nous appliquons les résultats établis au chapitre précédent pour la contrôlabi-

lité régionale de système de type parabolique. Nous donnons une méthode de résolution pour

différents types de contrôles. Les différents développements sont illustrés par des exemples qui

montrent l’efficacité de l’approche utilisée. On terminer le chapitre par une simulation.

2.1 Système considéré

Soient 
 un domaine borné de Rn de frontière assez régulière @
 et ! une partie non vide de


; pour T > 0 on note Q = 
�]0; T [ et � = @
�]0; T [. Nous considérons un système décrit par

l’équation parabolique suivante8>><>>:
@y

@t
(t) = Ay (t) +Bu (t) dans Q

y = 0 sur �

y (0) = y0 dans 


(2.1)

Où :

� A est un opérateur linéaire elliptique du second ordre qui engendre un semi-groupe fS (t)gt�0
fortement continu sur l’espace des états H:

� B est un opérateur qui peut être borné ou non, dépendant du type de l’actionneur considéré.

� y0 l’état initiale.

� u 2 L2([0; T ];Rm) la fonction de contrôle:

� yu dénote la solution de l’équation (2.1) tel que yu 2 H:
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Considérons les ensembles suivants

G = fg 2 H : g = 0 sur !g (2.2)

et

Ĝ = fĝ 2 H� : ĝ = 0 sur 
 n!g : (2.3)

Donc il est facile de voir que

hg; ĝi =
Z



gĝ dx =

Z
!

gĝ dx+

Z

 n!

gĝ dx = 0:

Considérons le problème qui consiste à ramener le système (2.1) à un état désiré yd sur la partie

!: Autrement dit, il s’agit de chercher un contrôle u 2 U tel que

yu (T )� yd 2 G:

Dans la suite, le système considéré sera excité par un seul actionneur pouvant être ponctuel, zone

interne ou sur la frontière. L’approche se généralise sans difficulté dans le cas multiplicateur.

2.2 Contrôle interne

Considérons le système (2.1) excité par un actionneur interne (zone ou ponctuel).

2.2.1 Contrôle ponctuel interne

Si on considère le système (2.1) dans le cas où il est excité par un actionneur ponctuelle (b; �b)

où b 2 
 est le support de l’actionneur qui représente l’emplacement, et �b définit la distribution

spatiale du contrôle sur b et u 2 L2(0; T ); le système (2.1) est excité par un contrôle du type

Bu (t) = �b (x)u (t) (2.4)

Dans ce cas, yu (T ) 2 H = H�1 (
) :

Pour '0 2 Ĝ; on considère le système homogène8>><>>:
@'

@t
(t) = �A�' (t) dans Q

' = 0 sur �

' (T ) = '0 dans 


(2.5)

Ce problème admet une solution unique ' 2 L2([0; T ] ;C0 (
)) (voir [12]):
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Soit l’application

k'0k
2
Ĝ =

Z T

0

'2 (b; t) dt (2.6)

qui définit une semi-norme sur Ĝ.

Soit encore le système 8>><>>:
@ 

@t
(t) = A (t) + ' (b; t) �b (x) dans Q

 = 0 sur �

 (0) = y0 dans 


(2.7)

On définit l’opérateur M par

M'0 = P ( (T )) (2.8)

où P = ��!�!, alors M est un opérateur affine que l’on peut décomposer sous la forme

M'0 = P ( 0 (T ) +  1 (T )) (2.9)

où  0 et  1sont les solutions des systèmes8>><>>:
@ 0
@t

(t) = A 0 (t) dans Q

 0 = 0 sur �

 0 (0) = y0 dans 


(2.10)

et 8>><>>:
@ 1
@t

(t) = A 1 (t) + ' (b; t) �b (x) dans Q

 1 = 0 sur �

 1 (0) = 0 dans 


(2.11)

Avec ces divers systèmes nous allons considère l’opérateur qui nous amène de '0 à  1 (t) .

On pose alors

�'0 = P ( 1 (T )) (2.12)

Il est alors évident que le problème de la contrôlabilité régionale revient à la résolution de l’équa-

tion

�'0 = P (yd �  0 (T )) (2.13)

Nous avons alors le résultat suivant :

Proposition 2.1

Soit ! une région non vide donnée de 
: Si l’actionneur (b; �b) est !-stratégique alors l’équation (2.13)

admet une solution unique '0 2 Ĝ et le contrôle donné par u� = ' (b; t) permet le transfert régionale

du système (2.1) de y0 à yd sur !: Ce contrôle minimise la fonction coût J (u) =
1

2

Z T

0

u (t)2 dt:
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Preuve.

i) Montrons que si l’actionneur (b; �b) est !-stratégique, alors (2.6) définit une norme sur Ĝ

k'0kĜ = 0, ' (b; t) = 0 p.p sur [0; T ]

ou encore
1X
i=1

e�i(T�t) h'0; 'ii'i (b) = 0 p.p sur [0; T ]

cela entraine

h'0; 'ii'i (b) = 0 8i = 1;1:

Comme (b; �b) est !-stratégique alors

'i (b) 6= 0 8i = 1;1:

En effet, si on pose qu’il existe i0 � 1 tel que 'i0 (b) = 0 alors d’après la proposition (1.8)

rangGn < r: On a une contradiction.

On déduit que

h'0; 'ii = 0 8i = 1;1

ou encore '0 = 0. Donc (2.6) est une norme.

ii) Nous allons montrer que � est un isomorphisme de Ĝ dans G?:

Nous avons

h�'0; '0i = hP ( 1 (T )) ; '0i = h 1 (T ) ; '0i! :

On multiplie l’équation (2.11) par ' et on intégré par partie on aZ
Q

 01 (t)' (t) dtdx =

Z
Q

A 1 (t)' (t) dtdx+

Z
Q

' (b; t)2 dtdx

ce qui donneZ



j 1 (t)' (t)j
T
0 dx�

Z
Q

 1 (t)'
0 (t) dtdx =

Z
Q

A 1 (t)' (t) dtdx+

Z T

0

' (b; t)2 dt

on utilise la formule de Green, on obtien

h 1 (T ) ; '0i = h 1 (0) ; ' (0)i�
Z
Q

 1(�'0�A�')dxdt�
Z
�

'
@ 1
@vA

dxdt+

Z
�

 1
@'

@vA�
dxdt =

Z T

0

' (b; t)2 dt

et en utilisant les conditions initiales et aux limites on a

h 1 (T ) ; '0i =
Z T

0

' (b; t)2 dt:
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Donc

h�'0; '0i = k'0k
2
Ĝ :

D’ou la continuité de la forme linéaire � qui admet un prolongement par continuité à la fermeture

de Ĝ: Nous présentons ce prolongement avec la même notation, donc � est une forme linéaire

continue coercive sur l’espace Ĝ:

Alors, d’après le lemme de Lax-Milgram (4.1) cité dans l’annexe pour tout � 2 Ĝ et pour chaque

� 2 G? l’équation �' = � admet une solution unique, on résulte que � est un isomorphisme de

Ĝ en G?. D’ou l’équation (2.13) admet une solution unique. De plus il est claire que le contrôle

u = ' (b; t) amène le système (2.1) à yd sur !:

Ce contrôle est optimal. En effet pour u; v 2 L2(0; T ); on a

J 0 (u) (v � u) =

Z T

0

(u (t)) (v (t)� u (t)) dt =

Z T

0

' (b; t) (v (t)� u (t)) dt:

Appliquer la formule de Green à f'; yv � yug ; on obtient

h' (T ) ; yv (T )� yu (T )i � h' (0) ; yv (0)� yu (0)i

=

Z
Q

['0 (t) (yv (t)� yu (t)) + ' (t) (y
0
v (t)� y0u (t))] dtdx

=

Z
Q

[' (t)A (yv (t)� yu (t))� A�' (t) (yv (t)� yu (t))] + (v (t)� u (t))' (b; t) dtdx

=

Z
�

(yv � yu)
@'

@vA�
dxdt+

Z
�

'

�
@yv
@vA

� @yv
@vA

�
dtd� +

Z T

0

(v (t)� u (t))' (b; t) dt

à partir des condition initiale et aux limites, on a

h'0; yv (T )� yu (T )i =
Z T

0

(v (t)� u (t))' (b; t) dt

comme yv (T )� yd; yu (T )� yd 2 G et '0 2 Ĝ; on déduit queZ T

0

(v (t)� u (t))' (b; t) dt = 0

ou encore

J 0 (u) (v � u) = 0

de la convexité de J ; on déduit le résultat (établit l’optimalité).
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2.2.2 Contrôle zone interne

Si on considère le système (2.1) dans le cas où il est excité par un actionneur zone (D; g) avec

D � 
 est le support de l’actionneur et g 2 L2(D) définit la distribution spatiale du contrôle sur

D: Dans ce cas on a

Bu = �Dg (x)u (t) : (2.14)

Le système (2.1) admet une solution unique telle que yu (T ) 2 H = H1
0 (
) :

G et Ĝ sont alors définis par (2.2) et (2.3).

Considérons le système 8>><>>:
@'

@t
(t) = �A�' (t) dans Q

' = 0 sur �

' (0) = '0 dans 


(2.15)

Ce problème admet une solution unique ' 2 L2(Q) voir [12]:

Soit l’application

k'0k
2
Ĝ =

Z T

0

hg; ' (t)i2L2(D) dt (2.16)

définit une semi-norme sur Ĝ:

Soit encore le système8>><>>:
@ 

@t
(t) = A (t) + hg; ' (t)iL2(D) g (x)�D dans Q

 = 0 sur �

 (0) = y0 dans 


(2.17)

On définit l’opérateur M de Ĝ dans G? par

M'0 = P ( (T )) (2.18)

M s’écrit

M'0 = P ( 0 (T ) +  1 (T )) (2.19)

où  0 est la solution de l’équation (2.10) et  1satisfait l’équation8>><>>:
@ 1
@t

(t) = A 1 (t) + hg; ' (t)iL2(D) g (x)�D dans Q

 1 = 0 sur �

 1 (0) = 0 dans 


(2.20)

En pose alors

�'0 = P ( 1 (T )) (2.21)
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le problème de la contrôlabilité régionale revient à la résolution de l’équation

�'0 = P (yd �  0 (T )) (2.22)

Nous avons alors le résultat suivant

Proposition 2.2 Si l’actionneur (D; g) est !-stratégique alors l’équation (2.22) admet une solution

unique '0 2 Ĝ. Le contrôle optimale permet le transfert régionale du système (2.1) de y0 à yd sur !

est donné par u (t) = hg; ' (t)iL2(D) :

La démonstration est similaire au cas précédent.

2.3 Contrôle frontière

Considérons le système excité par un actionneur frontière (zone ou ponctuel).

2.3.1 Contrôle ponctuel frontière

On considère le système 8>><>>:
@y

@t
(t) = Ay (t) dans Q

y (x; t) = �b (x)u (t) sur �

y (0) = y0 dans 


(2.23)

où b 2 @
:
La procédure est similaire à celle du cas ponctuel interne.

Soit encore le système 8>>>><>>>>:
@ 

@t
(t) = A (t) dans Q

 = � @'

@vA
(b; t) �b (�) sur �

 (0) = y0 dans 


(2.24)

telle que  =  0 +  1

où  0 et  1sont les solutions des systèmes8>><>>:
@ 0
@t

(t) = A 0 (t) dans Q

 0 = 0 sur �

 0 (0) = y0 dans 


(2.25)
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et 8>>>><>>>>:
@ 1
@t

(t) = A 1 (t) dans Q

 1 = �
@'

@vA
(b; t) �b (�) sur �

 1 (0) = 0 dans 


(2.26)

Il est alors évident que le problème de transfert régionale de y0 à yd sur ! revient à la résolution

de l’équation (2.22).

Nous avons alors le résultat suivant

Corollaire 2.1

Si l’actionneur (b; �b) est !-stratégique. Le contrôle

u� (t) = � @'

@vA
(b; t) �b (�)

assure le transfert régionale à coût minimum.

2.3.2 Contrôle zone frontière

On suppose que le système est excité par un actionneur zone frontière !-stratégique (�; 
) ;� �
@
; et 
 2 L2(�); et on considère le système8>><>>:

@y

@t
(t) = Ay (t) dans Q

y = ��
 (�)u (t) sur �

y (0) = y0 dans 


(2.27)

On munit Ĝ d’une semi-norme

k'0k
2
Ĝ =

Z T

0

h
; ' (t)i2L2(�) dt: (2.28)

La démarche est similaire au cas zone .

Soit encore le système 8>><>>:
@ 

@t
(t) = A (t) dans Q

 = ��
 (�) u (t) sur �

 (0) = y0 dans 


(2.29)

telle que  =  0 +  1

où  0 et  1sont les solutions des systèmes8>><>>:
@ 0
@t

(t) = A 0 (t) dans Q

 0 = 0 sur �

 0 (0) = y0 dans 


(2.30)
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et 8>><>>:
@ 1
@t

(t) = A 1 (t) dans Q

 1 = ��
 (�) u (t) sur �

 1 (0) = 0 dans 


(2.31)

Donc

u� (t) = �
�

;

@'

@vA
(t)

�
�

(2.33)

est le contrôle optimale qui permet le transfert du système (2.27) de y0 à yd sur !:

�L’expression de contrôle optimale pour chaque type d’actionneur est résumée dans le tableau

suivante
Actionneur contrôle

Ponctuel (b; �b) ' (b; t)

Zone (D; g) hg; ' (t)iL2(D)
Ponctuel frontière (b; �b) �@'

@v
(b; t) �b (�)

Zone frontière (�; 
) �
�

;
@'

@v
(t)

�
�

2.4 Simulation

Dans ce paragraphe, nous proposons une approche au problème de la contrôlabilité régional en

vue d’une simulation numérique. Nous donnons un algorithme permettant de calculer le contrôle

optimal permettant le transfert régionale du système.

Dans le cas où l’action est ponctuelle nous avons

Algorithme

(1) Initialiser '0 2 Ĝ:
(2) Résoudre l’équation (2.5) (! ' (b; t)).

(3) Résoudre l’équation (2.10) (!  0 (:; T )).

(4) Résoudre l’équation (2.11) (!  1 (:; T )).

(5) Tester si kyd �  0 (:; T )�  1 (:; T )k
2
L2(!) > " retour à l’étape (1). si non le contrôle optimal est

donné par u� (t) = ' (b; t) :

" étant la marge d’erreur permise.
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Exemple 2.1 On considère le système parabolique monodimensionnel décrit par8>>><>>>:
@y (x; t)

@t
= 0:01

@2y (x; t)

@x2
+ �b (x)u (t) (x; t) 2 ]0; 1[� ]0; T [

y (0; t) = y (1; t) = 0 t 2 ]0; T [
y (x; 0) = 0 x 2 ]0; 1[

(2.34)

Soit ! =
�
1

3
;
2

3

�
la région ou l’on désire amener le système à yd

Figure 2 : [8] Etat désiré exacte yd et état atteint ~yd sur

la région !

la figure 2 montre l’état désiré du système (en pointillé) et l’état atteint sur la région ! =
�
1

3
;
2

3

�
( en

continu).

Dans cet exemple, nous avons attient l’état désire sur ! avec une erreur kyd � ~ydk2L2(!) = 1:5: 10�5:
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Le contrôle est calculer à l’aide de la formule u� (t) = ' (b; t) est donné par la figure 3

Figure 3 : [8] Fonction contrôle pour le système

(2,34)
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Chapitre 3

Contrôlabilité régionale d’un système

hyperbolique linéaire

Dans ce chapitre, nous appliquons les résultats établis au premier chapitre pour la contrôlabilité

régionale de système de type hyperbolique. Nous donnons quelques définitions et propriétés liées

à la contrôlabilité après nous appliquons une méthode de résolution pour un contrôle régionale

interne.

3.1 Définitions et propriétés

Soit 
 un domaine borné de Rn (n = 1; 2; 3) de frontière assez régulière @
; pour T > 0 on note

Q = 
�]0; T [ et � = @
�]0; T [. Nous considérons un système décrit par l’équation8><>:
@2y

@t2
+ Ay = Bu dans Q

y (x; 0) = y0 (x) ;
@y

@t
(x; 0) = y1 (x) dans 


(3.1)

où

*A est un opérateur linéaire elliptique du second ordre à résolvante compacte qui engendre un

semi-groupe fS (t)gt�0fortement continu sur l’espace des états H:

*U = L2([0; T ];Rp) est l’espace des contrôles.

*(y0; y1) 2 H les états initiales:

*
�
yu;

@yu
@t

�
dénote la paire solution de l’équation (3.1) tel que

�
yu (T ) ;

@yu
@t
(T )

�
2 H .

Soit ! un ouvert non vide de 
 et soit la fonction restriction

�! : L
2 (
)� L2 (
)! L2 (!)� L2 (!)

(z1; z2)! (z1; z2) j!:
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Dont l’adjointe ��! : L
2 (!)� L2 (!)! L2 (
)� L2 (
) est définie par

��! (z1; z2) (x) =

(
(z1; z2) (x) si x 2 !
0 si x 2 
n!

Donnons des définitions de contrôl régionale compatibles à notre cas comme suite

Définition 3.1 Le système (2:1) est dit exactement régionalement contrôlable sur ! (ou encore exac-

tement !-contrôlable) ssi

8y1d; y2d 2 L2 (!) ;9u 2 L2([0; T ]; U) tel que
�
yu (T ) ;

@yu
@t
(T )

�
j! =

�
y1d; y

2
d

�
:

Définition 3.2 Le système (2:1) est dit faiblement régionalement contrôlable sur ! (ou encore faible-

ment !-contrôlable) ssi

8y1d; y2d 2 L2 (!) ; " > 0;9u 2 L2([0; T ]; U) tel que


yu (T )� y1d




L2(!)

+





@yu@t (T )� y2d






L2(!)

� ":

Remarque 3.1 Si J (u) = 1

2

Z T

0

kuk2 dt désigne le coût de transfert, alors pour tout ! � 
; le coût

de transfert régional sur ! est inférieur à celui du transfert sur tout 
. En effet notons

W
 =

�
u 2 L2[0; T ]=

�
yu (T ) ;

@yu
@t
(T )

�
=
�
y1d; y

2
d

�
sur 


�
:

W! =

�
u 2 L2[0; T ]=

�
yu (T ) ;

@yu
@t
(T )

�
=
�
y1d; y

2
d

�
sur !

�
:

Comme de façon évident, W
 � W!; alors il s’en suit

min
u2W!

J (u) � min
u2W


J (u) :

3.2 Problème de contrôle régional interne

Considérons le système hyperbolique évoluant sur 
 à un état désiré (y1d; y
2
d) sur un sous région

! � 
 et excité par un actionneur zone interne (g;D) :8>>><>>>:
@2y

@t2
�4y = �Dgu dans Q

y (x; 0) = y0 (x) ;
@y

@t
(x; 0) = y1 (x) dans 


y (�; t) = 0 sur �

(3.2)

où (y0; y1) 2 H = H1
0 (
)� L2 (
) et g 2 L2 (
) :
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et le problème 8>>>><>>>>:
Trouver u 2 L2 (0; T ) t.q

min
u2L2(0;T )

J (u) = 1

2
kuk2L2(0;T )

yu (T ) = y1d et
@yu
@t
(T ) = y2d sur !

(3.3)

Où
�
yu;

@yu
@t

�
la solution de (3.2), (y1d; y

2
d) 2 L2 (!)� L2 (!) est l’état désiré au temps T:

Considérons l’ensemble suivant

G = fg 2 H : g = 0 sur !g :

Ce problème sera résolu par une approche qui est une extension de méthode HUM (voir 1). Les

étapes sont les suivant

Soit ('0;�'1) 2 G, on considère le système homogène8>>><>>>:
@2'

@t2
��' = 0 dans Q

' (x; T ) = '0 (x) ;
@'

@t
(x; T ) = '1 (x) dans 


' (�; t) = 0 sur �

(3.4)

Ce problème admet une solution unique ' 2 C (0; T ;H1
0 (
)) \ C1 (0; T ;L2 (
)) ; (voir [12]):

Soit l’application

k('0; '1)k
2
G =

Z T

0

h'; giL2(D) dt (3.5)

qui définit une semi-norme sur G

et nous considérons aussi le système8>>><>>>:
@2 

@t2
�� = �h'; giL2(D) �Dg dans Q

 (x; 0) = y0 (x) ;
@ 

@t
(x; 0) = y1 (x) dans 


 (�; t) = 0 sur �

(3.6)

(3.6) admet une solution unique tel que
�
 (T ) ;

@ 

@t
(T )

�
2 H1

0 (
)� L2 (
) :

Soit M un opérateur affine définit par

M ('1;�'0) = P
�
 (T ) ;

@ 

@t
(T )

�
où P = ��!�!:
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�
 (T ) ;

@ 

@t
(T )

�
=

�
 0 (T ) ;

@ 0
@t

(T )

�
+

�
 1 (T ) ;

@ 1
@t

(T )

�
où  0 et  1 sont les solutions des

systèmes 8>>><>>>:
@2 0
@t2

�� 0 = 0 dans Q

 0 (x; 0) = y0 (x) ;
@ 0
@t

(x; 0) = y1 (x) dans 


 0 (�; t) = 0 sur �

(3.7)

et 8>>><>>>:
@2 1
@t2

�� 1 = �h'; giL2(D) �Dg dans Q

 1 (x; 0) = 0;
@ 1
@t

(x; 0) = 0 dans 


 1 (�; t) = 0 sur �

(3.8)

respectivement, nous considérerons l’opérateur

� ('1;�'0) = P
�
 1 (T ) ;

@ 1
@t

(T )

�
: (3.9)

� est un opérateur symétrique et bornée.

Alors le problème de contrôlabilité régional interne se ramené a résoudre l’équation

� ('1;�'0) = �P
�
 0 (T ) ;

@ 0
@t

(T )

�
+ ��!

�
y1d; y

2
d

�
: (3.10)

et nous avons le résultat principal suivant

Théorème 3.1 Si (3.2) est faiblement !-contrôlable, alors l’équation (3.10) a une solution unique

'0; '1 et le contrôle u� = �h'; giL2(D) permettant de passer le système (3.1) à l’état (y1d; y
2
d) sur !

à l’instant T , où ' est la solution de système (3.4), de plus ce contrôle est la solution de problème

(3.3).

Preuve. On peut écrire le système (3.2) sous la forme

@

@t

0@ y
@y

@t

1A =

 
0

4
I

0

!0@ y
@y

@t

1A+ 0

�Dg

!
u:

Si on pose

Z =

0@ y
@y

@t

1A ;A =
 
0

4
I

0

!
et B =

 
0

�Df

!
:

On aura

Z 0 = AZ +Bu:

Avec l’adjoint de A est
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A� = �A =
 

0

�4
�I
0

!
:

Aussi le système (3.4) est équivalent à8>>>>>><>>>>>>:

0@ '
@'

@t

1A+A�
0@ '

@'

@t

1A = 00@ ' (T )
@'

@t
(T )

1A =

 
'0 (x)

'1 (x)

! (3.11)

Considérons l’opérateur LT défini par

LT : L2([0; T ];Rp)! L2(
)� L2(
)

u 7!
�
yu (T ) ;

@yu
@t
(T )

�
:

D’après la proposition (1.4) le système (3.2) est faiblement !-contrôlable ssi Im�!LT = L2 (!) ce

qui est équivalent à kerL�T��! = f0g. Avec L�T��! = B�S� (T � :)��! d’après la proposition (1.5).

La semi-norme (3.5) est une norme, en effet

k('0; '1)kG = 0) h'; giL2(D) = 0 sur [0; T ]:

Donc on a * 
�Dg

0

!
;

0@ '
@'

@t

1A+
L2(
)�L2(
)

= 0, B�

0@ '
@'

@t

1A = 0:

Ou 0@ ' (t)
@'

@t
(t)

1A = S� (T � t)

 
'0

'1

!
est la solution du système (3.11).

Où fS�(�t)gt�0 est le semi-groupe généré par �A�:(voir la remarque (1.1)).

Ainsi

h'; �DgiL2(
) = 0, B�S� (T � t)

 
'0

'1

!
= 0:

Donc

 
'0

'1

!
2 kerL�T��!: Comme le système (3.2) est est faiblement !-contrôlable, alors '0 =

'1 = 0 et (3.5) est une norme.

Soient Ĝ est le complétion de G par la norme (3.5) et Ĝ� est son dual. Nous montrons que � est

un isomorphisme de Ĝ en Ĝ�. En effet

h� ('1;�'0) ; ('1;�'0)i = h 1 (T ) ; '1i �
�
@ 1
@t

(T ) ; '0

�
(3.12)
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On multiplie l’équation (3.4) par  1 =  1 (x; t) et on intégre par partie, d’aprés la formule de

Green on aZ T

0

h'; giL2(D) �Dg'dt = h 1 (T ) ; '1i �
�
@ 1
@t

(T ) ; '0

�
+

�
@ 1
@t

(0) ; ' (0)

�
�
�
 1 (0) ;

@'

@t
(0)

�
(3.13)

et par utilisation des conditions initiales et aux limites on aZ T

0

h'; gi2L2(D) dt = h 1 (T ) ; '1i �
�
@ 1
@t

(T ) ; '0

�
(3.14)

De (3.12) et (3.14), on a

h� ('1;�'0) ; ('1;�'0)i = k('1;�'0)k
2
Ĝ :

Soient ('1; '0) ; (�1; �0) 2 G et � (x; t) est un solution de (3.4) tel que
�
� (T ) ;

@�

@t
(T )

�
= (�0; �1) :

On multiplie l’équation (3.8) par � et l’on intègre sur Q. On obtient

h� ('1;�'0) ; (�1;��0)i = h�1 (T ) ; '1i �
�
@�1
@t
(T ) ; '0

�
=

Z T

0

h'; giL2(D) h�; giL2(D) dt (3.17)

Donc

h� ('1;�'0) ; (�1;��0)i = h('1;�'0) ; (�1;��0)iĜ (3.18)

De (3.17), (3.18) et d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

jh� ('1;�'0) ; (�1;��0)ij � k('1;�'0)k
Ĝ
k(�1;��0)k

Ĝ
8 ('1;�'0) ; (�1;��0) 2 G

d’ou la continuité de la forme bilinéaire � qui admet un prolongement par continuité à la fer-

meture de Ĝ, nous présentons ce prolongement avec la même notation, donc � est une forme

bilinéaire continue coercive sur l’espace de Hilbert Ĝ:

Alors d’après le lemme de Lax-Milgram (4.1) dans l’annexe pour tout (�0; �1) 2 Ĝ et pour chaque

(�0; �1) 2 Ĝ� l’équation � ('0; '1) = (�0; �1) admet une solution unique, on résulte que � est un

isomorphisme de Ĝ en Ĝ�.

Donc (3.10) admet une solution unique et u� (t) = �h'; giL2(D) permet d’amener l’état du système

(3:2) à (y1d; y
2
d) sur la région ! à l’instant T:

supposons que u; v deux solution de (3.3), alors

J 0 (u�) (u� v) = �
Z T

0

h'; giL2(D) (u (t)� v (t)) dt:

Appliquer la formule de Green à f'; yu � yvg pour obtenirZ T

0

h'; giL2(D) (u (t)� v (t)) dt =

�
@yu
@t
(T )� @yv

@t
(T ) ; ' (T )

�
�
�
@yu
@t
(0)� @yv

@t
(0) ; ' (0)

�
+

�
yu (0)� yv (0) ;

@'

@t
(0)

�
�
�
yu (T )� yv (T ) ;

@'

@t
(T )

�
:
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D’après les conditions initiales et les conditions aux bords on a��
yu (T ) ;

@yu
@t
(T )

�
�
�
yv (T ) ;

@yv
@t
(T )

�
; ('1;�'0)

�
=

Z T

0

h'; giL2(D) (u (t)� v (t)) dt:

Comme u et v transfère le système (3.2) à (y1d; y
2
d), on a J 0 (u�) (u� v) = 0. Donc u� est unique

d’après la convexité de J (établit l’optimalité).

Remarque 3.2 Dans le cas le système (3.2) excité par un actionneur ponctuel interne on peut ré-

soudre par les mêmes techniques.

3.3 Simulation

Dans cette section, nous donnons les résultats obtenus qui sont liés au choix de la sous-région,

l’état désiré et l’emplacement de l’actionneur. Considérons le système unidimensionnel excité dans

le cas où l’action est ponctuel.

On considère le système hyperbolique décrit par8>>><>>>:
@2y

@t2
(x; t)� @2y

@x2
(x; t) = u (t) �b (x) (x; t) 2 ]0; 1[� ]0; T [

y (x; 0) = 0;
@y

@t
(x; 0) = 0 x 2 ]0; 1[

y (0; t) = y (1; t) = 0 t 2 ]0; T [

Nous prenons T = 2; ! = ]0:4; 0:64[ ; b = 0:84; et les états désirés (y1d; y
2
d) : En appliquant l’algo-

rithme de l’approche numérique (voir [19]) nous obtenons

Figure 4 : [19] Position désirée et finale

sur !:
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Figure 5 : [19] Vitesse désirée et finale

sur !:

Figure 6 : [19] Evolution de la fonction de

contrôle.
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Chapitre 4

Actionneurs et contrôlabilité régionale

frontière

Dans ce chapitre, on considère le problème de la contrôlabilité régionale dans lequel la région

cible est située sur la frontière du domaine 
: Il s’agit là du cas où l’on ne désire suivre l’évolution

de l’état du système que sur un partie � de la frontière @
 du domaine 
: C’est le cas par exemple

où la région � correspond à la sortie d’un réacteur là ou l’on veut réguler la concentration d’un

substrat, ou l’exemple de contrôler la température de la face supérieure du parallélépipède par

action interne (voir la figure 7)

Figure7 : [18] Exemple de contrôler la température de la

face supérieure du parallélépipède par action interne.

L’objet de ce chapitre est d’établir le lien entre la structure des actionneurs et la contrôlabilité

régionale frontière. Les résultats obtenus sont illustrés sur un exemple dans le cas d’un système

décrit par une équation parabolique bidimensionnelle.
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4.1 Définitions et propriétés

Soit 
 un domaine borné de Rn (n = 1; 2; 3) de frontière assez régulière @
 et � une partie de

@
; pour T > 0 on note Q = 
�]0; T [ et � = @
�]0; T [. Nous considérons un système linéaire

décrit par l’équation 8>>>><>>>>:
@y

@t
(x; t) = Ay(x; t) +Bu(t) dans Q

@y

@vA
(�; t) = 0 sur �

y (x; 0) = y0 dans 


(4.1)

Où

*A est un opérateur linéaire différentiel d’ordre 2 à résolvante compacte qui engendre un semi-

groupe fortement continu fS (t)gt�0 sur l’espace des états L2 (
) :

*B 2 L(Rm; L2 (
)); u 2 L2(0; T;Rm) et y0 2 L2 (
) :
Soit yu la solution de (4.1) quand il est excité par le contrôle u et on suppose que (4.1) admet

une solution unique tel que yu (T ) 2 H1 (
) :

*
0 : H1 (
)! L2 (@
) désigne l’opérateur trace d’ordre zéro, linéaire continu, 
�0 est l’opérateur

adjoint de 
0:

Soit � � @
 et soit la fonction restriction

�� : L
2 (@
)! L2 (�)

z 7! ��z = zj�:
Dont l’adjointe ��� : L

2 (�)! L2 (@
) est donnée par

���0 (z) (x) =

(
z (x) si x 2 �
0 si x 2 @
n�

Soit l’opérateur LT : U ! H1 (
) défini par

u 7!
R T
0
S (T � �)Bu(�)d� :

Sans perte de généralité, on peut supposer dans la suite y0 = 0:

Définition 4.1 On dit que le système (4.1) est exactement (resp faiblement) régionalement frontière

contrôlable sur � si pour tout yd 2 L2 (�) et pour tout " > 0; il existe un contrôle u 2 U tel que

��(
0yu (T )) = yd (resp k��(
0yu (T ))� ydkL2(�) � ").
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Proposition 4.1 Supposons que sup rm = r <1; où rm est la multiplicité de la valeur propre �m
La suite des actionneur (Di; gi)1�i�p est �-stratégique si et seulement si

i) p � r

ii) rang Mm = rm

où

(Mm)i;j =

8<:
D
'mj

; gi

E
L2(Di)

Cas zone

'mj
(bi) Cas ponctuel

pour 1 � i � p; 1 � j � rm

Remarque 4.1 Nous pouvons généraliser les caractéristiques, les théorèmes et les définitions du pre-

mier chapitre (contrôlabilité régionale interne) au cas frontière sans difficulté.

4.2 Application

Considérons le système bidimensionnel décrit par l’équation parabolique sur 
 = ]0; a[� ]0; d[ par8>>>><>>>>:
@y

@t
(x1; x2; t) =

@2y

@x21
(x1;x2; t) +

@2y

@x22
(x1;x2; t) +Bu(t) dans Q

@y

@v
(�1; �2; t) = 0 sur �

y (x1; x2; 0) = 0 dans 


(4.2)

Nous allons appliquer les résultats du théorème précédent aux cas suivants

4.2.1 Cas ponctuel

On considère le système (4.2) dans le cas où il est excité par un actionneur ponctuelle (b; �b) avec

b est la support de l’actionneur et �b définit la distribution spatiale du contrôle sur b; le système

(4.2) devient8>>>><>>>>:
@y

@t
(x1; x2; t) =

@2y

@x21
(x1; x2; t) +

@2y

@x22
(x1;x2; t) + �b (x)u(t) dans Q

@y

@v
(�1; �2; t) = 0 sur �

y (x1; x2; 0) = 0 dans 


(4.3)

Actionneur frontière

Dans se cas l’actionneur est localisé au point b 2 @
:
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*Si b = (�; 0)(figure 8) avec 0 < � < a

Figure 8 : [8] L’emplacement de

l’actionneur dans le cas ponctuel

frontière (b = (�; 0)):

on a

Corollaire 4.1

L’actionneur n’est pas �-stratégique s’il existe k 2 N� tel que 2k
�

a
est impaire.

*Si b = (0; �)(figure 9) avec 0 < � < d:

Figure 9 : [8] L’emplacement de

l’actionneur dans le cas

ponctuel frontière (b = (0; �)):

on a

Corollaire 4.2

L’actionneur n’est pas �-stratégique s’il existe l 2 N�tel que 2l
�

d
est impaire.
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Actionneur interne

Dans ce cas l’actionneur est localisé au point b = (�; �) 2 
, avec 0 < � < a et 0 < � < d (figure

10).

Figure10 : [8] L’emplacement de

l’actionneur dans le cas ponctuel

interne (b = (�; �)):

alors on a

Corollaire 4.3

L’actionneur n’est pas �-stratégique s’il existe k; l tel que 2k
�

a
ou 2l

�

d
est impaire.

4.2.2 Cas zone

Si on considère le système (4.2) dans le cas où il est excité par un actionneur zone (D; g) avec

D est la support de l’actionneur et g 2 L2(D) définit la distribution spatiale du contrôle sur D :

Dans ce cas le système (4.2) devient8>>>><>>>>:
@y

@t
(x1; x2; t) =

@2y

@x21
(x1;x2; t) +

@2y

@x22
(x1;x2; t) + �Dg (x)u(t) dans Q

@y

@v
(�1; �2; t) = 0 sur �

y (x1; x2; 0) = 0 dans 


(4.4)

Pour 0 < �1 < �2 < a et 0 < �1 < �2 < d; on note

�1 =
�1 + �2
2

; �2 =
�1 + �2
2

; �1 =
�1 � �2
2

; �2 =
�1 � �2
2

On suppose que
a2

d2
=2 Q; un seul actionneur suffit pour assurer la contrôlabilité régionale frontière

sur �:
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Actionneur frontière

*Dans ce cas le support de l’actionneur D � @
 avec D = ]�1; �2[� fdg (figure (11))

Figure11 : [8] L’emplacement de

l’actionneur dans le cas zone frontière

(D = ]�1; �2[� fdg) :

on a le résultat suivant

Corollaire 4.4

i) Si g est uniformément distribuée sur ]�1; �2[� fdg (ou sur ]�1; �2[� f0g ) alors l’actionneur n’est

pas �-stratégique si
�1
a
2 Q ou il existe k 2 N� tel que 2k

�1
a

est impaire.

ii) Si g est symétrique par rapport au point (�1; 0) ou par rapport au point (�1; d) ; alors l’actionneur

n’est pas �-stratégique si
�1
a
2 Q:

iii) Si g est symétrique par rapport à l’axe x = �1; alors l’actionneur n’est pas �-stratégique s’il existe

k 2 N� tel que 2k
�1
a

est impaire.
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*Dans le cas (figure (12)) le support de l’actionneur D � @
 avec D = f0g � ]�1; �2[

Figure12 : [8] L’emplacement de

l’actionneur dans le cas zone frontière

(D = f0g � ]�1; �2[) :

et on a le résultat suivant

Corollaire 4.5

i) Si g est uniformément distribuée surf0g� ]�1; �2[ (ou sur fag � ]�1; �2[ ) alors l’actionneur n’est

pas �-stratégique si
�2
d
2 Q ou il existe l 2 N� tel que 2l

�2
a

est impaire.

ii) Si g est symétrique par rapport au point (0; �2) ou par rapport au point (a; �2) ; alors l’actionneur

n’est pas �-stratégique si
�2
d
2 Q:

iii) Si g est symétrique par rapport à l’axe y = �2; alors l’actionneur n’est pas �-stratégique s’il existe

l 2 N� tel que 2l
�2
d

est impaire.
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Actionneur interne

Dans ce cas l’actionneur est localisé à l’intérieur du domaine 
 avec le support rectangulaire

D = ]�1; �2[� ]�1; �2[ (figure 13).

Figure13 : [8] L’emplacement

de l’actionneur dans le cas

zone interne

(D = ]�1; �2[� ]�1; �2[) :

Corollaire 4.6

i) Si g est uniformément distribuée sur ]�1; �2[� ]�1; �2[ alors l’actionneur n’est pas �-stratégique si

l’une des conditions suivantes est satisfaite
�1
a
2 Q ou

�2
d
2 Q; il existe k; l 2 N� tel que 2k

�1
a

ou

2l
�2
d

est impaire.

ii) Si g est symétrique par rapport au point (�1; �2) ; alors l’actionneur n’est pas �-stratégique si
�1
a
2 Q ou

�2
d
2 Q:

iii) Si g est symétrique par rapport à l’axe x = �1 (resp. par rapport à l’axe y = �2); alors l’actionneur

n’est pas �-stratégique s’il existe k 2 N� tel que 2k
�1
a

est impaire (resp. s’il existe l 2 N� tel que 2l
�2
d

est impaire.

4.2.3 Table récapitulative

On résume les résultats précédents dans les tableaux ci-dessous
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Actionneur zone

Localisation de l’actionneur Cas non �-stratégiques

D = [�1; �2]� f0g où [�1; �2]� fdg

*g uniformément distribuée sur D:
�1
a
2 Q où 9k 2 N� tel que 2k

�1
a

est impaire.

* Si g est symétrique par rapport à (�1; 0) où (�1; d)
�1
a
2 Q:

*g est symétrique par rapport à l’axe x = �1

9k 2 N� tel que 2k
�1
a

est impaire:

D = f0g � [�1; �2] où fag � [�1; �2]

*g uniformément distribuée sur D
�2
d
2 Q où 9l 2 N� tel que 2l

�2
a

est impaire.

�g est symétrique par rapport au point (0; �2) où (a; �2)
�2
d
2 Q:

�g est symétrique par rapport à l’axe y = �2

9l 2 N� tel que 2l
�2
d

est impaire.

D = ]�1; �2[� ]�1; �2[

g uniformément distribuée sur D
�1
a
2 Q ou

�2
d
2 Q ou

9k 2 N� tel que 2k
�1
a

est impaire ou

9l 2 N� tel que 2l
�2
d

est impaire

�g est symétrique par rapport à (�1; �2)
�1
a
2 Q où

�2
d
2 Q:

�g est symétrique par rapport à l’axe

x = �1(resp.y = �2)

9k 2 N� tel que 2k
�1
a

est impaire

(resp.9l 2 N� tel que 2l
�2
d

est impaire).
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Actionneur ponctuel

Localisation de l’actionneur Cas non �-stratégiques

� 2 ]0; a[ et � = 0 ou � = d 9k 2 N� tel que 2k
�

a
est impaire

� 2 ]0; d[ et � = 0 ou � = a 9l 2 N� tel que 2l
�

d
est impaire

� 2 ]0; a[ et � 2 ]0; d[
9k 2 N� tel que 2k

�

a
est impaire ou

9l 2 N�tel que 2l
�

d
est impaire
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Annexe

Définition 4.2 (La Norme) Soit E un espace vectorielle sur le corps | = R ou | = C, on appelle

norme sur l’espace E toute fonction noték:k définie sur E à valeurs dans R+, telle que

i) kxk = 0() x = 08x 2 E:
ii) k�xk = j�j kxk 8� 2 |8x 2 E:
iii) kx+ yk � kxk+ kyk ;8x; y 2 E:

Définition 4.3 (Espaces normés) Soit E un espace vectorielle corps ou, on dit que E espace vecto-

rielle normé s’il est muni d’une norme.

Définition 4.4 (Espaces complets) Un espace vectorielle normé (E; k:k) est dit complet, si toute

suite de Cauchy xn d’élément de E est une suite convergente dans E.

Définition 4.5 (Produit scalaire) Soit E un espace vectoriel sur |; on appelle Produit scalaire

toute application h:; :i : E � E �! | vérifie les propriétés suivantes

i) h�x+ �z; yi = � hx; yi+ � hz; yi 8x; y; z 2 E; 8�; � 2 |:
ii) hx; yi = hy; xi 8x; y 2 E:
iii) hx; xi � 0 8x 2 E et hx; xi = 0 si et seulement si x = 0:

Définition 4.6 (Espace dual) On appelle espace dual de E c.à.d. l’espace des formes linéaires conti-

nues de E dans le corps |, noté E� c à d : E� = L(E;|). E est appelé espace primal.

Lorsque ' est un élément de l’espace dual et x un élément de l’espace primal, on utilise parfois la

notation du crochet de dualité : '(x) = h'; xi (i.e) L’ensemble des formes linéaires sur E, avec

l’addition définie par : (l + m)(x) = l(x) + m(x) et la multiplication par les scalaires définie par :

(�l)(x) = �l(x):

Définition 4.7 Soit E un espace de Banach et soit J l’injection canonique de E dans E��. On dit que

E est réflexif si J(E) = E��:

Définition 4.8 (Espace de Banach) On appelle espace de Banach tout espace vectorielle normé et

complet pour la distance déduite de la norme.

Définition 4.9 (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit

scalaire, et qui est complet pour la norme associée à ce produit scalaire.
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Proposition 4.2 [7] Soient X; Y; Z des espaces de Banach et F 2 L(X;Z), G 2 L(Y; Z) alors

ImF � ImG() 9
 > 0 : kG�zkX� � 
 kF �zkY � ;8z 2 Z:

Définition 4.10 On dit qu’un opétrateur est fermé si G (A) est fermé.

Définition 4.11 Soit a(u; v) une forme bilinéaire sur l’espace de Hilbert H:

*a est dit continue s’il existe une constante M > 0 telle que

ja(u; v)j �M kuk kvk 8u; v 2 H.

*a est dit coercive s’il existe une constante � > 0 telle que

ja(v; v)j � � kvk2 8v 2 H .

Lemme 4.1 (Lax-Milgram)

Soit a(u; v) une forme bilinéaire, continue et coercive sur l’espace de HilbertH: Alors pour tout ' 2 H�

il existe u 2 H unique tel que

a(u; v) = h'; vi , 8v 2 H .

Définition 4.12 On dit que A est un opérateur elliptique d’ordre 2 si8>>>>>>><>>>>>>>:

A = a0 +
nX

i;j=1

@

@xi

�
ai;j

@

@xj

�
avec a0; ai;j 2 D

�
�
� [0; T ]

�
et il existe � > 0 tel que

a0 � � et
nX

i;j=1

ai;j�i�j � �
nX
j=1

���j��2 8� = ��1;:::;�n� 2 Rn
Formule de Green et d’intégration par parties

Pour � 2 �; on note v (�) = (v1 (�) ; :::; vn (�)) le vecteur normale à � en �; sortant de 
:

Pour ' 2 H2 (
) ; on appelle conormale de '; la quantité

@' (�)

@vA
=

nX
i=1

nX
j=1

ai;j (�; t) vi (�) @j' (�) � 2 �

et on a
@'

@vA
2 H 1

2 (�) :

La formule de Green s’écritZ



(A )'dx�
Z



 (A�') dx =

Z
�

 
@'

@vA�
d��

Z
�

@ 

@vA
'd�
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pour ';  2 W (0; T ) = ff=f; f 0 2 L2 (0; T ;H)g
ou H est un espace de Hilbert munit du produit scalaire h , i ; la formule d’intégration par parties

s’écrit Z T

0

h'0 (t) ;  (t)i dt+
Z T

0

h' (t) ;  0 (t)i dt = h' (T ) ;  (T )i � h' (0) ;  (0)i :

Définition 4.13 (Fonctions convexes) Soit S est un convexe non vide de Rn; on appelle fonction

convexe tout fonction f : S ! R vérifie

f(�x1 + (1� �)x2) � �f(x1) + (1� �)f(x2) 8x1; x2 2 S; 8� 2 [0; 1] :
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