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Résumé 
 

L’objectif de ce travail est d’étudier l'existence locale, globale et le 
comportement asymptotique de la solution d'un problème de 
viscoélasticité non linéaire de type hyperbolique, fait par S. Berrimi et 
S. A. Messaoudi en [5]. 
De plus, nous avons étudié le cas où la solution de notre problème 
explose en temps fini. 
Mots clés:  viscoélasticité, fonction de relaxation, solution locale, 
solution globale, énergie, décroissance exponentielle, décroissance 
polynômiale, explosion. 
 

 ملخص

الكلي و السلوك التقاربي للحل لمشكل اللزوجة  نا ھو دراسة الوجود المحلي ,لھدف من عملا  

.[5]   في بريمي ومسعودي الذي قام به غير الخطي من النمط الزائدي  

منتھي.      زمنفي  أين يمكن لحل مشكلتنا أن ينفجر دراسة حالةقمنا ب علاوة على ذلك ,  

 

Abstract 

The objective of this work is to study the locale, global existence and 
asymptotic behavior of the solution of a nonlinear viscoelastic 
hyperbolic problem, done by S. Berrimi and S.A. Messaoudi in [5]. 
More, we have studied the case where the solution blow-up in finite 
time. 
Keywords: viscoelasticity, relaxation function, local solution, global 
solution, energy, exponential decay, polynomial decay, blow-up. 
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Introduction générale

Nous rappelons les résultats et les développements de ce thème par certains travaux, nous com-

mençons par le problème général suivant :

8>><>>:
jutj� utt ��u��utt +

R t
0
g(t� s)�u(s)ds� c�u+ a jutjm�2 ut + b jujp�2 u = 0; x 2 
; t > 0;

u(x; t) = 0; x 2 @
; t > 0;
u(x; 0) = u0(x); ut(x; 0) = u1(x), x 2 
;

(1)

où 
 est un ouvert borné avec une frontière régulière � dans Rn telle que n � 1; � vérifié :

0 < � < 2=(n � 2) si n � 3; ou � > 0 si n = 1:2 et g est une fonction positive satisfaite les

conditions suivantes :

g (0) > 0; 1�
Z 1

0

g(s)ds = l > 0:

et

g0(t) � ��gp(t); t � 0; 1 � p <
3

2
:

Cavalcanti [7], a étudié l’équation non linéaire suivante :

jutj� utt ��u��utt +
Z t

0

g(t� s)�u(s)ds� k�ut = 0;

l’auteur a montré l’existence globale dans L1((0;1) ; H1
0 (
)) pour k � 0 et le comportement

asymptotique pour k > 0, dans l’absence du terme d’explosion forte �ut dans 
, il a prouvé la

décroissance exponentielle de l’énergie si la fonction de relaxation g(t) décroit exponentiellement

vers 0, il a utilisé l’énergie (modifiée) pour prolonger la stabilité asymptotique dans le cas k = 0.

Cavalcanti [9] a étudié l’équation (pour � = 0; m = 2; b = 0; �utt = 0)

utt ��u+
Z t

0

g(t� s)�u(s)ds+ a(x)ut + juj� u = 0;

pour � > 0; g est une fonction positive et a : 
! R+ vérifié a(x) � a0 > a dans w � 
, w satisfait

quelque géométrie et

��1g(t) � g0(t) � ��2g(t);

les auteurs ont montrés la décroissance de façon exponentielle, le dernier résultat a modifié dans

l’article [8] par Cavalcanti et dans l’article [4] par Birrimi et Messaoudi. Dans leur travail,

Cavalcanti dans [8] a considéré deux situations : la dissipation interne dans une partie 
 et la

dissipation viscoélasticité (dissipation faible) dans une autre partie, il a prouvés la décroissance

exponentielle ou polynômiale d’après des conditions sur g. D’autre part Birrimi et Messaoudi
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dans [4] ont montrés que la dissipation interne est non linéaire. Ainsi ils ont prouvés que le

terme mémoire est suffisant pour stabiliser le système et la solution décroit exponentiellement si

la fonction g vérifiée la relation

g0(t) � ��g(t); t � 0:

Messaoudi [30], a montré la non existence globale pour l’équation suivante :

utt ��u+
Z t

0

g(t� s)�u(s)ds+ a jutjm�2 ut = jujp�2 u;

il a prouvé sous certains relation entre p, m et g l’explosion et l’existence globale, ce travail a

généralisé par Georgiev et Todorova dans [14] et Messaoudi dans [28], ils ont trouvés le même

résultat pour l’équation des ondes (g = 0).

Dans l’article [27], les auteurs ont considérés l’équation suivante :

utt ��u+
Z t

0

g(t� s)�u(s)ds+ a jutjm�2 ut � b jujp�2 u = 0;

Ils ont changés le terme d’explosion non linéaire a jutjm�2 ut par a jutj, ensuite ils ont montrés

l’explosion de la solution dans l’absence de terme viscoélastique (g = 0) et pour a = 0; dans ce cas

le terme mémoire est suffisant pour l’explosion du solution en temps fini avec énergie négative

(voir [2]). Pour b = 0 le terme d’explosion assure l’existence globale voir ( [16],[28]).

Georgiev et Todorova [14] ont développés le travail de Livine dans le cas où le terme d’explo-

sion est non linéaire, tel que le terme est changé par a jutjm�2 ut, dans leurs travail les auteurs

ont introduit une méthode différente pour déterminer une relation entre m et p; précisément ils

montraient l’existence globale si m > p et l’explosion si m < p:

Messaoudi [28], a prouvé l’explosion de la solution sans que l’énergie soit négative, pour plus

des résultats de même nature (voir [23], [38]).

Khaled Zennir dans [40] a étudié l’équation suivante :

utt ��u� !�ut +

Z t

0

g(t� s)�u(s)ds+ a jutjm�2 ut = b jujp�2 u; x 2 
; t > 0;

pour ! > 0; g 6= 0 et m � 2; il a démontré l’existence locale par la méthode de Faedo-Galerkin et

la méthode de point fixe, il a prouvé que la solution locale est globale lorsque le temps tends vers

l’infini, ensuite il a étudié le comportement asymptotique de cette solution. Enfin, il a montré que

l’énergie associée à la solution décroît exponentiellement.

Dans ce mémoire, nous considérons le problème hyperbolique de viscoélasticité suivant :8>><>>:
utt ��u+

R t
0
g(t� s)�u(s)ds = juj
 u; x 2 
; t > 0;

u (x; t) = 0; x 2 @
; t > 0;

u(x; 0) = u0(x); ut(x; 0) = u1(x); x 2 
,

(2)
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qui a étudié par Berrimi et Messaoudi [5], ils ont montrés que la dissipation donnée par le terme

intégrale (viscoélastique) est suffisante pour stabiliser la solution avec la décroissance de façon

exponentielle ou polynômiale.

Notre mémoire se compose en trois chapitres :

chapitre 1 :

Dans ce chapitre nous rappelons les principaux notions dont nous aurons besoins, commençons

par les espaces normés, Banach et Hilbert, après nous donnerons les espaces Lp, les espaces de

Sobolev. finalement nous présentons les inégalités nécessaires qui sont utilisées dans ce mémoire

et aussi nous citons quelques théorèmes utiles.

chapitre 2 :

Dans ce chapitre nous étudions l’existence locale en utilisant la méthode de Faedo-Galarkin, ainsi

la méthode de point fixe.

Nous considèrons pour u 2 C([0; T ]; H1
0 (
)) le problème linéaire suivant :

vtt ��v +
Z t

0

g(t� s)�v (s) ds = juj
 u; x 2 
; t > 0; (3)

avec la condition initiale

v(x; 0) = u0(x); vt(x; 0) = u1(x); x 2 
;

et la condition aux bord

v(x; t) = 0; t > 0; x 2 @
;

et nous allons montrer que le problème admet une solution locale unique v par la méthode

de Faedo-Galarkin, cette méthode consiste une approximation de la solution, ensuite on obtient

une estimation à priori nécessaire pour garantir la convergence de cette approximation. Comme la

solution existe pour le problème (3), nous allons utiliser le théorème de l’application contractante

pour montre l’existence locale de notre problème (2).

De plus, nous allons prouver que la solution locale est globale, pour cela nous allons démontrer

que la norme ku (t)k2 + kru (t)k2 dans l’espace de l’énergie L2(
) �H1
0 (
) de notre solution est

borné avec une constante indépendant du temps t.

Chapitre 3 :

Ce chapitre est dévisé en deux sections :

Dans la section 1 :

Nous allons étudions le comportement asymptotique de la solution, c’est-à-dire si la solution et g

la fonction de relaxation satisfait quelques conditions alors pour p = 1 notre solution décroit de

façons exponentielle et décroit polynômiale pour p > 1.
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Dans la section 2 :

Nous allons montrer l’explosion de la solution en temps fini.
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Notations


 : Ouvert borné de Rn:
� : La frontière régulière de 
:

x = (x1; x2; :::; xn) : Le point générique d’un ouvert 
 de Rn:
ru : Gradient de u.

�u : Laplacien de u.

u; u(t) : u(x; t).

wj : wj (x) :

p.p : La convergence presque partout.

!: La convergence forte.

*: La convergence faible.

*�: La convergence faible étoile.

h:; :i : Le produit scalaire.
@u

@t
: La dérivé partielle de u par rapport à t.

D(
) : Espace des fonctions différentiables avec support compact 
.

D0(
) : Espace de distribution.

Ck(
) : Espace des fonctions différentiables continûment k fois dans 
.

C0(
) : Espace des fonctions continues nulles sur le frontière de 
:

H : Espace de Hilbert.

H1
0 = W 1;2

0 :
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Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre est consacré aux rappels, nous avons introduire les notions essentielles nécessaires à

la compréhension des énoncés qui forment le thème de notre mémoire. Ces rappels concernent

les espaces normés, les espaces de Banach, les espaces de Hilbert, les espaces Lp (
), les espaces

de Sobolev et quelques inégalités et des théorèmes importants.

1.1 Espace normé

Définition 1.1 Un espace vectoriel linéaire E est dit espace normé si pour chaque élément u 2 E; il

existe un nombre réel noté par kuk ; vérifiant les axiomes

1) kuk = 0() u = 0;

2) ku+ vk � kuk+ kvk ; 8u; v 2 E (inégalité triangulaire),

3) k�uk = j�j kuk ; 8u 2 E; 8� 2 R ou C:

Remarque 1.1 (E; k:kE) est un espace normé.

Définition 1.2 (Equivalence des normes)

Soit k:k1 et k:k2 deux normes sur V on dit que ces deux normes sont équivalentes s’il existe deux

constantes c1; c2 strictement positives telles que

8u 2 V; c1 ku k1 � kuk2 � c2kuk1 :

Proposition 1.1 Soit k:k1 et k:k2 deux normes équivalentes sur V; on a l’équivalence

un converge vers u pour la norme k:k1 () un converge vers u pour la norme k:k2 :
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Définition 1.3 (Suite de Cauchy)

Soit (E; k:k) espace normé et (un)n2N� une suite d’éléments de E; on dit que la suite (un)n2N� est

une suite de Cauchy si

8" > 0; 9n0 (") ; 8n; m � 0) kun � umk < ":

Définition 1.4 (Espace complet)

Soit E un espace vectoriel, on dit que E est un espace complet si toute suite de Cauchy (un)n2N�
de l’espace E est converge vers un élément u de E:

1.2 Espace de Banach

1.2.1 Définitions et propriétés

Définition 1.5 (Espace de Banach)

Soit (E; k:k) un espace normé, on dit que E est un espace de Banach si E est un espace complet.

Définition 1.6 E 0 est l’espace linéaire de toutes les fonctions linéaires continues

f : E ! R;

et appelé l’espace dual de E:

Proposition 1.2 (voir [37])

L’espace E 0 muni de la norme k:kE0 définie

kfkE0 = sup fjf(u)j : kuk � 1g ;

est aussi un espace de Banach.

On note la valeur de f 2 E 0 au u 2 E par f (u) ou hf; uiE;E0 :

Définition 1.7 Soient (E; k:kE) et (F; k:kF ) deux espaces de Banach tels qu’il existe une applica-

tion linéaire injective de E dans F , cette application permet de considérer E comme un sous espace

vectoriel de F et on notera E ,! F ou E � F:

On dira que cette inclusion est :

1) Continue : S’il existe une constante C > 0 telle que kukF � C kukE ; et on notera

E ,!continue F:

8



2) Compact : Si pour toute suite bornée dans E (pour la norme de E), on peut extraire une

sous-suite qui converge dans F (pour la norme de F ), et on notera E ,!compact F:

3) Dense : Si pour tout u 2 E il existe une suite (un)n2N� � E telle que lim
n!1

un = u (la

convergence étant pour la norme de F ).

Théorème 1.1 (voir [6])

Soit E un espace de Banach, alors E est réflexif si et seulement si

BE = fu 2 E : kuk � 1g ;

est compact avec la topologie faible � (E;E 0) :

Définition 1.8 Soit E espace de Banach et (un)n2N� une suite dans E, alors un converge fortement

vers u dans E si et seulement si

lim
n!1

kun � uk = 0;

et notée par un ! u ou lim
n!1

un = u:

1.2.2 La topologie faible et faible étoile

Soit E un espace de Banach et f 2 E 0. On note par

'f : E ! R

u 7! 'f (u) ;

lorsque f dans E 0, on obtient la famille d’applications
�
'f
�
f2E0 de E dans R.

Définition 1.9 La topologie faible enE est la plus faible topologie enE; notée par � (E;E 0) pour tout�
'f
�
f2E0 continue: Nous

allons définir la topologie faible étoile en E 0, qui notée par � (E 0; E). Pour tout u 2 E, on a

'f : E
0 ! R

f 7! 'u (f) = hf; uiE0;E

lorsque u 2 E, on obtient la famille d’applications de E 0 dans R.

Définition 1.10 La topologie faible étoile dans E 0 est la plus faible topologie dans E 0 pour tout

('u)u2E0 est continue.

1.2. Espace de Banach 9



Remarque 1.2 (voir [6])

Puisque E � E 00, il est claire que la topologie faible étoile � (E 0; E) est plus faible que la topologie

� (E 0; E 00).

Théorème 1.2 Soit E un espace de Banach réflexif, alors toute suite bornée dans E admet au moins

une sous-suite faiblement convergente.

Définition 1.11 La suite (un)n2N� dans E est converge faiblement vers u si et seulement si

lim
n!1

f (un) = f (u) ; pour tout f 2 E 0;

cela noté par

un * u:

Remarque 1.3 (voir [36])

1) Si la limite faible existe, elle est unique.

2) Si un ! u (fortement), alors un * u (faiblement).

3) Si dimE < +1; alors la convergence faible implique la convergence forte.

Proposition 1.3 (voir [37])

Sur la compacité dans les trois topologies dans l’espace de Banach E :

1) La boule d’unité

B = fu 2 E; kuk � 1g ;

dans E est compact si et seulement si dim (E) <1:

2) La boule d’unité B0 dans E 0 est un compact faible dans E 0 si et seulement si E réflexif.

3) B0 est toujours faiblement étoile compact dans la topologie faible étoile de E 0:

Proposition 1.4 (voir [6])

Soit (fn)n2N� une suite de E 0. On a

1) [fn *� f dans � (E 0; E)], [fn (u)! f (u) ;8u 2 E] :
2) Si fn ! f (fortement), alors fn * f; dans � (E 0; E 00) :

3) Si fn * f dans � (E 0; E 00) ; alors fn *� f dans � (E 0; E) :

4) Si fn *� f dans � (E 0; E) ; alors kfnk est borné et kfk � lim inf kfnk :
5) Si fn *� f dans � (E 0; E) et un ! u (fortement) dans E; alors fn (un)! f (u) :

1.2. Espace de Banach 10



1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.12 Soit E un espace vectoriel, on appelle application de E � E dans le corp

K = C définit par h:; :i est un produit scalaire si :

1) hu; vi = hv; ui; pour tout u; v 2 E;
2) h�u1 + u2; vi = � hu1; vi+ hu2; vi ; pour tout u; v 2 E; et � 2 C;
3) hu; �vi = � hu; vi ; pour tout � 2 C;
4) hu; ui � 0 et hu; ui = 0() u = 0:

Définition 1.13 Un espace de Hilbert est un espace de Banach ((E; k:kE) espace normé complet)

muni d’un produit scalaire pour la norme associée :

kukE = hu; ui
1=2 (i.e) kuk2E = hu; ui :

Définition 1.14 (Système orthonormé)

Soit E un espace de Hilbert, la suite fengn�1 � E est appelée un système orthonormé si

hen; emi = �n;m =

(
1; si n = m;

0; si n 6= m:

1) Si en ? em on dit que le système fengn�1 est orthogonal.

2) Si le système fengn�1est orthogonal alors le système
�

en
kenk

�
n�1

est orthonormé.

Définition 1.15 (Base Hilbertienne)

Soit E un espace de Hilbert pour le produit scalaire h:; :i : On appelle base Hilbertienne (dé-

nombrable) de E une famille dénombrable fengn�1 d’éléments de E qu’est orthonormée pour le

produit scalaire et telle que l’espace vectoriel engendré par cette famille est dense dans E.

Définition 1.16 ( Espace séparable )

Un espace vectoriel normé qui contient une partie dénombrable dense est dit espace séparable.

Exemple 1.1 Les espaces R et C sont séparables (par exemple, Q est un sous-ensemble dénombrable

dense dans R ).

Théorème 1.3 Tout espace de Hilbert séparable admet une base Hilbertienne.
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Proposition 1.5 Soit E un espace de Hilbert pour le produit scalaire h:; :i, soit (en)n�1 une base

Hilbertienne de E; il existe une suite unique (un)n�1 définie par

un = (u; en) ;

telle que la somme partielle
pX
n=1

unen converge vers u quand p tends vers l’infinie.

De plus on a

kuk2 = hu; ui =
X
n�1

j(u; en)j2 :

alors, on écrit

u =
X
n�1

(u; en) en:

Théorème 1.4 (voir [36])

Soit (un)n2N� une suite bornée dans l’espace de Hilbert E, alors on peut extraire une sous-suite

converge dans la topologie faible.

Théorème 1.5 (voir [36])

Dans l’espace de Hilbert, toute suite converge dans la topologie faible est bornée.

Théorème 1.6 (voir [36])

Soit (un)n2N� une suite convergente vers u dans la topologie faible et (vn)n2N� une autre suite

converge faiblement vers v; alors

lim
n!1

hvn; uni = hv; ui :

Théorème 1.7 (voir [36])

Soit E un espace normé, alors la boule d’unité

B0 = fu 2 E 0 : kuk � 1g ;

de E 0 est compact dans la topologie faible � (E;E 0) :

Proposition 1.6 (voir [36])

Soit E et F deux espaces de Hilbert, (un)n2N� 2 E une suite qui converge faiblement vers u 2 E,

soit A 2 L (E;F ) : Alors la suite (A (un))n2N� converge vers A (u) dans la topologie faible de F:
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1.4 Espaces des fonctions

1.4.1 L’espace Lp(
)

Définition 1.17 Soient 1 � p � 1 et 
 un ouvert borné de Rn; n 2 N: On définit l’espace des classes

de fonctions Lp(
) par :

Lp(
) =

�
u : 
! R; u est mesurable et

Z



ju(x)jp dx < +1
�
:

Pour p 2 R et 1 � p � 1, la norme est notée par :

kukp =
�Z




ju(x)jp dx
�1=p

:

Si p =1; on a

L1(
) =

(
u : 
! R; u est mesurable et il existe une constante positive C, telle que

ju(x)j < C p.p sur 
:

)
:

Il sera muni de la norme du sup-essentielle :

kuk1 = ess sup
x2


ju(x)j = inf
x2


fC; ju(x)j < C p.p sur 
g :

Définition 1.18 On dit qu’une fonction u : 
 ! R appartient à L1loc (
) si f jK2 Lp (
) pour tout

compact K � 


Proposition 1.7 Lp(
) muni de sa norme k:kLp est un espace de Banach, pour tout 1 � p � 1.

Théorème 1.8 Lp(
) est séparable pour 1 < p <1.

Proposition 1.8 L1(
) est un espace de Banach non séparable.

Théorème 1.9 (voir [37])

Lp (
) est un espace réflexif, pour 1 < p <1:

Lemme 1.1 On suppose que 
 est un ouvert borné de Rn,(1 � p � 1) et soient un; u sont des fonc-

tions de Lp (
) telles que un converge fortement vers u dans Lp(
) alors

un ! u p.p dans 
:

Lemme 1.2 On suppose que 
 est un ouvert borné de Rn,(1 � p � 1) et soit un une suite bornée

dans Lp(
) converge presque partout vers u; alors
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1) u dans Lp (
) :

2) un converge faiblement vers u dans Lp (
) :

Théorème 1.10 Pour toute suite (un)n2N� convergente dans Lp(
); on peut extraire une sous-suite

convergente presque partout dans 
:

Si u 2 L1(
) alors

ju(x)j � kukL1 p.p sur 
:

Remarque 1.4

1) La limite forte ou faible d’une suite de fonction est toujours unique.

2) Dans le cas p =1 la symbole * est posée pour montrer que la définition de convergence faible

dans L1 n’est pas entièrement la même que dans les espaces Lp (
), 1 � p <1. En effet, le dual

de L1 (
) est strictement plus grand que L1 (
) :

3) La convergence forte dans Lp (
) implique la convergence faible dans Lp (
) pour 1 � p � 1:

Théorème 1.11 Soit 
 un ouvert borné de Rn

1) Si un *� u dans L1 (
) ; alors un * u dans Lp (
) ; 8p � 1:
2) Si un * u dans Lp (
) ; alors kunkLp(
) * kukLp(
) dans R; pour tout 1 � p � 1:

3) Si 1 � p <1 et si un * u dans Lp (
) ; alors 9K > 0 tel que kunkLp(
) � K et

kukLp(
) � lim
n�!1

inf kunkLp(
) :
Le résultat est aussi vrai si p =1 et un *� u dans L1 (
) :

4) Si 1 < p < 1 et si 9K > 0 tel que kunkLp � K; alors il existe une sous-suite uni et u 2 Lp (
)
tels que uni �! u 2 Lp (
) :
Le résultat est aussi vrai si p =1 et on a alors un *� u dans L1 (
) :

5) Si 1 � p � 1 et un * u dans Lp (
), alors il existe une sous-suite uni telle que uni * u p.p et

junij � h p.p avec h 2 Lp (
) :

Lemme 1.3 Soit 
 un ouvert borné de Rn � R, um et u des fonctions de Lp (
) ; 1 < p < 1; telles

que

kumkLp(
) � C ; um ! u p.p dans 
:

Alors um ! u dans Lp (
) faiblement.

Lemme 1.4 L2(
) est un espace de Hilbert, avec le produit scalaire :

hu; viL2(
) =
Z



u (x) v (x) dx; pour tout u; v 2 L2(
):
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1.4.2 L’espace Lp((0; T ) ; E):

Définition 1.19 Soit E un espace de Banach, 1 � p � 1 et [0; T ] un intervalle de R: On appelle

espace de Lebesgue à valeurs dans E et on note Lp((0; T ) ; E) l’espace des fonctions u :]0; T [! E;

mesurable qui vérifient :

i) Si 1 � p � 1; kukLp((0;T );E) =
�Z t

0

ju(x)jp dx
�1=p

<1;

ii) Si p = 1; kuk
L1((0;T );E)

= ess sup
x2]0;T [

ju(x)j <1:

Théorème 1.12 (voir [36])

L’espace Lp((0; T ) ; E) est complet.

Remarque 1.5 Supposons que (1 � p � 1) et E est un espace de Banach réflexif alors la conver-

gence faible étoile équivalent à la convergence faible.

Définition 1.20 L’espace des fonctions indéfiniment différentiables C1 (
) à support compact inclus

dans un ouvert 
 de Rn est noté par D (
) (espace des fonctions test), c’est-à-dire

D (
) = C10 (
) = fu 2 C1 (
) ; 9K � 
; K compact (fermé, borné) ; u = 0 sur Kg :

Définition 1.21 Notons par D0((0; T ) ; E) l’espace de distribution dans ]0; T [ à valeurs dans E; et on

définie

D0((0; T ) ; E) = L(D ]0; T [ ; E);

où L(�; ') est l’espace des fonctions linéaires continues de � vers ': Comme u 2 D0((0; T ) ; X),
on définie la dérivé de distribution par :

@u

@t
(') = �u

�
@'

@t

�
; 8' 2 D (]0; T [) ;

et comme u 2 Lp((0; T ) ; E); on a

u (') =

Z t

0

u (t)' (t) dt; 8' 2 D (]0; T [) :

Maintenant, nous allons introduire des résultats importants dans Lp((0; T ) ; E) :
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Lemme 1.5 (voir [25])

Soit u 2 Lp((0; T ) ; E) et
@u

@t
2 Lp((0; T ) ; E); (1 � p � 1) alors la fonction u est continue de [0; T ]

dans E (i.e) u 2 C1 ((0; T ) ; E) :
1) Pour 1 � p � 1; Lp((0; T ) ; E) est un espace de Banach et en particulier L2((0; T ) ; E) est un

espace de Hilbert, lorsque E est un espace de Hilbert.

2) Pour 1 � p � 1 et si E réflexif, alors Lp(0; T; E) est aussi réflexif.

3) Pour 1 � p � 1 et si E séparable, alors Lp((0; T ) ; E) est aussi séparable.

Lemme 1.6 (voir [26])

Soit ' = ]0; T [� 
 est un ouvert de R� Rn; et soit g�; g deux fonctions dans Lq([0; T ] ; Lq (
));

1 < q <1 telles que

kg�kLq([0;T ];Lq(
)) � C; 8� 2 N;

et

g� ! g dans ';

alors

g� * g dans Lq('):

Proposition 1.9 (voir [12])

L’espace Lp((0; T ) ; E) qui associé à la norme k:kLp((0;T );X) ; est un espace de Banach.

Proposition 1.10 (voir [14])

Soit E un espace de Banach réflexif, de dual E 0 et 1 � p � 1; 1 � q <1,
1

p
+
1

q
= 1 alors le dual

de Lp((0; T ) ; E) est définie algébriquement et topologiquement dans Lq((0; T ) ; E 0):

Proposition 1.11 (voir [12])

Soit E;F deux espaces de Banach, E � F avec injection continue alors

Lp((0; T ) ; E) � Lp((0; T ) ; E 0);

avec injection continue.

Proposition 1.12 (De compacité) (voir [25])

Soient B1;B2 et B3 trois espaces de Banach avec B1 � B2 � B3; supposons que l’injection

B2 ,! B3 est continue et B1; B3 sont réflexifs. On définie pour 1 < p <1; 1 < q <1

W = fu 2 Lp ((0; T ) ; B1) : u0 2 Lq ((0; T ) ; B3)g ;

alors l’injection W ,! Lp ((0; T ) ; B2) est compact.
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1.5 Espace de Sobolev

1.5.1 Dérivée faible

Définition 1.22 Soit 
 un ouvert de Rn, 1 � i � n et u 2 L1loc (
) une fonction a une i-ème dérivée

faible dans L1loc (
) s’il existe fi 2 L1loc (
) telle que pour tout ' 2 C10 (
) on a :Z



u(x)@i'(x)dx = �
Z



fi(x)'(x)dx:

Cela revient à dire que fi est la i-ème dérivée de u au sens des distributions, on écrira :

@iu =
@u

@xi
= fi:

1.5.2 Espace W 1;p(
)

Définition 1.23 Soit 
 un ouvert quelconque de Rn et p 2 R; 1 � p � +1 , l’espace W 1;p(
) est

défini par :

W 1;p(
) = fu 2 Lp(
); tel que @iu 2 Lp(
)g :

où @i est la i-ème dérivée faible de u 2 L1loc (
) :

1.5.3 Espace Wm;p(
)

Définition 1.24 Soit 
 un ouvert de Rn, m � 2 et p 2 R; 1 � p � +1, l’espace Wm;p(
) est défini

par :

Wm;p(
) = fu 2 Lp(
); tel que D�u 2 Lp(
);8�; j�j � mg :

Où � 2 Nn; j�j = �1 + �2 + :::+ �n et D� = @�11 :::@
�n
n est la dérivée faible de u 2 L1loc (
) :

L’espace Wm;p(
) est muni par la norme

kukWm;p(
) = kukLp(
) +
X

0<j�j�m

k D�ukL2(
) :

Définition 1.25 On note par Wm;p
0 (
) est l’espace fermé de D (
) dans Wm;p (
) :

Définition 1.26 Si p = 2; on note par Wm;2(
) = Hm et Wm;2
0 (
) = Hm

0 (
) muni par la norme

kukHm(
) =

0@X
j�j�m

�
k@�ukL2(
)

�21A1=2

;
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tel que Hm (
) espace de Hilbert, avec le produit scalaire

hu; viHm(
) =
X
j�j�m

hD�u;D�viL2 =
X
j�j�m

Z



@�u@�vdx; pour tout u; v 2 Hm(
):

Proposition 1.13 ([36])

1) Les espaces Wm;p(
) sont des espaces de Banach.

2) Si m � m0; Hm(
) ,! Hm0
(
); avec injection continue.

3) Si m = 0 on a W 0;p(
) = Lp(
):

Lemme 1.7 Comme D (
) est dense dans Hm
0 (
) ; nous identifions un dual H�m (
) de Hm

0 (
)

dans un sous-espace fermé sur 
; on trouve

D (
) ,! Hm
0 (
) ,! L2 (
) ,! H�m (
) ,! D0 (
) :

Lemme 1.8 (Inégalité de Sobolev-Poincaré)

Si

2 � q � 2n

n� 2 ; n � 3;

q � 2; n = 1; 2;

alors, il existe une constante C(p;
) telle que :

kukq � C (p;
) kruk2 ; pour u 2 H1
0 (
):

Définition 1.27 (Intégration par partie)

Soit (u; v) 2 H1 (
) ; pour tout 1 � i � n on aZ



@u

@xi
vdx = �

Z



@v

@xi
udx+

Z
@


uv�id�;

où �i (x) = cos (�; xi) est le cosinus directeur de l’angle compris entre la normale extérieure à @


au point et l’axe des xi:

Lemme 1.9 (Formule de Green)

Pour tout u 2 H2 (
) et v 2 H1 (
) on a :

�
Z



�uvdx =

Z



rurvdx�
Z
@


@u

@�
vds;

où
@u

@�
est la dérivée normale de u sur @
:
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Lemme 1.10 (voir [36])

Soit 1 � p � r � q;
1

r
=
�

p
+
1� �

q
; et 0 � � � 1: Alors

kukLr(
) � kuk
�
Lp(
) kuk

1��
Lq(
) :

Lemme 1.11 (voir [36])

Si � (
) <1; 1 � p � q � 1; alors Lq (
) ,! Lp (
) ; et

kukLp(
) � � (
)1=p�1=q kukLq(
) :

1.6 Quelques inégalités utiles

Soit 
 un ouvert de Rn(
 � Rn):
Inégalité de Cauchy-Schwartz

Pour tout u; v 2 L2(
)����Z



uvdx

���� � Z t

0

juvj dx �
�Z




juj2 dx
�1=2�Z




jvj2 dx
�1=2

;

(i.e)

kuvkL2(
) � kukL2(
) kvkL2(
) :

Inégalité de Cauchy avec " ("-inégalité)

Pour tout " > 0 et (a; b) 2 R2 on a :

jabj � "

2
jaj2 + 1

2"
jbj2 :

Inégalité de Hölder

C’est une généralisation des inégalités de Cauchy.

Pour tout u 2 Lp(
) et v 2 Lq(
), juvj 2 L1(
) et pour tout 1 � p � 1 on note q le conjugué de

p ((Lp)� = Lq); c’est à dire
1

p
+
1

q
= 1; et on a l’inégalité :

����Z



uvdx

���� � Z



juvj dx �
�Z




jujp dx
�1=p�Z




jvjp dx
�1=q

;

(i.e) Z



juvj dx � kukLp(
) kvkLq(
) :
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Inégalité algébrique de Young

Pour tout a; b 2 R+ on a :

jabj � � jaj2 + 1

4�
jbj2 ; avec � > 0:

Inégalité de Young

Pour tout (a; b) 2 R2 on a :

jabj � 1

p
jajp + 1

q
jbjq ;

où p; q des nombres réels strictement positifs liés par la relation (
1

p
+
1

q
= 1):

Inégalité de Young avec "

Pour tout " > 0 alors pour tout (a; b) 2 R2 on a :

jabj � " jajp + c(") jbjq ;

où p; q des nombres réels strictement positifs liés par la relation (
1

p
+
1

q
= 1) et c(") =

1

p
("p)

�q
p :

Inégalité de Gronwall

Soit T > 0; ' une fonction telle que ' 2 L1(0; T ); ' � 0; presque partout et � 2 L1(0; T ); � � 0;
presque partout et '� 2 L1(0; T ); C1; C2 � 0:
Supposons que

�(t) � C1 + C2

Z t

0

'(s)�(s)ds; p.p t 2 (0; T ):

Alors on a

�(t) � C1e
(C2

R t
0 '(s)ds); p.p t 2 (0; T ):

Inégalité de Minkowski

Pour 1 � p � 1, on a :

ku+ vkLP � kukLp + kvkLp :

1.7 Méthodes d’existence

Ici, on énonce le théorème du point fixe qui s’appelle le théorème de l’application contractante.

On utilise ce théorème pour prouver l’existence et l’unicité de la solution de notre problème non

linéaire.

Définition 1.28 Soit f : E ! E est une application d’un espace métrique E: Le point u est un point

fixe de f si

f (u) = u:
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Définition 1.29 Soit (E; dE) et (F; dF ) deux espaces métriques. L’application ' : E ! F est appelée

contraction s’il existe une constante positive C < 1 telle que

dF (' (u) ; ' (v)) � CdE (u; v) :

Théorème 1.13 (Théorème de point fixe pour application contractante)

Soit (E; d) un espace métrique complet. Si ' : E ! E est un contraction, alors ' admet un point

fixe unique.
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Chapitre 2

Existence de la solution

Dans ce chapitre nous allons démontrer l’existence locale, en utilisant la méthode de Faedo-

Galerkin et le théorème de l’application contractante. Aussi nous allons démontrer l’existence

globale.

2.1 Position du problème

On considère le problème suivant :8>><>>:
utt ��u+

R t
0
g(t� s)�u(s)ds = juj
 u; x 2 
; t > 0;

u (x; t) = 0; x 2 @
; t > 0 ;
u(x; 0) = u0(x); ut(x; 0) = u1(x); x 2 
;

(2.1)

où 
 > 0 est une constante, g(t) est une fonction positive (dite de relaxation) satisfaite quelques

conditions et 
 est un ouvert borné dans Rn (n � 1) de frontière régulière @
. Les fonctions u0(x)

et u1(x) sont les données initiales.

Ce problème modélise certains phénomènes en viscoélasticité.

Maintenant, nous énonçons les hypothèses générales sur la fonction de relaxation

g : R+ ! R+ est une fonction de classe C1(R+;R+) satisfaisante :

g (0) > 0; 1�
Z 1

0

g(s)ds = l > 0: (G1)

Il existe une constante positive � telle que :

g0(t) � ��gp(t); t � 0; 1 � p <
3

2
: (G2)

Remarque 2.1 Si p <
3

2
on a

R1
0
g2�p(s)ds <1:
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Chapitre 2. Existence de la solution

Remarque 2.2 Un exemple pour une fonction qui satisfait (G1) et (G2) respectivement, est

g (s) = e�as; a > 0;

g (s) = b (1 + s)�1=(p�1) ; p > 1; b < (2� p) = (p� 1) :

Lemme 2.1 Pour tout u 2 C1([0; T ] ; H1
0 (
)) on a :Z




rut(t)
Z t

0

g(t� s)ru(s)dsdx =
1

2
(g0 � ru)(t)� 1

2

d

dt
(g � ru)(t)� 1

2
g(t)

Z



jru(t)j2 dx

+
1

2

d

dt

�Z t

0

g(s)ds

Z



jru(s)j2 dx
�
; (2.2)

où

(g � u)(t) =
Z t

0

g(t� s)

Z



ju(s)� u(t)j2 dxds:

Preuve. On a

Z



rut(t)
Z t

0

g(t� s)ru(s)dsdx =

Z



rut(t)
Z t

0

g(t� s) (ru(s)�ru(t)) dsdx

+

Z



rut(t)
Z t

0

g(t� s)ru(t)dsdx;

=

Z t

0

g(t� s)

Z



rut(t) (ru(s)�ru(t)) dxds

+

Z t

0

g(t� s)

Z



rut(t)ru(t)dxds:

Par conséquentZ



rut(t)
Z t

0

g(t� s)ru(s)dsdx = �1
2

Z t

0

g(t� s)
d

dt

Z



jru(s)�ru(t)j2 dxds

+

Z t

0

g(s)

�
1

2

d

dt

Z



jru(t)j2 dx
�
ds;

implique queZ



rut(t)
Z t

0

g(t� s)ru(s)dsdx =
1

2
(g0 � ru)(t)� 1

2

d

dt
(g � ru)(t)� 1

2
g(t)

Z



jru(t)j2 dx

+
1

2

d

dt

�Z t

0

g(s)ds

Z



jru(s)j2 dx
�
:
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2.2 Existence locale

Dans cette section, nous allons démontrer l’existence locale du problème (2.1), pour

u 2 C([0; T ]; H1
0 (
)):

Pour ce but, on considère le problème associé pour u fixé dans C([0; T ]; H1
0 (
)) :8>><>>:

vtt ��v +
R t
0
g(t� s)�v (s) ds = juj
 u; x 2 
; t > 0;
v(x; t) = 0; x 2 @
; t > 0;
v(x; 0) = u0(x); vt(x; 0) = u1(x); x 2 
;

(2.3)

et nous prouvons l’existence locale en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin, après en utilisant

le théorème de l’application contractante pour montrer l’existence locale du problème (2.1).

Notre technique pour cette démonstration est la même de Georgiev et Todorova [14], avec des

modifications nécessaires qui sont supposés par la nature de notre problème.

La première étape est le choix de l’espace où l’existence locale est établit, la condition minimale

pour cet espace est u(x; t) continue. L’espace faible qui satisfait la condition u 2 C([0; T ]; H) avec

H = H1
0 (
)�H1

0 (
) est l’espace du problème (2.1).

Avant de commencer la preuve, on introduit l’espace

YT = C
�
[0; T ] ; H1

0 (
)
�
\ C1

�
[0; T ] ; L2 (
)

�
:

Et la norme associée est

kuk2YT = max
0�t�T

�Z



�
jutj2 + l jruj2

�
(x; t)

�
:

Théorème 2.1 Soit u0 2 H1
0 (
) ; u1 2 L2 (
), supposons que

0 < 
 <
2

n� 2 ; n > 2;

0 < 
; n = 1; 2; (2.4)

sont vérifiées. Alors le problème (2.1) admet une solution locale unique u 2 YT pour T assez

petit.

La preuve de ce théorème est établit par des lemmes. La présence du terme juj
 u dans le membre

de droit du problème (2.1), donne une valeur négative dans l’énergie. Pour cela on fixe

u 2 C ([0; T ] ; H1
0 (
)) dans le membre de droit du problème (2.1) et on montre que le problème

(2.3) admet une solution.
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Lemme 2.2 Supposons que (2.4) sont vérifiées, alors pour u0 2 H1
0 (
) ; u1 2 L2 (
) et

u 2 C ([0; T ] ; H1
0 (
)) le problème (2.3) admet une solution faible unique v 2 YT :

Pour La preuve de ce lemme on suivre la même technique du a Lions [25], pour établir la conver-

gence du terme non linéaire, premièrement il faut que les conditions initiales sont plus régulières

(u0 2 H1
0 (
) \H2 (
) ; u1 2 H1

0 (
)).

Lemme 2.3 Si u 2 C([0; T ]; H1
0 (
)): Supposons que

u0 2 H2 (
) \H1
0 (
) ;

u1 2 H1
0 (
) ;

et (G1), (G2) sont vérifiées, alors il existe une solution locale unique v du problème (2.3) telle que :

v 2 L1
�
[0; T ] ; H1

0 (
) \H2 (
)
�
; (2.5)

vt 2 L1 [0; T ] ; H1
0 (
)); (2.6)

vtt 2 L1 [0; T ] ; L2 (
)):

Preuve.

Existence :

1) Solution approchée

Soit V = H1
0 (
) \H2 (
) est un espace de Hilbert séparable, alors il existe une famille de sous-

espace fVng telle que :

i) Vn � V (dimVn <1); 8n 2 N:
ii) Vn ! V; telle qu’ il existe un sous-espace # dense dans V et pour tout v 2 V; on peut extraire

une suite fvngn2N� où vn ! v dans V:

iii) Vn � Vn+1 et [
n2NVn = H1

0 (
) \H2 (
) :

Pour tout n � 1; soit Vn =Vectfw1; w2; :::; wng ; où fwjgnj=1 le système orthogonal tel que

kwjk = 1; wj 2 H2 (
) ; pour tout j = 1; :::; n:

On note par f�jgnj=1 les coefficients de combinaison linéaire, où wj sont les solutions du problème :(
��wj = �jwj; j = 1; :::; n sur 
;

wj = 0; sur @
:
(2.7)

Par (iii), on peut choisit vn0; vn1 2 fw1; w2;:::;wng tel que
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vn0 =
nX
j=1

�jnwj ! u0 dans H1
0 (
) \H2 (
) ; (2.8)

vn1 =

nX
j=1

�jnwj ! u1 dans H1
0 (
) ; (2.9)

où

�jn =

Z



u0wjdx;

�jn =

Z



u1wjdx:

Soient les fonctions 'n1 ; :::; '
n
n 2 C2 [0; T ] ; telles que

vn (t) =
nX
j=1

'nj (t)wj; (2.10)

avec

'nj (t) =

Z



vn (t)wjdx;

on résoud le problème

( R


v00n (t) �dx�

R


�vn (t) �dx+

R



R t
0
g(t� s)�vn (s) �dsdx =

R


ju (t)j
 u (t) �dx;

vn (0) = un0; v0n (0) = un1;
(2.11)

pour tout � 2 Vn et t � 0, on pose � = wj dans (2.11) on obtient le problème de Cauchy pour des

équations différentielles par les inconnues 'nj :(
'
00n
j (t)� �j'

n
j (t) + �j

R t
0
g(t� s)'nj (s) ds =  j (t) ;

'nj (0) =
R


u0wj (x) dx; '0nj (0) =

R


u1wj (x) dx; j = 1; :::; n;

où

 j (t) =

Z



ju (t)j
 u (t)wjdx 2 C [0; T ] :

Donc ce problème admet une solution unique 'nj 2 C2 [0; T ] : En résulte que vn défini par (2.10)

est unique et satisfait (2.11).

2) Estimations à priori

La première estimation à priori

Cette estimation pour montrer que l’énergie de (2.11) est bornée et on déduit que le temps

maximal (final) Tm tends vers T .
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On pose � = v0n (t) dans (2.11) on obtientZ



v00n (t) v
0
n (t) dx�

Z



�vn (t) v
0
n (t) dx+

Z



Z t

0

g(t� s)�vn (s) v
0
n (t) dsdx

=

Z



f (u) v0n (t) dx, 8n � 1; (2.12)

où f (u) = ju (t)j
 u (t) ; lorsque

f : L2 (
)! L2 (
)

u 7�! ju (t)j
 u (t) ;

est continue, on déduit que

ju (t)j
 u (t) 2 L1
�
[0; T ] ; L2 (
)

�
:

D’autre part, comme H1 (
) ,! L2 (
) on peut déduire

f 2 H1 (
) :

Le premier terme dans (2.12), s’écritZ



v00n (t) v
0
n (t) dx =

1

2

d

dt

Z



jv0n (t)j
2
dx;

=
1

2

d

dt
kv0n (t)k

2
2 : (2.13)

En intégrant par partie le deuxième terme dans (2.12), il vient

�
Z



�vn (t) v
0
n (t) dx = �

Z
@


rvn (t) v0n (t) �id� +
Z



rvn (t)rv0n (t) dx;

=

Z



rvn (t)rv0n (t) dx;

=
1

2

d

dt

Z



jrvn (t)j2 dx;

=
1

2

d

dt
krvn (t)k22 : (2.14)
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En intégrant le troisième terme dans (2.12) et utilisant le lemme 2.1, on obtientZ



Z t

0

g(t� s)�vn (s) v
0
n (t) dsdx =

Z



v0n (t)

Z t

0

g(t� s)�vn (s) dsdx;

= �
Z



rv0n (t)
Z t

0

g(t� s)rvn (s) dsdx

+

Z
@


rvn (t)
Z t

0

g(t� s)v0n (t) ds�id�;

= �
Z



rv0n (t)
Z t

0

g(t� s)rvn (s) dsdx;

= �1
2
(g0 � rvn)(t) +

1

2

d

dt
(g � rv)(t) + 1

2
g(t)

Z



jru(t)j2 dx

�1
2

d

dt

�Z t

0

g(s)ds

Z



jrvn(s)j2 dx
�
;

alorsZ



Z t

0

g(t� s)�vn (s) v
0
n (t) dsdx = �

1

2
(g0 � rvn)(t) +

1

2

d

dt
(g � rv)(t) + 1

2
g(t) krvn (t)k22

� 1
2

d

dt

�Z t

0

g(s)ds krvn (t)k22
�
: (2.15)

En substituant (2.13), (2.14) et (2.15) dans (2.12), on obtient

d

dt

�
1

2

�
kv0n (t)k

2
2 +

�
1�

Z t

0

g(t� s)ds

�
krvn (t)k22 + (g � rv) (t)

��
�
Z



f(u)v0n (t) dx

=
1

2
(g0 � rv) (t)� 1

2
g(t) krvn (t)k22 :

D’où
d

dt
En (t)�

Z



f(u)v0n (t) dx =
1

2
(g0 � rv) (t)� 1

2
g(t) krvn (t)k22 ; (2.16)

avec

En (t) =
1

2

�
kv0n (t)k

2
2 +

�
1�

Z t

0

g(t� s)ds

�
krvn (t)k22 + (g � rv) (t)

�
;

est l’énergie associée au problème (2.11).

D’après (G2), (2.16) vient

d

dt
En (t)�

Z



f(u)v0n (t) dx � 0; 8t � 0;

en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

d

dt
En (t) �

Z



f(u)v0n (t) dx;

d

dt
En (t) �

�Z



jf (u)j2
�1=2�Z




jv0n (t)j
2

�1=2
;

d

dt
En (t) � kf (u)k2 kv0n (t)k2 ; (2.17)
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en appliquant l’inégalité de Young dans (2.17) pour tout � > 0; on trouve

d

dt
En (t) �

1

4�
kf (u)k22 + � kv0n (t)k

2
2 ;

en intégrant l’inégalité au-dessus par rapport à t sur l’intervalle ]0; t[ ; (t < T ) ; il vient

En (t) � 1

4�

Z t

0

kf (u)k22 ds+ �

Z t

0

kv0n (t)k
2
2 ds+

1

2

�
kv0n (0)k

2
2 + krvn (0)k

2
2

�
;

En (t) � 1

4�

Z t

0

kf (u)k22 ds+ �

Z t

0

kv0n (t)k
2
2 ds+

1

2

�
kun1k22 + krun0k

2
2

�
;

lorsque f 2 L2 ([0; T ] ; L2 (
)) ; on déduit que

En (t) � CT
�
kun1k22 + krun0k

2
2

�
+ �

Z t

0

kv0n (t)k
2
2 ds;

En (t) � CT
�
kun1k22 + krun0k

2
2

�
+�

Z t

0

�
1

2

�
kv0n (t)k

2
2 +

�
1�

Z t

0

g(t� s)ds

�
krvn (t)k22 + (g � rv) (t)

��
ds:

Donc

En (t) � CT

�
kun1k22 + krun0k

2
2

�
+ �

Z t

0

En (s) ds;

d’après l’inégalité de Gronwall, on trouve

En (t) � RT ;

où RT = CT

�
kun1k22 + krun0k

2
2

�
est une constante positive.

On conclure que Tm tends vers T et

vn est borné dans L1
�
[0; T ] ; H1

0 (
)
�
:

La deuxième estimation à priori

On pose � = wj dans (2.11), on trouveZ



v00n (t)wjdx�
Z



�vn (t)wjdx+

Z



Z t

0

g(t� s)�vn (s)wjdsdx =

Z



f (u)wjdx: (2.18)

En multipliant (2.18) par �j et posant ��wj = �jwj; on obtient

�
Z



v00 (t)�wjdx+

Z



�vn (t)�wjdx�
Z



Z t

0

g(t�s)�vn (s)�wjdsdx = �
Z



f (u)�wjdx: (2.19)
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En multipliant (2.19) par '0nj (t) ; il vient

�
Z



v00n (t)�wj'
0n
j (t) dx+

Z



�vn (t)�wj'
0n
j (t) dx�

Z



Z t

0

g(t� s)�vn (s)�wj'
0n
j (t) dsdx

= �
Z



f (u)�wj'
0n
j (t) dx;

par l’utilisation de (2.10), on obtient

�
Z



v00n (t)�v
0
n (t) dx+

Z



�vn (t)�v
0
n (t) dx�

Z



Z t

0

g(t� s)�vn (s)�v
0
n (t) dsdx

= �
Z



f (u)�v0n (t) dx: (2.20)

En appliquant l’intégration par partie, le premier terme dans (2.20) devient

�
Z



v00n (t)�v
0
n (t) dx = �

Z
@


rv0n (t) v00n (t) �id� +
Z



rv00n (t)rv0n (t) dx;

=

Z



rv00n (t)rv0n (t) dx;

=
1

2

d

dt

Z



jrv0n (t)j
2
dx;

=
1

2

d

dt
krv0n (t)k

2
2 : (2.21)

Le deuxième terme dans (2.20) s’écritZ



�vn (t)�v
0
n (t) dx =

1

2

d

dt

Z



j�vn (t)j2 dx;

=
1

2

d

dt
k�vn (t)k22 : (2.22)

Par le lemme 2.1, le troisième terme de (2.20) devientZ



Z t

0

g(t� s)�vn(s)�v
0
n (t) dsdx =

1

2
(g0 ��vn)(t)�

1

2

d

dt
(g ��vn)(t)�

1

2
g(t) k�vn (t)k22

+
1

2

d

dt

�
k�vn (t)k22

Z t

0

g(s)ds

�
: (2.23)

En intégrant par partie le premier terme du membre droit de l’égalité (2.20), il vient

�
Z



f (u)�v0n (t) dx =

Z



rf (u)rv0n (t) dx�
Z
@


rv0n (t) f (u) �id�;

=

Z



rf (u)rv0n (t) dx: (2.24)

D’après (2.21), (2.22) (2.23) et (2.24), l’égalité (2.20) devient

1

2

d

dt
krv0n (t)k

2
2 +

1

2

d

dt
k�vn (t)k22 +

1

2
(g0 ��vn)(t)�

1

2

d

dt
(g ��vn)(t)�

1

2
g(t) k�vn (t)k22

+
1

2

d

dt

n
k�vn (t)k22

R t
0
g(s)ds

o
=
R


rf (u)rv0n (t) dx:

30



Donc

1

2

d

dt

�
krv0n (t)k

2
2 + (g ��vn)(t) +

�
1�

Z t

0

g(s)ds

�
k�vn (t)k22

�
� 1
2
(g0 ��vn) (t) +

1

2
g(t) k�vn (t)k22

=

Z



rf (u)rv0n (t) dx;

d

dt
Kn (t)�

Z



rf (u)rv0n (t) dx =
1

2
(g0 ��vn) (t)�

1

2
g(t) k�vn (t)k22 � 0;

Avec Kn (t) =
1

2

h
krv0n (t)k

2
2 + (g ��vn)(t) +

�
1�

R t
0
g(s)ds

�
k�vn (t)k22

i
:

d

dt
Kn (t) �

Z



rf (u)rv0n (t) dx: (2.25)

En intégrant (2.25) par rapport à t sur l’intervalle ]0; t[ ; (t < T ) ; on obtient

Kn (t) �
Z t

0

Z



rf (u)rv0n (t) dxds+
1

2

�
krv0n (0)k

2
2 + k�vn (0)k

2
2

�
;

Kn (t) �
Z t

0

Z



rf (u)rv0n (t) dxds+
1

2

�
krun1k22 + k�un0k

2
2

�
: (2.26)

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz et l’inégalité de Young au premier terme du membre

de droit de (2.26), on trouveZ t

0

Z



rf (u)rv0n (t) dxds �
1

4�

Z t

0

krf (u)k22 ds+ �

Z t

0

krv0n (t)k
2
2 ds; (2.27)

En substituant (2.27) dans (2.26), il vient

Kn (t) �
1

4�

Z t

0

krf (u)k22 ds+ �

Z t

0

krv0n (t)k
2
2 ds+

1

2

�
krun1k22 + k�un0k

2
2

�
;

Kn (t) � CT
�
krun1k22 + k�un0k

2
2

�
+�

Z t

0

�
krv0n (t)k

2
2 + (g ��vn)(t) +

�
1�

Z t

0

g(s)ds

�
k�vn (t)k22

�
ds; CT > 0:

Donc

Kn (t) � CT
�
krun1k22 + k�un0k

2
2

�
+ �

Z t

0

Kn (t) ds: (2.28)

D’après l’inégalité de Gronwall, (2.28) devient

Kn (t) � ST : (2.29)

où ST = CT
�
krun1k22 + k�un0k

2
2

�
est une constante positive.

D’aprés la définition de Kn (t), (2.29) équivalent à :

krv0n (t)k
2
2 + (g ��vn)(t) +

�
1�

Z t

0

g(s)ds

�
k�vn (t)k22 � ST :
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Alors, en résulte que

vn est borné dans L1
�
[0; T ] ; H2 (
)

�
;

v0n est borné dans L1
�
[0; T ] ; H1

0 (
)
�
:

La troisième estimation à priori

Il est claire que

d

dt

�Z t

0

g (t� s)�vn (s) ds

�
= g (0)�vn (t) +

Z t

0

g0 (t� s)�vn (s) ds; (2.30)

en intégrant (2.30) par partie, il devient

d

dt

�Z t

0

g (t� s)�vn (s) ds

�
= g (t)�un0 +

Z t

0

g (t� s)�v0n (s) ds: (2.31)

En dérivant (2.11) par rapport à t, vientZ



v000n (t) �dx�
Z



�v0n (t) �dx+

Z



d

dt

�Z t

0

g(t� s)�vn (s) ds

�
�dx =

Z



(f (u))0 �dx; (2.32)

en substituant (2.31) dans (2.32), on trouveZ



v
000

n (t) �dx�
Z



�v0n (t) �dx+

Z



�
g (t)�un0 +

Z t

0

g (t� s)�v0n (s) ds

�
�dx

=

Z



(f (u))0 �dx; (2.33)

avec (f (u))0 =
@f

@t
: On pose � = v00n (t) dans (2.33), on obtientZ




v000n (t) v
00
n (t) dx�

Z



�v0n (t) v
00
n (t) dx+ g (t)�un0

Z



v00n (t) dx+

Z t

0

g (t� s)�v0n (s) v
00
n (t) dsdx

=

Z



(f (u))0 v00n (t) dx: (2.34)

Le premier terme dans (2.34) s’écritZ



v000n (t) v
00
n (t) dx =

1

2

d

dt

Z



jv00n (t)j
2
dx;

=
1

2

d

dt
kv00n (t)k

2
2 : (2.35)

Le deuxième terme dans (2.34) par intégration par partie, vient

�
Z



�v0n (t) v
00
n (t) dx = �

Z
@


rv0n (t) v00n (t) �id� +
Z



rv0n (t)rv00n (t) dx;

=
1

2

d

dt

Z



jrv0n (t)j
2
dx;

=
1

2

d

dt
krv0n (t)k

2
2 : (2.36)
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Le quatrième terme dans (2.34) par intégration par partie et le lemme 2.1, vientZ



v00n (t)

Z t

0

g (t� s)�v0n (s) dsdx =

Z
@


v00n (t)

Z t

0

g (t� s)rv0n (s) ds�id�

�
Z



rv00n (t)
Z t

0

g (t� s)rv0n (s) dsdx; (2.37)

Z



v00n (t)

Z t

0

g (t� s)�v0n (s) dsdx =
1

2

d

dt
(g � rv0n) (t)�

1

2

d

dt

2Z
0

g (s) krv0n (t)k
2
2 ds

�1
2
(g0 � rv0n) (t) +

1

2
g (t) krv0n (t)k

2
2 : (2.38)

En remplacent (2.35), (2.36) et (2.38) dans (2.34), il vient

1

2

d

dt
kv00n (t)k

2
2 +

1

2

d

dt
krv0n (t)k

2
2 + (g (t)�un0)

R


v00n (t) dx+

1

2

d

dt
(g � rv0n) (t)�

1

2

d

dt

R t
0
g (s) krv0n (t)k

2
2 ds

�1
2
(g0 � rv0n) (t) +

1

2
g (t) krv0n (t)k

2
2 =

R


(f (u))0 v00n (t) dx;

donc

1

2

d

dt
kv00n (t)k

2
2 +

1

2

d

dt

�
1�

Z t

0

g (s) ds

�
krv0n (t)k

2
2 +

1

2

d

dt
(g � rv0n) (t) + (g (t)�un0)

Z



v00n (t) dx

=

Z



(f (v))0 v00n (t) dx+
1

2
(g0 � rv0n) (t)�

1

2
g (t) krv0n (t)k

2
2 ; (2.39)

on note par

{n (t) =
1

2

�
kv00n (t)k

2
2 +

�
1�

Z t

0

g (s) ds

�
krv0n (t)k

2
2 + (g � rv0n) (t)

�
:

d

dt

�
1

2

�
kv00n (t)k

2
2 +

�
1�

Z t

0

g (s) ds

�
krv0n (t)k

2
2 + (g � rv0n) (t)

��
+ (g (t)�un0)

Z



v00n (t) dx

=

Z



(f (v))0 v00n (t) dx+
1

2
(g0 � rv0n) (t)�

1

2
g (t) krv0n (t)k

2
2 : (2.40)

L’égalité (2.40) devient

d

dt
{n (t)�

Z



(f (v))0 v00n (t) dx+ (g (t)�un0)

Z



v00n (t) dx =
1

2
(g0 � rv0n) (t)�

1

2
g (t) krv0n (t)k

2
2 � 0:

En intégrant la formule au-dessus sur l’intervalle ]0; t[ et estimant le deuxième terme par Cauchy-

Schwartz et Young, on trouve

{n (t)+(g (t)�un0)
Z t

0

Z



v00n (t) dxds �
1

2
kv00n0k

2
2+
1

2
krv0n (0)k

2
2+
1

4�

Z t

0



(f (u))0

2
2
ds+�

Z t

0

kv00n (t)k
2
2 ds:

33



{n (t) + (g (t)�un0)
R t
0

R


v00n (t) dxds � RT

�
kv00n0k

2
2 + krun1k

2
2

�
+�
R t
0

�
kv00n (t)k

2
2 +

�
1�

R t
0
g (s) ds

�
krv0n (t)k

2
2 + (g � rv0n) (t)

�
ds:

Alors

{n (t) + (g (t)�un0)
Z t

0

Z



v00n (t) dxds � RT

�
kv00n0k

2
2 + krun1k

2
2

�
+ �

Z t

0

{n (t) ds; (2.41)

d’après l’inégalité de Gronwall, (2.41) vient

{n (t) + (g (t)�un0)
Z t

0

Z



v00n (t) dxds � RT

�
kv00n0k

2
2 + krun1k

2
2

�
:

Ainsi, pour estimer le terme kv00n0k
2
2 ; on pose � = v00n (t) et t = 0 dans (2.11)Z




v00n (t) v
00
n (t) dx�

Z



�vn (t) v
00
n (t) dx+

Z



Z t

0

g(t� s)�vn (s) v
00
n (t) dsdx =

Z



f (u (0)) v00n (t) dx;Z



v00n (0) v
00
n (0) dx�

Z



�vn (0) v
00
n (0) dx =

Z



f (u (0)) v00n (0) dx;Z



jv00n (0)j
2
dx =

Z



�vn (0) v
00
n (0) dx+

Z



f (u (0)) v00n (0) dx:

Nous avons

kv00n0k
2
2 =

Z



�un0v
00
n0dx+

Z



f (u (0)) v00n0dx; (2.42)

à partir de l’inégalité de Cauchy-Schwartz, (2.42) s’écrit

kv00n0k
2
2 �

�Z



jv00n0j
2
dx

�1=2 �Z



j�un0j2 dx
�1=2

+

�Z



jf (u (0))j1=2 dx
�1=2!

;

� kv00n0k2 (k�un0k2 + kf (u (0))k2) ;

alors

kv00n0k2 � k�un0k2 + kf (u (0))k2 � C: (2.43)

Donc

{n (t) � LT; (2.44)Z t

0

Z



v00n (t) dxds � LT ; (2.45)

où LT est un constante positive.

D’après (2.8), (2.43), (2.44) et (2.45) en résulte que

v00n est borné dans L1
�
[0; T ] ; L2 (
)

�
;

v0n est borné dans L1
�
[0; T ] ; H1

0 (
)
�
:
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Passage à la limite :

D’après la première, la deuxième et la troisième estimation, nous avons

vn est borné dans L1
�
[0; T ] ; H2 (
) \H1

0 (
)
�
;

v0n est borné dans L1
�
[0; T ] ; H1

0 (
)
�
; (2.46)

v00n est borné dans L1
�
[0; T ] ; L2 (
)

�
:

On déduit d’après (2.46) et le théorème 1.2 qu’on peut extraire une sous-suite (vnk)nk2N� de

(vn)n2N� et une fonction v telle que si on passe la limite dans (2.11), on trouve la solution faible

v de (2.3) avec la régularité au-dessus.

vnk * �v dans L1
�
[0; T ] ; H1

0 (
) \H2 (
)
�
;

v0nk * �v0 dans L1
�
[0; T ] ; H1

0 (
)
�
;

v00nk * �v00 dans L1
�
[0; T ] ; L2 (
)

�
:

En utilisant

L1
�
[0; T ] ; L2 (
)) ,! L2([0; T ] ; L2 (
)

�
;

L1
�
[0; T ] ; H1

0 (
)
�
,! L2

�
[0; T ] ; H1

0 (
)
�
:

Nous obtenons

v0nk ! v0 fortement dans L2
�
[0; T ] ; H1

0 (
)
�
;

v00nk ! v00 fortement dans L2
�
[0; T ] ; L2 (
)

�
: (2.47)

D’autre part

v0n est borné dans H1
0

�
[0; T ] ; H1

0 (
)
�
:

Par conséquent, l’injection

H1
0

�
[0; T ] ; H1

0 (
)
�
,! L2

�
[0; T ] ; L2 (
)

�
;

est compact, alors

v0nk ! v0 (converge fortement) dans L2
�
[0; T ] ; L2 (
)

�
:

Donc

v0nk ! v0 fortement dans L1
�
[0; T ] ; L2 (
)

�
;

v00nk ! v00 fortement dans L1
�
[0; T ] ; L2 (
)

�
: (2.48)
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D’après le lemme 1.1, on peut déduire

v0nk ! v0 p.p dans (0; T )� 
;

v00nk ! v00 p.p dans (0; T )� 
:

Maintenant, nous allons passer la limite dans (2.11).

On pose � = wj; n = nk et fixe j < nk;Z



v00nk (t)wjdx�
Z



�vnk (t)wjdx+

Z



Z t

0

g(t� s)�vnk (s)wjdsdx =

Z



f (u)wjdx (2.49)

En intégrant par partie le deuxième et le troisième terme du membre de gauche de (2.49), on

trouveZ



v00nk (t)wjdx+

Z



rvnk (t)rwjdx�
Z



Z t

0

g(t� s)rvnk (s)rwjdsdx =
Z



f (u)wjdx: (2.50)

Par passage de la limite dans (2.50),on obtientZ



v00 (t)wjdx+

Z



rv (t)rwjdx�
Z



Z t

0

g(t� s)rv (s)rwjdsdx =
Z



f (u)wjdx: (2.51)

Comme, le base wj (j = 1; :::) est dense dans H1
0 (
) \H2 (
) ; on peut généraliser (2.51) parZ




v00 (t)'dx+

Z



rv (t)r'dx�
Z



Z t

0

g(t�s)rv (s)'dsdx =
Z



f (u)'dx; 8' 2 H1
0 (
)\H2 (
) :

Alors

v est borné de L1
�
[0; T ] ; H2 (
) \H1

0 (
)
�
;

vt est borné de L1
�
[0; T ] ; H1

0 (
)
�
;

vtt est borné de L1
�
[0; T ] ; L2 (
)

�
:

Unicité :

Soit v1;v2 deux solutions de (2.3), et soit w = v1 � v2 satisfait :

w00 (t)��w (t) +
Z t

0

g(t� s)�w (s) ds = 0: (2.52)

En multiplient (2.52) par w0 et intégrant sur 
; on trouveZ



w00 (t)w0 (t) dx�
Z



�w (t)w0 (t) dx+

Z



Z t

0

g(t� s)�w (s)w0 (t) dsdx = 0; (2.53)
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le premier terme dans (2.53), s’écritZ



w00 (t)w0 (t) dx =
1

2

d

dt

Z



jw0 (t)j2 dx;

=
1

2

d

dt
kw0 (t)k22 : (2.54)

Une intégration par partie sur le deuxième terme dans (2.53) donne

�
Z



�w (t)w0 (t) dx =

Z



rw (t)rw0 (t) dx;

=
1

2

d

dt
krw (t)k22 : (2.55)

En intégrant le deuxième terme dans (2.53) par partie et utilisant le lemme 2.1, on obtientZ



Z t

0

g(t� s)�w (s)w0 (t) dsdx = �
Z



Z t

0

g(t� s)rw (s)rw0 (t) dsdx;

=
1

2
(g0 � ru)(t)� 1

2

d

dt
(g � ru)(t)� 1

2
g(t)

Z



jru(t)j2 dx

+
1

2

d

dt

�Z t

0

g(s)ds

Z



jru(s)j2 dx
�
;

= �1
2
(g0 � ru)(t) + 1

2

d

dt
(g � ru)(t) + 1

2
g (t) krw (t)k22

�1
2

d

dt

�
krw (t)k22

Z t

0

g(s)ds

�
: (2.56)

En remplaçant (2.54), (2.55) et (2.56) dans (2.53), on trouve

1

2

d

dt
kw0 (t)k22 +

1

2

d

dt
krw (t)k22 �

1

2
(g0 � ru)(t) + 1

2

d

dt
(g � ru)(t) + 1

2
g (t) krw (t)k22

�1
2

d

dt

�
krw (t)k22

Z t

0

g(s)ds

�
= 0;

1

2

d

dt

�
kw0 (t)k22 +

�
1�

Z t

0

g(s)ds

�
krw (t)k22 + (g � rw) (t)

�
=
1

2
(g0 � rw) (t)� 1

2
g (t) krw (t)k22 :

On note par

N (t) =
1

2

�
kw0 (t)k22 +

�
1�

Z t

0

g(s)ds

�
krw (t)k22 + (g � rw) (t)

�
:

Comme
1

2
(g0 � rw) (t) � 0;

on conclure
d

dt
N (t) � 0:
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C’est implique que N (t) est uniformément borné par N (0) et décroissante par rapport à t; d’autre

part w (0) = 0; on trouve

w = 0 c’est-à-dire v1 = v2:

La preuve du lemme 2.2

Nous approchons u0; u1 par les sous-suites fu0�g, fu1�g dans C10 (
), et u par la suite fu�g dans

C ([0; T ] ; C10 (
)) ; pour le problème (2.3). Le lemme 2.3 confirme l’existence du sous-suite fv�g
de la solution unique qui satisfait (2.5) et (2.6). Maintenant, pour déterminer la preuve du lemme

2.2, nous allons démontrer que la sous-suite fv�g est de Cauchy dans YT :

Pour cela, on pose w = v� � v�; qu’est la solution du problème8>>>><>>>>:
wtt ��w +

R t
0
g(t� s)�w(s)ds = f (u�)� f

�
u�
�
; x 2 
; t > 0;

w(x; t) = 0; x 2 @
; t > 0;
w(x; 0) = w0(x) = u0�(x)� u0�(x); x 2 
;
wt(x; 0) = w1(x) = u1�(x)� u1�(x); x 2 
;

(2.57)

avec

f (u�) = ju�j
 u�:

Après en multipliant l’équation (2.57) par wt, on obtient

1

2

d

dt

�
kwt (t)k22 +

�
1�

Z t

0

g(s)ds

�
krwk22 + (g � rw)(t)

�

� 1
2
(g0 � rw)(t) + 1

2
g(t) krw (t)k22 =

Z



�
f (u�)� f

�
u�
��
wt (t) dx: (2.58)

En utilisant l’inégalité de Hölder avec
1

q
+
1

n
+
1

2
= 1; pour estimer le membre de gauche de

l’égalité (2.58), il vient����Z



�
f (u�)� f

�
u�
��
wt (t) dx

���� =

����Z



�
ju� (t)j
 u� (t)�

��u� (t)��
 u� (t)� �v�t (t)� v�t (t)
�
dx

���� ;
� C

Z



sup
�
ju� (t)j
 ;

��u� (t)��
� ��u� (t)� u� (t)
�� ���v�t (t)� v�t (t)

��� dx;
� C



u� (t)� u� (t)



q




v�t (t)� v�t (t)




2

�
ku� (t)k
n
 +



u� (t)



n


�
:

L’injection de Sobolev Lq (
) ,! H1
0 (
) ,! L2 (
) donne

u� (t)� u� (t)


 q � c1



ru� (t)�ru� (t)


2
; 8c1 > 0:

Et

ku� (t)k
n
 +


u� (t)




n

� c2

�
kru� (t)k
2 +



ru� (t)



2

�
; 8c2 > 0:
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Donc����Z



�
f (u�)� f

�
u�
��
wtdx

���� � C1


ru� (t)�ru� (t)



2




v�t (t)� v�t (t)




2

�
kru� (t)k
2 +



ru� (t)



2

�
;

(2.59)

où C1 est une constante positive.

En intégrant (2.58) sur l’intervalle ]0; t[ et substituant (2.59), il vient

1

2
kwt (t)k22 +

1

2

�
1�

Z t

0

g(s)ds

�
krw (t)k22 +

1

2

Z t

0

(g � rw)(t)� 1
2
(g0 � rw)(t)

+
1

2

Z t

0

g(s)ds krw (t)k22 �
1

2
kw1k22 �

1

2
krw0k22

� C1

Z t

0



ru� (t)�ru� (t)


2




v�t (t)� v�t (t)




2

�
kru� (t)k
2 +



ru� (t)



2

�
: (2.60)

D’autre part, on a

1

2

Z t

0

(g � rw)(t)� 1
2
(g0 � rw)(t) + 1

2

Z t

0

g(s)ds krw (t)k22 � 0: (2.61)

Donc, (2.60) devient

1

2
kwt (t)k22 +

1

2

�
1�

Z t

0

g(s)ds

�
krw (t)k22 � 1

2
kw1k22 +

1

2
krw0k22

+C�T kwtk2


ru� �ru�



2
; (2.62)

et comme Z t

0

g(s)ds �
Z 1

0

g(s)ds;

l’inégalité (2.62), devient

1

2
kwt (t)k22 + l krw (t)k22 �

1

2
kw1k22 +

1

2
krw0k22 + C�T kwt (t)k2



ru� (t)�ru� (t)


2
: (2.63)

D’après l’inégalité de Cauchy avec ", (2.63) devient

1

2
kwt (t)k22 + l krw (t)k22 �

1

2
kw1k22 +

1

2
krw0k22 + C�T

�
"

2
kwt (t)k22 +

1

2"



ru� (t)�ru� (t)

2
2

�
;

kw (t)k2YT �
1

2
kw1k22 +

1

2
krw0k22 + � kw (t)k2YT ;

où � est une constante positive.

En appliquant l’inégalité de Gronwall, on obtient

kw (t)k2YT �
1

2
kw1k22 +

1

2
krw0k22 ;
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Finalement, on déduit que fv�g est une suite de Cauchy dans YT :

Comme fv�g est une suite de Cauchy, elle est converge vers la limite v dans YT , d’après le lemme

2.3 cette limite est la solution faible.

Maintenant, nous démontrons l’existence locale du problème (2.1).

La preuve du théorème 2.1

Soit (u0; u1) 2 H1
0 (
)� L2 (
) ; et

R2 =
�
kru0k22 + ku1k

2
2

�
:

Pour T > 0, nous considérons

MT =
�
u 2 YT : u (0) = u0; ut (0) = u1 et ku (t)kYT � R

	
:

Soit

� :MT !MT

u 7�! v = � (u) :

Nous allons prouver :

(i) � (MT )�MT :

(ii) � est un contraction en MT :

La première assertion :

Par le lemme 2.2, pour tout u 2 MT on peut définir v = � (u) ; la solution unique du problème

(2.3). Pour T > 0; on démontre que � est un contraction satisfaisant :

� (MT )�MT :

Soit u 2MT ; la solution v = � (u) satisfait :

1

2

�
kv0 (t)k22 +

�
1�

Z t

0

g(s)ds

�
krv (t)k22 + (g � rv) (t)

�
=

1

2

�
ku1k+ k5u0k22

�
+

Z t

0

Z



ju (t)j
 u (t) v0(t)dxds:

Ce qu’ implique

1

2
kv (t)k2YT �

1

2

�
ku1k22 + krv0k

2�+ Z t

0

Z



ju (t)j
 u (t) v0(t)dxds: (2.64)

De même en estimant le terme
R


ju (t)j
 u (t) v0(t)dx, comme la preuve du lemme 2.2, d’après

l’inégalité de Cauchy-Schwartz nous avonsZ



ju (t)j
 u (t) v0(t)dx � c ku (t)k
+12 kv0 (t)k2 ; (2.65)
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en appliquant l’inégalité de Cauchy avec " dans (2.65), nous obtenonsZ



ju (t)j
 u (t) v0(t)dx � c ku (t)k
+12 kv0 (t)k2 ;

� c

�
"

2
ku (t)k2(
+1)2 +

1

2"
kv0 (t)k22

�
;

� c"
�
ku (t)k
+1YT

+ kv (t)k2YT
�
; (2.66)

en remplaçant (2.66) dans (2.64), et comme u 2MT on obtient

kv (t)k2YT � ku1k
2
2 + kru0k

2 + c"R

+1

Z t

0

ds+ c"

Z t

0

kv (t)k2YT ds; (2.67)

grâce à l’inégalité de Gronwall, (2.67) devient

kv (t)kYT � ku1k2 + kru0k2 + c"R

+1T;

on choisit T suffisamment petit, cela donne

kv (t)kYT � R; c’est-à-dire v 2MT :

Identiquement

� (MT )�MT :

La deuxième assertion :

Maintenant, nous prouvons que � est un contraction en MT . Nous prenons w1; w2 dans MT ; et

posons v (t) = v1 (t)�v2 (t) et u (t) = w1 (t)�w2 (t) ; tels que v1 (t) = �(w1 (t)) et v2 (t) = �(w2 (t)):

Il est facile que v satisfaitZ



vtt (t) �dx+

Z



rv (t)r�dx�
Z



Z t

0

g(t�s)rv (t)r�(s)dsdx =
Z



(jw1 (t)j
 w1 (t)� jw2 (t)j
 w2 (t)) �dx;

d’autre part, en posant � = vt (t) dans l’inégalité au-dessus et utilisant la même technique du

lemme 2.2, on trouve

kv (t)k2YT � &

Z t

0

�
kw1 (t)k
YT + kw1 (t)k



YT

�
kw1 (t)� w2 (t)kYT kv (s)kYT ds;

alors

kv (t)k2YT = k� (w1)� � (w2)k2YT � �� kw1 � w2k2YT ; (2.68)

pour 0 < �� = 2&TR

 < 1 (si en choisissant T assez petit).

Finalement par le théorème de l’application contractante avec (2.68), on déduit qu’ il existe une

solution unique faible u = � (u) 2 YT du problème (2.1).
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2.3 Existence globale

Dans cette section, nous allons montrer l’existence globale du problème (2.1). Avant de prouver

notre résultat, on introduit les fonctions

I (t) = I (u(t)) =

�
1�

Z t

0

g (s) ds

�
kru (t)k22 + (g � ru) (t)� ku (t)k


+2

+2 ; (2.69)

et

J (t) = J (u(t)) =
1

2

�
1�

Z t

0

g (s) ds

�
kru (t)k22 +

1

2
(g � ru) (t)� 1


 + 2
ku (t)k
+2
+2 :

Lemme 2.4 L’énergie "modifiée" associée au problème (2.1) est donnée par :

E (t) = E (u (t) ; ut (t)) =
1

2
kut (t)k22 +

1

2

�
1�

Z t

0

g (s) ds

�
kru (t)k22 +

1

2
(g � ru) (t)

� 1


 + 2
ku (t)k
+2
+2 : (2.70)

Preuve.

Soit

utt ��u+
Z t

0

g (t� s)�u (s) ds = juj
 u; (2.71)

En multipliant et intégrant (2.71) sur 
; on trouveZ



utt (t)ut (t) dx�
Z



�u (t)ut (t) dx+

Z t

0

g (t� s)�u (s)ut (t) dx =

Z



ju (t)j
 u (t)ut (t) dx;

1

2

d

dt

Z t

0

jut (t)j2 +
Z



ru (t)rut (t) dx�
Z t

0

g (t� s)ru (s)rut (t) dx =
1


 + 2

d

dt

Z



ju (t)j
+2 ;

1

2

d

dt
kut (t)k22 +

1

2

d

dt

Z



jru (t)j2 dx�
Z t

0

g (t� s)ru (s)rut (t) dx =
1


 + 2

d

dt
ku (t)k
+2
+2 ;

1

2

d

dt
kut (t)k22 +

1

2

d

dt
kru (t)k22 �

Z t

0

g (t� s)ru (s)rut (t) dx =
1


 + 2

d

dt
ku (t)k
+2
+2 :

En utilisant le lemme 2.1, on trouve

1

2

d

dt
kut (t)k22+

1

2

d

dt
kru (t)k22�

1


 + 2

d

dt
ku (t)k
+2
+2�

1

2
(g0�ru)(t)+ 1

2

d

dt
(g�ru)(t)+ 1

2
g(t) kru (t)k22

�1
2

d

dt

�Z t

0

g(s)ds

Z



jru(s)j2 dx
�
= 0;

alors

1

2

d

dt
kut (t)k22 �

1


 + 2

d

dt
ku (t)k
+2
+2 +

1

2

d

dt

�
1�

Z t

0

g(s)ds

�
kru (t)k22 +

1

2

d

dt
(g � ru)(t)

=
1

2
(g0 � ru)(t)� 1

2
g(t) kru (t)k22 ;
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donc, on déduit

1

2

d

dt
kut (t)k22�

1


 + 2

d

dt
ku (t)k
+2
+2+

1

2

d

dt

�
1�

Z t

0

g(s)ds

�
kru (t)k22+

1

2

d

dt
(g �ru)(t) � 0; (2.72)

en intégrant (2.72) par rapport à t sur l’intervalle ]� ; � + 1[

1

2

Z �+1

�

d

dt
kut (t)k22 dt�

1


 + 2

Z �+1

�

d

dt
ku (t)k
+2
+2 dt+

1

2

Z �+1

�

d

dt

�
1�

Z t

0

g(s)ds

�
kru (t)k22 dt

+
1

2

Z �+1

�

d

dt
(g � ru)(t)dt � 0;

alors

1

2
kut (� + 1)k22 +

1

2

�
1�

Z t

0

g(s)ds

�
kru (� + 1)k22 +

1

2
(g � ru)(�)� 1


 + 2
ku (� + 1)k
+2
+2

� 1

2
kut (�)k22 +

1

2

�
1�

Z t

0

g(s)ds

�
kru (�)k22 +

1

2
(g � ru)(s)� 1


 + 2
ku (�)k
+2
+2 ;

donc

E (� + 1) � E (�) :

Par conséquent, l’énergie "modifiée" est

E (t) = E (u (t) ; ut (t)) =
1

2
kut (t)k22 +

1

2

�
1�

Z t

0

g (s) ds

�
kru (t)k22

+
1

2
(g � ru) (t)� 1


 + 2
ku (t)k
+2
+2 :

Remarque 2.3 E (t) = J (t) +
1

2
kut (t)k22 :

Lemme 2.5 Supposons que (G1), (G2) et (2.4) sont vérifiées et (u0; u1) 2 H1
0 (
)�L2 (
) : Si u est

la solution de (2.1), alors l’énergie "modifiée" satisfaite

E 0(t) =
1

2
(g0 � r) (t)� 1

2
g (t) kru (t)k22 �

1

2
(g0 � r) (t) ; pour tout t 2 [0; T ] : (2.73)
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Preuve. En dérivant E (t) par rapport à t, il devient

E 0 (t) =
d

dt
E (t) =

1

2

d

dt
kut (t)k2 +

1

2

d

dt

�
1�

Z t

0

g(s)ds

�
kru (t)k2 + 1

2

d

dt
(g � ru)(t)

� 1


 + 2

d

dt
ku (t)k
+2
+2 ;

E 0 (t) =
1

2

d

dt

Z



jut (t)j2 dx+
1

2

d

dt

Z



jru (t)j2 dx� 1
2

d

dt

�Z t

0

g (t� s)

Z



jru (s)j2 dx
�

+
1

2

d

dt
(g � ru)(t)� 1


 + 2

d

dt

Z



ju (t)j
+2 ;

E 0 (t) =

Z



utt (t)ut (t) dx+

Z



ru (t)rut (t) dx�
1

2

d

dt

�Z t

0

g (t� s)

Z



jru (s)j2 dx
�

+
1

2

d

dt
(g � ru)(t)�

Z



ju (t)j
 u (t) :ut (t) dx;

en utilisant (2.1)

E 0 (t) =

Z



ut (t)�u (t) dx�
Z



ut (t)

Z t

0

g (t� s)�u (s) dsdx+

Z



ut (t) ju (t)j
 u (t) dx

+

Z



ru (t)rut (t) dx�
1

2

d

dt

�Z t

0

g (t� s)

Z



jru (t)j2 dx
�
+
1

2

d

dt
(g � ru)(t)

�
Z



ju (t)j
 u (t)ut (t) dx: (2.74)

En intégrant par partie l’égalité (2.74) sur 
, on obtient

d

dt
E (t) = E 0 (t) =

Z



rut (t)
Z t

0

g (t� s)ru (s) dsdx� 1
2

d

dt

�Z t

0

g (t� s)

Z



jru (t)j2 dxds
�

+
1

2

d

dt
(g � ru)(t); (2.75)

grâce au lemme 2.1, l’inégalité (2.75) devient

E 0 (t) =
1

2
(g0 � r) (t)� 1

2
g (t) kru (t)k22 �

1

2
(g0 � r) (t) ; pour tout t 2 [0; T ] :

Lemme 2.6 Supposons que (G1), (G2) et (2.4) sont vérifiées et (u0; u1) 2 H1
0 (
)�L2 (
) ; tels que

�� =
C
+2�
l

�
2 (
 + 2)


l
E (u0; u1)

�
=2
< 1; (2.76)

I (u0) > 0;
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avec C� est la constante de Poincaré.

Alors

I (u (t)) > 0; 8t > 0:

Preuve.

Comme I (u0) > 0; alors il existe (par continuité) Tm < T tel que

I (u (t)) � 0; 8t 2 [0; Tm] ;

on a

J (t) =
1

2

�
1�

Z t

0

g (s) ds

�
kru (t)k22 +

1

2
(g � ru) (t)� 1


 + 2
ku (t)k
+2
+2 ;

alors

J (t) =

�



2 (
 + 2)

���
1�

Z t

0

g (s) ds

�
kru (t)k22 + (g � ru) (t)

�
+

1


 + 2
I (t) ;

donc

J (t) �
�




2 (
 + 2)

���
1�

Z t

0

g (s) ds

�
kru (t)k22 + (g � ru) (t)

�
: (2.77)

Grâce aux (G1), (2.69), (2.73) et (2.77), nous obtenons

l kru (t)k22 �
�
1�

Z t

0

g (s) ds

�
kru (t)k22 �

�
2 (
 + 2)




�
J (t) ;

l kru (t)k22 �
�




2 (
 + 2)

�
E (t) �

�



2 (
 + 2)

�
E (u0; u1) ;8t 2 [0; Tm] : (2.78)

Ensuite, à partir de (G1), lemme 1.10, lemme 1.11, (2.76) et (2.78) nous obtenons

ku (t)k
+2
+2 � C
+2� kru (t)k
+22 ;

� C
+2�
l
kru (t)k
2 kru (t)k

2
2 � ��l kru (t)k

2
2 ;

� ��

�
1�

Z t

0

g (s) ds

�
kru (t)k22 ;

<

�
1�

Z t

0

g (s) ds

�
kru (t)k22 ; 8t 2 [0; Tm] :

Pour cela

I (t) = I (u(t)) =

�
1�

Z t

0

g (s) ds

�
kru (t)k22 + (g � ru) (t)� ku (t)k


+2

+2 > 0;

pour tout t 2 [0; Tm] : En répétant cette procédure et utilisant

lim
t!Tm

�� =
C
+2�
l

�
2 (
 + 2)


l
E (u0; u1)

�
=2
� � < 1;

on obtient Tm s’ étend à T:
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Théorème 2.2 Supposons que (G1), (G2) et (2.4) sont vérifiées et si (u0; u1) 2 H1
0 (
) � L2 (
)

satisfaits (2.76). Alors la solution est globale et bornée.

Preuve.

Il suffit de montrer que

kru (t)k22 + kut (t)k
2
2

est borné indépendant de t:

Pour déterminer ça, on utilise (2.69), (2.73) et (2.77)

E (0) � E (t) = J (t) +
1

2
kut (t)k22 ;

�
�




2 (
 + 2)

��
l kru (t)k22 + (g � ru) (t)

�
+
1

2
kut (t)k22 +

1


 + 2
I (t) ;

comme I (t) et (g � ru) (t) sont positives, ce qu’ implique

E (0) �
�




2 (
 + 2)

�
l kru (t)k22 +

1

2
kut (t)k22 :

Donc

kru (t)k22 + kut (t)k
2
2 � CE (0) ;

avec C est une constante positive, qu’est dépend de 
 et l:
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Chapitre 3

Comportement asymptotique et Explosion

de la solution.

Dans ce chapitre, nous allons développer les calculs pour montrer que l’énergie associée est

exponentiellement ou polynômialement décroissante.

De plus, nous allons étudier l’explosion de la solution en temps fini.

3.1 Comportement asymptotique de la solution

3.1.1 Décroissance de l’énergie

Dans cette section, nous allons prouver la décroissance de l’énergie. Pour cet résultat, en utilisant

la fonctionnelle

F (t) = E (t) + "1� (t) + "2 (t) ; (3.1)

avec "1; "2 deux constantes positives et

� (t) =

Z



u (t)ut (t) dx;

 (t) = �
Z



ut (t)

Z t

0

g (t� s) (u (t)� u (s)) dsdx:

Remarque 3.1

Clairement que

�1F (t) � E (t) � �2F (t) ; (3.2)

où �1 et �2 deux constantes positives.
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Lemme 3.1 Supposons que (G1), (G2) et (2.4) sont vérifiées, alors la fonction � (t) vérifiée

�0 (t) � kut (t)k22 �
1

2
kru (t)k22 +

1

l

�Z



g2�p (s)

�
(gp � ru) (t) + ku (t)k
+2
+2 : (3.3)

Preuve. En dérivant � (t) par rapport à t, on obtient

�0 (t) =
d

dt
� (t) =

d

dt

�Z



u (t)ut (t) dx

�
=

Z



jut (t)j2 dx�
Z



jru (t)j2 dx

+

Z



ru (t)
Z t

0

g (t� s)ru (s) dsdx+
Z



ju (t)j
+2 dx: (3.4)

Nous estimons le troisième terme dans le membre de droit de l’égalité au-dessus, nous obtenonsZ



ru (t)
Z t

0

g (t� s)ru (s) dsdx � 1

2

Z



jru (t)j2 dx+ 1
2

Z



�Z t

0

g (t� s) jru (s)j
�2

dx;

Z



ru (t)
Z t

0

g (t� s)ru (s) dsdx � 1

2

Z



jru (t)j2 dx

+
1

2

Z



�Z t

0

g (t� s) jru (s)�ru (t) +ru (t)j
�2

dx: (3.5)

En appliquant l’inégalité de Young pour tout � > 0, nous obtenonsZ



�Z t

0

g (t� s) jru (s)�ru (t) +ru (t)j ds
�2

dx

�
Z



�Z t

0

g (t� s) (jru (s)�ru (t)j+ jru (t)j) ds
�2

dx;

Z



�Z t

0

g (t� s) jru (s)�ru (t)j+ jru (t)j ds
�2

dx �
Z



�Z t

0

g (t� s) (jru (s)�ru (t)j) ds
�2

dx

+

Z



�Z t

0

g (t� s) jru (t)j ds
�2

dx+ 2

Z



�Z t

0

g (t� s) (jru (s)�ru (t)j) ds
�
��Z t

0

g (t� s) jru (t)j ds
�
dx;

Z



�Z t

0

g (t� s) jru (s)�ru (t)j+ jru (t)j ds
�2

dx � (1 + �)
Z



�Z t

0

g (t� s) jru (t)j ds
�2

dx

+

�
1 +

1

�

�Z



�Z t

0

g (t� s) (jru (s)�ru (t)j) ds
�2

dx: (3.6)

D’autre part on a�Z t

0

g (t� s) (jru (s)�ru (t)j) ds
�2
�
Z t

0

g2�p (s) ds

Z t

0

gp (t� s) jru (s)�ru (t)j2 ds:
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En utilisant
R t
0
g (s) ds �

R1
0
g (s) ds = 1� l; l’inégalité (3.6) devientZ




�Z t

0

g (t� s) [jru (s)�ru (t)j+ jru (t)j] ds
�2

dx � (1 + �) (1� l)2
Z t

0

jru (t)j2 dx+
�
1 +

1

�

�
�

Z t

0

g2�p (s) ds

Z



Z t

0

gp (t� s) jru (s)�ru (t)j2 dsdx: (3.7)

En remplaçant (3.7) dans (3.4), on trouve

�0 (t) �
Z



jut (t)j2 dx+
Z



ju (t)j
+2 dx� 1
2

Z



jru (t)j2 dx+ 1
2
(1 + �) (1� l)2

Z t

0

jru (t)j2 dx

+

�
1 +

1

�

�Z t

0

g2�p (s) ds

Z



Z t

0

gp (t� s) jru (s)�ru (t)j2 dsdx;

alors

�0 (t) �
Z



jut (t)j2 dx+
Z



ju (t)j
+2 dx+ 1
2

�
�1 + (1 + �) (1� l)2

� Z



jru (t)j2 dx

+

�
1 +

1

�

�Z t

0

g2�p (s) ds

Z



Z t

0

gp (t� s) jru (s)�ru (t)j2 dsdx: (3.8)

En choisissant � =
l

1� l
; l’inégalité (3.8) vient

�0 (t) � kut (t)k22 �
1

2
kru (t)k22 +

1

l

�Z



g2�p (s) ds

�
(gp � ru) (t) + ku (t)k
+2
+2 :

Lemme 3.2 Supposons que (G1), (G2) et (2.4) sont vérifiées, alors la fonction  (t) vérifiée

 0 (t) � �

�
1 + 2 (1� l)2 + C2(
+1)p

�
2 (
 + 2)E (0)


l

�
�
kru (t)k2+

�
2� +

1

4�
(1 + Cp)

��Z t

0

g2�p (s) ds

�
�

(gp � ru) (t) + g (0)

4�
Cp ((�g0 � ru) (t)) +

�
� �

Z t

0

g (s) ds

�
kut (t)k22 ; pour tout � > 0: (3.9)

Preuve. En dérivant  (t) par rapport à t sur l’intervalle ]0; t[

 0(t) = �
Z



utt (t)

Z t

0

g (t� s) (u (t)� u (s)) dsdx�
Z



ut (t)

Z t

0

g0 (t� s) (u (t)� u (s)) dsdx

�
�Z t

0

g(s)ds

�Z



jut (t)j2 dx; (3.10)

on a d’après le problème (2.1)

utt = �u�
Z t

0

g (t� s)�u (s) ds� juj
 u: (3.11)
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En substituant (3.11) dans (3.10) et appliquant l’intégration par partie, nous obtenons

 0(t) =

Z



ru (t)
�Z t

0

g (t� s) (ru (t)�ru (s)) ds
�
dx�

Z



�Z t

0

g (t� s) (ru (t)�ru (s)) ds
�
�Z t

0

g (t� s)ru (s) ds�
Z



ju (t)j
 u (t)
�Z t

0

g (t� s) (u (t)� u (s)) ds

�
dx

�
Z



ut (t)

Z t

0

g0 (t� s) (u (t)� u (s)) dsdx�
�Z t

0

g(s)ds

�Z



jut (t)j2 dx: (3.12)

Comme (3.4), on estime le premier terme dans l’égalité au-dessusZ



ru (t)
�Z t

0

g (t� s) (ru (t)�ru (s)) ds
�
dx � �

Z



jru (t)j2 dx+ 1

4�

�Z t

0

g2�p (s) ds

�
�

Z



Z t

0

gp (t� s) jru (t)�ru (s)j2 dsdx: (3.13)

Le deuxième termeZ



�Z t

0

g (t� s) (ru (t)�ru (s)) ds
�Z t

0

g (t� s)ru (s) ds

� 1

4�

Z



����Z t

0

g (t� s) (ru (t)�ru (s)) ds
����2 dx+ �

Z



����Z t

0

g (t� s)ru (s) ds
����2 dx;

�
�
2� +

1

4�

�
�
Z



�Z t

0

g (t� s) (ru (t)�ru (s)) ds
�2

dx+ 2� (1� l)2
Z



jru (t)j2 dx:

DoncZ



�Z t

0

g (t� s) (ru (t)�ru (s)) ds
�Z t

0

g (t� s)ru (s) ds �
�
2� +

1

4�

��Z t

0

g2�p (s) ds

�
�

Z



Z t

0

gp (t� s) jru (t)�ru (s)j2 dsdx+ 2� (1� l)2
Z



jru (t)j2 dx: (3.14)

Le troisième terme à partir de l’inégalité de YoungZ



ju (t)j
 u (t)
�Z t

0

g (t� s) (u (t)� u (s)) ds

�
dx � �

Z



ju (t)j2(
+1) dx

+
1

4�

Z



�Z t

0

g (t� s) (u (t)� u (s) ds)

�2
dx;

doncZ



ju (t)j
 u (t)
�Z t

0

g (t� s) (u (t)� u (s)) ds

�
dx � �

Z



ju (t)j2(
+1) dx+ 1

4�

�Z t

0

g2�p (s) ds

�
�Z




Z t

0

gp (t� s) (u (t)� u (s))2 dsdx:
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Donc Z



ju (t)j
 u (t)
�Z t

0

g (t� s) (u (t)� u (s)) ds

�
dx � �

Z



ju (t)j2(
+1) dx

+
Cp
4�

�Z t

0

g2�p (s) ds

�
(gp � ru) (t) : (3.15)

Grâce à l’injection de Poincaré-Sobolev le premier terme de le membre de droit dans l’inégalité

(3.15), devient Z



ju (t)j2(
+1) dx � C2(
+1)p kru (t)k2(
+1)2 ;

� C2(
+1)p

�
2 (
 + 2)


l
E (0)

�

kru (t)k22 : (3.16)

En substituant (3.16) dans (3.15), nous obtenonsZ



ju (t)j
 u (t)
�Z t

0

g (t� s) (u (t)� u (s)) ds

�
dx � C2(
+1)p

�
2 (
 + 2)


l
E (0)

�

kru (t)k22

+
Cp
4�

�Z t

0

g2�p (s) ds

�
(gp � ru) (t) : (3.17)

En appliquant l’inégalité de Young, le quatrième terme vient

�
Z



ut (t)

Z t

0

g0 (t� s) (u (t)� u (s)) dsdx � �

Z



jut (t)j2 dx+
g(0)

4�
Cp�

�Z



Z t

0

�g0(t� s) jru(t)�ru(s)j2 dxds
�
: (3.18)

En substituant (3.13), (3.14), (3.17) et (3.18) dans (3.12), on trouve

 0 (t) � �

�
1 + 2 (1� l)2 + C2(
+1)p

�
2 (
 + 2)E (0)


l

�
�
kru (t)k2 +

�
2� +

1

4�
(1 + Cp)

�
�

�Z t

0

g2�p (s) ds

�
(gp � ru) (t)+g (0)

4�
Cp ((�g0 � ru) (t))+

�
� �

Z t

0

g (s) ds

�
kut (t)k22 ; pour tout � > 0:

Théorème 3.1 Soient (u0; u1) 2 H1
0 (
)�L2 (
), satisfaites (2.76). Supposons que (2.4) est vérifiée

et g satisfaite (G1) et (G2) alors E(t) décroit de façon exponentielle ou polynômiale vers zéros,

c’est-à-dire il existe deux constantes positives K, k telles que :

E(t) � ke�kt; p = 1; (3.19)

E(t) � K(1 + t)�1=p�2; p > 1:
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Preuve. Comme g est continue et g(0) > 0, alors pour tout t0 > 0 on aZ t

0

g(s)ds �
Z t0

0

g(s)ds = g0 > 0; 8t � t0: (3.20)

En dérivant (3.1), on obtient

F 0(t) = E 0(t) + "1�
0 (t) + "2 

0 (t) :

En utilisant (2.72), (3.3), (3.9) et (3.20) , on obtient

F 0(t) � �f"2 (g0 � �)� "1g kut (t)k22 + "1 ku (t)k
+2
+2

�
�
"1
2
l � "2�

�
1 + 2 (1� l)2 + C2(
+1)p

�
2 (
 + 2)


l
E(0)

�
��
kru (t)k22 +

�
1

2
� "2

g(0)

4�
Cp

�
�

(g0 � ru) (t) +
�
"1
l
+ "2

�
2� +

1

4�
(1 + Cp)

��
�
�Z t

0

g2�p (s) ds

�
(gp � ru) (t) : (3.21)

On choisis � plus petit tel que

g0 � � >
1

2
g0;

et

�

�
1 + 2 (1� l)2 + C

2(
+2)
p ((2(
 + 2)E(0)=
l)


�
l

<
1

8
g0:

Comme � est fixé le choix de deux positives "1 et "2 satisfaites

1

4
g0"2 < "1 <

1

2
g0"2; (3.22)

ce qu’ implique

k1 = "2 (g0 � �)� "1 > 0;

k2 = "1
l

2
� "2�

�
1 + 2 (1� l)2 + C2(
+1)p

�
2(
 + 2)


l
E(0)

�
�
> 0:

Alors, on choisis "1 et "2 plus petites pour (3.2) et (3.22) sont utiles et

k3 =
1

2
� "2

g(0)

4�
Cp �

1

�

�
"1
l
+ "2

�
2� +

1

4�
(1 + Cp)

���Z 1

0

g2�p (s) ds

�
> 0:

Donc (3.21) devient

F 0(t) � �k1 kut (t)k22 � k2 kru (t)k22 � k3� (g
p � ru) (t) + "1 ku (t)k
+2
+2 ; 8t � t0: (3.23)

Cas 1 : p = 1

D’après (3.2) et (3.23)

F 0 (t) � ��1E (t) � ��1�1F (t) ; 8t � t0; (3.24)
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pour �1 > 0; et par intégration simple de (3.24) on trouve

F (t) � F (t0) e
��1�1t0e�1�1t; 8t � t0:

À partir de (3.2), on obtient

E (t) � �2F (t0) e
��1�1t0e�1�1t = ke�kt; 8t � t0:

Cas 2 : p > 1

D’après (G2), il est claire que Z 1

0

g1�� (s) ds <1; 8� < 2� p;

Donc (voir[11], lemme 3.3)

(g � ru) (t) � C

��Z 1

0

g1�� (s) ds

�
E (0)

�(p�1)=(p�1+�)
f(gp � ru) (t)g�=(p�1+�) :

Pour ça, pour tout � > 1; on a

E� (t) � CE��1 (0)

�Z



jut (t)j2 dx�
Z



ju (t)j
+2 dx+ kru (t)k22
�
+ C f(g � ru) (t)g�

E� (t) � CE��1 (0)
n
kut (t)k22 � ku (t)k


+2

+2 + kru (t)k

2
2

o
+C

��Z 1

0

g1�� (s) ds

�
E (0)

��(p�1)=(p�1+�)
f(gp � ru) (t)g��=(p�1+�) : (3.25)

On choisit � =
1

2
et � = 2p� 1 (pour ça ��= (p� 1 + �) = 1 ), l’inégalité (3.25) vient

E� (t) � C
n
kut (t)k22 � ku (t)k


+2

+2 + kru (t)k

2
2 + (g

p � ru) (t)
o
: (3.26)

Par (3.2), (3.23) et (3.26), on trouve

F 0 (t) � ��2E� (t) � ��2 (�1)
� F � (t) ; 8t � t0: (3.27)

Pour tout �2 > 0; par intégration simple de (3.27)

F (t) � C1 (1 + t)
�1=(��1) ; 8t � t0: (3.28)

Par conséquent de (3.28), on trouveZ 1

0

F (t) dt+ sup
t�0

tF (t) � 1:
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On a (voir [11], lemme 3.3) :

g � ru � C2

�Z t

0

ku (s)kH1(0;1) ds+ t ku (t)kH1(0;1)

�(p�1)=p
(gp � ru)1=p

� C2

�Z t

0

F (s) ds+ tF (t)

�(p�1)=p
(gp � ru)1=p (t) � C3 ((g

p � ru) (t))1=p :

Ce qu’ implique

(gp � ru) � C4 (g � ru)p :

Par conséquent

F 0 (t) � �C5
h
kut (t)k22 � ku (t)k


+2

+2 + (g � ru)

p (t)� ku (t)k
+2
+2

i
; 8t � t0:

D’autre part on a semblable de (3.26)

Ep (t) � C6

n
kut (t)k22 � ku (t)k


+2

+2 + kru (t)k

2
2 + (g

p � ru) (t)
o
: 8t � t0:

D’après deux dernières inégalités et (3.2), on obtient

F 0 (t) � �C7F p (t) ; 8t � t0: (3.29)

Par intégration simple de (3.29), on trouve

F (t) � K (1 + t)�1=(p�1) ; 8t � t0:

3.2 Explosion en temps fini

Avant d’étudier l’explosion de solution en temps fini, on présente le lemme et le corollaire au-

dessous :

Lemme 3.3 Si 
 satisfait (2.4) alors il existe une constante positive � telle que

ku (t)ks
+2 � �1

�
kru (t)k22 + ku (t)k


+2

+2

�
; 2 � s � 
 + 2;

pour tout u solution du problème (2.1).

Preuve.

1) Si kuk
+2 � 1; alors

ku (t)ks
+2 � ku (t)k
2

+2 � c� kru (t)k22 ; d’après l’inégalité de Sobolev-Poincaré. (3.30)
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2) Si kuk
+2 > 1; alors

ku (t)ks
+2 � ku (t)k

+2

+2 ; 2 � s � 
 + 2; (3.31)

en assemblant (3.30) et (3.31 ), nous obtenons

ku (t)ks
+2 � �1

�
kru (t)k22 + ku (t)k


+2

+2

�
; 2 � s � 
 + 2:

Corollaire 3.1 En résultant par le lemme président que

ku (t)ks
+2 � C�
�
kru (t)k22 +H (t) + kut (t)k22 + (g � ru) (t)+

�
; 2 � s � 
 + 2;

avec H (t) = �E (t) :

Théorème 3.2 On suppose que (G1) et (G2) sont vérifiées. Si 0 < 
 < 2 et

E0 = E (0) =
1

2
kru0k22 +

1

2
ku1k22 �

1


 + 2
ku0k
+2
+2 < 0;

alors la solution explose dans un temps fini.

Preuve. En multipliant (2.1) par �ut et intégrant sur 


�
Z



utt (t)ut (t) dx+

Z



�u (t)ut (t) dx�
Z



Z t

0

g(t�s)�u(s)ut (t) dsdx = �
Z



ju (t)j
 u (t)ut (t) dx;

�1
2

d

dt

Z



jut (t)j2 dx�
Z



ru (t)rut (t) dx+
Z



Z t

0

g(t�s)ru(s)rut (t) dsdx = �
Z



ju (t)j
 u (t)ut (t) dx;

�1
2

d

dt

Z



jut (t)j2 dx�
1

2

d

dt

Z



jru (t)j2 dx+
Z



rut (t)
Z t

0

g(t�s)ru(s)dsdx = � 1


 + 2

Z



ju (t)j
+2 dx:

En utilisant le lemme 2.1 dans le troisième terme de l’égalité au-dessus, on trouve

�1
2

d

dt

Z



jut (t)j2 dx�
1

2

d

dt

Z



jru (t)j2 dx+ 1
2
(g0 � ru)(t)� 1

2

d

dt
(g � ru)(t)� 1

2
g(t)

Z



jru(t)j2 dx

+
1

2

d

dt

�Z t

0

g(s)ds

Z



jru(s)j2 dx
�
= � 1


 + 2

Z



ju (t)j
+2 dx;

d

dt

�
�1
2

Z



jut (t)j2 dx�
1

2

�
1�

Z t

0

g(s)ds

�Z



jru (t)j2 dx� 1
2
(g � ru)(t) + 1


 + 2

Z



ju (t)j
+2 dx
�

= �1
2
(g0 � ru)(t) + 1

2
g(t)

Z



jru(t)j2 dx;

d

dt

�
�1
2
kut (t)k22 �

1

2

�
1�

Z t

0

g(s)ds

�
kru (t)k22 �

1

2
(g � ru)(t) + 1


 + 2
ku (t)k
+2
+2

�
= �1

2
(g0 � ru)(t) + 1

2
g(t) kru (t)k22 : (3.32)
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D’après la définition de H (t) et l’égalité (3.32), on déduit

H 0 (t) =
d

dt
H (t) = �1

2
(g0 � ru)(t) + 1

2
g(t) kru (t)k22 � 0: (3.33)

Par conséquent

0 < H (0) � H (t) :

Grâce au (3.33) et la définition de l’énergie "modifiée", on introduit

L (t) = H2=
+2 (t) + �

Z



u (t)ut (t) dx; pour � assez petit. (3.34)

En dérivant (3.34) et utilisant (2.1), on obtient

L0 (t) =
2


 + 2
H2=
+2�1 (t)H 0 (t) + �

Z



jut (t)j2 dx+ �

Z



u (t)utt (t) dx;

=
2


 + 2
H2=
+2�1 (t)H 0 (t) + �

Z



jut (t)j2 dx

+�

Z



u (t)

�
�u (t)�

Z t

0

g(t� s)�u(s)ds+ ju (t)j
 u (t)
�
dx;

� �

Z



jut (t)j2 dx+ �

Z



u (t)�u (t) dx� �

Z



u (t)

Z t

0

g(t� s)�u(s)dsdx+ �

Z



ju (t)j
+2 dx;

= �

Z



jut (t)j2 dx� �

Z



jru (t)j2 dx+ �

Z



ru (t)
Z t

0

g(t� s)ru(s)dsdx+ �

Z



ju (t)j
+2 dx;

= �

Z



jut (t)j2 dx� �

Z



jru (t)j2 dx+ �

Z



Z t

0

g(t� s)ru (t) [ru(s)�ru (t) +ru (t)] dsdx

+�

Z



ju (t)j
+2 dx;

= �

Z



jut (t)j2 dx� �

Z



jru (t)j2 dx+ �

Z



Z t

0

g(t� s)ru (t) [ru(s)�ru (t)] dsdx

+�

Z



Z t

0

g(t� s) jru (t)j2 dsdx+ �

Z



ju (t)j
+2 dx;

= � kut (t)k22 � � kru (t)k22 + �

Z



Z t

0

g(t� s)ru (t) [ru(s)�ru (t)] dsdx

+�

Z t

0

g(t� s)ds kru (t)k22 + � ku (t)k
+2
+2 : (3.35)

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz sur le troisième terme de (3.35), on obtient

L0 (t) � � kut (t)k22 � � kru (t)k22 � �

Z t

0

g(t� s)ds kru (t)k2 kru(s)�ru (t)k2

+�

Z t

0

g(t� s)ds kru (t)k22 + � ku (t)k
+2
+2 :
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En appliquant l’inégalité de Young dans le troisième terme de l’inégalité au-dessus, il devient

L0 (t) � � kut (t)k22 � �

�
1�

Z t

0

g (s) ds

�
kru (t)k22 � ��

Z t

0

g(t� s)ds kru(t)�ru (s)k22

� �

4�

�Z t

0

g (s) ds

�
kru (t)k22 + � ku (t)k
+2
+2 ; (3.36)

on a d’après la définition de l’énergie "modifiée"

ku ((t)k
+2
+2 = (
 + 2)H (t) +

 + 2

2
kut (t)k22 +


 + 2

2

�
1�

Z t

0

g (s) ds

�
kru (t)k22

+

 + 2

2
(g � ru) (t) ; (3.37)

en substituant (3.37) dans (3.36), on obtient

L0 (t) � � kut (t)k22 � �

�
1�

Z t

0

g (s) ds

�
kru (t)k22

��� (g � ru) (t)� �

4�

�Z t

0

g (s) ds

�
kru (t)k22

+�

�
(
 + 2)H (t) +


 + 2

2
kut (t)k22 +


 + 2

2

�
1�

Z t

0

g (s) ds

�
kru (t)k22 +


 + 2

2
(g � ru) (t)

�
;

alors

L0 (t) � �

�
1 +


 + 2

2

�
kut (t)k22 + �

�

 + 2

2
� �

�
(g � ru) (t) + � (
 + 2)H (t)

+�

��

 + 2

2
� 1
�
�
�

 + 2

2
� 1 + 1

4�

��Z t

0

g (s) ds

��
kru (t)k22 ;

donc

L0 (t) � �

�
1 +


 + 2

2

�
kut (t)k22 + � (
 + 2)H (t) + �a1 (g � ru) (t) + �a2 kru (t)k22 ; (3.38)

avec a1 =

 + 2

2
� � > 0; a2 =

�

 + 2

2
� 1
�
�
�

 + 2

2
� 1 + 1

4�

��R t
0
g (s) ds

�
> 0:

On a

H (t) � 1


 + 2
ku (t)k
+2
+2 �

1

2
kru (t)k22 �

1

2
(g � ru)(t)� 1

2
kut (t)k22 : (3.39)

On pose 
 + 2 = a3 + ((
 + 2)� a3) ; où a3 < min (a1; a2; 
 + 2) ; (3.38) devient

L0 (t) � �

�
2 +


 + 2

2
� a3
2

�
kut (t)k22 + �

a3
2
kut (t)k22 + � (
 + 2� a3)H (t) + �a3H (t) + �a1 (g � ru) (t)

+�a2 kru (t)k22 ; (3.40)
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en remplaçant (3.39) dans (3.40), on trouve

L0 (t) � �
�
2 +




2
� a3
2

�
kut (t)k22 + � (
 + 2� a3)H (t) + � (a1 � a3) (g � ru) (t) + � (a2 � a3) kru (t)k22

+�
a3


 + 2
ku (t)k
+2
+2 ;

donc

L0 (t) � �
h
kut (t)k22 +H (t) + (g � ru) (t) + kru (t)k22 + ku (t)k


+2

+2

i
; pour � > 0: (3.41)

D’autre part d’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on a����Z



u (t)ut (t) dx

���� �
�Z




ju (t)j2 dx
�1=2�Z




jut (t)j2 dx
�1=2

;

= ku (t)k2 kut (t)k2 ;

� C1 ku (t)k
+2 kut (t)k2 ;

alors ����Z



u (t)ut (t) dx

����
+2=2 � C2 ku (t)k
+2=2
+2 kut (t)k
+2=22 : (3.42)

En utilisant l’inégalité de Young en (3.42)����Z



u (t)ut (t) dx

����
+2=2 � C3

h
ku (t)k�1(
+2)=2
+2 + kut (t)k�1(
+2)=22

i
; pour

1

�1
+
1

�1
= 1: (3.43)

On pose �1 =
4


 + 2
( respectivement �1 =

4

2� 

), alors l’inégalité (3.43) devient

����Z



u (t)ut (t) dx

����
+2=2 � C3

h
ku (t)k2(
+2)=(2�
)
+2 + kut (t)k22

i
;����Z




u (t)ut (t) dx

����
+2=2 � C3

h
ku (t)ks
+2 + kut (t)k

2
2

i
; (3.44)

où s = 2 (
 + 2) = (2� 
) � 
 + 2 et 0 < 
 < 2 ( c’est-à-dire s < 4 ).

D’après le corollaire, l’inégalité (3.44) devient����Z



u (t)ut (t) dx

����
+2=2 � C3
�
C
�
kru (t)k22 +H (t) + kut (t)k22 + (g � ru) (t)+

�
+ kut (t)k22

�
;

� C4
��
kru (t)k22 +H (t) + kut (t)k22 + (g � ru) (t)

��
: (3.45)

On a

L(
+2)=2 (t) =

�
H2=
+2 (t) + �

Z



u (t)ut (t) dx

�
+2=2
;

� H (t) +

�
�

Z



u (t)ut (t) dx

�
+2=2

: (3.46)
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En remplaçant (3.45) dans (3.46), on obtient

L(
+2)=2 (t) � H (t) + "
+2=2C4
��
kru (t)k22 +H (t) + kut (t)k22 + (g � ru) (t)

��
; pour C4 > 0;

L(
+2)=2 (t) � C5
�
H (t) + kru (t)k22 + kut (t)k

2
2 + (g � ru) (t)

�
; pour C5 > 0;

L(
+2)=2 (t) � C5

h
H (t) + kru (t)k22 + kut (t)k

2
2 + (g � ru) (t) + ku (t)k


+2

+2

i
: (3.47)

En comparant (3.47) et (3.41), on trouve

L0 (t) � �1L
(
+2)=2 (t) ; 8t � 0; (3.48)

où �1 est une constante positive.

En intégrant (3.48) sur l’intervalle ]0; t[, il devient

L�
=2 (t) � L�
=2 (0) + (�
=2)�1t; pour �1 > 0; est une constante positive.

Alors

L (t) �
�
L�
=2 (0) + (�
=2)�1t

��2=

; pour �1 > 0;

Donc

L (t)!1 quand t! 2=
�1L

=2 (0) :

C’est-à-dire L (t) explose en temps fini

T � � 2


�1L
=2 (0)
:
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Conclusion
Dans notre travail qui a pour objet l’étude d’un problème non linéaire de viscoélasticité de type

hyperbolique [5], nous avons étudié :

L’existence locale, en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin et la méthode de point fixe.

L’existence globale et le comportement asymptotique de la solution (décroissance de façon expo-

nentielle ou polynômiale).

D’autre part on a démontré l’explosion de la solution en temps fini.
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