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Résumé

Dans ce mémoire nous étudions les nombres de Fibonacci et de Lucas. Nous démontrons les
plus remarquables et les plus surprenantes propriétés de ces deux failles. En effet, vous aller étre
convaincu que les techniques et les idées des démonstrations sont eux méme en fait des caractéris-
tiques. Nous présentons des polynémes analogues aux nombres de Fibonacci et Lucas. On termine
le mémoire par des motivations en citant quelques domaines d’applications et d’apparence de ces

derniers notamment aux EDP



Abstract

In this dissertation we study Fibonacci and Lucas numbers. We’ve proved the most interesting and
surprising properties of these two families. Indeed, you’ll be convinced that techniques and and
ideas of proof are themselves a characteristic properties of these families. We end the dissertation

by motivations by giving some area of applications and occurrence mainly in PDE.



Introduction

La définition des mathématiques chez les non-mathématiciens c’est comment calculer! Effecti-
vement si vous regarder autour de ce que vous étre entrain de faire, vous allez étre convaincu
que vous y compté ou calculé. Mais comment compter ? Comment calculer ? Le role des mathé-
matiques est de régulariser le calcul, catégoriser les techniques, et formuler les résultats pour les
utilisés au futur dans des cas similaires.
En mathématiques le calcul meéne, dans la plupart des cas vers une récurrence linéaire. Les plus
célébres nombres existait depuis trés longtemps et qui sont récurrent d’ordre deux (a trois termes)
a savoir les nombres de Fibonacci, Lucas, Stirling (premiere espece, deuxieme espece, ces généra-
lisations), ... Les nombres de Fibonacci ont été introduit par Leonard de Pisa I'italien (surnommé
Fibonacci) en 1202 dans son livre Liber Abaci qui porte sur les méthodes algébriques et les pro-
blemes, 'un des meilleurs mathématiciens du moyen age il a recu les enseignements de base a
Bejaia, son idée avait pour but la description de I’évolution du lapin suppose que tous les la-
pins accouplés pour produire une autre paire une fois pendant un mois alors le nombre de lapin
augmente a chaque mois pour tout une année, elle a comme condition :
1)- un couple de jeune lapins adulte.
2)- un couple de lapins agé donne naissance a une progéniture qui ne meurt pas.
Selon la suite suivante :

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, .....

Elle produit des nombres consécutifs ou chaque nombre dans lequel la somme des deux est égale
au nombre précédents.

Dans ce mémoire on s’intéresse a la suite de nombres de Fibonacci d’un point de vue purement
mathématique. Ainsi, toutes les définitions et les propriétés sont structurés d’une maniere qui
capture le regard ! Les démonstrations sont variés qui ne nécéssite que quelque techniques de base
connus par tout les étudiants du niveau L1, et qui aide le lecteur a avoir une idée sur la proposition
du sujet, premierement et de voir cette famille de nombres de pres. Cependant, le chapitre 2
contient des généralisations des nombres de Fibonacci en gérant des polynémes analogues. Nous
avous d’abord utilisé la théorie des polynomes orthogonaux pour avoir des idées sur la forme
explicite et les zéros des polynomes de Fibonacci. Les identités sont ordonnées de telle sorte
que la précédente est utilisée pour démontrer la suivante. Nous motivons notre travail dans le
dernier chapitre en mentionnant quelques domaines d’applications des nombres de Fibonacci,
leur apparence, ses utilisations pour chercher le nombre de solutions d’'une équation algébrique

ou diophantine (dans la théorie des nombres), 'approximation polynomiale, ...etc.




Chapitre 1
Préliminaires

Les nombres de Fibonacci disposent d’une infinité de propriétés et caractéristiques. Fibonacci
apparait et utilisé dans les mathématiques, notamment dans le dénombrement, et appliqué aux
sciences, a la music, il se représente aussi dans la nature d’'une maniére habituelle,... etc. Par
conséquent, la liste de son appartenance ne peut pas listé dans un simple mémoire de Master.
Bien sur nous allons se limité aux plus remarquables et plus surprenantes propriétés des nombres
de Fibonacci et Lucas. Nous allons essayer également de combiner les techniques et les idées de
démonstration autant que possible. Le livre de Koshy publié en 2001, décrir entre autre pas mal
de domaine d’apparence des nombres de Fibonacci. I1 démontre sa richesse au-dela des mathé-

matiques.



Chapitre 1. Préliminaires

1.1 Nombres de Fibonacci
Les nombres de Fibonacci sont les élément de la suite des entiers positifs suivants
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, ... (1.1)

ol chaque nombre dans la suite étant donné par la somme des deux termes précédents. Mathé-

matiquement, on a
Définition 1.1 La suite de Fibonacci, notée (F,,), est définie par
Fn+2 = Fn+1 + Fn7 Vn Z 07 (1'2)

avec les conditions initiales Iy, = 0 et F; = 1.

La formule précédente nous permet d’étendu la suite de Fibonacci sur Z. En effet, la réécriture de

(1.2) sous la forme
Fn = L'n42 — Fn+1

nous permet d’étendre les termes de la suite de Fibonacci vers la gauche, c’est-a-dire de calculer

les termes d’indice négatif. Ainsi, on peut poser la définition suivante

Définition 1.2 La suite de Fibonacci (étendue) est définie par la donnée de Fy = 0 et F; = 1. Par

conséquent, les termes d’indice positif sont calculés a partir de la récurrence
Foia = Fnp1 + Fy,

cependant, les termes d’indice négatif sont calculés a partir de
Fo = Fny2— Fuir

La définition précédente permet de prolonger la suite (1.1) vers la gauche en incluant les termes

F_,,, pour n > 0 qui se traduit
.—8,0,-3,2,—-1,1,0,1,1,2,3,5,8,13,21, 33, 54, ... (1.3)

Remarquer que les termes d’indice négatifs sont de signe alternés! Plus précisément, on a le

résultat suivant qui se démontre facilement par récurrence
Proposition 1.1 Les termes d’indice négatif dans la suite de Fibonacci étendue sont donnés par

F_.,=(-1)""F, vnecN.

1.1. Nombres de Fibonacci
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1.2 Nombre d’or

En géométrie la proportion d’or est lié aux deux longueurs « et b ou le rapport de a sur b est égal

au rapport de a + b sur a, i.e.,

Gt gt o (g o (Fofise an

Ce qui montre que la proportion d’or (a/b) est une solution d’équation du second degré. Sachant

que la longueur est positive, on peut dfinir le nombre d’or comme étant la solution positif de

I’équation du second degré (1.4).

Si on note par ¢ = a/b, on en déduit que la solution positive de I'équation (1.4) est le nombre
1 5

dor ¢ = +2\/—

Le nombre ¢ peut s’écrire aussi en utilisant ’équation algébrique (1.4) comme racines continues

¢:\/1+\/1+m.

Alors que si on divise ’équation (1.4) par ¢ on obtient

qui a une valeur approximative de 1, 61803.

de la facon suivante

1
p=1+—.
¢
: . : 1 :
Remplacons maintenant 'occurrence de ¢ au dénominateur par 1 + s On obtient
1
1+ =
¢
On voit bien qu’on peut continuer a I'infini. Ceci suggere I'écriture de ¢ comme fraction continue
1 1 1
e ¢ 1+ 1
1 1
T A

Iéquation caractéristique de la récurrence vérifiée par les nombres de Fibonacci est identique-

ment I'équation (1.4). Notons par ¢ = la deuxieme solution de cette derniere. Alors, pour
calculer la forme explicite du polynémes, nous pouvons utiliser par exemple 'équation caractéris-
tique. Ici nous allons utiliser la fonction génératrice. Pour se faire, notons la fonction génératrice

correspondante par F'(z) = > -, F,z". Dans ce cas on a
F(z)— Fy— Fo=F ZFx Z Foy+F, 5) 2"
=z Z F.z" +x Z F.z"

1.2. Nombre d'or
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donc

ZFQ; - x—xZZ%L—lm 1_@6] \[Z[ ] n (1.5)

ce qui montre que

Proposition 1.2 La forme explicite de F,, est donnée par
o"—9¢" 1

1+v5\ [(1-v5\"
A e

La fonction génératrice peut étre utilisé pour déduire d’autres sommes partielles. Par exemple,

F, =

lorsque x = %, la formule (1.5) nous donne
> L 1.7)

D’autre part, sachant que |¢| > 1 et }5] < 1, on en déduit la limite suivante

Corollaire 1.1 On a la limite suivante

lim L g L+ V5
n—oo [, T 2
et plus généralement, on a -
1 ="
nl_)IEO Fn—m ¢
Preuve. Il suffit d’écrire
. F Fn 1 anm+1
1 =1 = o™,
nI"IEO n—m "ggo Fo F,_ 2 anm qb

|
Avant de continuer, nous allons attirer I'attention vers quelque propriétés remarquables. Plusieurs
auteurs utilisent les deux racines de I'’équation caractéristique dans les preuves de Fibonacci. En

effet, on remarque par exemple qu’on a
6+6=1, 6—6=V5 ¢6=—1, & =146, ¢ =1+6. (1.8)
Plus généralement, on peut démontrer par récurrence qu’on a la propriété remarquable suivante

" =oF, + F,_1, Yn>2. (1.9)

1.2. Nombre d'or
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1.3 Fibonacci et Lucas : somme et factorisation

En litérature, les nombres de Fibonacci sont lié étroitement avec une autre famille de nombre
appelés les nombres de Lucas. Les nombres de Lucas sont induite par une combinaison linéaire de

deux nombre de Fibonacci comme suit
Définition 1.3 Les nombres de Lucas notés L,, sont définis par
Ly,=Fy1+F,_1, YneN. (1.10)
En utilisant la suite de Fibonacci étendue, on constate d'une part que
Lo=F,+F =2F =2 et [1=Fk+F=1 (1.11)

D’autre part, la récurrence de Fibonacci substituée dans (1.10) montre que la suite de nombres
de Lucas vérifie la méme récurrence satisfaite par Fibonacci avec les conditions initiales (1.11).

Pour faire le point, on peut suivre les mémes techniques utilisés dans le cas de Fibonacci pour
extraire a partir de 'équation caractéristique par exemple, la fonction génératrice de Lucas notée
L(z) =35>, L,z™ ainsi que sa forme explicite qui prennent recpectivement les formes suivantes

> . 2—x 1 1 A Tm =1
L(x):nZ:OLnI :1—x—x2:1—¢x+1—5x:nz:0[¢ —i—gb}x (1.12)

Dans la suite, nous allons montionner quelques propriétés (sommes et factorisations) ainsi que
certaines autre propriétés surprenantes !

Nous commencons par remarquer que si on multiplie 'avant derniere et la derniere égalité dans
(1.8) par ¢ et & respectivement, on trouve ¢* = 26+ 1 et & = 24+ 1. Ainsi, la formule du binéme

nous donne

n

3n n k —3n " n —\ k
= 2 et = 20)" . (1.13)
=3 (1) e =3 (3) 09
Maintenant, I'addition des deux sommes précédentes (respectivement la soustraction puis la di-

vision par v/5) nous donnent

Ls, = kZ:O 2k <Z> L,  respectivement  Fj, = kZ:O 2F (Z) Fy, (1.14)

La manipulation des techniques précédentes peut utilisée pour aller plus loin et obtenir d’autres
. 7 . —2
sommes analogues. Par exemple, si on démarre du fait que 1 + ¢*> = V5o et 1 + ¢ = —/50, en

utilisant apres la formule du binéme on peut démontrer les formules suivantes

2n 2TL 2n 2n 2n+1 27’L—|— 1
Z (k )FQk = Fy,, Z <k )sz = Loy, Z ( I )FQk = 5"Lopy1... (1.15)

k=0 k=0 k=0

Passant maintenant a des sommes intéréssantes. Evidemment, la premiére somme est la suivante

1.3. Fibonacci et Lucas : somme et factorisation



Chapitre 1. Préliminaires

Proposition 1.3 La somme des n premiers (resp. impairs) termes de nombres de Fibonacci sont

données respectivement par
VneN, Y Fi=Fua—1 et Y Fyi=F, (1.16)
=1 =1

Preuve. A partir de la définition de la suite de Fibonacci, on peut écrire

VnGN*, Fl = i+2_E+1 pour 1<i<n

VHEN*, Fz = i+1_E—1 pour 1< <2n—-1

En faisant la somme sur i, la premiere (resp. deuxiéme) formule nous donne la premiere (resp.
deuxieme) partie de (1.16). =
Maintenant soustrayant la somme des termes pairs (la derniere somme dans (1.16)) de la somme

des 2n premiers termes de Fibonacci on en déduit le résultat suivant

Corollaire 1.2 La somme des n consecutifs premiers termes pairs de la suite de Fibonacci et donnée

par

Vn € N7, ZF% =Fo — 1

i=1
La question suivante est que peut-on dire sur la somme des carrés des n premiers nombres de

Fibonacci?

Proposition 1.4 La somme des carrés des n premiers nombres de Fibonacci se simplifie

> F?=FuFo. (1.17)
=1

Preuve. Par récurrence. lidentité est vraie lorsque n = 1. Supposons qu’elle est vraie pour certain

k
k arbitraire : Y F? = F},Fy, . Ainsi

=1

k+1 k

NP =) F+ = FeprFa+ Fiyy = Frpr (Fi+ Fin) = Faa Frga.
=1 =1

qui est le résultat voulu. m

Passons maintenant a la factorisation suivante
Théoreme 1.1 Les nombres de Fibonacci admettent la factorisation suivante

Fn+m :Fn—lFm+FnFm+1- (118)

1.3. Fibonacci et Lucas : somme et factorisation [
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Preuve. Nous allons démontrer (1.18) par récurrence sur m. Pour m = 1,

Fn+1 = Fn—1+Fn7
= F, Fi+ F,F5.

Supposons que (1.18) soit vraie pour m < k + 1. Par I’hypothese, il est vrais que

Fn+k = Fn—le + Fan—l—h
Foikrn = Foa by + FrFrgo.

Si on ajoute ces deux équations terme par terme, on obtient

Foik + Foikrn = Fooa(Fr + Fip) + Fo(Fir + Figo),
Froikre = Foo1Fypo + FFyys,

d’ou le résultat. m
Corollaire 1.3 Lorsque m = n, (1.18) se traduit

Fon = Fo(Fooy + Fop) = (Fusn — Fod)(Fon + Foy) = Ffy — F2 )L
Proposition 1.5 Le déterminant de Casorati de Fibonacci

F2,, — FyFpp = (—1)". (1.19)

Preuve. En utilisant la récurrence (1.2) satisfaite par les nombres de Fibonacci et les propriétés
des déterminants, on trouve

Fn+1 Fn . Fn+Fn—1 Fn . Fn Fn—l
Fn+2 Fn+1 Fn+1+Fn Fn+1 Fn+1 Fn
et le résultat s’obtient par récurrence. m
Corollaire 1.4 La série suivante vaut aussi ¢ comme somme
— (=)
1 = 1.20
+Z;ﬂﬂ4 6 (1.20)

Preuve. Il est évident que la série suivante

F2 F3 F2 F4 F3 Fn+1 Fn
E+(B ﬂ>+<% &>+“+(Ez Foa)

1.3. Fibonacci et Lucas : somme et factorisation
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converge vers ¢. Ensuite, le déterminant de Casorati (1.19) nous permet de conclure que
— [ Frp1 Fy, > - <Fk+1Fk1 — F;f)
— 1+ - -1+
¢ kz:;( Fp  Fr kz:; FyFi

maintenant le résultat découle de la valeur du déterminant de Casorati. m

Les nombres de Fibonacci sont parfois utilisé dans la théorie des nombres notamment leur connexion
avec les équations diophantines (et leurs courbes correspondantes). Nous allons introduire une

ou deux propriétés dans ce contexte.

Proposition 1.6 Pour les nombres de Fibonacci on a : F,, divise F,, si et seulement si n divise m.

Preuve. Supposons qu'on a n divise m, i.e., m = nk. Par récurrence sur k£ nous allons démontrer
que F,, divise F},; qui est vraie pour £ = 1. Supposons que F,, divise F,,; pour toutiou 1 <i < k.

Pour démontrer que F), divise F},(;11) nous utilisons (1.18). En effet, on a
Fn(k+1) - Fnk+n = Fop1 b + Fnan+1

d’apres I'hypothese, on sait que F, divise F;, ainsi F,, divise F),(11).
Réciproquement, supposons que F,, divise F}, et nous allons montrer que n divise m. Ecrivons
m = qn + r, avec 0 < r < m. Maintenant utilisons la factorisation (1.18) une deuxieme fois pour
écrire

Fn=Fopnin=Fnniibh+ Frnkn.

Sachant que F;, divise F,,, alors F,, divise F},_, F,_1, et puisque F,, et F,,_; sont premiers entre
eux, on en déduit que F;, divise F, ,. De la méme facons on trouve que F,, divise F}, 2,. En
continuant de la méme fagons on arrive a F,, divise F,,_,, = F, qui est impossible sauf si r = 0.

Ce qui montre que n divise m nécéssairement. m

1.3.1 Arctangente et Exponentielle de Fibonacci

On trouve dans les litératures plusieur identités trigonométriques en terme des nombres de Fibo-

nacci et Lucas. Nous allons se limiter a 'exemple suivant

Théoreme 1.2 Pour tout entier strictement positif on a la formule suivante

1 1 1
Arctg <F_> = Arctg <F ) + Arctg <F ) . (1.21)
2n 2n+1 2n+4-2

Preuve. Sachant que 0 < -~ < 1, Vn > 1, alors 0 < Arctg (%) < Z. Ensuite,
2n 2n

1 1 T T T
0 < Arct Arct < =4 - = —=.
- rcg(F%H) * rcg<F2n+2> 4+4 2

1.3. Fibonacci et Lucas : somme et factorisation [
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1 1 1
Les deux nombres Arctg (E) et Arctg ( an+1> + Arctg ( Foura
valle [0, Z[. D’autre part,

) sont compris dans le méme inter-

1 1
1 1 + = Fy, Fy,
tan | Arctg + Arctg _ P an _ Popp P
F2n+l an

1 o F2n+1F2n F2"F2n+l -1
Utilisons maintenant la factorisation (1.19), on peut écrire

FonFopi1 — 1= FopFopiq + Fopy1Fop1 — ngn = Fopi1 (Fon + Fon—1) — F22n Fy

2
2n+1 F2n'
En utilisant la derniere égalité on peut conclure que
Foni1+ Fan Foppi+ Fan 1 1
FonFon1 —1 F22n+l F22n Foni1 — Fan Fon
d’ou le résultat cherché. m

En écrivant (1.21) d’abord sous la forme

1 1 1
Arctg (F2 1) Arctg (F2 ) — Arctg <F2 2)
n—+ n n—+

apres en faisant la somme sur n de 1 a l'infini on remarque qu’il ne reste que le premier terme

dans le membre droit, i.e
1
Arct = Arctg [ —
Z s ( 2n+1> & <F 2)

et comme F; = 1 et Arctg (1) = 7r/4, on en déduit une expression du 7 en terme de l'arctangente

Fibonacci

Corollaire 1.5 Le nombre 7 peut s’exprimer en terme de Uarctangente Fibonacci comme suit

=4 A . 1.22
T ; rctg (F2n+1> ( )

Maintenant, en utilisant la fonction génératrice usuelle de Fibonacci avec la fonction génératrice
exponentielle de Lucas

Z Fn—&—lx L

1—z—2a2?
_ n o . . n 00 gbn 00 xa”
Hw) =YL §(¢+¢)%:§@n} r3o i)

In(1—2¢) (1 —2¢) =—1In(1—z(¢+ ) + 2°¢5)

n
(Tl—x?) =In(F(z)) (on a utilisé (1.8))

=0
In
F(z),ie.,

ce qui montre que eX(® =

elimt Lo/ H(Ls[3)2° . — |y 4 Fop + Fya® + ..

1.3. Fibonacci et Lucas : somme et factorisation [J
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1.4 Nombres de Fibonacci généralisés

Dans cette section nous intéréssons a une récurrence linéaires d’ordre deux a coefficients constants
égals a 1 et avec conditions initiales quelconques. Plus précisément, considérons une suite notée
{G,,} vérifie cette récurrence, i.e., G, 12 = G, 11 + G, n > 2 et avec les conditions initiales G; = a
et Go = b.

On remarque que lorsque a = 1 et b = 1, la suite ci-dessus est la suite de nombres de Fibonacci
elle-méme, alors que si on prend a = 1 et b = 3 notre suite génere les nombres de Lucas. Ainsi,
les conditions initiales sont ceux qui déterminent la suite {G,, }. Nous allons montrer qu’on peut

exprimer la suite ci-dessus a I'aide de la suite de nombres de Fibonacci.
Théoreme 1.3 Sous les mémes notations ci-dessus la suite {G,,} vérifie la récurrence suivante
G,=aF,_o+bF, 1, n>3 (1.23)

Preuve. Comme G3 = a + b = aF} + bF}, la formule est vraie pour n = 3. Supposons que (1.23)

soit vrai pour tout entier i ou 3 < i < k. Alors,

Gr1 =G+ Gr
= (aFy_o +bFy_1) + (aFy_3 + bFy_5)
= a(Fy_o + Fj—3) + b(Fi—1 + bF)_2)
=alFy_1 + bF}.

Ceci montre que (1.23) est vrai pour toutn > 3. =

La formule de Binet de la suite ci-dessus peut s’énnoncer de la fagon suivante

Théoreme 1.4 Sientc=a+ (a —b)S et d=a+ (a — b)a. Alors

G, =0 =do (1.24)
¢—¢
Preuve. D’apres le théoreme 1.3, on a
o —n—2 e a b a b
o a2 a5 oo () 5 (5
= ¢"(af? = bB) — ¢"(a0® — ba) = ¢" [ ¢"la+ (a—b)a]

ou on a utilisé (1.8) dans les deux dernieres égalités. m
Cette familles vérifie des propriétés analogues a celles vérifie par la suite usuelle de Fibonacci qui

peuvent démonter d’'une maniere similaire.

1.4. Nombres de Fibonacci généralisés
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Polynomes de Fibonacci

Dans ce chapire nous proposons quelques généralisations des résultats discultés dans le chapite 1.
Bien sir toutes les généralisations considérées se réduisent au cas des nombres autour de x = 1.
Sachant que la généralisatin n’est pas unique, nous s’intéréssons boucoups plus aux généralisa-

tions qui partage autant de propriétés avec sa correspondante au cas des nombres.
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2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1 Les polynémes de Fibonacci sont les polynémes notés { F,,(x)} et qui sont définis par

la récurrence a trois terme suivante
cF,(x) = Fhpi(x) + Fhoa(z), Vn > 1, 2.1
avec les conditions initiales Fy(z) = 0 et Fy(z) = 1.

On note que la récurrence (2.1) est identiquement celle vérifiée par les nombres de Fibonacci
usuels lorsque = = 1.

En outre, le passage d’'une suite de nombre a une suite de polynémees conserve, entre autre,
plusieurs propriétés magiques des Fibonacci. On mentionne par example qu’'on peut démontrer

par la méme technique qu’on a toujours la jolie proriété suivante

Dautre part, on peut définir les polynomes de Lucas en utilisant la méme récurrence a trois termes,
afin d’obtenir la suite des nombre dans un cas particulier. Pour se faire, il suffit par example de
prendre comme condition initiales Ly(z) = 2 et L;(z) = z. Ceci montre bien que les nombres de
Lucas sont obtenus a partir de cette derniére généralisation en posant x = 1.

Un théoréme fondamentale dans la théorie des polynomes orthogonaux connu sous le nom "théo-
reme de Favard", caractérise les suites de polyndmes orthogonaux a I'aide d’une relation de ré-
currence a trois terme de type (2.1). En effet, une suite de polynémes est dite suite de polyndmes
orthogonaux si et seulement si elle vérifie une récurrence de type (2.1). Ainsi, les plynémes de
Fibonacci donnés par (2.1) forment une suite de polynémes orthogonaux qui peuvent s’exprimer
en terme d’une ou d’autre famille de polynomes orthogonaux classiques notamment les Cheby-
shev. Le lien avec les plynomes orthogonaux n’est pas fortuit il a autant de but a savoir les zéros,
la forme explicite en terme de fonctions hypergéométriques, représentation intégral, 'expression
a laide des déterminants de Hankel, la déterminantion de la fonction génératrice, ...etc. Plus
précisément, nou sallons citer entre autres, des résultats indisponsables.

D’abord, pour calculer la forme explicite du polynémes, nous pouvons utiliser 'équation caracté-

ristique par exemple. Ici nous allons utiliser la fonction génératrice. Dans ce cas on a

s t > 2—uat
E ()t = — L, ()t = ="
nz:% (=) 1—at—1t2 nz:% (z) 1 —at — 2
Ainsi la formule de Binet prend la forme suivante

¢x)" — p()" =

F,(z) = o) o) Ln(x) = ¢(x)" + o(x)™.

2.1. Définitions et propriétés
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Pour simplifier nous calculs, considérons maintenant la matrice tridiagonale suivante :

mi1 Mi2

Mmo1 Ma2 M23

) )

M(n) = mgo M33 ; (2.2)

)

Mpn—1 Mpn

On peut démontrer par récurrence, en développant le déterminant au long de sa derniere colonne

que

Lemme 2.1 Le déterminant de M (n) est donné récursivement par

|M(1)’ =mi,
IM(2)] = mii1maos —miomay, (2.3)
|M(n)| = Mnpn |M(n—1)] - Mp—1,nMn,n-1 |M(n — 2)|

Ainsi, si on considere une suite de matrices {A(n), n = 1,2, ...} ot A(n) est tridiagonale carrée de
taille n avec ay, = 1,1 < k <netay_1 = arp_1 = i, 2 < k < n. D’apres le lemme 2.1, on en

déduit que les déterminants succesifs de M (n) vérifient la récurrence suivante

A =1, S
A@)] =12-=2, Amy=| " 2.4)
A(m)| = A —1)] +]A(n - 2)]. L

Les déterminants si-dessus vérifient la méme récurrence que Fibonacci avec les mémes conditions

initiales, en commencant par F;, ce qui montre que
F,=|An-1)], n>2. (2.5)

Introduisons une nouvelle suite de matrices { B(n), n = 1,2,...} ot B(n) est tridiagonale de taille
navec by, = 0,1 <k <mnetb_1r = brr—1 = 1,2 < k < n. Remarquons d’abord qu'on a
A(n) = I +iB(n). Notons par A\, k = 1,2, ...,n les valeurs propres de B(n) associées aux vecteurs

propres . Ainsi, pour tout j
An)z; =[I +iB(n)|z; = Ix; +iB(n)x; = xj + i\jx; = (1 +i\;) x;.

Par suite, y;,, = 1 +i\g, kK = 1,2,...,n sont les valeurs propres de A(n). Ainsi

Fo=1Am) =] +iMx), n>1. (2.6)

k=1

2.1. Définitions et propriétés
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Calculons maintenant les \; qui sont les zéros du polynome caractéristique p,(\) = |B(n) — AI|.

La matrice B(n) — Al est encore une matrice tridiagonale de la forme si-dessous

-2 1 20 1

1 =2 1 1 22 1
B(n) — A = ., P(n,x) = 2.7)
o1 TR

1 =X 1 2z

Regardons (2.7), il est evident que B(n)+2x! = P(n,z). D’apres le lemme 2.1, le polynémes p,, ()
ainsi que le déterminant de la matrice droite qu’on note U,,(z) = | P(n, z)| vérifient respectivement

les deux récurrences suivantes

p(A) ==, Ui(z) =2z,
p(A) =N —1, Us(z) =422 —1, (2.8)
Pn(A) = =Apn1(A) = pa2(N) Uy(x) =2xU,_1(x) — U,_o(x).

La suite {U,(z), n = 1,2, ...} est constitué par les polynémes de Chebyshev du second espece. Il
est bien connu lorsqu’on définit x = cos(f) qu'on peut écrire les polynémes de Chebyshev du
second espece sous la forme suivante

_ sin[(n +1) 0]

Unla) = — — 0 (2.9)

Lexpression (2.9) si-dessus montre que les zéros de U, (x) sont donnés par 0, = n”—ﬁ, k=1,2,..,n,

i.e., o, = cos(Oy) = cos(nLﬁ). Rappelons que lorsque A = —2x, les valeurs propres de la matrice

A(n) sont alors
mk

n+1

A = —2cos( ), k=1,2,..n. (2.10)

En combinant (2.5), (2.6) et (2.10), on trouve

Théoreme 2.1 Les polynodles de Fibonacci définis par (2.1) se factorisent de la fagon suivante

Foi1=|A(n)| = ]}_[1 <1 — 2 COS<HT1)> , n>1. (2.11)
Par conséquent, sachant que A(n) = iP(n, —}), alors
Corollaire 2.1 On a |A(n)| =i" |P(n,—%)|, ie.
P = i”Un(—z) _ insm[@ )arccos.( 2)]7 n> 0. 2.12)
2 sin(arccos (—%))

2.1. Définitions et propriétés
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Le lien entre Fibonacci et Chebyshey, i.e., la formule (2.12), n’est pas une grande chose, elle
peuve se démontrer de plusieur facon en regardant, par exemple, la récurrence vérifiée par les
deux familles des polynémes, la fonction génératrice, la forme explicite tirée de I'équation carac-
téristique, ...etc.

De la méme facon, on peut extraire des formules analogues pour les polynémes de Lucas. Par

exemple, on a I'espression suivante

Corollaire 2.2 Les polynémes de Lucas s’expriment en terme des polynémes de Chebyshev du pre-

miére espeéce et se factorisent de la maniére suivante

, i - , m(k — %)
L, = 21" cos |n arccos 35| = 1 — 2icos — , n>1. (2.13)
k=1

2.2 Interprétation combinatoire

- 1 33 1
i 1 4541
8°1 5107 10 5 1
13—t 61520015 6 1
21172,135352171
34+ 828756 70 56 28 8 1
55—t 9736 84 126126 84 36 9 1
iy 310 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Les coefficients des polynomes de Fibonacci se lisent sur les « diagonales » du triangle de Pascal

(montrées en rouge). Les sommes des coefficients forment la suite de Fibonacci.

Si F'(n, k) est le coefficient de z* dans F, (), cest-a-dire,

= Z F(n,k)z"
k=0

alors F(n, k) est le nombre de facons dont on peut paver une bande de n — 1 carrés avec des

dominos (des rectangles 2 x 1) et exactement k carrés unité. De facon équivalente, F'(n, k) est le

2.2. Interprétation combinatoire
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nombre de facons d’écrire n — 1 comme une somme ordonnée de 1 et de 2, avec exactement k
apparitions de 1. Par exemple, F'(6,3) = 4 et 5 peut s’écrire de 4 facons, 1+1+1+2, 1+1+2+1,
1+2+1+1,2+1+1+ 1, comme somme de 1 et de 2 avec exactement trois 1 .Déterminant la

position des 1 dans une telle somme, il devient alors évident que F'(n, k) est égal au coefficient

Fn, k) = ( 7)

ol n et k sont de parité opposée, ce qui permet de lire ces coefficients dans le triangle de Pascal,

binomial

comme montré ci-dessus .

2.3 Polynomes h(x)-Fibonacci et leurs propriétés

Définition 2.2 Soit h(z) un polynéme avec des coefficients réels. Les polynémes h(x)-Fibonacci

{Fon(x)}.", sont définis par relation récurrente
Fhpi1(x) = h(z)Fpn(x) + Frpoa(x), n>1 (2.19)

Pour h(z) = x, nous obtenons les polynomes Fibonacci étudiés dans la section précédente, et pour
h(z) = 2x, nous obtenons les polynémes Fibonacci de Byrd. Si H(z) = k, on obtient les nombres
ditent k-Fibonacci. Pour £ = 1 et k = 2, on obtient les nombres habituels de Fibonacci et de Pell

respectivement. La fonction génératice gr(t) de la suite {F}, ,(z)} est définie par

o0
gr(t) = Fua(a)t".
n=0
Par conséquent, on a la forme explicite de la fonction génératrice ci-dessus

Théoréme 2.2 La fonction génératrice des polynémes h(z)-Fibonacci est donnée par

t

9r(t) = 1 — h(z)t —t2

Preuve. Nous avons

gr(t) — h(x)tgr(t) — t>gr(t)
= Fho(z) +tFh1(2) + 3200 1" [Fhn(®) = 2(2) Fyn1(2) — Fjno(2)]
=1

maintenant la récurrence (2.14) conduit a la conclusion. m
Proposition 2.1 Supposons que h(z) soit un polynéme impair. Alors

Fhm(fb) = (—1)n+1Fh7n(fL’), vn Z 0.

2.3. Polynémes h(x)-Fibonacci et leurs propriétés
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2.3.1 Matrice ();(z) et ses propriétés

Dans cette section, nous présentons la matrice ), (x) qui joue le réle de la matrice ) dans le cas

de nombres de Fibonacci. La matrice () est associée aux nombres de Fibonacci et définie par

(11
- (1)
Pourquoi la matrice () ? Tout simplement c’est un outil trés importatant pour démontrer et construire
des identités pas seulement pour les nombres ou les polynémes de Fibonacci, mais pour n'importe

qu’elle famille de polynémes qui vérifie une récurrence linéaire finie ou non. La matrice () est par-

fois appelée "la matrice companion". Dans le cas de h(z)-Fibonacci, la matrice companion prend

o M) 1
Qh(f)—( ) O)

Fhpii(z)  Fa(a) )
thn(.ﬁ?) thn_l(ﬂi)

Preuve. Nous procédons par récurrence sur n. Le résultat est vrai pour n = 1. Supposons qu’il est

la forme suivante

Théoréme 2.3 Pour toutn > 1ona

Qp(z) = ( (2.15)

vrai jusqu’a Uordre n = m (> 1). Alors

) om0 (e — | Frer@) Fan(@) ][ h(z) 1
et =gt = [l e ] 001
_ [ M@) Frmsa (@) + Fom(2) Fh,mH(:c)]

Wx)Fpm(x) + Frm-1(x)  Fhm(2)

_ [ Fhmio(w)  Fhmea () ]
i Fh,m—f—l(m) F}Lm(l')

ainsi la formule (2.15) est vraie pour tout entier strictement positif. m

D’autre part, sachant que la déterminant de @) égal a 1, on en déduit le résultat suivant

Corollaire 2.3 Pour toutn > 1, on a
Funi1(2) Fyna(z) — Ff () = (=1)"

On peut utiliser la matrice companion pour démontrer (par la multiplication de deux matrices)
des identités plus compliquées. Citons a titre d’exemple la formule suivante. Sachant que Q*"*! =
Q" Q", alors les composantes (1,2) et (2,2) dans les deux matrices ci-dessus nous donnent res-
pectivement

Fop1 =F2 +F} et Fy,=F,(F1+F,1)=FE,L,.

2.3. Polynémes h(x)-Fibonacci et leurs propriétés
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2.4 Un g-analogue de polynome de Fibonacci

Rappelons quelques notions et définitions du coefficient g-bionmial, ot ¢ est un nombre différent

de 1. Notons par

nly = 1+q+.. +q", [n]g! = [1]4[2]4.-[n]q
(a;q), = JJ(1-aq")

m _ ! (69),

k|, [Klln —klod (60), (@39),,

n

k
binomiaux lorsque ¢ — 1. En plus, on peut démontrer par une simple manipulation des propriétés

En effet, les nombres de Gauss | }q généralisent les coefficients binomiaux, ils convergent les

citées ci-dessus qu’on a aussi

n+1 n nekil| M
S A R ) @1
n+1 BT n
- ek
En effet
{n + 1} _ [n + 1]61! _ [n]q!([n +1- k]q + qnﬂik[k]q)
k|, [kl n+1— k! Kl n+1—E|,!
_ [l +1—klg e [nlg! (K]
R S NI e e
= i), +gn Mq
et
{n + 1} _ [n +1],! _ [n]!([n +1 — k], + qm_l_k[k]q)
k|, [kl n+1—k|,! [kl n+1— k]!
I Kl

W+ 1=k [+ 1 — A

Maintenant nous allons proposer une famille g-analogue au Fibonacci notée {F,,(¢)}, définie a

Paide de la récurrence suivante

Foii(q) = Fu(q) + 4" ' Fi(q) (2.18)

avec les conditions intiales F;(q) = Fy(q) = 1. Par conséquent, on peut obtenir des résultats

g-analogues citons a tidre d’exemple un analogue a (1.16) comme suit

2.4. Un g-analogue de polyndme de Fibonacci



Chapitre 2. Polynémes de Fibonacci

Proposition 2.2 Pour tout n > 1, les g-Fibonacci définis ci-dessus vérifient la factoristion suivante

Foys(q) + " Fua(q) = 1+ ¢" +¢") Faya(q)
Foni1(q) — qn2 = 2?21 an_ZQFm‘(Q)

La version précédente a été généralisée par Carlitz en définant des polynémes g-analogue a 'aide

(2.19)

de la récurrence suivante
Foii(z,q) = 2F,(2,9) + ¢" ' Fooa(z,q) (2.20)

avec les conditions intiales F(z,q) = 1 et Fy(x,q) = x. Pour simplifier I'écriture, nous utilisons
dans la suite I'abriviation suivante en notant F,,(x, q) simplement par F,(x).

A Taide des multiplications des séries entiéres, Carlitz [4] avait obtenus plusieurs résultat et
expressions de ces polynomes. En fait il a réussi d’exprimer la fonction génératrice correspondante

sous la forme simple suivante

0 . o qn(nfl)t2n
Gz, t) =) F(a)t" =) g
n=0 n=0 ) 2n

ce qui permet d’extraire la forme explicite du polynéme, i.e.,
n—r 1) e
Fn(l’) = Z |: . :| qr(r 1) pn—2r
2r<n q

Carlitz avait donné également la formule inverse dans ce cas, c-a-d, I'expression de z* en terme

des polynomes F),(z, q). Pour plus de détail voir [4].

2.5 Polynomes (p, q)-Fibonacci & Lucas

Nous proposons encore une nouvelle généralisation apparait en combinatoire mais nous allons
emprunter leurs constructions d’un point de vue analytique et non combinatoire. Les définitions

suivantes sont proposés par Wang [13]

Définition 2.3 Soient p(x) et q(z) deux polynémes a coefficients réels. On définit les polynémes
(p, q)-Fibonacci et (p, q)-Lucas notés respectivement par F, ,,(z) et L, ,,(z) comme étant les deux

solutions de la récurrence linéaire suivante
Vi (2) = p(@)Va(@) + a(2)Va a(2), n > 1

correspondants aux pairs des conditions initiales {Vy(z) = 0, Vi(z) = 1} et {Vh(x) = 2, Vi(z) = p(z)}

respectivement.

2.5. Polynémes (p, q)-Fibonacci & Lucas
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La définition précédente nous donne les polynoémes h(x)-Fibonacci si on pose ¢(x) = 1. D’autre
part, la fonctions géneratrice des polyndémes (p, ¢)-Fibonacci et (p, ¢)-Lucas sont données respec-

tivement par

Zoo t Zoo 2 —p(x)t
F n — L n =
=0 pan (O =72 Pt —ge & 0 pan(2)! 1 —p(z)t — q(2)
Notons par «a(x) et 5(z) les deux racines de ’équation caractéristique, i.e.,
x) +/p*(x) + 4q(x x) —/p*(x) + 4q(x
a(x):p() P*(x) +4q(2) B(Q;):p() (@) +4g(z)

2 ’ 2

avec

a(r) + B(z) = p(z), ax)Br)=—q(z), ofz)—PE(x)=p*(r)+4q(r).

Ainsi, la formule de Binet dans ce cas peut s’écrire sous la forme suivante

Proposition 2.3 Pour tout entier positif n, on a les formules de Binet suivantes

a"(z) — f"(z)
a(z) = pz)

ON a aussi l'inversion suivante qui est de type (1.9) et qui peut se démontrer par récurrence

Fpgn(r) = Lpgn(x) = o () + " (2).
t" = Fp gn(x)t + q(x)Fpgn-1(x), ¥Yn>0.
En utilisant la matrice companion, i.e., (), ,, on peut démontrer facilement Uexpression suivante
Ep qmin+1(x) = Fpgmi1(2) Fpgnr1(2) + q(2) Fp qm (2) Fp gn(2), Vm,n > 0.

La plupart des propriétés satisfaites par les nombres de Fibonacci sont conservées par cette générali-

sation. Par exemple, pour tout k > 1, on F), , ,(x) divise F), ; jn ().

2.5. Polynémes (p, q)-Fibonacci & Lucas
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Applications sur les nombres et les

polynomes de Fibonacci

Comme nous avons mentionné dans I'introduction, les nombres de Fibonacci apparait dans toutes
les sciences et technologies, a la musique, dans la nature, dans I’ADN, ... et presque partout!
Dans ce chapitre nous allons présenter quelques utilisations des nombres ainsi que les polynémes
de Fibonacci pour résoudre des équations a dérivées partielles et pour résoudre les équations
algébriques. Nous présentons aussi des méthodes d’approximation de la solution d’'une équation
de différence de Riccati, et déterminons les points de coordonées intégrales (entieres) de certaine

courbe elliptique.
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3.1 Solutions d’équation au différence de Riccati

Nous étudions les solutions de deux types particuliers de 1’équation au différence de Riccati
Tpy1 = ﬁ et Yni1 = %ern de sorte que leurs solutions sont associées aux nombres de Fibo-

nacci. Considérons I’équation de différence de Riccati

Tapr = S, n=0,1,-- (3.1)
De toute évidence, en prenanta =c=d =1,b=0eta=d =1,¢c = —1,b = 0, ’équation (3.1),

(resp), se transforme en équations suivantes :
1
T4l = 195, N = 0,1,... (3.2)

Ynt1 = %ern, n:O,l,... (33)

m Fm

est le nombre d’ordre m de Fibonacci. Cobjectif de cette étude est d’étudier certaines relations

o0 o0
Ou les conditions initiales sont zp € R — {—%} et yp € R — {—M} (resp), et £,
m=1 m=1

entre les nombres de Fibonacci et les solutions d’équations (3.2) et (3.3) et entre le rapport d’or
et 'équilibre points d’équations (3.2) et (3.3).
Tout d’abord, on a les points d’équilibre des équations (3.2) et (3.3) son 7; = —f3, T = —« et

Y =, Yy = [3,(resp)

Théoréme 3.1 Pour n = 0,1,2,--- les solutions des équations (3.2) et ( 3.3) sont les suivantes :
i 11 Frg1 | _ FutFa_iz

oy _ B |7 — Pt Py
(ii)-Pour 3y € R ({0473} U { Fr }m:1> vYn = TR T e

Preuve. Tout d’abord, ici, nous allons simplement prouver (ii) que (i) peut étre pens é de la méme
maniere. (ii) Nous allons prouver ce théoréme par induction. Supposons maintenant que
P+ Foe-nyyo

C Feeny + Foryo

Yk (3.4)

pour k = 0,
F0+F1y0 N 0—|—1y0 .
F,1+ng0 1—|—0y0
est vrai pour tous les entiers positifs k. Par suite, nous devons montrer que c’est vrai pour k + 1.

Yo,

Prise Dans le compte ', = F_, .5 — F_, .1 et (3.4), nous écrivons
1
—1+y
F_pyo + F_(r41)
Fopy—F iy + (Fogmry — Fop)yo
Py + Foyo
B F ko) + F_(ernyYo

Yk+1 =

3.1. Solutions d'équation au différence de Riccati
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Qui met fin a I'induction et a la preuve. m

Théoréme 3.2 Laissez les solutions des équations (3.2) et (3.3) étre {x,}>°, et {yn}>2,, (resp) et
o0
xo € R— {—%} . Parla suite, {x,}°° , = {—yn}o2, est satisfait si et seulement si les conditions
m m=1

initiale sont o = —1p.
Preuve. On supposons que {z,}>, = {y,}3%,. etona F_, = (—1)"*' F,,, en peut écrire :

Fo+ Fy 1o _F—n + F_(n-1)Y0
Foii+ Fmg Fogngny + Flonyo
_ Fy—Fuayo
B Fon— Fuyo

en utilisant des opérations mathématiques simples et la formule connue (??) pour les nombres

de Fibonacci, nous avons

(FpiFoyy — F)xg = (F? — Fu1Foi)yo,
(—1)"zo = (—=1)" "y,

To = —Yo-
Deuxiemement, supposons que ro = —yo. En considérant les solutions de I'équation (3.2), on
obtient
" . Fn + Fn_llL’O
" Fn+1 + anO ’

(=)™, — (=)™ F iy
(_1)n+1Fn+1 - (_1>n+1Fny0’
Fon + F_nm1)Yo

_Ff(n+1) - anyo’

_ F_, + Ff(nfl)yo
_(F—(n+1) + F—ny0>,

Ce qui est souhaité. m

Théoréme 3.3 Les déclarations suivantes contiennent :
(D)Pour la condition initiale xo, = é ou (zg = %), l’équation (3.2) a la solution fixe z, = = ou
(x, = %)

(ii)Pour la condition initiale yo = « ou (yo = f3), U’é quation (3.3) a la solution fixe y, = « ou

(yn = 6)

[y

3.1. Solutions d'équation au différence de Riccati
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Preuve. Ici, nous allons simplement prouver (i) et la preuve de (ii) peut étre effectuée d’'une

maniere similaire.

(1), laissez o = + = V5-1 atre la condition initiale de I’équation (3.2). Ensuite, en utilisant (1.9),

@ 2
nous avons -
F,+== aF,+F, a 1
xn = = = = —.
Foa+2  aFn+F, ol a
Deuxiémement, soit xy = % = —@ la condition initiale de I'’équation (3.2). Ensuite, en consi-

dérant (1.9), nous obtient

 Fu+ Foam Fat ™ BE,4+F,, B 1

Fopi+ Fozo For + o T BF,.+F, B4

o

Ce qui est souhaité. m

Théoréme 3.4 Les relevés suivants contiennent :
o0
(1) Pour g € R — <{%} U {—M} ) , toutes les solutions de U'équation (3.2) convergent vers
m=1
v 15 ST X
—f, ou f = =52, Clest-a -dire :
lim z, = —0. (3.5)

n—oo

(iD) Pour g € R — ({a}u {52}

) , toutes les solutions de Uéquation (3.3) convergent vers 3,
ou B = %5 C’est-a-dire :

lim y, = . (3.6)
Preuve. Pour prouver, nous utilisons les solutions de (3.2) et (3.3).(i) En utilisant le théoreme
(3.1) (i), on peut écrire

Fy_

, . F,+F, o .1+
lim z,, = lim —n TP 70 gy F#, 3.7)
n—00 n—oo 'y + an’jo n—oo —nfl T
ainsi, a partir de lim,, ., L % = ", nous avons
R |
lm 2z, = —2—=—=—4. (3.8)
n—o0 o+ Ty 07
(ii) La preuve peut étre vue de maniéere similaire a cette Théoreme (i). m
Théoréme 3.5 Soit {z,}, la solution de (3.2). Ensuite nous avons
n
lim xr; = Fy. 3.9
naw[! i=F (3.9)
1=

3.1. Solutions d'équation au différence de Riccati
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Preuve. Pour z, = Fy, le résultat est trivial. Si xy # Fp, par Théore me (3.1), alors on peut écrire

Fo+ F_1x9
To=
F1 + F()JZO
F1 + Fg[)ﬁo
W= = =
FQ + FlfL’O
Fn + anlx()
xn = - 0
Fo + Fhxg
en multipliant les deux c6tés des égalités ci-dessus, nous obtenons
ﬁgj‘-— F0+F,1;U0 . To
i—0 ’ Fn+1+Fn$0 Fn+1+Fn$0’

lessons n — oo, la derniére égalité donne le résultat suivant

n
n—->00
=0

Par suite, la preuve est terminée. m

(3.10)

Le théoreme suivant établit que les nombres de Fibonacci peuvent étre obtenus en utilisant les

solutions de (3.2).

Théoreme 3.6 Laissez la condition initiale de l'équation (3.2) étre xg = +*
d’ordre k de Fibonacci. Pourn >k + letk € Z*,ona:

Fra

F, = .
T1X2 "+ Tn—(k+1)

Preuve. Tout d’abord, prenant n — (k + 1) au lieu de n dans (3.10), on obtient

—(k+1)

Zo
H =7

Fo i+ B (k+1)T

deuxiemement, en divisant les deux c6tés en (1.9) par z(, on obtient

—(k+1)

sz— 1

Fo i+ B (k+1)T

enfin, pourn > k+1,ne Nt etk € N, F, = Fyy1 F,,_ + FiF\,_(141), on obtient

1
T1L9 ** * Ty = ,
. U R —(k+1)Z0
B 1
Fo i+ F —(k+1) Foag ’
Fr
E,

(3.11)

(3.12)

3.1. Solutions d'équation au différence de Riccati
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A partir duquel le résultat suit. m

Dans cette étude, nous avons principalement obtenu la relation entre les solutions des équations
de différence de Riccati (données dans (3.2), (3.3)) et les nombres de Fibonacci. Nous avons
également présenté que les solutions non triviales des équations dans (3.2) et (3.3) convergent

réellement vers —f et 3, respectivement, De sorte que 3 soit conjugué au rapport d’or.

3.2 Méthode de collocation pour les équations de diffusion

farctionnaire

La méthode de collocation de Fibonacci basée sur les polynémes de Fibonacci est présentée pour
résoudre les équations de diffusion fractionnaires avec des coefficients variables. Les dérivés frac-
tionnaires sont décrits au sens de Caputo. Cette méthode est dérivée par en développant la solu-
tion approximative avec les polynomes de Fibonacci. En utilisant cette méthode de de la dérivée
fractionnaire, cette équation peut étre réduite a un ensemble d’équations algébrique linéaires.
En outre, un algorithme d’estimation d’erreur basé sur les fonctions résiduelles est présenté pour
cette méthode. Les solutions approximatives sont améliorées en utilisant cet algorithme d’esti-
mation d’erreur. Si la solution exacte du probleme n’est pas connue, la fonction d’erreur abso-
lue des problemes peut étre calculée approximativement en utilisant la solution polynomiale de
Fibonacci. En utilisant cette fonction d’estimation d’erreur, nous pouvons trouver des solutions
améliorées qui sont plus efficaces que les solutions numériques directes.

Considérons I'’équation de diffusion fractionnaire spatiale unidimensionnelle avec des coefficients

variables :

ulrd) c(x)—aagéff’t) +q(x,t), 0<x<l, (3.13)

avec des conditions
u(z,0) = k(z), 0<ax<l,

et les conditions aux limites

u(0,t) = go(t), 0<t <,
u(l,t) =q(t), 0<z<rT,

ou c¢(x) # 0 est le coefficient de diffusion, ¢(z,t), k(x), go(t) et g1(¢t) sont des fonctions connues, et

la fonction u(z,t) est inconnue .

3.2. Méthode de collocation pour les équations de diffusion farctionnaire
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3.2.1 Polynomes de Fibonacci

En développant la méthode de collocation Fibonacci, nous obtiendrons la solution approximative

de I'équation (3.13) dans le forme tronquée de la série Fibonacci

un (2, 6) = > Yty Fon (1) Fo(1), (3.14)

m=1n=1
ol @y, m,n = 1,..., N sont les coefficients inconnus de Fibonacci et F,,(z), F,,(z); m,n=1,..,N

sont les fonctions de Fibonacci définis par,

(5] n—j—1 . n=2  p pair
Fu(z)= 3 ( J ) g2t [ne1] = { 2o P (3.15)
j=0 J 5 n 1mpaitr

3.2.2 Dérivée fractionnée au sens de Caputo

Définition 3.1 La définition de Cauto de la dérivée d’ordre fractionnaire est définie comme

Df(x) =ty Jo 1 folcdt, n—1<a<n, neN

:E—t)a‘kl*"

Ou « > 0 est Uordre de dérivée, T'(.) est la fonction Gamma et n = [a] + 1, avec [«] désignant la
partie intégrale de a. Rappelons que pour « € N, Uopérateur différentiel de Caputo coincide avec le

différentiel habituel opérateur d’ordre entier. Pour le dérivé de Caputo :
D*C =0, (C constant )

Dagh { 0 avec B € Ny, et < |a

F(F,B(fﬁ)a)v avec 5 € Ny, et ¢ Net > [a

nous utilisons la fonction de plafond |«] pour désigner le plus petit nombre entier supérieur ou égal a
«, la fonction de sol o] indique Uentier le plus grand inférieur ou égal a o et § > [«| a désigner Uordre
de x. Nous utilisons également N = {1,2,...} et Ny = {0,1,2,...}. Semblable a la différenciation

d’ordre entier, La diffé renciation fractionnaire de Caputo est un opérateur linéaire.

3.2.3 Relations matricielles fondamentales

Dans cette partie, nous avons donné des relations matricielles fondamentales pour transformer
I’équation (3.13) aux formes d’équation matricielle. Pour obtenir la solution numérique de la
diffusion fractionnaire de ’espace unidimensionnel probleme en utilisant les polynémes de Fibo-
nacci, nous évaluons d’abord les coefficients de Fibonacci de la fonction inconnue. La solution

approximative (3.14) peut étre écrite sous la forme matricielle

uy(x,t) = F(x)F(t)A, (3.16)

3.2. Méthode de collocation pour les équations de diffusion farctionnaire
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ou
F(z) = [Fi(z) (). . Fn(2)]), -
[ F() 0 ]
ro-| 0 Yt ,

|0 0 ... F() |
et

A=[A1 Ay AN]T a2 s
tel que

T .
Ai = [a,ilaig...aiN]lxN, — 172’ N’

ici, la matrice F'(z) peut étre écrite comme

F(x) = X(z)C7T, (3.17)

si IV est pair, et on pose

1
N
o o
~_ - ~
o o
~_
|
[S—y
o
o
o
o
]

I

(@]
VN
£
ISR TN
K
N———
O ‘
VR
s [
o] | E
B
~_—
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si N impair

_(

0

(n—1)
2
(n=1)

2

)

(ngl)
(n—3) 0
2
(n+1)
2
()
2

C' est la matrice caractéristique des relations matricielles, nous pouvons exprimer les relations

ou

et

—T

F(t)=X(t)C", (3.18)
[ X(t) o 0 |
x| 0 KO0
0 0 X-(t)_
T 0 0 |
AU IR
0 0o

d’abord des relations (3.16) (3.18), on peut obtenir la solution souhaitée u(z,t) de ’équation

(3.13) défini par la série tronquée de Fibonacci (3.14) sous forme de matrice comme suit :

u(z,t) = X(2)CTX(#)C" A (3.19)

deuxiémement, nous pouvons définir la forme matricielle des dérivées partielles pour chaque

indépendance des variables du terme u(x,t), nous présentons la relation entre la matrice X (z) et

ses dérivées X'(x) qui peuvent étre exprimé comme :

X'(z) = X(z)B,

3.2. Méthode de collocation pour les équations de diffusion farctionnaire
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de méme, la relation entre la matrice X (¢) et sa dérivée X'(¢) est écrite :

-/

X'(z) = X(t)B,
uo(z,t) = X(2)BCTX ()T A, (3.20)
w(z,t) = X(@)CTX()BC A, (3.21)
ou ) _
B = ,
N -1
L 0 0 =
et ~ _
E:
00 .. B
O0“u(x,t

Enfin, nous pouvons expliquer la forme matricielle de ) qui est la dérivée fractionnée de

oz
u(z,t) terme, peut étre écrit comme :

{_a gg’ ”} = M(2)C"X()T" A, (3.22)
ou X (2)
“ x « « (0% -
M(z) = e [OD x D% ... DN 1]1xN,
tel que

Doyt = Fgg’j_”a)xi—a, i=1,..,N—1.

En utilisant les relations (3.20), (3.21), (3.22) dans I’équation (3.13), on peut avoir la forme de
matrice fermée
X(2)CTX)BC" — c(z)M(z)CTX(#)C" A = q(z,1),

en bref, la forme est écrite
Wz, t)A = q(z,t). (3.23)

3.2. Méthode de collocation pour les équations de diffusion farctionnaire
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nous avons les formes matricielles correspondantes pour la condition initiale et pour la limite

condition (3.13) au moyen de la relation (3.19).

u(z,0) = X(z)O0TX(0)C" A = k(z)
u(0,t) = X(0)CTX()C" A= go(t)
u(l,t) = X()OTX()C" A= gy(t)

Méthode de collocation

Pour I'équation matricielle (3.23) en utilisant des points de collocation définis par :

=550 —1), i=1,2..,N,

ti: NT,I (j_]->7 j:1727"'7N7

est obtient le systeme d’équations matricielles
Wiz, tj))A=q(z;,t;), i=1,2,..,.N, j=1,2,...,N.
En utilisant le systeme d’équation matricielle, ’équation matricielle fondamentale devient
WA=Q ou [W;Q].

La matrice fondamentale de I’équation.(3.17) de I'’équation (3.13) correspond a un systeme de
N? algébrique équations pour les coefficients N? inconnus da,,,, m,n = 1,2,..., N. D’autre part,
en utilisant des points de collocation, nous pouvons obtenir une forme matricielle de la condition
initiale
U1A =K,
U, = [X(x)CTY(O)UT] K = [k@)]ysy, i=1,2,..,N.

et la forme matricielle des conditions aux limites, comme suit
U2A — GQ,

U2 = |:X (0) CTY(t)m y GO = [gg (tj)]le j = ].,2,...,N.

et
U3A = Gl,

Uy = [X () CTY(t)éT]  Gy=lgi ()] ynys J=1,2,.N.

3.2. Méthode de collocation pour les équations de diffusion farctionnaire
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Par la suite, afin d’obtenir la solution de ’équation sous I'initiale et la limite conditions, nous

pouvons écrire une matrice augmentée qui contient tous les composants de ce probleme

U K
~ ~ Us; G
[ ] Uz;G?
W;Q

Ainsi, les coefficients Fibonacci inconnus sont obtenus comme

A:(ﬁ)_ Q.

Oou [f/{v/, Qv} est généré en utilisant la méthode d’élimination de Gauss, puis en enlevant zéro

rangées de la matrice augmentée [W, CNQ} :

3.2.4 Algorithme et analyse d’estimation d’erreur

Dans cette section, nous donnerons une estimation d’erreur efficace pour le polynéme Fibonacci
I'approximation et aussi une technique pour obtenir la solution corrigée du probleme (3.13) en
utilisant la méthode de correction résiduelle, pour notre objectif, nous définissons la fonction

résiduelle pour la méthode actuelle comme :

Ry (l’,t) =L [UN (:E,t)] - Q(xat)a

Ouy (z,t) 0%up (z,1)
or () or>
Notez que, la solution polynomiale Fibonacci satisfait le probleme suivant

Lluy (z,1)] =

_ Ouy (z,1) 0%uy (z,t)
Luy (z,t)] = 5 c(x) e = q(x,t) + Ry(x,1), (3.24)
avec les conditions initiales et limites
uy (2,0) = K(z), 0 <z <,
un (0,t) = go(t), 0 <t <, (3.25)
uy (I,t) = g1(t), 0 <t < 7.

En outre, la fonction d’erreur ey (z,t) peut étre définie comme

en (z,t) = u(z,t) —uy (x,t), (3.26)

3.2. Méthode de collocation pour les équations de diffusion farctionnaire
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ol u(x,t) est la solution exacte du probleme (3.13) .

En utilisant les équations (3.13) et (3.24) (3.26), on a I'’équation différentielle d’erreur
Llew (a,8)] = Llu(2,t)] = Lluy (2,8)] = —Ru(x, )
avec les conditions homogenes

ex(z,0) = 0,0<z<]I,

en(0,t) = 0,0<t<T,

ex(l,t) = 0,0<t<T.
Par la suite, le probléme d’erreur peut étre écrit comme :

den(x,t) 0%n(x,t)
e c(x) e = —Ry(z,1),

en (0,0)=0,0<t <, (3.27)

Résoudre le probleme (3.27) de la méme maniére que dans "La dérivée fractionnaire sens de
Caputo", on obtient 'approximation ey y(z,t) a ex(z,t), M > N celle est 'erreur fonction basée
sur la fonction résiduelle. Nous notons que si la solution exacte du probleme (3.13) est inconnue,
alors la fonction d’erreur peut étre estimée par ey (z,t) qui se trouve sans la solution exacte
et également clairement vu a partir d'un algorithme d’estimation d’erreur donné. Au moyen de
la solution polynomiale Fibonacci uy(x,t) et de la fonction d’estimation d’erreur ey »/(z,t), on

obtient la solution polynomiale Fibonacci corrigée

UN’M(JI,t> = UN(QJ,t) + €N7M(SC,t>.

3.3 Résolution des équations algébriques par Fibonacci

3.3.1 Equations algébriques générales
Pour trouver une solution (réelle) d’'une équation algébrique

"+ az" a4+ . 4 ap1z +a, =0,a; € R.
Nous recherchons la suite de type Fibonacci correspondante

Fioi=piFy+poFiq + o+ puFinga,

3.3. Résolution des équations algébriques par Fibonacci
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alors - - .
. i i— i—n Y41 b2 Pn
lim + L p ) =1 = _<—+—+...+—>,
i—o0 (p1 Fipa b Fi P Fi+1) o 2 "
et en comparant les coefficients suit p; = —a;, j=1,...,n.

3.3.2 Equations quadratique

Nous avons remarqué que 22 — x — 1 = 0, resp. 22 +2 — 1 = 0 ont ¢ resp. %0 comme des solu-
tions positives. Ici appartiennent la suite de Fibonacci et donc la limite de "Fibonacci quotients"
donnent la solution (positive) de ces équations quadratiques spéciales. Donc I'un pourrait deman-
der, compte tenu d’une équation quadratique générale 2*> — ax — b = 0, a,b € mathbbR, trouver
une suite de type Fibonacci telle que la solution positive soit la limite du quotient des éléments
adjacents de cette suite !

Commencons par une suite de type Fibonacci définie par F;.; = pF; + ¢qF;_,, puis suit que

. F; Fiq p q p q
”I—’IEO< pFiJrl +sz‘+1) ( x+px—|—q $+5’32

Maintenant, en comparant les coefficients, on obtient finalement p := a, ¢ := b. Par conséquent,

on peut recevoir une solution d’'une équation quadratique avec deux coefficients non triviaux
en calculant la limite des "quotients Fibonacci", c’est-a-dire la limite de la suite des rapports de
deux nombres Fibonacci adjacents. Notez que la suite du quotient est convergente, si seulement

I’équation quadratique a des solutions réelles.

3.3.3 Equation cubique

Un général 'équation cubique 2* + ax? + bz + ¢ = 0, a,b,c € R\{0}, trouve un type Fibonacci est
une suite de telle sorte qu'une solution réelle soit la limite du quotient des éléments adjacents de

cette suite encore une fois, nous commencons par une suite de type Fibonacci définie par
Fi+1=pF, +qFi1+71rF 2. (3.28)

Un court calcul montre que

. F; Fiy Fi s p,q T
"EEO < sz'+1 * qu+1 +TF¢+1) x * x? * x3

En comparant les coefficients, nous recevons p = —a,q = —b,r = —c. Notez que la suite de
Fibonacci-quotient généralisée est certainement convergente, aussi longtemps qu’au moins ¢ # 0

et r # 0. Les équations cubiques possedent toujours au moins une solution réelle.

3.3. Résolution des équations algébriques par Fibonacci
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3.4 Equation elliptique

3.4.1 Points intégrés sur la courbe elliptique y? = 23 + 272 — 62

Nous donnons une nouvelle preuve que la courbe elliptique y?> = 23 + 27x — 62 n’a que l'inté-
grale points (z,y) = (2,0) et (x,y) = (28.844.402, £15.491.585.540) en utilisant '’élémentaire des
méthodes de théorie des nombres et certaines propriétés de Fibonacci et Lucas généralisés

Soient P et () entiers non nuls avec P? + 4Q # 0. La suite généralisée de Fibonacci (F,(P,Q)) et

la suite de Lucas (L, (P, Q)) sont définis par la suite suivante :

Fo(P,Q) =0, Fi(P,Q) =1, Fopa(PQ)=PFun(P,Q)+QF.(P,Q), pourn =0,
et

L.(P,Q)=2, Li(P,Q)=P, L,2(P,Q)=PL,1(P,Q)+ QL,(P,Q), pourn > 0.

F,.(P,Q) s’appelle le nombre généralisé de Fibonacci et L, (P, Q) s’appelle le nombre généralisé
de Lucas. En outre, les nombres généraux de Fibonacci et Lucas sont négatifs les indices sont

définis comme :

Foo(PQ) =82 et L,(PQ)=2%2 pourn>1, (3.30)
P++/P24+4 P—+/P24+4
(resp). Prenant a = M et 5 = (2—+Q) pour étre la racine de la équation caracté-

ristique 22 — Pz — Q = 0, nous avons les expressions bien connues appelées formules de Binet

Fu(P.Q) = ‘G5 et Li(P.Q)=a" — 5" (3.31)

Pour tout n € Z. Au lieu de F,, (P, Q) et L, (P, @), nous utilisons F,, et L, (resp). Pour P =Q =1,
la suite (F},) est la suite de Fibonacci (F},) et la suite (L,,) est la suite de Lucas (L,). Si P = 2 et
(@) = 1, nous avons le célebre la suite dr Pell (P,) et la suite de Pell-Lucas (@,). Pour @ = —1,
on représente (F},) et (L,) par (f,) et (I,), (resp). Ainsi, fo = 0,f1 = Pet F,;1 = Pf, — fn_1 €t
lo=2,ly=PetlL,,; = Pl,— 1,1 pour tout n > 1. En outre, il est vu de I'équation (3.30) que

fon=—fa(P,—1) et I, =1,(P,~1).

Il y a eu beaucoup d’intérét a déterminer le probléeme des points intégrés sur elliptique les courbes
lipidiques et de nombreuses méthodes avancées ont été développées pour résoudre de tels pro-

blemes

3.4. Equation elliptique
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y? =23 4+ 27x — 62, (3.32)

est (z,y) = (28.844.402, + 154.914.585.540). Ensuite, le méme probleme a été traité par certains
auteurs. Zhu et Chen ont trouvé tous les points intégrés sur (3.32) en utilisant un nombre al-
gébrique la théorie et I'analyse p-adic. Wu a prouvé que (3.32) n’a que les points intégrales
(z,y) = (2,0) et (28.844.402, £ 154.914.585.540) en utilisant des résultats de quartique Diophandes
équations de dents avec des méthodes de nombre élémentaire. Ensuite, les auteurs ont trouvé les
points intégrés sur (3.32) en utilisant des méthodes similaires a celles données dans cet applica-
tion, détermine que le plus grand point intégral de la courbe elliptique 3?> = 23 + 272 — 62 est
(X,y) = (28.844.402, + 154.914.585.540).

Théoréme 3.7 Soit P > 2. Si f,, = cx® avec ¢ € {1,2,3,6} et n > 3, alors (n, P,c) = (4,448,1) ou
(6,3,1).

Lemme 3.1 Soit m > 1 et n > 1. Ensuite (fn, fn) = finn)-

Les identités bien connues pour (f,) et (l,) sont les suivantes :

ln = fn+1 - fnfl (334)
forr1 —1 = frlpna (3.35)
En outre, si P est pair, alors
fnest pair & nestpair, (3.36)
fn estimpair < n est impair. (3.37)

Théoréme 3.8 La courbe elliptique y* = x* + 27z — 62 n’a que les points intégrés (z,y) = (2,0) et
(28.844.402, +154.914.585.540).

Preuve. Supposons que (z,y) soit un point intégral sur la courbe elliptique y? = 2® + 27z — 62.
On voit aisément que z > 0. D’autre part, évidemment, la courbe elliptique y* = 2 + 27x — 62 n’a
que le point intégral (z,y) = (2,0) avec y = 0. Par la suite, on peut supposer que y # 0. Laisser

k = x — 2. En remplacant cette valeur de k en y? = 2 4 27z — 62, on obtient
y? =k (k* + 6k + 39) . (3.38)

Depuis y # 0, il est évident que y? > 0. D’autre part, puisque k2 +6k+39 = (k + 3)°>+30 > 0, nous
concluons que &k > 0., k/y? ou (k? + 6k + 39) /y* De toute évidence, d = (k, k* + 6k +39) = 1,3, 13
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ou 39. Donc nous obtenons de (3.38) cette
k =da? k?>+6k+39=db?® y= +dab, (3.39)

Pour certains nombres entiers positifs a et b. Si d = 1, puis de (3.39 ) on obtient a*+ 6a? +39 = b2.
Pachevement du carré donne (a?+3)2+30 = b?. Cela implique que [b — (a® + 3)] [b + (a* + 3)] = 30.
Il est facile de montrer que la-bas ne sont pas des nombres entiers « et b satisfaisant I’ équation
précédente. Si d = 3, puis de (3.39) on obtient 9a* + 18a? + 39 = 3b%. Lachévement du carré donne

B —3 (a2 +1)" =10 (3.40)

(Impossible de démontrer (3.40)).
Si d = 13, puis de (3.39), nous avons immédiatement 169a*+ 78a? + 39 = 13b%. Compléter le carré
donne

(13a® + 3)* — 136* = —30 (3.41)

(Impossible de démontrer (3.41).)
Enfin, nous considérons (3.32) pour le cas ol d = 39. Si d = 39, puis de (3.39) on obtient k = 394>
et k2 + 6k + 39 = 39b2. Substituer k = 3942 en k2 + 6k + 39 = 39b% et compléter le carré donne

(3942 + 3)” + 30 = 3957 (3.42)

Cette équation est sous la forme
f? =391 = =30 (3.43)

Soit z,, + y,V/39 soit une solution de '’équation z? — 39y? = 1 . Puisque la solution fondamentale

de cette équation est « = 25 + 44/39, on obtient z, + y,v39 = a”, et donc z,, = (o™ + ")/2 et

Yp = (O‘;}?), ou f = 25— 44/39. On peut facilement voir que z, = w et x, = 4f,(50,—1)

I’équation a exactement deux classes de solution et la base des solutions est 3 + /3%t 3 — 1/309.

Ainsi, la solution générale de (3.43) est donnée par

an+5,V39 = (3= V39) (wa + 5, V/39) (3.44)
an + bpV/39 = (3 + x/@) (mn + yn\/@> (3.45)

Avec n > 1, Compte tenu de la premiere équation (3.44), on obtient aisément a,, = 3z, — 39y,.

Comme z,, = l,,/2 et y,, = 4f,, il s’ensuit que

— 312
W Bl 312

2

De (3.34), si nous écrivons f,.; — f,_1 au lieu de [, et réorganisons I’équation ci-dessus, alors
nous obtenons a, = —81f, — 3 f,_,. Cela signifie que 394 +3 = —81f, —3f,_ par (3.42) . Diviser
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les deux co6tés de I'équation donnent 13a® + 1 = —27f,, — f,,_1. Cependant, il est impossible pour
13a® +1 > 0 et n > 1. Une autre possibilité est que —39a? — 3 = —81f, — 3f,_1, ce qui implique
que

13a®> +1=27f, + fo1. (3.46)

On peut démontrer par la méthode d’induction que

— d13 i t pair,
1 = n (mod 13) | sin es. pa1f (3.47)
n(mod13)  sin estimpair
et
Uy, =n (mod8) . (3.48)

Donc, en utilisant (3.48) dans I’équation (3.46). Conduisent a une contradiction.Maintenant,
nous considérons I'’équation (3.45). Ensuite, nous avons immédiatement a,, = 3z,, + 39y,,. Puisque
Ty = l,/2 ety, = 4f,, il Sensuit que a,, = (3[,, + 312f,,)/2. En vue de (3.34), on obtient aisément
an = 3fns1 + 81f,. Par (3.42), on obtient 39a% + 3 = 3f,,1 + 81f,, ce qui implique que

136 + 1 = fop1 + 27fn. (3.49)
Supposons que n soit impair. En utilisant (3.47), on obtient
for1+27fn =—n—1+27n = —1(mod 13),

une contradiction par (3.49). Donc, n est pair. Maintenant, supposons que « est pair dans I'équa-
tion. (3.49). Ensuite, utiliser ( 3.48) donne

o1 +27f, =n+ 1+ 3n = 6(mod8)
ie
4n = 6(mod 8)

Ce qui est impossible. Ainsi, a est pair, et donc a = 2m pour un entier positif m. en remplacant
a = 2m en (3.49), on obtient :
52m? 4+ 1 = foiq + 27 0. (3.50)

Dans I’équation ci-dessus, si m est impair, alors a partir de (3.48 ) on obtient :
for1+27fp =n+14+3n=4n+1 = 5(mod8)

Ce qui implique que
n = 1(mod 2)
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Mais c’est impossible puisque n est pair. Ensuite, m est pair et donc nous condisent que 4|a. Nous
revenons maintenant a (3.49). Comme n est pair, n = 2r pour certains r > 0. Ensuite (3.49)
devient

13a® = fori1 — 1+ 27 fo.

Par (3.35) et (3.33), on peut voir que fo, 11 — 1 + 27 fs, = filoo1 + 27f 0, = f(I,41 + 271,.) et donc
13a* = fr(l,.1 + 271,).

En utilisant (3.34) , on obtient 13a®> = f,(frio — fr + 27fr41 — 27f,_1). Compte tenu de la ré

currence relation de la suite, nous avons immédiatement
13a® = f,(3,848f, — 104f,_1)
Diviser les deux cotés de ’équation ci-dessus et réorganiser 'équation donne
a2 =8fr(37fr — fr—1).

Depuis 4|a, il S’ensuit que
2(a/4)* = £ (37f, — fr1)
Par le lamme précédant, puisque (f,, f,_1) = 1, clairement,(f,,37f, — f,_1) = 1. Cela implique

que soit
37f, — froq1 = 262 (3.51)

ou

Pour un entier positif ¢, ou f, = f.(50,—1). Par (3.36) et (3.37), on constate que 37f, — f._; est
toujours pair. Par suite (3.51) est impossible. Par la théoréme précédant, (3.52) est impossible cas
lorsque r > 3. Par suite, nous avons r < 3. D’autre part, puisque f. = 2¢? est méme, de (3.36), il
s’ensuit que r est pair. Comme 7 est pair et n = 2r, on obtient n = 4. Substitut tuttant cette valeur
de n dans (3.49), on obtient

13a®> + 1 = f5 + 2714,

puisque f5 = 6.242.501 et f, = 124.900, un calcul simple montre que a = 860. Plus-Dessus,
puisque k = 39a? et x = k + 2, on obtient k = 28.844.400 et donc x = 28.844.402 en remplacant
r = 28.844.402 en y? = 23 + 27z — 62 donne y = £ 15.491.585.402. Par suite, Le théoréme est
prouvé, la courbe elliptique y? = 23 + 27z — 62 n’a que les points inté grés (z,y) = (2,0) et
(x,y) = (28.844.402, + 15.491.585.540), qui est le plus grand point intégral dessus. Ceci complete

la preuve du théoreme principal. =
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Conclusion

Dans notre jour, I'étude des nombres de Fibonacci généralisation et application a été
I'objet d’'un grand nombre de recherche parce que ce modéle mathématique peut
s’appliquer a plusieurs satiations et ce modelé est application de représentation qui doit
rester un outil de la réalité.

Et ce travail est une petite introduction, nous avons choisi quelques propriétés et

applications .
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