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Résumeé

Dans ce mémoire on a présenté une introduction ouxsystemes
discrets fractionnaires. Premieérement on a consacré aux notions de
base sur le calcule fractionnaire. Deuxiément, on a étudié la notion de
stabilité et ses propriétés. Troisiement,on a etudiédifférents types de

synchronisation dans le cas des systemes discrets fractionnaires.
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Abstract

In  Thisthesiswe have presented an introduction to
fractionaldiscreteSystems. Firstly, we have devoted to the basic
notions of fractionalcalculus. Secondly, we have studied the notion of
stability and itspropertiesThirdly, different types of synchronization
have been studied in the case of fractionaldiscretesystems.
Keywords:fractionaldiscretesystems,

synchronization,Lyapunovstability, fractional calculs
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Notation

I' : Fonction gamma.

t®) : Chute factorielle

AV : Topérateur de différence fractionnaire.
A~" :Topérateur de somme fractionnaire.
V' : Fonction de Lyapunov.

le]| : La norme de e

R™ : Lensemble des réels de dimensions n.
lim : La limite.

xy : point fixe.

A; : les valeurs propre.
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Introduction générale

Bien que les mathématiciens ont étudié le calcule fractionnaire des le XIXe siecle, ce n’est que
récemment qu’il a gagné une grande popularité en sciences appliquées et en ingénierie. Pendant
tres longtemps, 'étude et 'application du calcule fractionnaire ont été limitées au temps continu.
Cependant, plus récemment, les chercheurs ont détourné leur attention sur le cas du temps dis-
cret et ont tenté de mettre en place un cadre théorique complet pour le sujet. Lune des premieres
ceuvres est peut-étre celle de [1]. Parmi les travaux les plus intéressants et les plus pertinents sur
le calcul discrét fractionnaire au cours de la derniére décennie est celui de [2] ou les auteurs in-
troduisent un opérateur de différence fractionnaire arriére. Dans [3], I'auteur discute 'existence
des opérateurs discrets de Riemann et de Caputo. On trouvera plus de détails sur la notation
générale du calcul fractionnaire en temps discret dans [4]. De plus, les formules numériques cor-
respondant a un systeme de différence fractionnaire peuvent étre trouvées dans [5]. Des études
récentes ont examiné les conditions de stabilité pour des systemes fractionnaires a temps discrets,
notamment [6, 7, 8]. Récemment, des progres ont été réalisés en ce qui concerne les systémes a
temps discret fractionnaires chaotiques et leurs applications [28, 29, 30, 31, 32, 33, 34].

La synchronisation dans sa forme la plus simple se référe a la commande dun systeme esclave
pour forcer sa trajectoire vers celle d’'un systéme maitre. Dans ce cas, ’erreur définie comme étant
la différence entre les états du deux systeme vers zéro est égale a t — + oo. De nombreux autres
types de synchronisation ont été proposés dans la littérature [9]. Il n’y a pas encore longtemps,
de nombreuses approches pour résoudre le probleme de la coexistence de différents types de
synchronisation ont été proposées [10].

Ce mémoire présente une introduction aux systemes discrets fractionnaires. Aussi, a pour
objet I’étude de la synchronisation dans les systemes discrets fractionnaires. Ce travail est donc
structuré en trois chapitres :

Le premier chapitre : consacré aux notions de base sur le calcule fractionnaire discret tels que :
la définition des opérateurs de somme fractionnaire, de différence fractionnaire et de Riemann et
de Caputo.

Dans le deuxiéme chapitre : nous faisons un panorama sur la théorie de stabilité des systemes
discrets fractionnaires.

Le troisieme chapitre : expose notre travail qui consiste en quelques résultats sur la synchroni-

sation des systémes discrets fractionnaires.




Chapitre 1

Préliminaire sur le calcule discret

fractionnaire

1.1- Notions de base.
1.2- Topérateur de somme fractionnaire.
1.3- Topérateur de différence fractionnaire.

1.4- Copérateur fractionnaire de Riemann et de Caputo.




Chapitre 1. Préliminaire sur le calcule discret fractionnaire

Le but de ce chapitre est de donner les notions de base concernant le calcule fractionnaire discret
et leurs propriétés telles que 'opérateur de somme et de différence fractionnaire et de Riemann

et de Caputo.

1.1 Notions de base

Supposons f: N, — R. Tell que N, = Ny + {a} = {a,a +1,a+2,.....} .

On définie A I'opérateur de différence fractionnaire par :
Af(k) = f(k+1) = f(k) (1.1

ol k € N’ On peut écrire aussi :

A*f(k) = flk+2)—2f(k+1)+ f(k)

AYf(k) = AAYTLS(R))

et A’désigne l'opérateur identité, i.e. Af(k) = f(k).

Théoreme 1.1 [11] Soit f,g: Nl ={a, a+1, a+2, .., b} > Reta,B €R, et ke N:!
i)- Aa=0
ii)- Aaf(k) = aAf(k).
iii)- A[f+g] (k) = Af(k) + Ag(k).
iv)- Aok = (a — 1)a**b.
v)- Affgl (k) = f(k+1)Ag(k) + Af(k)g(k) = g(k + D)AS(F) + f(k)Ag(k)..

: EYAf(k)—f(k)Ag(k \
vi)- A(L)(k) = dRAIRTHZIE ou (k) # 0,k € N,

1.1. Notions de base
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Preuve. Les preuves de (i), (ii) (iv) sont simples, Nous démontrons la proprieté v et (vi), on a

Fooo fkED SR
AW = 0T e
Flk+ V)g(k) — F(R)glhk + 1)

g(k)g(k +1)
gk) [f(k+1) = f(R)] = f(R) gk +1) — g(F)]

g(k)Af(k) — f(R)Ag(k
g(k)g(k +1)

v) Soit f et g des fonctions réelles, on a

A(f(R)g(k)) = f(k+1)Ag(k) + Af(k)g(k) = g(k + DAS(K) + f(k)Ag(k).

Pour la premiere égalité, on a

A(f(k)g(k)) = [f(k+1)g(k+1)— f(k)g(k)
= flk+1)g(k+1) = f(k+1)g(k) + f(k+1)g(k) — f(k)g(k)
= f(k+1)(g(k+1)—g(k)) +g(k) (f(k+1) — f(k))
= f(k+1)Ag(k) + g(k)Af(k).

Pour la seconde égalité, on a

A(f(R)gk) = fk+1)g(k+1) = f(k)g(k)
= flk+Dg(k+1) =gk +1)f(k) +g(k+1)f(k) — f(k)g(k),
= gk+ 1) (f(k+1) = f(K) + f(k) (g(k +1) — g(k)),
= gk + DAf(R) + f(F)Ag(k).

Alors A(f(k)g(k)) = g(R)AS(k) + f(k + 1) Ag(k) = g(k + DAF(R) + f(K)Ag(k). m

Définition 1.1 [12] La fonction gamma est une transcendantal spécial la fonction dénotée par T'(z),

et pour x > 0, est défini par :

o0

['(x) = / t" e tdLt. (1.2)
0
Il suit que la fonction gamma I'(x) (ou l'intégrale d’Eulérian de la deuxiéme type) est bien définie et
analytique pour x > 0, on a
ra) = / e~tdt (1.3)

0
=1

1.1. Notions de base
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et pour = > 0, intégration par parties rendements, on obtien

o

L(z+1) = /ﬂa%t 1.4
0
= [—ﬂeﬂ§3+x/??%td
0
= z['(z)

et larelation I'(z+1) = 2I'(x) et une équation fonctionnelle importante. Pour les valeurs entieres,

on a

T'(n+1)=nl (1.5)

Chute Factorielle

Définition 1.2 [12] Chute factorielle (polynéme factoriel) t) est définie par :

t®) = th—ﬁ (1.6)
=D —2) (= (= 1))
=Dt =2).(t— (=)t —v+1)
B L(t—v+1)
) _ D+
I't—v+1)

doun > 0 et I la fonction Gamma.

Théoreme 1.2 [13] Les fonctions factorielles suivantes soient bien définies, on a
) AW = p=b,
i) (t — p)t™ =W+ pour tout p € R.
i) pW=T(u+1).
v) sit <rdonct® < rWpour tout v > r.

v) si0<wv <1, donct®) > (t)".

1.1. Notions de base
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vi) tlath) — (t — 5)(04)15(/5)'

Preuve. Les propriétés i, ii , iii, vi sont claires. et a partir de cela, nous démontrons la propriété
iv, et v
la preuve de (iv) découle du produit infini d’Euler.
MOy ) (S
wps (1+3)

n=1
la preuve de v découle de la propriété log-convexité de la fonction gamma.
I'(t+1)
I't+1—av)
T(t+1)
Fv(t+1—a)+(1—-v)(t+1))
I't+1)
T(w(t+1—a)(T(t+1)"
= (t@)".

lev)

Théoreme 1.3 [11] Les regles de puissance suivant (généralisé).
Alk+v)" = r(k+ )Y, (1.7)

et
Al —k)" = —r(v — (k+ 1)), (1.8)

Tenir, chaque fois que les expressions dans ces deux formules sont bien définies.

Lemme 1.1 [14] Soit v € R, et k, s € R, tell que (k — 5)™), alors

Ayk—5) = —p(k —s 1)V (1.9)
Preuve. [14] Utilisez la définition 1.4 et les propriétés fondamentales de la fonction gamma, on
obtien
Ayk—=s)" = (k—s—1)¥ — (k-5
. P(k=s) = TDk-=s+1)
- T(k—-s—v) T(k—s—v+1)
 (k=s=v)'(k—5)-T(k—-s+1)
B Fk—s—v+1)
= —v(k—s—1)"Y
u

1.1. Notions de base
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1.2 Lopérateur de somme fractionnaire

A" l'opérateur de somme fractionnaire du fonction f d’ordre arbitraire v > 0.

1.2.1 Définition

Définition 1.3 [12] Lopérateur de somme fractionnaire d’ordre v de fonction f est définie par :

1 k—v

A f(k) = F(V)Z(k — (s + 1)V f(s), (1.10)

s=a

ici f est défini pour s = a (mod 1) et A “f est défini pour t = a + a(mod 1) ; en particulier, A,* a

fonctions de cartes définies sur N, a fonctions définies sur N, ou  N;:={t,t+1,...}

Remarque 1.1 [12] Pour v = 1 de définition 1.3, on déduire Uopérateur de somme discrete est

k—1
A F(RY =) f(s), (1.11)

1.2.2 Propriétés.

Théoreme 1.4 [13] Soit f une fonction de valeur réelle, on a

AV [Ai‘uf(/{?)] — A*(#JFV)f(k) (1.12)
= ATF[ATVf(k)]

ot u, v > 0, et pour tout k telle que k = 1+ v (mod 1)

1.2. L'opérateur de somme fractionnaire [
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Preuve. [13] Par la définition 1.3, on a

k—v
AT[ATf(R)] = P(lu)A“ (k= (r+ 1))V f(r)
k—p s—v
B F(V)lF(M)Z(k — (s )Y (s = 1)V f()
B F(V)lf(u) S (k= (s + D)# s — -+ D) 51
1 k—(utv) k—p
- (k—(s+ 1) (s = (r+ 1)V f(r)
NI ; ;
1 k—(p+v) [k—(r+1)—p
T S (k=)= @+ D)V ) )
1 k—(u+v)
= Ty 2 A=) A0
k—(u+v)
- F(1V) 2 (F(i(:)u)(k_<T+1))(”+“‘”f(r)
= Af(’”“’)f(k)
|
Lemme 1.2
A—yt(ﬂ) — %t(uﬁ-u) (113)

Remarque 1.2 [12] Il est intéressant de noter que pour toute constante ¢, A”c n’est pas nul. Pour

voir cela, la différence fractionnaire de la constante c est

ST T B S G

—(1-v) —
AdTe=Arg T T(1—v)

oul0<v<l

Exemple 1.1 [12] Soit f et g définie sur 'ensemble des entiers, pour v = 1/2 au moyen de la régle de

puissance, nous pouvons calculer et généraliser la somme d’ordre v des polynémes factoriels comme :

A-1/240) _ I'(1) H(1/2) _ (1) T(+1)
T(3/2) T3/2) T +1/2)
A2 I'(2) £3/2) _ e TiE+1)
T(5/2) T(5/2) T(t — 1/2)
A2 _ I'3) L _ TG T(E+1)
T(7/2) T(7/2)T(t = 3/2)

1.2. L'opérateur de somme fractionnaire
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donc 1/2 d’ordre la somme test
A2 _ I'(v+1) 4(+1/2)
I'(v+3/2)
I'(v+1) L'(t+1)
F(v+3/2)T(t—v+1/2)
Théoreme 1.5 [15] Pour tout v > 0, 'égalité suivante est vérifiée.

_ )1
Aaf() = aa~ ) -

f(a), (1.14)

ol f est définie sur N,,.

Remarque 1.3 Replacé v par v + 1 dans Uéquation (1.14) avec le Théoréme 1.4, on obtien

_a)

ATAS(R) = A f (k) — <Ft<y +)1) fla), (1.15)
cela implique »

ATV F(k) = ATV TIAF(E) + % f(a) (1.16)

Théoreme 1.6 [15] Pour tout nombre réel v, et tout entier positif p, I'égalité suivante est vraie :

P (k- a)vrtd)

AVAPF(K) = APAV (k) — ;r(y 7550 A f(a) (1.17)
ol f est défini sur N,,.
Preuve. Nous remplacons f par Af dans (1.14).
YOS
ATVA%F(R) = AATVAf(k) — %Af(a)
» (k — )= ] (k — a)=)
= A[AA k) — —————f(a)| - —=—~—Af(a
aap - B )| - B
_ » (k —a)® (k —a)™
= APATVf(K) - Tf(a) - TAJC(G)

(k- )2+
_ A%ﬂf(k)—z%wf(a).

Des itérations répétées donnent le résultat souhaité. m

Remarque 1.4 [15] Replacé v par v + p dans (1.17) avec le Théoréme 1.4, on obtien

Y)
AV f(k) = AV PAPf(k Z V+j+ A f(a). (1.18)
Théoreme 1.7 [15] Soit v > p, et p un entier posztlve, on a.
AP [ATVf(K)] = A7) f(E). (1.19)

1.2. L'opérateur de somme fractionnaire |J
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1.3 Lopérateur de différence fractionnaire

1.3.1 Définition

A" f(k) désignera la différence fractionnaire d'une fonction f(k) d’un ordre arbitraire v, et v > 0.

Définition 1.4 [12] La différence fractionnaire d’'ordre v de fonction f est définie par :

k—m+v
1

AYf(k) = AmA~MY) £ (k) = AmF(m——y) > (k= (s+ 1)V f(s). (1.20)

S=a

oum — 1 < v < m, et m est un entier

Définition 1.5 [16] Soit f une fonction réelle, et v un nombre réel positif compris entre 0 et 1, I’

opérateurs de différence fractionnaire discréte définie comme suite :

k—1+v
WALF(R) = MBI (K) = Fr— s AZ (s + 1) f(s) (12D
k=a+1-v(mod1l).
b
bAY f(k) = =D f (k) = ﬁ (A) Y (s—(k+1)f(s) (1.22)
s=k+1—v

tell que k = b+ v — 1(mod 1), nous allons utiliser le symbole, A¥pour ;A¥ sauf indication contraire.

1.3.2 Propriétés

Remarque 1.5 [12] Soit f une vraie fonction de valeur définie sur 'ensemble des entiers, en calcul

discret, on a
AA7Lf = f.

pour tout nombre réel positif v, cette égalité est également valable pour le calcul fractionnaire discret,

par définition de différence fractionnaire discret, alors

ATV f(k) = AT f(k) (1.23)

oul<v<l,

en utilisant la loi des exposants (Théoréeme 3.3)

= AAVATITIF(E) (1.24)
= AATHf(k)
= f(k) (1.25)

1.3. L'opérateur de différence fractionnaire |
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Théoreme 1.8 [15] Soit p — 1 < v < p, et p est un entier positif, le Théoréme 1.5. implique que.
AN f(k) = AAP AP f(E)] = AP AT £ ()]
= AP [AAPF(R)] = AP [ ACTIAF (k) +

(k — a)(p—v—l)
I'(p—v)

f(a).

= APATPIAf(E) + A f(a)

(k —a)-v=Y

= AYAf(K) + Y

Donc nous concluons que (3.5) est valable pour tout nombre réel v.

1.4 La différence fractionnaire de Riemann et de Caputo

1.4.1 Définition
Définition 1.6 [15] La différence de Riemann de class i est définie par

At f(k) =A™ f(k) = A™ATY f(k), (1.26)
oup>0etm—1<pu<m,etv=m—pu>0

Définition 1.7 [17] Pour v > 0, v ¢ N, et u(k) définie sur N,, la différence de Caputo est définie par

k—(m—v)

Y (k= (s+ 1) VAM(s), k€ Noymoy, m=[]+1, (1.27)

S=a

1

oA u(k) = F(m——y)

ol v est Uordre de différence.

Pour 0 < v < 1, cette différence partielle et donnée par

CAVu(k) = > (k= (s+ 1) Aus) (1.28)

B [(k—s)
= T m(u(s +1) —u(s))

sitk=a+1—v+n,a=0etn=0,1, 2.., on peut avotr,

n

A B 1 Nk—j7+1-v) ,
“At““‘?)_m_y)zg Tn—j+1) Au(j), 0<rv <.

1.4. La différence fractionnaire de Riemann et de Caputo
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Théoreme 1.9 [18] Pour Uéquation aux différences fractionnaires on a
Avu(k) = flk+v—1lulk+v—1) (1.29)
Au(a) = uj, n=[]+1,j=0,1,...n—1

Léquation intégrale discréte équivalente peut étre obtien comme.

n

u(t) = u(0) + ﬁZ(t —(s+ 1)) Vf(s+v—1uls+v—1))
et condition initial
— (t—a)j j
u(0) = ]ZOWA u(a).

Léquation de différence complexe avec la mémoire a long terme est obtien ici. Il peut réduire au

classique lorsque Uordre de différence v = 1

Définition 1.8 [3] Soit v > 0 et v ¢ N les différences fractionnaires d’'une fonction f définie sur N,
et ,N, respectivement, sont définies par :

1 k—(n—v)

A (k) = AN (k) = gy D (= (s )AL () (1.30)

sS=a

oun=[v]+1,siv=neN, alors ALf(k) = A"f (k)

1.4.2 Propriétés

Théoreme 1.10 [3] Pour tout v > 0, on a

ALf(k) = A"f(k) - A f(a) (1.31)

si0<v<1lona

ALf(k) = A" f(k) = 5 f(a) (1.32)
On peut noter que les différences fractionnaires de Riemann et Caputo, pour 0 < v < 1, coincident
lorsque f disparait aux points de fin.

Proposition 1.1 [3] Soit v > 0 et f est défini sur N, et ,N, alors

—_

(k= a)

N
A wenBef (k) = fk) = 7 A f(a), (1.33)
]:

si0<v<lona
At;:(nfu)AZf(k:) = f(k) - f (CL) (134)

1.4. La différence fractionnaire de Riemann et de Caputo
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Chapitre 2. Stabilité des systemes discrets fractionnaires

Le but de ce chapitre est de donner les théoremes de base concernant la stabilité des systéemes dis-
crets fractionnaires. Nous faisons un rappelle sur les définitions du stabilité et les résulta classique

dans le cas entier, ensuite nous passant a la stabilité dans le cas fractionnaire.

2.1 Stabilité

Iétude du comportement d’'un systeme dynamique discret, correspond a I'étude de stabilité des

points fixes. Soit le systeme dynamique
v(k+1)=F(z(k), k=12, 2.1

ott z (k) = (x1 (k) ...,z (k)" et F: R" — R,

Soit z; un point fixe du systeme, on a :
Ty = F (xf) . (22)

Définition 2.1 Le systéme est dit stable au sens de Lyapunov par rapport au point fixe x; si pour

des conditions initiales x (kq) suffisamment proches du point fixe soit :
Ve >0, 30: ||z (ko) —xf|| <= ||z (k, ko, x (ko)) —xpl| <e, VE> ko (2.3)

Définition 2.2 Le point fixe x; est attractif lorsqu’il y a convergence de Uétat x vers Uétat x; au

bout d’un temps infini, les conditions initiales x (ko) étant bornées, soit :
\V/lf() & N, 350 (/{?0) , tel que : ||I (]{?0) — If” < (50 (k?()) = limzx (IC, ]{?0, X (k?())) =Ty, (24)
lorsque 6 (ko) = +00, on dit que le point fixe x; est globalement attractif.

Définition 2.3 Le point fixe x; est dit asymptotiquement (respectivement globalement asymptoti-
quement) stable lorsqu’il est a la fois stable au sen de Lyapunov et attractif (respectivement globale-

ment asymptotiquement).

2.2 Rappelle sur la stabilité des systemes discrets entiers

2.2.1 Stabilité des systemes linéaires discrets
On considere le systeme linéaire suivant
z(k+1)=Ax(k), k=12,.., (2.5)

ott & (k) = (1 (k) , ..., 2y (k)" et A e R,

2.1. Stabilité



Chapitre 2. Stabilité des systemes discrets fractionnaires

Théoreme 2.1 1- Si toutes les valeurs propres de A sont des modules strictement inférieurs a l'unite,
alors le point fixe x ¢ du systéme (2.5) est asymptotiquement stable.
2- Si la matrice A admet au moins une valeur propre de module strictement supérieur a l'unité, alors

le point fixe x est instable.

Exemple 2.1 Soit le systéeme linéaire suivant :

{ xy (k+1) = ga1 (k) + 22 (k) (2.6)

2y (k+1) = =322 (k)

il est évident que l'origine est un point fixe pour le systéme. Dans ce cas la matrice A est donnée par

1
A:(2 1), 2.7)
0 —3

Simplement, les valeurs propres de la matrice A sont \; = =X\, = 1. Alors, le point (0,0) du systéme

(2.5) est asymptotiquement stable.

Remarque 2.1 Si certaines valeurs propres de la matrice A sont sur le cercle du rayon de l'unité et

les autres a lintérieur, on ne peut pas conclure la stabilité locale du point fixe x;.

2.2.2 Stabilité des systemes non-linéaires discrets

Soit le systeme non-linéaire suivant
z(k+1)=F(z(k)), (2.8)
douz (k) e R"et F: R" — R".

Théoreme 2.2 S’il existe une fonction V : R" — R™, dite de Lyapunov, vérifiant :
D V(0) =0,

(i) V (z (k) > 0, Vz (k) # 0,

(i) AV (z (k) =V (z(k+1)) =V (xz(k)) <O.

Alors le systeme (2.8) est asymptotiquement stable a Uorigine.

Remarque 2.2 La deuxiéeme méthode de Lyapunov permet Uanalyse de la stabilité directement a
partir des équations qui décrivent le systéme et ne nécessitent pas la détermination explicite de leurs

solutions.

2.2. Rappelle sur la stabilité des systémes discréts entiers
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Exemple 2.2 Considérons le systéme non-linéaire

ri(n+1) = x2(n) (2.9)
x1(n)
xo(n + 1) T2

Considérez la stabilité du point fixe (0,0). Notre premier choix d’une fonction de Lyapunov sera

V(z1(k), 22(k)) = 22(k) + 23(k). C’est clairement continu et positif bien déterminé sur R?, et on a
AV (w1(k), x2(k)) = 2i(k + 1) + 25(k + 1) — 21(k) — 23(k).
Ainsi,
1
AV (z1(k), z2(k)) = [— — 1} zi(k) < 0.

(1 +a3(k))’
D’apreés le théoréme 2.2, Uorigine est stable.

2.3 Stabilité des systemes discrets fractionnaires

2.3.1 Stabilité des systemes discret fractionnaires linéaires

Soit le systeme discret fractionnaire linéaire :
“Avgz(t) = Az(t+v —1), t€N,,, (2.10)
dotuz(t) e R", 0 <v <1, Ae R™™.

Théoreme 2.3 [6] Le systéme linéaire (2.10) est asymptotiquement stable si et seulement si les zéros

isolés, de Uaxe réel non négatif, de det (I — z71(1 — z71)"" A) se trouvent a Uintérieur du cercle unité.

Remarque 2.3 La condition énoncée dans le Théoreme 2.3 semble étre plus defficile de pratique.

Maintenant, on donne un résultat plus pratique.

Théoreme 2.4 [7] Léquilibre zéro du systéme linéaire fractionnaire (2.10) est asymptotiquement

stable, si et seulement si toutes les valeurs propres\ de la matrice A appartients a l’ensemble

larg z| — 7

z€C:lz] < [2co0s ——— | et \argz!>£ : (2.11)
2—-v 2

Exemple 2.3 Soit le systéme linéaire suivant :
CAVzy (t) = =tz (t+ v — 1),

CAVzy (t) = 2i(t+ v —1) — 322(t + v — 1), (2.12)
CAas(t) =mi(t+v—1)+ao(t+v—1)— Jas(t +v—1).

2.3. Stabilité des systemes discrets fractionnaires
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Le systeme (2.12), peut étre décrit comme suit

CAY (1, 29, 23)" (t) = A X (21,9, 23)" (t+1v—1), (2.13)
ol
~10 0
A= 1 _% 0 (2.14)
1 1 -1
Simplement, les valeurs propres de la matrice A sont Ay = —%, Ay = —3 et A3 = —+. Il est évident
que
10
larg A\1| = |arg Ao| = |arg A3| = 7 > > (2.15)
et ) )
M| = ol = [As] < 1< (2008 %) . i=1,2,3. (2.16)
— UV

Alors, le point (0,0) du systeme (2.12) est asymptotiquement stable.

2.3.2 Stabilité des systemes fractionnaires non linéaires

Maintenant, considérons un systéme fractionnaire non linéaire donné par

FAE(t) = f e+ =1)h), te(hN), 1 (2.17)
oux(t) e R, 0<v<1letf:R*"—R"

Théoreme 2.5 [8] Soit x = 0 un point fixe de U'équation (2.17). S’il existe une fonction scalaire

définie positive et décroissante V (t,z(t)), et des fonctions discrétes 7, 7y, et 5 de classe K, telle que

1z <V 2() <y ([z@)]),  te (hN) (2.18)

et
RAV () < —vs (et +vh)ll), ¢ € (BN)ara—vn- (2.19)

alors le point fixe est asymptotiquement stable.
Remarque 2.4 Dans la cas pratique, il n’est pas facile de construire directement les fonctions 7.

Dans cette section, nous présentons un autre lemme avec la condition suffisante. Nous supposons le

point initial a = 0 pour simplifier. Nous introduisons d’abord le lemme suivant.

2.3. Stabilité des systemes discrets fractionnaires
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Lemme 2.1 [8] (Principe de comparaison discrete) Pour 0 < v < 1, si

CAZI() 25 Ay, Ve (IN), (2.20)

et x(a) = y(a), alors
x(t +vh) > y(t +vh).

Preuve. Soit F'(t) = x(t) — y(t), en raison de A’z > §Aly, on a {AY F(t) > 0,
qui peut étre écrit explicitement,
%-‘rl/—l

Y7 (t—(sh+ 1) " AF(sh) >0, Ve (hN)

s=

h

1l—-v) at+(1-v)h -

>

Utilisation de la sommation par parties, soit g(sh) = (tr(s m; " et f(sh) = F(sh).

par la dérivation.

_ sy g Lty 1
T R & (e D e 20

h

>l

(t—sh) ™)

Considérons F(sh)|,_ T(1—v)

=x(a) —y(a) =0et = h™", on obtien.

i
S—h+1/

>

T Z DGE=9)  pin
Y —I(1-v) N(f—s+v+1) S

a
s=2
h

Pourt =a+ (1 —v)h,ona F(t+vh) = F(a+h) > F(Q)) =0, danc :
(L —s)
}7Lﬁ > 0’ le (hN)a+(1 v)h >

on deduire que :

i—&—y—l
x(t +vh) —y(t + vh) = F(t + vh) > N Z

et ceci complete la preuve. m

Lemme 2.2 [8] Pour toute t € (hN) linégalité suivante est vérifiée.

a+(1—-v)h’

2.3. Stabilité des systemes discrets fractionnaires
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CAYz*(t) < 2x(t + vh)§ Ala(t), 0<v<l. (2.21)
Preuve. [8] Nous devons prouver de maniere équivalente
AV (t) — 2x(t + vh)§ Ala(t) <0,
peut étre réécrit explicitement comme
h " (-v) 2
=) (t—(sh+1)), 7 As(z(s) — 2z(t + vh)z(sh)). (2.22)
— UV
s=
Considérons A,z?(t + vh) = 0, nous ajoutons dans (2.22) telle que.
i %+V—1
_ N7 (= (sh+ 1) Ay(w(sh) — x(t + vh))?

I'l—v) &~

S:E

CAVaA(t) — 2x(t + vh)SAYx(t)
En utilisant & nouveau la somme par parties, soit g(sh) = (t—sh)™") et f(sh) = (x(sh)—x(t+vh))%.

On obtient
%+V—1

I‘(l_—fy) Z (v (sh)) — z(t + I/h))QAS(t _ Sh)%_”)

(= ST (5 (sh)) — w(t + vh))?

CAYZ?(t) — 22(t + vh)§AYz(t)

T B
B F(Iy—hy) Z (z (sh)) — z(t +vh))? (t — (sh + 1))2—1/—1)
ENE
_%(Sc (a) —x(t+vh))*> < 0
|

o le lemme 2.2 est toujours valable.

Remarque 2.5 Pour x = (11(t),..., X,,(t))T, t € (AN) 10

Par exemple, nous pouvons avoir :.
PAL (T ()x(t) < 20T (¢ +vh)fAvz(t), t € (hN),, o (2.23)

Exemple 2.4 Considérons le systéme discret fractionnaire suivant :
O<r<l
- (2.24)

CAVzy(t) = —x1(t + vh) + 23(t + vh),
FALTa(t) = —x1(t +vh) —as(t +vh), t € (MN), o -

2.3. Stabilité des systémes discrets fractionnaires
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Nous utilisons la fonction de Lyapunov suivante : V = 12%(t) + 1x3(t), et selon le lemme 2.2, on a

1
RAYV < xq(t+vh)p Anz(t) + §xf(t + v)5 AV aa(t)
< x(t+vh)s Az (t) + a:g’(t + v); AV xo(t)

= —xy(t+vh) —x3(t +vh) <O0.
En conséquence, le systeme (2.24) est asymptotiquement stable a partir du théoréme 2.5.

Théoreme 2.6 [8] Six(t +vh) f (t+vh,x(t+vh)) <0, Vte€ (hN),, ), alors
le point fixe de U'équation (2.19) est asymptotiquement stable

Preuve. Utilisez la fonction candidate discrete de Lyapunov
L,
Vit () = 52(0),
siz(t+vh) f (t+vh,z(t +vh)) <0, alors on a
WAYV < a(t +vh)pAvx(t) = x(t +vh) f(t+ vh,z(t + vh)) <O.
ce qui signifie que la différence fractionnaire de V (¢, x(¢)) est défini négatif. m
Exemple 2.5 Considérons 'équation fractionnaire discréte suivante :
RAgz(t) = —x(t+vh), 0<v<1t€ (hN), 4 -
Nous vérifions que

x(t+vh) f (t+vh,o(t +vh)) = —2*(t +vh) <0, t€ (AN) (1 -

Par conséquent, le point fixe x = 0 est asymptotiquement stable selon le Théoréme 2.9.

Dans ce chapitre, apres une série de définitions sur la notion de stabilité dans les systemes discrets,

nous avons présenté des différents résultas dans le cas de systémes discrets d’ordre fractionnaires.
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Chapitre 3. Synchronisation des systémes discrets fractionnaires

3.1 Introduction

Jusqu’a présent, des différentes techniques de controle ont été introduites pour synchroniser des
systemes discréets d’ordre entier [9]. En outre, de nombreux types de synchronisation ont été pro-
posés pour étudier le probléme de la synchronisation discrete [19, 20, 21, 22, 23]. Récemment,
I'étude de la coexistence de plusieurs types de synchronisation commence a attirer I'attention
[24, 25]. La coexistence de different types de synchronisation peut étre tres utile dans la commu-
nication sécurisée et les systemes de cryptage chaotique. Cependant, a notre connaissance, peux
d’études ont été réalisées sur les systémes a temps discréts d’ordre fractionnaire.

Cobjectif principal de ce chapitre est de présenter, les différents types de synchronisation et la
méthode de synchronisation la plus performante. La derniere section de ce chapitre est consacré
a I'étude de la coexistence de different types de synchronisation dans le cas des systemes discrets

fractionnaires.

3.2 Théorie de synchronisation

3.2.1 Systeme maitre-esclave
On considere un systeme maitre représenté par
CAYX ()= F(X (t+v—1)), t€Ny,, 3.1

dott X (¢) = (z1 (t),...,z, (t))" est état du systéme (3.1) et F : R — R”. Et un systéme esclave
donné par

CAYY (1) =G (t+v—1))+U, t€Ng1,, (3.2)

dot Y (t) = (y1 (1), ..., yn (1)) est I'état du systéme (3.2), G : R" — R" et U € R" est un vecteur

de contréle a déterminer.

3.2.2 Types de synchronisation

Synchronisation complete (S.C) [36]

Définition 3.1 Le probléme de synchronisation compléte est de déterminer le contréleur U de sorte
que
lim ||Y'(t) — X(¢)]| = 0. (3.3)

t—o0

d’otl ||.|| est la norme euclidienne.

3.1. Introduction
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Remarque 3.1 Si F' = G, la relation devient une synchronisation compléte identique.

Remarque 3.2 Si F' # G, c’est une synchronisation compléte non identique.

Anti-Synchronisation (A.S)

Définition 3.2 Le probléme d’anti-synchronisation est de trouver U de sorte que

Tim || (£) + X(8)]] = 0. (3.4)

Synchronisation projective (S.P)

Définition 3.3 On dit qu’on a une synchronisation projective entre les systemes (3.1) et (3.2), s’il

existe une matrice diagonale H = diag(h, ..., h,), tels que :

lim |Y () — H x X(8)|| = 0. (3.5)

t—o00

Remarque 3.3 Le cas ou tous les h; sont égaux a 1 répresente un cas de synchronisation complete.

Remarque 3.4 Le cas ou tous les h; sont égaux a —1 répresente un cas d’anti-synchronisation.

Synchronisation FSHP (S.FSHP)

Définition 3.4 On dit qu'on a une synchronisation FSHP (en anglais full state hybrid projective
synchronization) entre le systéme maitre (3.1) et le systéeme esclave (3.2), s’il existe des controleurs
w;, 1 <i < mn, et des constantes (c;;) € R™*", tels que :

=0, +=1,...,n. (3.6)

hm t—4o00

yi (t) — Z ;2 (1)

Synchronisation inverse FSHP (S.IFSHP)

Définition 3.5 On dit qu'on a une synchronisation IFSHP entre le systéeme maitre (3.1) et le sys-
teme esclave (3.2), s’il existe des controleurs u;, 1 < i < n, et des constantes (Bl-j) e R™"™ de telle
sorte que les erreurs de synchronisation

=0, i=1,...n (3.7)

lim t—s+o0

i (t) — Zﬁijyj ()

3.2. Théorie de synchronisation
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Synchronisation généralisée (S.G)
Définition 3.6 S’il existe un contréleur U et une fonction ¢ : R" — R"™, vérifient :

lim [[Y7(#) = ¢ (X (2))]| = 0, (3.8)
alors, les systemes (3.1) et (3.2) se synchronisent aus sens généralisé par rapport a la fonction ¢.

Remarque 3.5 La synchronisation généralisée est considérée comme une généralisation de la syn-

chronisation compléte, Uanti-synchronisation et la synchronisation projective.

Remarque 3.6 Si la fontion ¢ est definie par ¢ (X (t)) = AX (t) tel que A = (A;;) on dit qu'on

nxn’
a une synchronisation full-state hybrid projective.
Synchronisation inverse généralisée (S.I.G)
Définition 3.7 S'il existe un contréleur U et une fonction ¢ : R" — R", vérifient :
lim [|X(t) — ¢ (Y (£))]| = 0, (3.9)

t—o0
alors, les systémes (3.1) et (3.2) se synchronisent aus sens inverse généralisé par rapport a la fonction

®.

Remarque 3.7 Si la fontion  est definie par ¢ (Y (t)) = 0Y (t) tel que 6 = (6;;)

une synchronisation inverse full-state hybrid projective.

on dit qu'on a

nxn’

Synchronisation Q-S

Définition 3.8 Nous disons que les systémes (3.1) et (3.2) sont en synchronisation () — S dans la

dimension d, s’il existe un contréleur U et deux fonctions Q : R — R%, S : R™ — R telle que
lim [|Q (X (1)) 5 (v (1)]]. (3.10)

Remarque 3.8 La synchronisation Q-S est considérée comme une généralisation de tous les types de

synchronisations précédentes.

3.3 Méthode de synchronisation

Pour que les deux systemes (3.1) et (3.2) se synchronisent, il faut que l'erreur entre les
trajectoires des deux systémes converge vers zéro lorsque le temps tend vers I'infini. Cette erreur
est obtenue comme suit :

e(t) =Y (t) — X(t) (3.11)

3.3. Méthode de synchronisation
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alors,

“Ale(t) = CAYY(t)— AVX (1)
= GY({t+v—-1)-FX({t+v—-1)+U.
Si on peut écrire la quantitié G(Y (t)) — F/(X(t)) de la facon suivante :
GY(t+v—-1)—-F(X({t+v—-1)=A4e(t+v—-1)+ N(X,Y), (3.12)
I'erreur peut étre exprimée comme suit :
“AVe(t) = Ae(t+v —1)+ N(X,Y) + U, (3.13)

dou A € R™" est une matrice constante et N une fonction non linéaire. Le controleur U est
proposé comme suit :
U=L-N(X,Y), (3.14)

d’ou LL est le contréleur actif, défini par :
L=-Ce(t+v-1), (3.15)
d’ot1 C est une matrice de contréle inconnue. On obtient donc, la formule finale de l'erreur :
“A%e(t) = (A—-Ce(t+v—1). (3.16)

Théoreme 3.1 Le systéeme maitre (3.1) et le systeme esclave (3.2) sont globalement synchronisés
sous la loi de contréle (3.14) si et seulement si la matrice de contréle C' est choisie telles que toutes
les valeurs propres de A — C vérifier :

() |arg z| > 4.

v
(i) |z] < (2008 %) :

3.4 Nouveau type de synchronisation pour des systemes dis-

crets fractionnaires

3.4.1 Coexistence de SP FSHPS et SG

Considérons le systéeme a deux dimensions maitre et un systeme a trois dimensions esclave don-
nés, respectivement par
AN, ()=fi(X(t+v—-1), i=12, (3.17)

3.4. Nouveau type de synchronisation pour des systémes discrets fractionnaires
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et
3

CAYy; () = Zbijyj t+v—-—1)+gY (t+v—1)+u, =123, (3.18)

j=1
out €Ny, 0<v <1, fi: R2— R, 1<4<2 (b;) € R¥*3est la partie linéaire du systéme
(3.18), ¢; : R* — R,1 < i < 3, sont des fonctions non linéaires, et u;, i = 1,2,3, sont les
contrOleurs a concevoir.
On peut définir la coexistence de SP, SFSHP et SG pour les systemes couplés (3.17) et (3.18)

comme suit.

Définition 3.9 Nous disons que la synchronisation projective (SP), la synchronisation FSHP et
la synchronisation généralisée (SG) coexistent entre les systemes (3.17) et (3.18), s'’il existe des
contréleurs u;(i = 1,2, 3), une constante v € R*, une matrice constante & = (®;;), ., et fonction non

linéaire ¢ : R? — R, telle que les erreurs de synchronisation.

er(t) =y (t) — vz (1),
es () = yo (£) — @ x (21 (t) 22 (1)), (3.19)

es(t) = ys (1) — ¢ (w1 (1), 22 (1)),

satisfont :
lim |e; (t)]=0 pour i=1,2,3. (3.20)

t—+oo
Remarque 3.9 Du systeme d’erreur (3.19), il est évident que létat vy, et x,soiten synchronisation

projective, 1y, est en SESHP avec x; et x5, et y3 est généralisé synchronisé avec x; et x.

Ensuite, nous proposons des lois de controle qui respectent la régle de coexistence (3.19). Défi-

nissons la matrice B = (b;;), ;-

Théoreme 3.2 SP SFSHP et SG coexistent pour la paire (3.17)-(3.18) sous la loi de contréle sui-

vante :
ur =30 (e = by e () = Y0 bijy; () — g (V (t+v = 1) + 7/ (X (t+v = 1)),
g = Dy (Coj = byj) €5 (8) = D20 bojys (8) — g2 (V (E 4+ — 1)) + By fo (X (t+v — 1))
+ 0 (X(E+rv—-1)),
s = D37, (ca = bag) e (8) = 305, bagyi(8) — g3 (V (t +v = 1) + CA%¢ (a1 (¢) , 22 (1)),
(3.21)
ot C' = (¢;5) 4, 5 €St une matrice constante choisie tels que touts : = 1, 3 les valeurs propres (A1, A2, A3)

de B — C satisfont
-2V <\ <0, (3.22)
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Preuve. Les équations de différence correspondant au systeme d’erreur (3.19) sont données par.

er (t) = ALy (1) — 5 CALy (8),
CA” 2 (1) = CAy, (1) — ® CAY (21 (1), 25 (1), (3.23)
CAies (t) = “ALys (1) — “ALY (21 (1), 22 (1)) -
En substituant les non-linéarités du systéme, on obtient

CAYer (1) =i by (t+v =1 +q (Y (t+v—1))+u —yfi (X (E+v—1)),

CAVes (t) = D05 boyy (E+v = 1)+ g2 (Y (E+v = 1)) +us — B1 f1 (X (¢ +v — 1))
— O fo (X (t+v—1)),

CAes (t) = D5 by (E+v = 1)+ g3 (Y (E+v = 1) +ug — “ALg (21 (1), 72 (1)) -

En substituant la loi de commande proposée (3.21) dans (3.24) on obtient.
CAZ€1 (t) = Z?:l (blj — Clj) ej (t + v — 1) s
CAZ@Q (t) = Z?:l (bgj — ng) €; (t +v— ].) s (325)
CAves (t) =30, (bsj — caj) e (t+v —1).

Afin de prouver que la solution zéro de (3.25) est globalement asymptotiquement stable, nous

(3.24)

employons résultat de stabilité comme décrit dans le théoréme (3.1). Le systéeme d’erreur (3.25)

peut étre écrit sous la forme compacte suivante :
“Ale(t) = (B—-C)e(t+v—1). (3.26)

otte (t) = (e1 (t),eq (t),es(t))". Selon la condition (3.22), il est facile de voir que toutes les valeurs

propres de la matrice B — C satisfont le |arg \;| = 7 > %I et |\;| < (2cos M)

pour: =123,
immédiatement du théoréme (3.1) la solution zéro de (3.26) est globalement asymptotiquement
stable et par conséquent, systémes (3.1) et (3.2) sont synchronisés dans 3D selon la définition

(3.9). m

3.4.2 Coexistence de la synchronisation IFSHP et la synchronisation IG

dans 2D
Maintenant, les systemes maitre et esclave sont considérés sous les formes suivantes
CAVz; (t) = ij (i (t+r -1+ fi(X(t+v—-1)), i=1,2, (3.27)
CAYy; (1) = g; (Y (t+v — 1)) + u, i=1,2,3, '

out € Nyp1y, A= (a;;) € R¥? et f; : R? - R, 1 < < 2, sont des fonctions non linéaires, et
gi:R3 =R, 1<i<3.

Nous pouvons maintenant énoncer ce qui est signifié par la coexistence de IFSHPS et de IGS pour
(3.27).
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Définition 3.10 Nous disons que la synchronisation IFSHP et la synchronisation inverse généralisée
(SIG) coexiste entre la paire (3.27), s’il existe des contréleurs u;, i = 1,2,3, une matrice constante
© = (6y)

Ly €t une fonction ¢ : R® — R, telle que les erreurs de synchron

Définition 3.11 isation

{ ex (1) =1 (1) = © x (1 (1), 32 (1) s (1) (3.28)
e2(t) =22 (t) — (1 (1), 52 (1) 53 (1)),
satisfont

lim |e; (t)| =0, i=1,2. (3.29)

t——+o00

Remarque 3.10 Du systéme (3.28), il est évident que x; est en SIFSHP avec y; (t), yo (t) et ys (1), et
que x(t) est SIG avec yy (t), yo (t) et ys ().

Supposons que la fonction ¢ peut étre factorisée sous la forme :

ey (1), y2 (¢ Zejy] )+ (y1 (8)  y2 (8) ,ys (D)) (3.30)

ou #;, j = 1,2,3, sont des nombres réels et ¢) : R* — R est une fonction non linéaire. La dyna-

mique des erreurs (3.28) est donnée par :

CAVey (t) = CALzy (t) — O1 CAZyy (t) — O3 CALy, (1)
_@3 CAZ?JB (t> )

(3.31)
CAVey (t) = ALz (1) — 01 CAZyy (1) — 03 A%y, (1)
—05 CAys () — ALY (y1 (1), 42 () 93 (1)) -
Pour simplifier les équations, on peut définir les quantités suivantes :
Z ajxj (t) + fi (X Z ©,9; (Y , (3.32)
et
2
Z 0 (t+v—1)+ fo (X Zm — CAL (1 ()12 () ys (1) . (3.33)
Utilisant (3.32) et (3.33), le systeme (3.31) peut étre écrit sous la forme réduite.
CAVer (t) = Ry — >.°_, Oju;
o ael ( ) 1 Zé:l ]u]7 (3‘34)
Aves (t) = Ry — > 5, Ojuy,
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ou dans la forme compacte suivante

CAZ@ (t) =R-—- M x (U,l, UQ)T — (@3U3, 03U3)T , (335)
ott R = (Ry, Ry)" et
0, ©
M = R (3.36)
0, 0s

Pour établir la coexistence de S.IFSHP et SIG, nous supposons que M est inversible et notons son

inverse par M ~!. Dans ce cas, la loi de controle, est donnée par
(ur,us)" = M~ P x [(L—A)e(t)+ R] etus=0, (3.37)

ot L € R?*2 est une matrice de contrdle & déterminer. Substituant (3.37) dans I'équation.(3.35),

nous obtenons.
“Ave(t)=(A—L)e(t+v—1). (3.38)

Le résultat suivant suit de maniére similaire a Théorém (3.2). La preuve a été omise car il peut

étre déduit directement de celle du Théoreme de (3.2).

Théoreme 3.3 Si la matrice de contréle L est choisie tel que toutes les valeurs propres de A — L
vérifie que —2" < \; < 0, i = 1,2, alors SIFSHP et SIG coexistent pour (3.27) tel que décrit en
(3.28)sous la loi de contréle (3.37).

3.4.3 Applications numériques

Nous considérons le systeme 2D d’Hénon fractionnaire proposé dans [26] comme un systéme
maitre, et le systeme 3D d’Hénon fractionnaire généralisé proposé [27] comme un systéme es-

clave. Donc La paire est décrite comme suit :

{ CAlzy(t)=ao(t+v—1)—a(t+v—1)+1—aai(t+v—1), (3.39)

CAVzy (t) =bizy (t+v—1) =29 (t+v—1),

et

CAYy ()= -1 (t+v—1) —boyzs(t+v—1)+u (t+v—1),
CAYyy () =boys (t+v =1+ (t+v—1)—ppt+v—1)+u (t+v—1), (3.40)
CAYys(t)=1+yo(t+v—1)—a (t+v—1)—ys(t+v—1)+uz(t+v—1).
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F1G. 3.1 — Espace de phase du systéme (3.39) avec (a1, b;) = (1.4,0.3), v = 0.984, et (x1(0), 22(0))
= (0.0).

Les parties linéaires et non linéaires du systéme maitre (3.39) et le systeme esclave (3.40) sont

donnés par, respectivement :

(-1 1 N ERCUAGES!
() ()

et
-1 0 —b 0
B = -1 by y § = 0
0o 1 -1 1 — agy3 (t)

Les figures 3.1 et 3.2 affiche les trajectoires des systémes maitre (3.39) est esclave (3.40), respec-

tivement.

Exemple 3.1 Selon la définition 3.9, le schéma de synchronisation entre les systémes maitre (3.39)

est esclave (3.39) est donné par
v=3,®=(1,3) et ¢p(x1(t),x2(t)) = (z1(t)x2 (1)) . (3.41)

Le Théoréme (3.2) nécessite la sélection d’'une matrice de controle C telle que toutes les valeurs propres

de B — C satisfont la condition (3.22). Par exemple, la matrice de contréle C peut étre choisie comme

0
C = 1 (3.42)
0

= o O
o o O
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FIG. 3.2 — Espace de phase du systeme (3.40) avec (az,b2) = (0.99,0.2), v = 0.984, et
(41(0), %2(0), y3(0)) = (0.1,0.2,0.5).

Simplement, nous les valeurs propres de B — C sont : \; = \y = A3 = —1 et a cet effet la condition

du Théoréme (3.2). Nous pouvons utiliser la matrice C' pour construire les controéleurs suivants

(

uy = —eyq (t) — baeg () +y1 () + bays (t) + 322 (2)
=3z () + 3 — a2 (t),

up = —e (1) + baez (1) — bays (t) — y1 (¢) + 2 (¢) — 222 ()
+(3by — 1)z (t) + 1 — ay2? (t)

ug = —ez (t) — 1 — o (t) + agy? (t) + ys ()
+ CAVzy (t)xs (t).

(3.43)

\

Ces controleurs conduits au systéme erreur simplifié.

CAZel(t) = —61(t+V—1)—b2€3(t—|—V—1),
CAZ@Q (t) = —€2 (t + v — 1) + b2€3 (t + v — 1) s (344)
CAZ€3 (t) = —€3 (t +v— 1) .

Figure 3.3 montre les erreurs en fonction du temps pour les valeurs initiales (e1 (0),e3 (0),e3(0)) =

(0.1,0.2,0.5). Il est clair que les erreurs convergent vers la solution zéro.

Exemple 3.2 Le deuxiéme cas concerne la coexistence de SIFSHP et SIG en 2D. Le systéme d’erreur
est défini selon la définition (3.10) ot

©=(1,0,3) et o (yr (t),y2 () ys (£)) = 1 () + 92 () + 45 (1) - (3.45)

Suite a Uapproche du Théoréme 3.3, nous commengons par une factorisation de o comme

@y (t), 2 (t ZQJ?JJ )+ (i (1), 92 (1) ys (1) - (3.46)
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00§ L1l

ez(n)

F1G. 3.3 — Pévolution des erreurs (3.44)

Il peut étre facilement voir que.

(917 027 93) = (17 27 O) et w (yl (t> » Y2 (t) » Y3 (t)) = yg (t) ) (347)

Le schéma de synchronisation proposé réorganise © et (01,05, 03) dans la matrice M comme suit.

M:<1 0), 5.48)
1 2

qui est inversible avec

1 0
M= ( - ) ) (3.49)
T2 2
Le Théoreme (3.3) nécessite le choix d’une matrice L. Ceci peut étre réalisé avec
1 13
L = 4 ) (3.50)
by—1 =2

Les contréleurs peuvent donc étre construits selon (3.37) sur la base de Riet Ry définie dans (3.32)

et (3.33), respectivement, comme suivant

[y (1) = —2¢1 — S+ 22 (8) — 71 () — arz? () + 11 (1)

+ (b2 +3) ys (t) — 2 = 3y2 (£) + Bazy3 (1),
U9 (t) = %61 + %62 — U (t) + §y2 (t) — (5 + b2) Ys (t)

—x9 (1) + wxl (t) + 2a123 (¥) S
=353 (1) — 37 () + 1,
| Us (t) = 0.
etona
{ CAVer (t) = —2e1 (t+v—1)— ey (t+ v —1), (3.52)
CAVey(t)=e(t+v—1)+ey(t+v—1).
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F1G. 3.4 — Pévolution des erreurs (3.51).

Il est facile a partir de la figure 3.4, de voir que les erreurs convergent vers zéro en un temps suffisant,
ce qui prouve que les controleurs (3.51) en fait réaliser la coexistence de SIFSHPS et SIG pour la paire
(3.39).

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que différents types de synchronisation peuvent coexis-
ter pour des systéemes discret fractionnaires. Premierement, nous avons présenté un schéma de
contrOle non linéaire dans lequel SB FSHPS et GS sont obtenus simultanément. La stabilité de la
convergence de l'erreur de synchronisation ont été établies a 'aide de la méthode de Linéariza-
tion. Le deuxieme résultat principal concerne la coexistence de IFSHPS et de IGS pour le méme

couple. Les résultats numériques ont confirmé les résultats de I’étude.



Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons commencé par présenter un chapitre préliminaire sur le calcule
discret fractionnaire, puis nous somme passé a la stabilité des systemes discrets d’ordre fraction-
naire, et enfin la théorie de synchronisation en évoquant les type de synchronisation, la méthode
du controleur actif et quelques résultats sur la coexistence de différents types de synchronisation
des systémes discrets fractionnaires.

D’apres la présentation de nos résultats, nous sommes parvenus a :

1- Nous pouvons trouver d’autres criteres de synchronisation

2- 11 est possible d’observer et de développer de nouveaux types de synchronisation généralisée.
3- La complexité des schémas proposés dans ce mémoire, peut utilisés dans la sécurité des com-

munications et la cryptographie.

Nos futurs travaux seront concentrés sur la recherche de nouveaux criteres de synchronisation,

qui sont moins cofiteux et trés compliqués.
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