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Résumé

Dans ce travail, nous étudierons la théorie du point fixe de type
"Pata" dans un espace meétrique, un espace b-métrigue et un espace
métrique b-rectangulaire. La preuve des théoremes des points fixes
communs de type "Pata" dans les mémes espaces est établie par la
suite. Nous avons donné également quelques nations essentielles et
des exemples soutenant les résultats obtenus.

Mots clés :

Espace métrique, Espace b-métrique, Espace b-rectangulaire, Point
fixe commun, Faiblement compatible, Contraction de Pata type.



Abstract

In this work, we study the theory of fixed point "type of Pata" in a
metric space, b-metric space and b-rectangular metric space. After
that, we prove common fixed point theorem Pata’s type in the same
spaces. We also gave some essential nations and some examples
supporting these results.

Keywords :

Metric space, b-metric space, b-rectangular space, Common fixed
point, Weakly compatible, Cantraction Pata-type.



omald

abadl &by auw, by olol, fel @i 550 (3 Jeell Jasdl 1da (3 Ll
bl Lad & bt 3—sie sliaby (i (g slabese sliab 3 UL ¢ o Slall
S aale olledl ws 3Ll £ aSiall saelal daad) 4 L

) sy Calad) oo Azallg Ay pial) oalill Jaad LGS s o

Lo bded! LSS
L;ab] cz\fj..ii\ S.X.A\..,aj\ alagd c&cja;‘.\wa cé—ggj.a PASY) ‘L,,sf""_g}, cLias (S cLas



Table des matiéres

1 Préliminaires 5
1.1 Notionsde base . . . . . . . . . . L )
1.2 Applications . . . . . . . .. 10

1.2.1  Applications commutatives . . . . . . . .. ..o 10
1.2.2 Applications compatibles . . . . . . ... ... L 11
1.2.3 Applications faiblement compatibles . . . . ... ... ... ... ..... 12
1.3 Application contractante . . . . . . . . . ... 12
1.4 Théoréeme de point fixe . . . . . . . . .. L 13
1.5 Quelques théorémes de point fixe . . . . . . . . ... ... L. 17
1.5.1 Théoréme de Banach . . . . . . . .. ... ... .. L 17
1.5.2  Théoréme de Boyd-Wong . . . . . . .. .. .. ... oL 17
1.5.3  Théoréme de Meir-Keeler . . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 18
1.5.4 Théoréme de Geraghty . . . . . . . . . .. .. .o 18
1.5.5 Théoréme de Matkowski . . . . . . . . .. ... oL 18
1.5.6 Théoréme de Caristi . . . . . . . . . . .. 19
1.5.7 Théoréme de Branciari . . . . . . .. ... ... .o 19
1.5.8 Théoreme de Pata . . . . . . .. .. .. .. Lo 19

2 Théoréme de point fixe commun dans ’éspace b-métrique utilisant la contrac-

tion de Pata 21



Table des matiéres

2.1 Introduction . . . . . . . . . .. e 21
2.2 Théoréme de point fixe de type Chaterjea . . . . . . . .. . ... ... ... ... 22
2.3 Reésultat commun aux point fixe . . . . . . ... 26
2.4 Reésultats principaux . . . . . . ... e e e 30

3 Théoréme de point fixe commun dans I’éspace b-rectangulaire utilisant la

contraction de Pata 35
3.1 Imtroduction . . . . . . . .. L 35
3.2 Théoréme de point fixe contraction de Banach dans l’espace b-rectangulaire . . . . 35
3.3 Résultats principaux . . . . . ... Lo 41




Introduction générale

Comme il est bien connu, la contraction de Banach (1922) [1] est un résultat indispensable du
théoréme du point fixe. Cependant, la contraction de Pata (2011) qui est récente et trés puissante
par rapport a la contraction de Banach représente actuellement des outils mathématiques de
base qui montrent ’existence de solutions pour divers types d’équations. La théorie du point
fixe est au coeur de l'analyse non linéaire en fournissant les outils nécessaires pour avoir des
théorémes d’existence pour de considérables problémes non-linéaires différent.

La capacité de recherche de la théorie des points fixes dans I’espace métrique a énormément
augmenté dans les années 1970. Les descriptions des évolutions importantes dans cette période
prouvée 'existence des théorémes du point fixe en utilisant des applications contractions plus
généralisée que les applications contractantes précédentes concues par Bianchini et Carist.
Dans les années 1980 Sessa et Jungck, développait la notion de la commutativité faible et les
applications compatibles. Par la suite, un théoréme du point fixe commun a été introduit par
Sessa, Jungck. Ce sont des types importants d’applications car ils ont fourni I'existence d’un
point fixe pour les applications non continues pour la premiére fois dans la littérature. En outre,
il existe d’'importantes généralisations d’espaces métriques comme ’espace b-métrique, 1’espace
rectangulaire, I’espaces b-rectangulaire [9, 10, 19].

Le concept d’espace b-métrique [3] a été introduit par Czerwik sous forme de confirmation
d’un espace métrique tel que 'inégalité triangulaire est remplacée par d(z,y) < sld(z, z)+d(z,y)]
avec (s > 1), pour tous z,y, z € X. D’autre part, le concept d’un espace métrique rectangulaire
(généralisé) introduit par Brianciari [6], tel que I'inégalité rectangulaire est remplacée par une
modification ou I'inégalité triangulaire. Récemment, en combinant un espace b-métrique et un
espace métrique rectangulaire, Roshan et al [17] ont introduit le concept d’espace métrique b-
rectangulaire pour obtenir d’autres résultats dans cet espace.

La contraction de Pata qui est un nouveau résultat dans la théorie du point fixe. Pata
prouvait un résultat qui semblé étre plus fort que celui du principe de contraction de Banach et
boyd. Plus tard plusieurs travaux assurerait 1’existence et I'unicité du point fixe et le point fixe
commun avec des conditions plus faibles & la contraction et les applications de type Kannan et

de type Chatterjea qui ont été introduits [5].
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L’un des aspects importants a étudier, concernent le théoréme du point fixe commun dans
I’espace b-rectangulaire est celui d’obtenir les conditions nécessaires et suffisantes impliquant
Pexistence et 'unicité d’un point fixe commun.

L’objectif de ce travail est I’étude de quelques théorémes du point fixe de type Pata dans des
espaces métrique, b-métrique et b-rectangulaire.

Dans ce cadre en plus d’une introduction générale, notre travail comporte trois chapitres.

Le premier chapitre sera consacré a quelques définitions et quelques notions de bases nécessaire
pour la compréhension du reste de notre travail.

Dans le deuxiéme chapitre nous allons prouver une généralisation du théoréme du point fixe de
Chaterjea en se basant sur les résultats de Pata. En plus nous mettrons des résultats du point
fixe commun de type Pata pour deux applications dans ’espace métrique et 1’espace b-métrique.

Dans le dernier chapitre nous allons démontrer le point fixe commun dans ’espace métrique

b-rectangulaire sous la contraction de Pata.




Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous avons d’bord présenté quelques définitions des espaces sur lesquels
nous allons travailler, espace metique, b-metrique, b-rectangulaire, avec quelques exemples a
expliquer, puis nous avons présenté quelques théories qui nous aideront & travailler dans d’autres
chapitres, ainsi que des exemples et les remarques importants et les lemmes que nous avons

utilisés dans les preuves.

1.1 Notions de base

Définition 1.1 [3] "Espace métrique” un espace métrique (X,d) est un ensemble X muni
d’une application d : X x X — R, appelée distance ou métrique, qui satisfait les proprietés

suivantes :

a.Vr,ye X :d(z,y) >0,etd(x,y) =0 < z =y,
b. d(z,y) = d(y,z) (symétrique),
c.Vo,y,z € X :d(z,2) <d(x,y)+d(y,z) (inégalité traingulaire).

Exemple 1.1 Notons k =R ou C L’application d : k x k — R, définie par

d(z,y) = |z —y|, est un distence.

Exemple 1.2 [es distances usuelle sur R™ on peut considérer comme suit :
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a. doo<x7y):;|xl_yz|a

b. di (z,y) = max {z; — y; }.

Définition 1.2 [2] Soit X un ensemble non vide, (avec s > 1). Soit d : X x X — [0,+00)
un application. Alors, on dit que (X,d) est un espace b-métrique si pour tous x,y,z € X, les
conditions suivantes sont vérifiées :

a. d(x,y) =0 si et seulement si x =y,

b. d(z,y) = d(y, x) (symmétrie),

c. d(z, z) < sld(z,y) + d(y, z)] (inégalité b-traingulaire).

Exemple 1.3 [4] Soit [, (0 <p < 1) toutes les fonctions réelles x (t), t € [0,1] tel que :
[ |z @)]P da < oo
on prend 1
d(w.y) = [y e @) -y o) dt]”,
pour chaque x,y € [,.

Alors (l,,d) est un espace b-métrique.

Exemple 1.4 Soit X = [0,1] définiié d : X x X — R, pard (z,y) = |z — y|>. On a Alors (X, d)

est un espace b-métrique avec constante s.

Exemple 1.5 [8] Soit X = NU{oo} et soit d: X x X — R, définie comme suit :

4

0, stm=n,

|L _1
d(m,n) = e
5, si l'un de m,n est impair et Uautre est impair (et m #n) ou oo,

, si 'un de m, n est pair et l'autre est pair ou oo,

2, sinon,
\

On peut vérifer que (X, d) est un espace b-mérique avec s = 5/2 cependant, soit x, = 2n pour
tout n € N

1

alors d(2n, 00) = 3

n — 0 quand n — oo,

c’est x,, — 00, mais d(x,,1) =2 -» 5 = d(co, 1) quand n — oo.
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Remarque 1.1 II est clair que la définition de l’espace métrique est un cas partu-clier dans

I’espace b-métrique.

Définition 1.3 [3] Soit X un ensemle non vide, et d : X x X — [0,400) est une application,
tel que pour tout x,y € X et tous les points distincts u,v € X, st les conditions suivantes sont
vérifiées :

a. d(z,y) =0 si et seulement si x =y,

b d(z,y) = d(y, ),

c. d(z,y) < d(z,u) +d(u,v) +d(v,y) (“inégalité rectangulaire”).

Alors d est métrique rectangulaire et (X, d) est appelé un espace métrique rectangulaire.

Exemple 1.6 [12] Soit A ={0,2}, B={L:nec N} et X = AUB. Définied : X x X —

[0, +00) comme suit :

p
0, r=1Y,
d(z.1) L a#y et {zy}t CAoufzy}CB,
xvy -
Y, ZEGA,yEB,
&2 rE€B,yeA.

Alors (X, d) est un espace mértique rectangulaire complet.

Comme combainaison d’espace b-métrique et rectangulaire, espace métrique b-rectangulaire

a introduit [7,17].

Définition 1.4 [7,17] Soit X un ensemble non vide,.Et (s > 1). Soit d : X x X — [0, +00) une

application, tel que pour tout x,y € X et tous distincts u,v € X,

cd(z,y) =
d(z,y) = d(y,z),
cd(z,y) <

Alors (X, d) est appelé un espace métrique b-rectangulaire ou b-généralisé.

ssi x =,

sld(x,u) + d(u,v) + d(v,y)] (“inégalité b-rectangulaire”).
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Exemple 1.7 [17] Soit (X, p) un espace métrique rectangulaire.
Alors pour p > 1 d(z,y) = [p(z,y)]P définie une métrique b-rectangulaire sur X avec le paramétre

s < 4p~1,

Puisque

on a (22)” < L(a” +),

donc

d(z,y) = lp(z,y)]",

[p(z,u) + p(u,v) + p(v, y)I"

20 [p(, )] + [p(u, v) + p(v, )],

20 [[p(a, w)]” + 274 [p(u, ) + plv, y)IF]

201 p(a, w)]” + 477 [p(u, v) + p(v, y)]",

I VAN VAN VAN

IA

max {2p_1, 4”_1} [p(x,u)? + p(u,v)? + p(v,y)?],

donc

d(z,y) <4 [plz,u) + pu,v)” + p(v,y)*].

Alors s < 471,

Remarque 1.2 1[I est clair que la définition de l’espace b-métrique est un cas partu-clier dans

I’espace métrique b-rectangulaire.

Exemple 1.8 [12] Soit (X,p) un espace b-métrique avec le paramétre s', alors c’est aussi un

espace b-rectangulaire avec le paramétre s* < s'.
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Puisque

.
B
s

AN

sld(z,z) +d(zy)],
slsld(z,t)+d(t, z)]+d(z,y)],

IN

IA

s*[d(x,t) +d(t, 2)] +sd(z,y),

IN

max {52, 8} [d(z,t)+d(t,2) +d(z,y)],

done ' > s°.

Définition 1.5 [1] " Suite de Cauchy” Une suite {z,}, ., dans un espace métrique (X, d) est
dite de Cauchy si :
£>0, Ine N, Vp,q>n, dz,z,) <e,

c’est-a-dire

limy, g—ood(zp, z4) = 0.

Exemple 1.9 Dans (R, |.|) la suite définie par :
) .
u, = —, est un suite de Cauchy
n
Soit p, g € N*, p > ¢q

d(zp, 7q) =

P q
_ ‘5(q—p)‘
pg |’

< Pl
q

pq
5

< lim - =0.
g—o0

;-

Définition 1.6 [1] "Suite convergente” Soit (X,d) un espace mertique, alors {x,}, .\ une

suite dans X est appelée suite convergente si et seulement si :

9
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e >0, dn(e) € N, ¥n > n(e), d(z,,x) < ¢,

on note que

liMy—oo®n = T.
Proposition 1.1 Toute suite convergente est de Cauchy. L’inverse est généralement fauz.

Définition 1.7 "Continuité” Soient (X, d) et (X,d') deuzr espaces métrique et

T:(X,d) — (X,d) une application dite séquentiellement continue a xy € X si :
Ve >0, 30 >0, Ve € X, d(z,19) <6 = d'(Tx,Txg) < ¢.

Définition 1.8 [1]"Espace métrique complet” Un espace métrique (X, d) est dit complet si

toute suite de Cauchy de X converge dans X

Définition 1.9 Soit f et g deuz applications sur un ensemble non vide X. Si fr = gz, pour

certains x de X, x est appelé le point de coincidence de f et g.

1.2 Applications

En 1986, Jungck introduit le concept de la notion plus généralisée de la commutativité, dite
compatibilité, qui est plus générale que celle de faible commutativité. En utilisant des applications
compatibles au lieu d’utiliser les applications faiblement comutatives, les mathématiciens ont
utilisé ces théorémes pour prouver ’éxistence d’un point fixe commun, nous allons voir dans ce

qui suit les concepts.

1.2.1 Applications commutatives

Définition 1.10 [10] Soit S, T' deux applications d’un espace métrique (X, d) dans lui méme. S

et T sont commutatives si STx = T Sx, pour tout v € X.

10
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Définition 1.11 [19] Soit S et T deuz applications d’un espace métrique(X,d) dans lui méme.

S et T sont dits faiblement commutatives si et seulement si :
d(STx,TSz) < d(Tz,Sx) pour tout x € X.

Remarque 1.3 De toute évidence, les applications commutatives sont dites faiblement commu-

tatives, mais 'inverse est pas nécessairement vrai.

1.2.2 Applications compatibles

Définition 1.12 [9] Soit f et g deux applications définies sur un espace métrique (X, d) dans

lui méme. Alors, on dit que f et g sont des applications compatibles sur X si :

lim d(fgxn,gfr.) = 0.
Quand {z,} est une suite en X telle que

lim fz, = lim gz, =1,
n—oo

n—oo

pour un certains points t € X.

Remarque 1.4 De toute évidence, les applications faiblement commutatives sont dites compa-

tibles, mais l’inverse n’est pas nécessairement vrai.

Exemple 1.10 Soit X = (—00,00) avec la métrique euclidienne d. On définie les applications
fig: X — X par:

fr=2x3 gr=2—x pour tout v € X.

Soit la suite {x,} définie pour tout n > 1 par z, =1+ % Ona:

lim fz, = lim gz, =1,

n—oo

11
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de plus
lim fgx, = lim f(2—2z,) =1,
lim gfr, = lim g(2?)=1.

Donc la paire (f, g) est compatible.

Lemme 1.1 [19] Soit {y,} une suite dans un espace métrique (X,d) satisfaisant

d (yn-‘rh yn—I—Z) S Ad (yn7 yn+1) y

pourn=1,2,..., ou 0 < XA < 1. Alors {y,} est un suite de Cauchy dans X.

1.2.3 Applications faiblement compatibles

Définition 1.13 [11] Soit f et g deux applications définies sur un ensemble X. Alors f et g
sont dites faiblement compatibles s’ils commutent oux points de coincidence.

(i.e), si fu = gu, pour tout u € X, alors fgu = gfu.

Exemple 1.11 Soit X = [0, 1] muni de la métrique euclidienne d. On définie les applications

f. g par:

fr==x, gx , pour tout v € X.

2 T2tz

Le point 0 satisfaisant f(0) = ¢(0) = 0 et fg(0) = ¢gf(0) = 0, alors la paire (f,g) est
faiblement compatible.

1.3 Application contractante

Définition 1.14 Soit (X, d) un espace métrique et T : X — X une application dite :

1. Lipschitzienne s’il existe une constante k > 0 tel que pour tout x,y € X, on a :

d(Tz, Ty) < kd(z,y). (1.1)

12
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2. Contractante s’il existe k € [0, 1], tel que pour tout x,y € X :
d(Tx,Ty) < kd(z,y). (1.2)
3. Contractive si et seulement si pour tout x,y € X, et x £y on a :
d(Tz, Ty) < d(z,y).
Exemple 1.12 Soit X =R et T : R — R une application définie par
1
T:17:§$+1, reR,

alors T est une application contractante.

Remarque 1.5 Notons que contraction = contractive =—> lipchtisienne et que tout les applo-

cations sont uniformement continues.

Définition 1.15 Soit (X,d) un espace métrique, et T : X — X une application, on dit qu’un

point © € X est un point fize de T si et seulement si T'(x) = x.

1.4 Théoréme de point fixe

Le principe de lacontraction de Banach est un des résultat central de I’analyse, et est largement
considéré comme la source de la théorie de points fixes métriques, son importance résidant dans

son applicabilité étendue dans un certain nombre de disciplines des mathématique.

Théoréme 1.1 [1] Soit (X,d) un espace métrique compléte et T : X — X une contraction,

c-a-d, il existe X\ € [0,1) tel que
d(Tx,Ty) < M (z,y) pour tous x,y € X.

Alors T admet un point fire unique dans X, c-a-d 3'u € X tel que Tu = u.

Et aussi ce point peut étre obtenu comme limite de la suite engendrée par l’itération

13
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Tni1 =Tz, ,n €N avec xy un élément arbitraire dans X, et

Preuve a. Existence :

Soit xg € X et {x,} -, une suite dans X définie comme suit

Par (1.2) et (1.3), on trouve

Tn = Txnfla

= T'zy: n=1,23..

d(xp, 1) = d(Txp_1,Txy),

IN

Continuant ce processus, on obtient

Puis, il faut prouver que {z,} -

Soient m,n > 0 avec m > n :

d(Tp, Tm) = d(Tp, Tpit

< K'd(zy, w0

S knd(mly Zo

< Ek"d(zq, 0
kn

<

< 1ol

kd(xn—h xn)7

< ]{Z2d<1’n_2, xn—l)-

d(x'm xn—&-l) S knd<x07 Il)‘

_, est une suite de Cauchy dans X.

+ d(xn—&-l: $m)

u+k+ﬁ ..... +

km n+1
[ k ]7

) fljo),

(fL’n, Tn+1 + d(xn+17 xn—l—Z) + d([[‘n+2, xn+3) + ot d(xn+m—17 Im)a

)
)
)+ K" (2, 20) +
)
)

+ kn+m71d($1, xo),

kmfl]’

(1.3)

14
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on prend m, n — 00

Limy, oo (T, Trm) = 0.

Par conséquent {z,} -, est une suite de Cauchy dans X alors {z,} converge vers z* € X.
b. Unicité :

Supposons qu'il existe z, y € X tel que x = T'(z) et y = T'(y), alors
d(T(2), T(y)) < d(z,y) = d(z;y) < d(z;y).

Par conséquent, d(x,y) = 0 ce qui entraine x = y. =

Théoréme 1.2 Soit (X,d) un espace b-métrique complet et Uapplication T une contraction.

Alors il existe x € X un point fize de T selon le contraction de Banach.

Preuve Soit 2y € X et {z,} -, une suite dans X définie comme suit

Tp=Tx,_1=T"29, n=1,2,3... (1.4)

Par (1.2) et(1.4), on trouve

d(xp, xpe1) = d(Tzpq,Txy),

IN

kd(xn—ly xn)7

< k2d<xn—27 xn—l)a

continuer ce processus, on obtient

d(xn) xn—&—l) S knd<x0a xl)‘

15



Chapitre 1. Préliminaires

Puis, il faut prouver que {z,} - est une suite de Cauchy dans X.

Soient m,n > 0 avec m > n :

A m) < 5[ ner) + d(nsr, )]
< 8d(Tn, Tna1) + 82d(Tnat, Tngo) + 82 A(Tnio, Tngs) + oo + 8™ A(Trpm—1, Tm),
< sk™d(z1,x0) + Sk (21, 20) + oo+ SR (21, 70),
< (sk™)d(xy, z0)[1 + sk + (sk)® + ... + (sk)™ 1],
< std(ay s L
< ligzkd(xl,xg), sk <1,

on prend m,n — 00

Limn, im0 @( T, Trm) = 0.

Par conséquent {z,} -, est une suite de Cauchy dans X alors {x,} converge vers z € X.

Passant & montrer que x et un point fixe de T :

d(l'*, Tl'*) < S [d(l'*, $n+1) + d(wﬂJrl? T$*)] )
< sd(@", wppa) + sd(wn g, Ta"),
S Sd($*7xn+1) + Sd(T*TTMTI*)?

= d(z",Tz") < sd(z", Tpt1) + skd(x,, x).

Alors, on trouve d(z*,T'z*) < 0, lorsque n — o0,

ce qui donne T'x* = x*.

En suite, on prouve que x est le point fixe unique de T,
supposons que x’ est un autre point fixe de 7', alors on a
Tz =o' et d(z*,2') = d(Tx*, Ta") < d(z*,2),

ce qui donne (1 — k)d(z*,2/) <0,

donc d(z*,z") <0,

ce qui contredit la définition de la distance. Donc
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d(z*,2") = 0.

Alors z* = 2/, Ce qui achéve la démonstration du théoréme 2.1. m

1.5 Quelques théorémes de point fixe

1.5.1 Théoréme de Banach

Théoréme 1.3 [1](Banach 1922) soit (X, d) est un espace métrique complet. et Soit T : X —

X est un contraction, c-a-d, il existe A € [0,1) tel que
d(Tx,Ty) < M (x,y) pour tous x,y € X.

Alors T a un point fixe unique.

1.5.2 Théoréme de Boyd-Wong

Théoréme 1.4 [16] Soit (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une application.
Supposons qu’il existe une fonction ¢ : R, — R semi-continue supérieurement telle que ¢(t) <

t

pour tout t > 0 et vérifiant :
d(Tx,Ty) < ¢(d(x,y)),

pour tout x,y € X, alors T" admet un point fixe unique x*. En outre, pour tout z € X, on a

limy, ool "z = x*.
n o0

Dans ce cas, T est dite contraction ou contraction non linéaire.
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1.5.3 Théoréme de Meir-Keeler

Théoréme 1.5 [21] Soit (X,d) un espace métrique complet, et T : X — X une application,

valable pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout v,y € X :

e < d(z,y) < d implique d(Tx,Ty) < e.

Alors T a un point fixe unique dans X .

*

De plus, pour tout x € X , on lim, ., T"x =x

1.5.4 Théoréme de Geraghty

Définition 1.16 [13] Soit (X, d) un espace métrique. L’application T : X — X est dite contrac-
tion de Geraghty si et seulement si il existe une fonction f: Ry — [0;1) satisfaisant 5(t,) — 1

implique t, — 0 et pour tout v,y € X on a :

d(Tx,Ty) < B(d(z,y)).

Théoréme 1.6 [13] Toute contraction de Geraghty dans un espace métrique complet sup admet

un point fixe unique.

1.5.5 Théoréme de Matkowski

Définition 1.17 [20] Une application T : X — X d’un espace métrique (X, d) est dite contrac-
tion de Matkowski (ou p-contraction) si et seulement si il existe une fonction ¢ : Ry — R,

strictement croissante vérifiant :

limy, 00" (t) = 0, pour toust € Ry,

et
d(Tx, Ty) < p(d(z,y)).

18
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Théoréme 1.7 [20] Toute @-contraction T d’un espace métrique complet (X,d) dans lui méme

admet un point fize unique x*.

*

De plus, pour tout xg € X, on a lim,_ ., 1" = x*.

1.5.6 Théoréme de Caristi

Théoréme 1.8 Soit (X, d) un espace métrique complet, et T : X — X une application satis-
faisant la condition suivante : il existe une fonction ¢ : X — R semi-continue inférieurement
telle que :

d(z,Tz) < ¢(x) — ¢(Tx), pour tout z € X.

Alors T admet un point.

1.5.7 Théoréme de Branciari

Théoréme 1.9 [8] Soit T une application d’un espace métrique (X, d) dans lui méme satisfai-

sant :
d(Tz,Ty) d(z,y)
o)t < & / ot)dt,
0 0

pour tout x,y € X, ot 0 < k <1 ety : R, — R, est une fonction intégrable au sens de

Lebesgue vérifiant :
t

/so(t)dt > 0, pour tout £ > 0.
0

Alors T a un point fire unique x*.

De plus, pour tout x € X, on a : lim,_,T"x = x*.

1.5.8 Théoréme de Pata

Théoréme 1.10 [15] Soit (X,d) un espace métrique, f : X — X, soit A > 0, a > 1 et

B € [0,a] des constantes fize, et soit ¥ : [0,1] — [0,00) une fonction croissante, qui disparait
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avec la continuité a 0. Si l'inégalité

d(fz, fy) < (1= e)d(z,y) + A" T(e)[1+ [ || + [y )7,

Est satisfaite pour tout € € [0,1] et tout x,y € X, alors f a un point fixe unique z € X, ici,
| z ||= d(xo, z) pour un point choisir xy € X.
Ce le théoréme est une réelle généralisation du résultat de Banach.

Plus de résultats de ce type ont été obtenus par la suite par divers auteurs dans [’espace

b-métriques (I. A. Bakhtin et S. Czerwik).
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Chapitre 2

Théoréme de point fixe commun dans
I’éspace b-métrique utilisant la

contraction de Pata

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous prouvons une généralisation du théoréme des points fixes de Chater-
jea, basé sur un résultat récent de Pata.
Nous établissons des résultats de point fixe commun de type Pata pour deux applications

dans les espaces metrique et b-metrique.

Lemme 2.1 [12] Soit (X,d) un espace métrique, et {y,} une suite de X, tel que d (Yn+1,Yn) est
décroissante et que

Si {yan} nlest pas une suite de Cauchy, alors il existe un ¢ > 0 et deuz suites {my} et {ny}

d’entieres positifs tels que les quatre suites suivants ont tendance a € lorsque k — oo :

d (y2mk7 y2nk) ) d <y2mk7 y?nk+1) 9 d (Qka—la ank) ) d (yka—la y?nk-i-l) . (2'2)
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Preuve Si {y2,} n’est pas une suite de Cauchy, alors il existe £ > 0 et les suites {my} et

{ni} d’entiers positifs tels que n, > my > k,

d<y2mk>y2nk—2) < g, d(yka7y2nk,) Z g,

pour tous les entiers positifs k, ensuite

e < dWamp Yony) < Womy s Y2ng—2) + d (Y2n,—25 Yon,—1) + d (Y2n,—1, Yon, )

< e+ d (y2nk727 y2nk.fl) + d <y2nk717 yan) .

En utilisant (2.1) nous concluons que

kh—{{olo d (yka7 y2nk> =g, (23)

plus loin

d (y2mk7 y2nk) S d (yka7 y?nk+1> + d (y2nk+17 y2nk) 9

et

d (Yamys Yonp+1) < d (Y2mys Yon, ) T d (Yan, » Yong,+1) -

En passant a la limite quand k — oo et en utilisant (2.1) et (2.3), on obtient cette

khjgo d (yzmk, 3/2nk+1) =E&.

De la méme maniére, on peut prouver que les deux suites restantes de (2.2) ont tendance a e de

méme. ®m

2.2 Théoréme de point fixe de type Chaterjea

On notera ||z|| = d (x, zg), pour x € X. De plus, ¥ : [0, 1] — [0, 00) sera toujours une fonction

croissante,qui disparait avec la continuité a 0, avec ¥ (0) = 0.
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Théoréme 2.1 [24] Soit f: X — X et soit A >0, a > 1 et 5 € [0, a] sont des constantes fizes,

st [inégalité :

atfe fo) < o (e, ) + dy, f0)

AT+ | Nyl + 1 fo ll+ 1 fy 7, (2.4)

est valable pour chaque ¢ € [0, 1] et pour tout z,y € X, alors f a un point fixe unique z € X.
Preuve 1.Unicité :
Si u,v € X sont deux points fixes on peut écrire (2.4) dans la forme

(1-¢)

d(fu, fo) < —5

d(u, fv) +d(v, fu) + Ke*¥(e), K > 0.

Si fu=wuet fv=wv alors

d(u,v) < Ke* 1(e),

on pose

K =A"U(e)1+ o |+ [y L+ 1 fo L+ 1 fy )7,

pour tout € € [0, 1], ce qui implique que d(u,v) = 0.
2. Existence de z :

A partir de xy, nous construisons la suite suivante :
T, = fx,_1 = f"zo. Notons que ¢, = ||z,]| .

2.1. Nous avons la suite est décroissante

d(zpi1,Tn) < d(Tp, xn1) < ... < d(z1,20), (2.5)
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pour tout n € N.
En effet, on pose ¢ =0, © = x,,, y = x,_1 dans (2.4), on obtient (2.5)

2.2

Cp = d(xna JIO) S d(l’n, xn—‘—l) + d(xn—l-la Jfl) + d(Il, ]30)

S d(mn—l-la ml) + 2Cl = d(fmnv f{[‘()) + 2017

par conséquent, nous déduisons de (2.4) que

_ (-9
- 2
FASTE+ [zl + | i |+ 21 ) + 26

Cn [d(xm 331) + d(anrl? xO)] )

En utilisant

d(mmxl) < d(xn>$0) + d(ﬂ?o,.’ﬁl), d(xn+17x0) < d(anrlwrn) + d(xn7x0)>

et (2.2), comme 3 < a, I'inégalité précédente implique que :

n < (1—¢)(cn+ 1) + AU (e)[1 + 2¢, + 1]* + 2¢4.

Maintenant

(14 2¢, +c1]® < (1—2¢,)" (14 2¢1)" < 2% (14 2¢1),
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ce qui implique que

cn <(1—¢€)cy, +ac®¥(e)c, + b,

pour certains b > 0,

ey, < ag®¥(e)cy + b.

2.3 lim,, oo d(p 41, 2,) = 0.

Pour tout ¢ € [0, 1] et pour z = x,,, y = z,1 on a

d(xn+17 .13”) = d(fl’n, ffl?nfl),
(1-¢)

< 822 ) + s, ).
ALY +2 | a4 s I+ e I
< U ) s, i)
YKeU(e), K > 0. (2.6)

Si limy, oo d(Zpi1, ) = d* > 0. 1l en résulte de (2.6) que d* < K¥(e) (une contradiction)

alors d* = 0.

2.4 La suite {z,}, .y est une suite de Cauchy.

Si ce n’est pas le cas, choisissons {7, },., comme dans lemme 2.1.

Lorsque’on met cette suit dans (2.4), nous allons obtenir :

(1-¢)
2

d(zam,, Ton,+1) < (d(xomy—1, Tang+1) + d(Tam, , Ton,)) + KU (e), (2.7)

ou d($2mk, $2nk+1) - 5, d($2mk—1, $2nk+1) — 0 et d($2mk, $2nk) — 0.

Passans par la limite (k — oo) dans (2.7), on obtient de § < K'W¥(e), une contradiction,

alors 0 = 0, depuis la propriété de fonction W.
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Prenons en compte la complétude de (X, d), nous pouvons maintenant garantir I’existence de
z € X avec (x,) convergeante.

Enfin, tout ce qui reste & montrer est :

2.5 z est un point fixe pour f.

On observe pour cela que, pour tout n € N et pour € = 0,

d(fZ,Z) < d(fzaanrl) +d($n+1az)7
= d(fz, fx,) + d(fag, 2),
< %d(z, Tpi1) +d(fz,x,) + d(x,, 2).

Par conséquent, d(fz,z) < %d(fz, z), c'est-a-dire fz = z, qui est le résultat requis.
Le résultat classique de Chatterjea [5] est une conséquence de théoréme 2.1, depuis la

condition

d(fe, fy) < 5 (A, fy) + d(y, f2).

pour tous z,y € X, implique la condition (2.4).

Ceci peut étre prouvé de la méme maniére. m

2.3 Reésultat commun aux point fixe

Soit f et g deux applications dans I’espace métrique (X, d) donné tel que fX C ¢gX, et au
moins un de ces sous-espaces de X complet.

Choisissons o € X arbitraire et notez yo = fxg, cette fois, pour x € X, notons. ||z| =
d (z,xg). De plus, ¥ : [0,1] — [0, 00) sera toujours une fonction croissante, qui disparait avec la

continuité a 0, avec ¥ (0) = 0.

Théoréme 2.2 [8] Soit A >0, a > 1 et B € [0,a] sont des constantes fizes, tel que l'inégalité
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d(fz, fy) < (1 —e)d(gz, gy) + AV (e)[1+ || gz || + || gy I°, (2.8)

est valable pour chaque ¢ € [0,1] et pour tous x,y € X, alors la paire (f,g) a un point de
coincidence unique.

Si, de plus, la paire (f,g) est faiblement compatible alors f et g ont un point fixe commun
unique z € X.

Preuve : Tout d’abord, notons que k£ peut étre supposé étre positif, si non nous avons le
résultat classique de Jungck.

Partant du point xy donné, et utilisant ce fX C ¢gX, pour construire une suite de Jungck
{yn} habituelle par y, = fz, = gx,11,n =0,1,2,3, ...

Nous procédons en prouvant les étape suivantes :
1. Si la pair (f,¢) a un point de coincidence w alors il est unique.

En effet, prenons wy = fu; = guy et wy = fus = gus et soit € > 0 arbitraire, alors

d(wl,wg) = d(ful, fUQ),
< (1-e)dgur, gus) + AU (e)[1+ || gua || + || guz |7,
= (1 —¢)d(wy,wy) + Ke*¥(e),

ou
k= A+ || guy | + || guz [ >0,
donc
d(wy,wy) < (1 —¢) d(wy, we) + Ke*¥(e),
alors
d(wl, w2> - (1 - 5) d(wl,wg) S K&fa\I]<€).
Donc

ed(wy, wy) < Ke*W¥(e).
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Alors
d(wy, wy) < Ke® 1(e).

En utilisant les propriétés de la fonction W il s’ensuite que w; = wo.

2. d(ynJrla yn) L 6 2 0

Ceci est obtenu on posant e =0, 2 = x,41 , y = x, dans (2.8). Donc

d(fns1, frn) < d(92Tns1, gTn)

en passant a la limite, nous obtenons

d (fanrl; f‘rn) S 57

donc

d(yn+17 yn) S J.

3. Prouvons que ¢, = d (y,, yo) est bornée, on a;

cn = dYn,Y0) < dYn, Yn+1) + d(Ynt1,v1) + d(y1, vo),

= d(Yn,Ynt+1) + d(fTpi1, fr1) + d(y1, o),

< 201+ (1 =) d(gnr, g1) + A"V ()14 || gy || + || g (117,
= 21+ (1= &) d(yn, yo) + A"V () [1+ || gy || + [| g1 )7,

< 2+ (1 =€) e+ A"U(e)[1 + ),

< (1—¢e)ep +as®¥(e)[1+c,)’ +b,a>0, b>0,

(ze).
e, < ag®V(e)[1 + ¢,)’ +b.

Si nous supposons que {¢,} n’est pas borné, nous obtenons une contradiction, comme dans [1]

4.0 =0.
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tout d’abord, nous avons
)

d(yn—I—h yn) = d(f$n+17 fxn)a

< (1 =€) d(gmni1; ga) + A U(E) 1+ || gz | + || gz [1)7,
maintenant, utilisant {c,} qui est bornée, nous obtenons

Ad(Ynt1,Un) < (1 =€) d(gxn, gTni1) + Ke*¥(e),

d’ou, on passe a la limite comme n — oo
§<(1—¢)d+ Ke"V(e),

(ie) : 6 < Ke*1W¥(e) d’ou 6 = 0 (nous avons pris ¢ € [0,1]).

5. En utilisant maintenant lemma 2.1 de la maniére habituelle et en tenant compte que {c, } est
borné, nous pouvons prouver que {y,} est une suite de Cauchy.

6. Supposons que gX soit un sous espace complet de X

(la preuve lorsque fX est complet est similaire).

Nous avons cela

Yn = gTpy1 — g2z ,pour certains z € X alors, en pose ¢ =0, © = x,,, y = z dans (2.8), donc

d(frn, f2) < d(gzn, 92),

et en passant a la limite, nous obtenons fz = gz = lim,, ., ¥, . Par conséquent fz = gz = w est
un point unique de coincidece de f et g.

7. Si la paire (f,g) est faiblement compatible, par résultat classique il s’ensuite que z est un
point fixe commun unique de f et g.

Enfin, notons que le choix du point initial x pour la suite de Jungck n’est pas pertinent.

En pose g = I, dans le théoreme précédent, nous obtenons le théoréme (1.1) en conséquence.

Clairement, le théoréme (2.2) généralise le résultat classique de Jungck.
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De facon trés similaire, les résultats suivants de type Pata-Kannan et Pata-Chatterjea est

prouvés pour deux applications. m

2.4 Reésultats principaux

Théoréme 2.3 [12] Soit (X,d) un espace b-métrique complet avec le paramétre s > 1 et soit
f,9: X — X deux application tels que fX C gX. Supposons que
pour certains A >0, « > 1, f € [0, ], des constantes fizes. Si l'inégalité

oty = 2 man { N5, dlga, fo).dtan ) |

+AT )1+ || gall+ gy |+ 1 fall + 1 fy lI)° (2.9)

Est valable pour tout x,y € X et chaque € € [0,1]. Alors f et g ont un point de coincidence
unique, de plus, si (f et g) sont faiblement compatibles, alors ils

ont un point fixe commun unique.

Preuve Pour 2y € X arbitraire, formons une suite de Jungck {y,} par v, = fzr, = g1
(cela est possible de puis fX C ¢X). Si y,, = yn11 pour certains n, il n’y arien.
Supposons que ¥y, # y,.1 pour chaque n € N.
a. Démontrer que d (y,, yn+1) décroissant

En pose ¢ = 0 dans (2.9),0on obtient que

d(yTw yn—i—l) = d (fxnv fxn-‘rl) 5

1—c¢ A9y, 9Un
S s max {@Tw,d(gmnafxn)ad(gxn—klafxn-‘rl)} )
l—¢ d n—1y Yn
= s max {@Q—;y)ad(yn—layn)ad(ynayn+1)} )
1
S gd(yn—hyn)a (210)

pour chaque n € N. Il s’ensuit que d(y,, ¥, 1) est une suite décroissant, tendant a 0 tend n — oc.

b. Nous allons prouver par induction que la suite ¢, = d(y,, o) est bornée par 2sc,, 'affirmation
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est valable pour n =1 et n = 2 supposons que ¢, < 2sc,

pour certains n € N. Puis, prenant ¢ = 0, on obtient

Cn+1

A(WYnt15Y0) < 5(d(Yns1, 1) + d(y1,90)),
s(d(frny1, fr1) +d(y1, %)),

1 d(grpi1, gT
; (— max {u Agrmes, Fonen)sd{gm, fxl)} T d(y, yo>) |

S 2s

d ns
max {%7 d(y’rw yn+1)7 d<y07 yl)} + Sd(yl’ yO)a

d<y07 yl) + Sd(yh y0)7

(14 s)c; < 2sc¢y,

3 d ns 2.2 N . . .
puisque les deux % et d(yn, Ynt1) ne sont pas supérieurs a c¢;. Ceci termine la preuve indu-

cative

C. prouver que {y,} est une suite de Cauchy, supposons le contraire. En utilisant lemme 2.1.

Soit les deux suites {ny} et {m;} de nombres entiers positifs tels que n, > my > k,

et

d(ymkaynk) 2 67 d(ymk>ynk—l) < 57

» | &

< lim Supd (ykarla ynk> ) (211)

n—oo

remplacement de © = z,, 11 , Y = Ty, dans 1 éte (2.9) on obtient

d (ymk+17 ynk) S

1-¢ max {—d (g Y1) d

95 ) (ymkvymk+1) 7d(ynk17ynk)} )

+Ke¥(e),

tel queK = Ae®U(e)[1+ | gz || + || gy || + || f= || + || fy |]?, puisque la suite {c,} est bornée,

passant a la limite supérieure et en utilisant (2.11), on obtient
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) )
5 S Jlim SUP d (Ymy+1, Yns ) »
1— d (Ymy > Yny—
< c max{ lim sup M,O,O} + KV (e),
S n—oo 2s
1—¢d o
= £+K€ U(e),
donc
J 1—¢94 1—¢)d
- < 9 Ke*V¥(e) < d=¢)d + Ke“¥(e).
S s 2s s

En pose € = 0, nous obtenons que § < 0, une contradiction. Alors § = 0.
Démontrer que z est un point fixe, et gx,, — gz, quand n — oo, pour certains z € X nous allons

montrer que fz = gz on a

Sd(f2,92) < d(f, fra) + d(f0,92).

1-— d
<c1-¢ max{ (92, gxy)
S 2s

,d(gz, f2),d(gx,, fxn)} + Ke*V(e) +d(fxn, gz2).

Il s’ensuit que, pour n assez grand,
1 1—¢ o
—d(fz,92) < ——d(gz, fz) + Ke"¥(e),
s s

et nous obtenons facilement que fz = gz,
'unicité du point de coincidence s’en suit facilement en prenant ¢ = 0 dans (2.9), et qu'il s’agit
d’un point commun. Le point fixe de f et g suit de maniére standard.

En pose g = Ix dans le théoreme précédent, on obtient. m

Corollaire 2.1 [12]Soit (X,d) est un espace b- métrique complet, avec le paramétre s > 1 et

soit f: X — X wun application Supposons que pour certains
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A>0,a>1,8€0,a], des constantes fizes. Si l'inégalité

gy < e { 1D dte, g, a0

AT |+ Nyl + 1 foll+ 1 fy 7 (2.12)

est valable pour tout x, y € X et chacun € € [0,1] .Alors f a un point fize unique.

Exzemple 2.1 [12] Soit (X, d) est l’espace b-métrique, considéron [’application suivant f : X —
X.
100, = <100
fr= :
4, st non,

et vérifions le condition de contraction le seul cas non trivial est celui ou = € {1,2,...,100}

et y € {101,102, ...,00} ensuite
1 1 24
d = d(100,4) = |—— — 2| = .

Done

24 2(1 — d
o < gmax{ %’ y),d(x, 100),d(y,4)} te?,
(qui est la condition avec A =1, V() =¢e,a=1,5=0) on a

(
x ety sont deux égaux o

(S
8=
|

< =

['un est égal et ’autre est égale a oo

5 max . x ety sont tous les deuxr tmpairs <1

=

ou l'un est impair l’autre est oo

1 2 .
=. sitnon
\ 57

1

L
max d (x,100) = { 2~ m

st x est pair
| b p < 27

2,81 x est impair —

v " 09| Sty est pair ou oo,

< 2.

maxd (y,4) =
(3, 4) { 2, s1y est impair ou oo
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Par conséquent, on obtient
24 2(1—¢) 9
i g SV
00~ 5 %
qui se remplit pour chaque € € R, pour € € [0,1]. Alors f a un point fize.

Exemple 2.2 unique.
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Chapitre 3

Théoréme de point fixe commun dans
I’éspace b-rectangulaire utilisant la

contraction de Pata

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous avons démontrer le point fixe commun dans ’espace b-rectangulair
utilisant la contraction de Pata, nous avons démontrer le théoréme de point fixe de Banach

pour illustrer le travail dans I’espace métrique b-rectangulaire.

3.2 Théoréme de point fixe contraction de Banach dans
I’espace b-rectangulaire

Théoréme 3.1 [7] Soit (X,d) est un espace metrique b-rectangulaire avec s > 1 et T : X — X

est un application satisfaisante :

d(Tz, Ty) < Md(x,y), (3.1)

1
pour tout x,y € X, ou A € [O, —}
s
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Alors T a un point fixe unique.

Preuve Soit 2o € X un arbitraire. Nous définissons une suite {z,} par x,.; = Tx,, pour
tous n > 0. Nous allons montrer que {z,} est une suite de Cauchy.
Si x, = :x,y1 alors x, est le point fixe de T. Supposons que x,, # x,.1 pour tout n > 0, on

pose d(Tp, Tpi1) = dy, il s’ensuit de (3.1) que :

d(xn;xn—i-l) == d(Tmn—lyTxn) S d(xn—laxn)a

dn S dn—l‘

Par consiquent on déduit :

4t < N, (3.2)

De plus, si g = x,, en utilisant (3.2), pour tout n > 2, nous avons

d(xg,Txg) = d(x,, Txy),

d(xg,z1) = d(Tp, Tni1),
do - dna
dO S And07

une contradiction. Alors dy = 0,
c-a-d, rg = x1, et donc x( est un point fixe de 7. Ainsi, nous supposons que x,, # x,, pour tousles
distincts n, m € N.

Supposons que

d(xp, Tpio) = d).
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Et en utilisant (3.1) pour tout n € N, on obtient

donc, nous obtenons

d(x’mxn—l—Q) = d(Txn—lvan-‘rl)a

S )\d(xn—laxn+1)7
< M,
d(zp, Tpyo) < N'd. (3.3)

Pour la suite {z,}, nous considérons d (x,,, x,,) dans deux cas.

a) Si p = 2m + 1 alors en utilisant (3.2), on obtient

d(l‘n, xn—f—Zm—l—l)

Donc

(VAN VAN VAN

IN

IN

sld(@n, Tni1) + d(@Tnt1, Tnye) + d(Tns2, Tnt2mr1)]s

sldn + dpi1] + 8°[d(Tn12, Tnis) + d(Tnys, Toia) + d(@nia, Tnyomia)),
s[dy + dpi1] + 8% [dnyo + dnis] + 8% [dnya + dugs) + -+ 8" dyom,
sIN"dg + A" do] + $?[NPdy + NP dg] + sP ANy + AP dy),

e SN

SA'[1 4 A% 4 2 4 ]dg + sATTH1 + sA% 4 s2A 4 -] d,
1+ A

Y s\"dy(notez que s\* < 1).
-5

1+ A
(T, Tpyoms1) < A"dp. 3.4
(Tny Tpyoms1) 2o do (3.4)
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b) Si p = 2m, alors en utilisant (3.2) et (3.3), on obtient :

A, Tntom) < 8[d(@n, Tog1) + d(Tnt1, Togz) + d(Tnsa, Togam)],
< sldn + dpr] + S [d(Tnr2, Tngs) + d(Tgs, Tnia) + AT, Togam)),
< sldn + dpy1] + 87 [dpso + dogs] + 8 [dnsa + dis),
oo 4 8™ g g + da—s] + 8" d(Tpiom-2, Tryom),
< s[Ady 4+ N"Tdg) + s2[NPRdy + APy 4+ SB[ + AT d),
oo STTHNE T 4 NPT d] 4 s N2 g
< SAM[L 4 sA% + 2N dg + sATTHL 4 sA 4 s2A 4 - do,

_‘_Sm—l)\n+2m—2d3,

I+ A
d(ﬂ?n, 33n+2m) S 3 + )\2 S)\ndo + Sm—l/\n+2m—2d87
—S
1+ A
ﬁs)\"do + (NP A2 (o0 1 < 5),
— S
14\ . |
n n % \ < -
T2 8)\28)\ do + A\"""di(on A < S).
donc :
I+ A
U, Tsom) < ——2 sXPdy + BA2d. (3.5)
1—sA
Il s’ensuit de (3.4) et (3.5) que
limy,—ood(y,, Tnyp) = 0 pour tous p > 0. (3.6)

Donc {z,} est une suite de Cauchy dans X.
Par la complétude de (X, d) il éxiste u € X tel que :

limy,— ooy = U. (3.7)
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Nous montrerons que u est un point fixe, pour tout n € N. On a

d(u,Tu) < sld(u,zn) + d(@n, Tpy1) + d(@ng1, Tw)],
= sld(u,x,) + dp + d(Tx,, Tu)],

< sld(u, z,) + dp + d(2n, u)).

En utilisant (3.6) et (3.7), il résulte de I'inégalité ci-dessus que d(u, T'u) = 0, c’est-a-dire Tu = u
donc u est un point fixe de 7.

Pour "unicité, soit v un autre point fixe de 7', il résulte de (3.1)
d(u,v) = d(Tu, Tv) < Ad(u,v) < d(u,v).

Une contradiction, d(u,v) = 0.

C’est-a-dire que u = v, ainsi ,le point fixe est unique. m

Lemme 3.1 [12] Soit (X,d) est un espace métrique b-rectangulaire avec s > 1 et soit {x,} est
une suite en X telle que

Ty # Ty chaque fois n #m et lim d(z,,x,.1) = 0. (3.8)

n—oo

Si {z,} n’est pas une suite de Chauchy, alors il existe 6 > 0 et deux suites {my} et {ns}
des nombres entiers positifs tels que les suivants :
) .
— < lim supd (@, Tn,—2) < 6,
s

k—oo

d (T, Tn,) > 0,

) )
et — < lim supd (@, 41, Tny-1),
S k—oo

Preuve Si {z,} n’est pas une suite de Cauchy, alors il existe 6 > 0 pour lequel on peut

trouver deux sous-suites z et x,, de {z,} tel que n; est le plus petit indice pour lequel

nE —3>my > ket d(Tm,,,Tn,) >0, (3.9)
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cela signifie que

d (T, Tny—z) < 0.

En prenant a la limite supérieure comme k£ — oo, nous obtenons
lim supd (@, , Tn,—2) <6,
k—oo

d’ autre part, nous avons

1
gd (xmk7 Ink) < d (xmkv xmzﬁ-l) +d (Imzﬁ-l? Ink—l) +d (Ink—lv $nk) .

En utilisant (3.8),(3.9). Et en prenant la limite supérieure comme k& — oo, nous obtenous

®» |

< lim supd (Tmy+1, Tny—1)
k—oo

en utilisant 'inégalité b-rectangulaire, nous avons 'inégalité suivante
1
g (dl’mk, :L‘nk> S d (xmky xnk—Q) )

+d ('r'n,k—27 xnk—l) + d (I‘T”Lk—17 xnk) .
En utilisant (3.8), (3.9) et en prenant la limite supérieure comme k — 00, nous avons

< lim sup d (T, Tny—2) -

k—o0

» | &

La preuve de lemme 3.1 est achieve.
Nous présentons maintenant le Théoréme de Pata dans espace b-rectangulaire qui est notre

travail essentiel. m
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3.3 Reésultats principaux

On notera ||z|| = d(x,x), pour € X. De plus, ¥ : [0,1] — [0,00) sera teoujours une

fonction croissante, continue a 0, avec ¥ (0) = 0.

Théoréme 3.2 [12] Soit (X, d) est un espace métrique b-rectangulaire compléte avec (s > 1), et
soit f, g: X — X, tel que fX C gX. Supposons que pour certains
A>0,a>1, 5 €l0,a], des constantes fizes. Si l'inégalité
1—-¢

it fy) < " ma{ R dlga, o) )
A | grl+ gy ) (3.10)

valable pour tout x,y € X et chaque ¢ € [0,1]. Alors f et g ont un point de coincidence
unique, de plus, si f et g sont faiblement compatibles, alors f et g ont un point fize commun
unique.

Preuve De méme que dans la preuve du théoréme 2.3, il peut étre prouvé que

1
d(yna yn+1) S gd(ynfla yn)a

depuis d(Yn, Yn+1) — 0, comme n — oo. De plus, de méme que dans [17], y, # ym chaque fois
n # m. Prouvons que la suite ¢, = d(yo, yn) est

bornée. En utilisant que 1y, # Y, pour n # m, on obtenons

1
S = ;d@myo) < d(Yn, Yn+t1) + d(Ynt1,11) + d(y1, o),
2Cl + d(fxn+17 fxl)a
1- € { d<yn7 Z/O)
max s —
2s

1—e¢ d<yn7 yO)
2s

2c1 + — max
S

IN

IN

2¢1 + s A(Yns Y41, d(yo,yl)} + AT ()14 [y |+ [0 17,

IN

s Y, Ynt1), d(yo,yl)} + AU ()14 [l yn || + | wo (117,

IN

1 - n
2c1 + i max {g—, 01} + AU (e)[1 + ¢,)°.
s s

Considérons maintenant les deux cas suivant :
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a. Si max {;—Z, cl} = ¢y alors ¢, < 2scy et la preuve est terminée.

b. max {g—g, cl}: 5L ensuite nous avons

1 l—cec,
—cp, < 201 + STEL AU (e)[1 + ¢,]%,
s s 2s

(i.€) :

Cn < 2sc1 4 (1 —¢e)e, + ae®V(e)cr.

Donc nous avons

ey, < b+ ac®V(e)cy

n?

ot a, b sont des constantes positives. Maintenant, il s’ensuit que la suite {c,} est bornée. Nous
appliquons le lemme 3.1. Si {y,} n'est pas un suite-Cauchy, alors, on pose e =0, x = Ty, 11 €t

Yy = xpn, 1 en (3.10), nous avons

1 d My INg—
d (Ym(ky+1, Yng—1) < - max {%@

(ymm ymk+1) ) d (ynk—h ynk)} 5

en prenant maintenant la limite supérieure k — oo et en utilisant Lemme 3.1, il s’ensuit que

1

< ]}LIEO SUP d (Ym(k)+15 Yng—1) < 252 kh_{glo SUp d (Ym(k)s Yn(k)—1) < 252

» | >

Une contradiction, puisque s > 1, 6 > 0 par concéquent, {y,} est une suite de Cauchy.

De plus, nous avons

Ld(f2,97) < d(f2, f22) + A frn, 922) + (g, 92),

S l—e¢ max {d(gzugxn)
S 2s

gz, f2),d(gen, frvn)} K W(e) + d{ fam, g2n) + d{gan, 92),

1l résulte que pour n assez grand

%d(fz, gz) < 1—;801(92, fz) + Ke"¥(e),
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(i.e) :
zd(fz,gz) < Ke®U(e),

et donc fz = gz.
Le reste de la preuve est standard.
Spécifiant g = I, dans le théoréme précédent, nous obtenons l’extension du résultat fondamentalde

Pata (Théoréme 3.1) au cadre d’espace métrique b-rectangulaire. m

Corollaire 3.1 [12] Soit (X,d) un espace métrique rectangulaire complet avec constante ordi-
naire k, o € X, A > 0,a > 1, B € [0, a] sont des constantes fizes. Si pour tous les € € [0, 1], et
x,y € X, la application f: X — X satisfait a

I d(fe, fu) <~ M@, y)+ ATE) N+ | dlr, 7o) I+ ] dly, o) ),

ot M(z, y) = max{|| d(z, f=) || d(y, £3) |l 5% | d(z, 9) ||}, alors f a un point fixe wnique.
Preuve Il résultent directement du (théoréme 3.2) puisque sous ces hypotheses, (X, || d ||)
est une espace métrique b- rectangulaire avec le parametre K

I'exemple suivant est inspiré de [19, Example 3.2]. =

Exemple 3.1 [12] Soit X = AUB, ov A = {2:ne€{2, 3,4, 5}} et B = [1,2] Définir
d: X x X —[0,00) de sorte que d(z,y) = d(y,z) pour tous z, y € X, et

11 11 11 11
d(=, = d(=,-)=003;d(=,-)=d(=~) =002
<2’3) (4’5) 003 <2’5) (3’4) 002

11 11 .
d (5, Z) = d (g, 5) = 0067 d(a:,y) - ('CE - y) SInon.

Alors (X,d) est un espace métrique b-rectangulaire avec coefficient s = 3. Mais (X,d) n’est ni

un espace métrique ni un espace métrique rectangulaire. Soit f,g: X — X sont définie comme :

,six €A

,g(z) = .
,stx €D 9()

o) ={

G Wl
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Nous allons vérifier la condition

1—¢ d(x, y
e R R e Y R Y !
avec o = 3 (i-e, || @ ||=d(z, 2)). Il suffit de considérer le cas lorsque x € A, y € B. Ensuite,
d(fz, fy) =d(3,3) = 0.06,
max 4% — max \x;y@ = @19 _ o

max d(z, fr) = max d (z, 1) = 0.06,
max d(y, fy) =max d (y,1) = (2 — 15)% = 81

Par conséquent, si x € A, y € B nous avons ce max {d(xé y),d(x,fx),d(y,fy)} = %, et nous

avons vérifier que

1—¢e81
=+ Nz + 1y

0.06 <
-3 25

Depuis min{1+ |z ||+ |y [} =1+ 0+ (1 — %)2 =1+ 32 = 31, nous avons l'inégalité

1—e 81 41,

0.06 < o=
=73 ‘25 T25°

0.06 < %% + %62,(1111 est satisfaite pour tout ¢ € R, a plus forte raison ¢ € [0,1]. Ainsi,

nous avons prouvé que toutes les conditions du théoréeme 3.2 sont verifier et que f et g ont un
point fixe commun unique ( z = 3).

Notez que le résultat pourrait égalment étre obtenu en utilisant le théoréme 2.3, méme de
maniére plus facile, car dans ce cas le parameétre & utiliser est s = 2.

Ce qui suit serait une version-Pata du résultat bien connu de Circ’s sur les quasi contractions

[22] dans le cadre de I’espace métrique ou b-rectangulaire.
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