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Résumé 
 

    Dans ce travail, nous étudierons la théorie du point fixe de type 

"Pata" dans un espace métrique, un espace b-métrique et un espace 

métrique b-rectangulaire. La preuve des théorèmes des points fixes 

communs de type "Pata" dans les mêmes espaces est établie par la 

suite. Nous avons donné également quelques nations essentielles et 

des exemples soutenant les résultats obtenus. 
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    Espace métrique, Espace b-métrique, Espace b-rectangulaire, Point 

fixe commun, Faiblement compatible, Contraction de Pata type. 



Abstract 
 

   In this work, we study the theory of fixed point "type of Pata" in a 

metric space, b-metric space and b-rectangular metric space. After 

that, we prove common fixed point theorem Pata’s type in the same 

spaces. We also gave some essential nations and some examples 

supporting these results. 
 

Keywords : 
 

   Metric space, b-metric space, b-rectangular space, Common fixed 

point, Weakly compatible, Cantraction Pata-type. 
 



 ملخص
 

قمنا في هذا العمل المتمثل في مذكرة تخرج ماستر رياضيات بدراسة نظرية النقطة 
 بإثباتبي مستطيلي ثم قمنا -متري وفضاء متري-في فضاء متري،فضاء بي باتاالصامدة لنوع 

 نظرية النقطة الصامدة المشتركة نوع باتا في نفس الفضاءات سابقة الذكر.
 .لتوضيح التعاريف ودعم النتائج والأمثلةسبق هذا تقديمنا لبعض المفاهيم الضرورية 

 
 لكلمات المفتاحيةا

بي، مستطيلي، النقطة الصامدة المشتركة، توافق -متري، فضاء متري-فضاء متري، فضاء بي
 باتا. ضعيف، تقلص نوع
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Introduction générale
Comme il est bien connu, la contraction deBanach (1922) [1] est un résultat indispensable du

théorème du point fixe. Cependant, la contraction dePata (2011) qui est récente et très puissante

par rapport à la contraction de Banach représente actuellement des outils mathématiques de

base qui montrent l’existence de solutions pour divers types d’équations. La théorie du point

fixe est au coeur de l’analyse non linéaire en fournissant les outils nécessaires pour avoir des

théorèmes d’existence pour de considérables problèmes non-linéaires différent.

La capacité de recherche de la théorie des points fixes dans l’espace métrique a énormément

augmenté dans les années 1970. Les descriptions des évolutions importantes dans cette période

prouvée l’existence des théorèmes du point fixe en utilisant des applications contractions plus

généralisée que les applications contractantes précédentes conçues par Bianchini et Carist.

Dans les années 1980 Sessa et Jungck, développait la notion de la commutativité faible et les

applications compatibles. Par la suite, un théorème du point fixe commun a été introduit par

Sessa, Jungck. Ce sont des types importants d’applications car ils ont fourni l’existence d’un

point fixe pour les applications non continues pour la première fois dans la littérature. En outre,

il existe d’importantes généralisations d’espaces métriques comme l’espace b-métrique, l’espace

rectangulaire, l’espaces b-rectangulaire [9, 10, 19].

Le concept d’espace b-métrique [3] a été introduit par Czerwik sous forme de confirmation

d’un espace métrique tel que l’inégalité triangulaire est remplacée par d(x, y) ≤ s[d(x, z)+d(z, y)]

avec (s ≥ 1), pour tous x, y, z ∈ X. D’autre part, le concept d’un espace métrique rectangulaire

(généralisé) introduit par Brianciari [6], tel que l’inégalité rectangulaire est remplacée par une

modification ou l’inégalité triangulaire. Récemment, en combinant un espace b-métrique et un

espace métrique rectangulaire, Roshan et al [17] ont introduit le concept d’espace métrique b-

rectangulaire pour obtenir d’autres résultats dans cet espace.

La contraction de Pata qui est un nouveau résultat dans la théorie du point fixe. Pata

prouvait un résultat qui semblé être plus fort que celui du principe de contraction de Banach et

boyd. Plus tard plusieurs travaux assurerait l’existence et l’unicité du point fixe et le point fixe

commun avec des conditions plus faibles à la contraction et les applications de type Kannan et

de type Chatterjea qui ont été introduits [5].



Table des matières

L’un des aspects importants à étudier, concernent le théorème du point fixe commun dans

l’espace b-rectangulaire est celui d’obtenir les conditions nécessaires et suffi santes impliquant

l’existence et l’unicité d’un point fixe commun.

L’objectif de ce travail est l’étude de quelques théorèmes du point fixe de type Pata dans des

espaces métrique, b-métrique et b-rectangulaire.

Dans ce cadre en plus d’une introduction générale, notre travail comporte trois chapitres.

Le premier chapitre sera consacré à quelques définitions et quelques notions de bases nécessaire

pour la compréhension du reste de notre travail.

Dans le deuxième chapitre nous allons prouver une généralisation du théorème du point fixe de

Chaterjea en se basant sur les résultats de Pata. En plus nous mettrons des résultats du point

fixe commun de type Pata pour deux applications dans l’espace métrique et l’espace b-métrique.

Dans le dernier chapitre nous allons démontrer le point fixe commun dans l’espace métrique

b-rectangulaire sous la contraction de Pata.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous avons d’bord présenté quelques définitions des espaces sur lesquels

nous allons travailler, espace metique, b-metrique, b-rectangulaire, avec quelques exemples à

expliquer, puis nous avons présenté quelques théories qui nous aideront à travailler dans d’autres

chapitres, ainsi que des exemples et les remarques importants et les lemmes que nous avons

utilisés dans les preuves.

1.1 Notions de base

Définition 1.1 [3] "Espace métrique" un espace métrique (X, d) est un ensemble X muni

d’une application d : X × X → R+, appelèe distance ou métrique, qui satisfait les proprietés

suivantes :

a. ∀x, y ∈ X : d (x, y) ≥ 0, et d (x, y) = 0 ⇐⇒ x = y,

b. d (x, y) = d (y, x) (symétrique),

c. ∀x, y, z ∈ X : d (x, z) ≤ d (x, y) + d (y, z) (inégalité traingulaire).

Exemple 1.1 Notons k = R ou C L’application d : k× k→ R+ dèfinie par

d(x, y) = |x− y| , est un distence.

Exemple 1.2 les distances usuelle sur Rn on peut considérer comme suit :
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Chapitre 1. Préliminaires

a. d∞ (x, y) =
n∑
i=1

| xi − yi |,

b. d1 (x, y) = max {xi − yi} .

Définition 1.2 [2] Soit X un ensemble non vide, (avec s ≥ 1). Soit d : X × X → [0,+∞)

un application. Alors, on dit que (X, d) est un espace b-métrique si pour tous x, y, z ∈ X, les

conditions suivantes sont vérifiées :

a. d(x, y) = 0 si et seulement si x = y,

b. d(x, y) = d(y, x) (symmétrie),

c. d(x, z) ≤ s[d(x, y) + d(y, z)] (inégalité b-traingulaire).

Exemple 1.3 [4] Soit lp (0 < p < 1) toutes les fonctions réelles x (t), t ∈ [0, 1] tel que :∫ 1
0
|x (t)|p dx <∞

on prend

d (x, y) =
[∫ 1
0
|x (t)− y (t)|p dt

] 1
p
,

pour chaque x, y ∈ lp.

Alors (lp, d) est un espace b-métrique.

Exemple 1.4 Soit X = [0, 1] définiié d : X×X → R+ par d (x, y) = |x− y|2. On a Alors (X, d)

est un espace b-métrique avec constante s.

Exemple 1.5 [8] Soit X = N ∪ {∞} et soit d : X ×X → R+ définie comme suit :

d (m,n) =



0, si m = n,∣∣ 1
m
− 1

n

∣∣ , si l’un de m, n est pair et l’autre est pair ou ∞,

5, si l’un de m,n est impair et l’autre est impair (et m 6= n) ou ∞,

2, sinon,

On peut vèrifer que (X, d) est un espace b-mérique avec s = 5/2 cependant, soit xn = 2n pour

tout n ∈ N

alors d(2n,∞) = 1
2
n→ 0 quand n→∞,

c’est xn →∞, mais d(xn, 1) = 2 9 5 = d(∞, 1) quand n→∞.
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Chapitre 1. Préliminaires

Remarque 1.1 Il est clair que la dèfinition de l’espace métrique est un cas partu-clier dans

l’espace b-métrique.

Définition 1.3 [3] Soit X un ensemle non vide, et d : X × X → [0,+∞) est une application,

tel que pour tout x, y ∈ X et tous les points distincts u, v ∈ X, si les conditions suivantes sont

vérifiées :

a. d(x, y) = 0 si et seulement si x = y,

b d(x, y) = d(y, x),

c. d(x, y) ≤ d(x, u) + d(u, v) + d(v, y) (“inégalité rectangulaire”).

Alors d est métrique rectangulaire et (X, d) est appelé un espace métrique rectangulaire.

Exemple 1.6 [12] Soit A = {0, 2}, B = { 1
n

: n ∈ N} et X = A ∪ B. Définie d : X × X →

[0,+∞) comme suit :

d (x, y) =



0, x = y,

1, x 6= y et {x,y} ⊂ A ou {x,y} ⊂ B,

y, x ∈ A, y ∈ B,

x, x ∈ B, y ∈ A.

Alors (X, d) est un espace mértique rectangulaire complet.

Comme combainaison d’espace b-métrique et rectangulaire, espace métrique b-rectangulaire

a introduit [7, 17] .

Définition 1.4 [7, 17] Soit X un ensemble non vide,.Et (s ≥ 1). Soit d : X ×X → [0,+∞) une

application, tel que pour tout x, y ∈ X et tous distincts u, v ∈ X,

a. d(x, y) = 0 ssi x = y,

b. d(x, y) = d(y, x),

c. d(x, y) ≤ s[d(x, u) + d(u, v) + d(v, y)] (“inégalité b-rectangulaire”).

Alors (X, d) est appelé un espace métrique b-rectangulaire ou b-généralisé.
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Exemple 1.7 [17] Soit (X, ρ) un espace métrique rectangulaire.

Alors pour p ≥ 1 d(x, y) = [ρ(x, y)]p définie une métrique b-rectangulaire sur X avec le paramétre

s ≤ 4p−1.

Puisque

on a
(
a+b
2

)p ≤ 1
2

(ap + bp) ,

donc

d (x, y) = [ρ(x, y)]p,

≤ [ρ(x, u) + ρ(u, v) + ρ(v, y)]p ,

≤ 2p−1 [[ρ(x, u)]p + [ρ(u, v) + ρ(v, y)]p] ,

≤ 2p−1
[
[ρ(x, u)]p + 2p−1 [ρ(u, v) + ρ(v, y)]p

]
,

= 2p−1 [ρ(x, u)]p + 4p−1 [ρ(u, v) + ρ(v, y)]p ,

≤ max
{

2p−1, 4p−1
}

[ρ(x, u)p + ρ(u, v)p + ρ(v, y)p] ,

donc

d (x, y) ≤ 4p−1 [ρ(x, u)p + ρ(u, v)p + ρ(v, y)p] .

Alors s ≤ 4p−1.

Remarque 1.2 Il est clair que la dèfinition de l’espace b-métrique est un cas partu-clier dans

l’espace métrique b-rectangulaire.

Exemple 1.8 [12] Soit (X,ρ) un espace b-métrique avec le paramétre s′, alors c’est aussi un

espace b-rectangulaire avec le paramétre s2 ≤ s′.
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Puisque

d (x, y) ≤ s [d (x, z) + d (z, y)] ,

≤ s [s [d (x, t) + d (t, z)] + d (z, y)] ,

≤ s2 [d (x, t) + d (t, z)] + sd (z, y) ,

≤ max
{
s2, s

}
[d (x, t) + d (t, z) + d (z, y)] ,

donc s′ ≥ s2.

Définition 1.5 [1] " Suite de Cauchy" Une suite {xn}n∈N dans un espace métrique (X, d) est

dite de Cauchy si :

ε > 0, ∃n ∈ N, ∀p, q ≥ n, d(xp, xq) < ε,

c’est-à-dire

limp,q→∞d(xp, xq) = 0.

Exemple 1.9 Dans (R, |.|) la suite définie par :

un =
5

n
, est un suite de Cauchy

Soit p, q ∈ N∗, p > q

d(xp, xq) =

∣∣∣∣5p − 5

q

∣∣∣∣ ,
=

∣∣∣∣5 (q − p)
pq

∣∣∣∣ ,
≤ 5p

pq
≤ 5

q
,

≤ lim
q→∞

5

q
= 0.

Définition 1.6 [1]"Suite convergente" Soit (X, d) un espace mertique, alors {xn}n∈N une

suite dans X est appelée suite convergente si et seulement si :

9
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ε > 0, ∃n(ε) ∈ N, ∀n ≥ n(ε), d(xn, x) < ε,

on note que

limn→∞xn = x.

Proposition 1.1 Toute suite convergente est de Cauchy. L’inverse est généralement faux.

Définition 1.7 "Continuité" Soient (X, d) et (X, d′) deux espaces métrique et

T : (X, d) −→ (X, d′) une application dite séquentiellement continue a x0 ∈ X si :

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ X, d(x, x0) ≤ δ =⇒ d′(Tx, Tx0) < ε.

Définition 1.8 [1]"Espace métrique complet" Un espace métrique (X, d) est dit complet si

toute suite de Cauchy de X converge dans X

Définition 1.9 Soit f et g deux applications sur un ensemble non vide X. Si fx = gx, pour

certains x de X, x est appelé le point de coincidence de f et g.

1.2 Applications

En 1986, Jungck introduit le concept de la notion plus généralisée de la commutativité, dite

compatibilité, qui est plus générale que celle de faible commutativité. En utilisant des applications

compatibles au lieu d’utiliser les applications faiblement comutatives, les mathématiciens ont

utilisé ces théorèmes pour prouver l’éxistence d’un point fixe commun, nous allons voir dans ce

qui suit les concepts.

1.2.1 Applications commutatives

Définition 1.10 [10] Soit S, T deux applications d’un espace métrique (X, d) dans lui même. S

et T sont commutatives si STx = TSx, pour tout x ∈ X.

10
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Définition 1.11 [19] Soit S et T deux applications d’un espace métrique(X, d) dans lui même.

S et T sont dits faiblement commutatives si et seulement si :

d(STx, TSx) ≤ d(Tx, Sx) pour tout x ∈ X.

Remarque 1.3 De toute évidence, les applications commutatives sont dites faiblement commu-

tatives, mais l’inverse est pas nécessairement vrai.

1.2.2 Applications compatibles

Définition 1.12 [9] Soit f et g deux applications définies sur un espace métrique (X, d) dans

lui même. Alors, on dit que f et g sont des applications compatibles sur X si :

lim
n→∞

d(fgxn, gfxn) = 0.

Quand {xn} est une suite en X telle que

lim
n→∞

fxn = lim
n→∞

gxn = t,

pour un certains points t ∈ X.

Remarque 1.4 De toute évidence, les applications faiblement commutatives sont dites compa-

tibles, mais l’inverse n’est pas nécessairement vrai.

Exemple 1.10 Soit X = (−∞,∞) avec la métrique euclidienne d. On définie les applications

f, g : X → X par :

fx = x3, gx = 2− x pour tout x ∈ X.

Soit la suite {xn} définie pour tout n ≥ 1 par xn = 1 + 1
n
. On a :

lim
n→∞

fxn = lim
n→∞

gxn = 1,
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de plus

lim
n→∞

fgxn = lim
n→∞

f(2− xn) = 1,

lim
n→∞

gfxn = lim
n→∞

g(x3n) = 1.

Donc la paire (f, g) est compatible.

Lemme 1.1 [19] Soit {yn} une suite dans un espace métrique (X, d) satisfaisant

d (yn+1, yn+2) ≤ λd (yn, yn+1) ,

pour n = 1, 2, ..., où 0 < λ < 1. Alors {yn} est un suite de Cauchy dans X.

1.2.3 Applications faiblement compatibles

Définition 1.13 [11] Soit f et g deux applications définies sur un ensemble X. Alors f et g

sont dites faiblement compatibles s’ils commutent oux points de coincidence.

(i.e), si fu = gu, pour tout u ∈ X, alors fgu = gfu.

Exemple 1.11 Soit X = [0, 1] muni de la métrique euclidienne d. On définie les applications

f , g par :

fx =
1

2
x, gx =

x

2 + x
, pour tout x ∈ X.

Le point 0 satisfaisant f(0) = g(0) = 0 et fg(0) = gf(0) = 0, alors la paire (f, g) est

faiblement compatible.

1.3 Application contractante

Définition 1.14 Soit (X, d) un espace métrique et T : X → X une application dite :

1. Lipschitzienne s’il existe une constante k ≥ 0 tel que pour tout x, y ∈ X, on a :

d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y). (1.1)

12
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2. Contractante s’il existe k ∈ [0, 1[, tel que pour tout x, y ∈ X :

d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y). (1.2)

3. Contractive si et seulement si pour tout x, y ∈ X, et x 6= y on a :

d(Tx, Ty) < d(x, y).

Exemple 1.12 Soit X = R et T : R→ R une application définie par

Tx =
1

2
x+ 1, x ∈ R,

alors T est une application contractante.

Remarque 1.5 Notons que contraction =⇒ contractive =⇒ lipchtisienne et que tout les applo-

cations sont uniformement continues.

Définition 1.15 Soit (X, d) un espace métrique, et T : X → X une application, on dit qu’un

point x ∈ X est un point fixe de T si et seulement si T (x) = x.

1.4 Théorème de point fixe

Le principe de lacontraction de Banach est un des résultat central de l’analyse, et est largement

considéré comme la source de la théorie de points fixes métriques, son importance résidant dans

son applicabilité étendue dans un certain nombre de disciplines des mathématique.

Théorème 1.1 [1] Soit (X, d) un espace métrique compléte et T : X −→ X une contraction,

c-à-d, il existe λ ∈ [0, 1) tel que

d (Tx, Ty) ≤ λd (x, y) pour tous x, y ∈ X.

Alors T admet un point fixe unique dans X, c-à-d ∃!u ∈ X tel que Tu = u.

Et aussi ce point peut étre obtenu comme limite de la suite engendrée par l’itération
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xn+1 = Txn , n ∈ N avec x0 un élément arbitraire dans X, et

d(xn, u) ≤ kn

1− kd(x0, x1).

Preuve a. Existence :

Soit x0 ∈ X et {xn}∞n=1 une suite dans X définie comme suit

xn = Txn−1,

= T nx0; n = 1, 2, 3... (1.3)

Par (1.2) et (1.3), on trouve

d(xn, xn+1) = d(Txn−1, Txn),

≤ kd(xn−1, xn),

≤ k2d(xn−2, xn−1).

Continuant ce processus, on obtient

d(xn, xn+1) ≤ knd(x0, x1).

Puis, il faut prouver que {xn}∞n=1 est une suite de Cauchy dans X.

Soient m,n > 0 avec m > n :

d(xn, xm) = d(xn, xn+1) + d(xn+1, xm),

= d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + d(xn+2, xn+3) + ....+ d(xn+m−1, xm),

≤ knd(x1, x0) + kn+1d(x1, x0) + ....+ kn+m−1d(x1, x0),

≤ knd(x1, x0)[1 + k + k2 + .....+ km−1],

≤ knd(x1, x0)[
1− km−n+1

1− k ],

≤ kn

1− kd(x1;x0),
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on prend m, n −→∞

limn,m→∞d(xn, xm) = 0.

Par conséquent {xn}∞n=1 est une suite de Cauchy dans X alors {xn} converge vers x∗ ∈ X.

b. Unicité :

Supposons qu’il existe x, y ∈ X tel que x = T (x) et y = T (y), alors

d (T (x), T (y)) ≤ d(x, y) =⇒ d(x; y) ≤ d(x; y).

Par conséquent, d(x, y) = 0 ce qui entraine x = y.

Théorème 1.2 Soit (X, d) un espace b-métrique complet et l’application T une contraction.

Alors il existe x ∈ X un point fixe de T selon le contraction de Banach.

Preuve Soit x0 ∈ X et {xn}∞n=1 une suite dans X définie comme suit

xn = Txn−1 = T nx0, n = 1, 2, 3... (1.4)

Par (1.2) et(1.4), on trouve

d(xn, xn+1) = d(Txn−1, Txn),

≤ kd(xn−1, xn),

≤ k2d(xn−2, xn−1),

continuer ce processus, on obtient

d(xn, xn+1) ≤ knd(x0, x1).

15
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Puis, il faut prouver que {xn}∞n=1 est une suite de Cauchy dans X.

Soient m,n > 0 avec m > n :

d(xn, xm) ≤ s [d(xn, xn+1) + d(xn+1, xm)] ,

≤ sd(xn, xn+1) + s2d(xn+1, xn+2) + s3d(xn+2, xn+3) + ....+ smd(xn+m−1, xm),

≤ sknd(x1, x0) + s2kn+1d(x1, x0) + ....+ smkn+m−1d(x1, x0),

≤ (skn) d(x1, x0)[1 + sk + (sk)2 + .....+ (sk)m−1],

≤ sknd(x1, x0)[
1− (sk)m−n+1

1− sk ],

≤ skn

1− skd(x1, x0), sk < 1,

on prend m,n −→∞

limn,m→∞d(xn, xm) = 0.

Par conséquent {xn}∞n=1 est une suite de Cauchy dans X alors {xn} converge vers x ∈ X.

Passant à montrer que x et un point fixe de T :

d(x∗, Tx∗) ≤ s [d(x∗, xn+1) + d(xn+1, Tx
∗)] ,

≤ sd(x∗, xn+1) + sd(xn+1, Tx
∗),

≤ sd(x∗, xn+1) + sd(Txn, Tx
∗),

=⇒ d(x∗, Tx∗) ≤ sd(x∗, xn+1) + skd(xn, x
∗).

Alors, on trouve d(x∗, Tx∗) ≤ 0, lorsque n→∞,

ce qui donne Tx∗ = x∗.

En suite, on prouve que x est le point fixe unique de T ,

supposons que x′ est un autre point fixe de T , alors on a

Tx′ = x′ et d(x∗, x′) = d(Tx∗, Tx′) ≤ d(x∗, x′),

ce qui donne (1− k)d(x∗, x′) ≤ 0,

donc d(x∗, x′) ≤ 0,

ce qui contredit la définition de la distance. Donc
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d(x∗, x′) = 0.

Alors x∗ = x′, Ce qui achève la démonstration du théorème 2.1.

1.5 Quelques théorèmes de point fixe

1.5.1 Théorème de Banach

Théorème 1.3 [1](Banach 1922) soit (X, d) est un espace métrique complet. et Soit T : X →

X est un contraction, c-à-d, il existe λ ∈ [0, 1) tel que

d (Tx, Ty) ≤ λd (x, y) pour tous x, y ∈ X.

Alors T a un point fixe unique.

1.5.2 Théorème de Boyd-Wong

Théorème 1.4 [16] Soit (X, d) un espace métrique complet et T : X −→ X une application.

Supposons qu’il existe une fonction φ : R+ −→ R+ semi-continue supérieurement telle que φ(t) <

t

pour tout t > 0 et vérifiant :

d(Tx, Ty) ≤ φ(d(x, y)),

pour tout x, y ∈ X, alors T admet un point fixe unique x∗. En outre, pour tout x ∈ X, on a

limn→∞T
nx = x∗.

Dans ce cas, T est dite contraction ou contraction non linéaire.
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1.5.3 Théorème de Meir-Keeler

Théorème 1.5 [21] Soit (X, d) un espace métrique complet, et T : X → X une application,

valable pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout x, y ∈ X :

ε ≤ d(x, y) < δ implique d(Tx, Ty) ≤ ε.

Alors T a un point fixe unique dans X.

De plus, pour tout x ∈ X , on limn→∞T
nx = x∗

1.5.4 Théorème de Geraghty

Définition 1.16 [13] Soit (X, d) un espace métrique. L’application T : X → X est dite contrac-

tion de Geraghty si et seulement si il existe une fonction β : R+ → [0; 1) satisfaisant β(tn)→ 1

implique tn → 0 et pour tout x, y ∈ X on a :

d(Tx, Ty) ≤ β(d(x, y)).

Théorème 1.6 [13] Toute contraction de Geraghty dans un espace métrique complet sup admet

un point fixe unique.

1.5.5 Théorème de Matkowski

Définition 1.17 [20]Une application T : X → X d’un espace métrique (X, d) est dite contrac-

tion de Matkowski (ou ϕ-contraction) si et seulement si il existe une fonction ϕ : R+ → R+
strictement croissante vérifiant :

limn→∞ϕ
n(t) = 0, pour tous t ∈ R+,

et

d(Tx, Ty) ≤ ϕ(d(x, y)).
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Théorème 1.7 [20]Toute ϕ-contraction T d’un espace métrique complet (X, d) dans lui même

admet un point fixe unique x∗.

De plus, pour tout x0 ∈ X, on a limn→∞T
nx = x∗.

1.5.6 Théorème de Caristi

Théorème 1.8 Soit (X, d) un espace métrique complet, et T : X → X une application satis-

faisant la condition suivante : il existe une fonction φ : X → R+ semi-continue inférieurement

telle que :

d(x, Tx) ≤ φ(x)− φ(Tx), pour tout x ∈ X.

Alors T admet un point.

1.5.7 Théorème de Branciari

Théorème 1.9 [8] Soit T une application d’un espace métrique (X, d) dans lui même satisfai-

sant :
d(Tx,Ty)∫
0

ϕ(t)dt ≤ k

d(x,y)∫
0

ϕ(t)dt,

pour tout x, y ∈ X, où 0 ≤ k ≤ 1 et ϕ : R+ → R+ est une fonction intégrable au sens de

Lebesgue vérifiant :
t∫
0

ϕ(t)dt > 0, pour tout ε > 0.

Alors T a un point fixe unique x∗.

De plus, pour tout x ∈ X, on a : limn→∞T
nx = x∗.

1.5.8 Théorème de Pata

Théorème 1.10 [15] Soit (X, d) un espace métrique, f : X → X, soit Λ ≥ 0, α ≥ 1 et

β ∈ [0, α] des constantes fixe, et soit Ψ : [0, 1] → [0,∞) une fonction croissante, qui disparait
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avec la continuité à 0. Si l’inégalité

d(fx, fy) ≤ (1− ε)d(x, y) + ΛεαΨ(ε)[1+ ‖ x ‖ + ‖ y ‖]β.

Est satisfaite pour tout ε ∈ [0, 1] et tout x, y ∈ X, alors f a un point fixe unique z ∈ X, ici,

‖ x ‖= d(x0, x) pour un point choisir x0 ∈ X.

Ce le théorème est une réelle généralisation du résultat de Banach.

Plus de résultats de ce type ont été obtenus par la suite par divers auteurs dans l’espace

b-métriques (I. A. Bakhtin et S. Czerwik).

20



Chapitre 2

Théorème de point fixe commun dans

l’éspace b-métrique utilisant la

contraction de Pata

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous prouvons une généralisation du théorème des points fixes de Chater-

jea, basé sur un résultat récent de Pata.

Nous établissons des résultats de point fixe commun de type Pata pour deux applications

dans les espaces metrique et b-metrique.

Lemme 2.1 [12] Soit (X, d) un espace métrique, et {yn} une suite de X, tel que d (yn+1, yn) est

décroissante et que

lim
n→∞

d (yn+1, yn) = 0. (2.1)

Si {y2n} n’est pas une suite de Cauchy, alors il existe un ε > 0 et deux suites {mk} et {nk}

d’entieres positifs tels que les quatre suites suivants ont tendance à ε lorsque k →∞ :

d (y2mk
, y2nk) , d

(
y2mk

, y2nk+1
)
, d (y2mk−1, y2nk) , d (y2mk−1, y2nk+1) . (2.2)
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Preuve Si {y2n} n’est pas une suite de Cauchy, alors il existe ε > 0 et les suites {mk} et

{nk} d’entiers positifs tels que nk > mk > k,

d (y2mk
, y2nk−2) < ε, d (y2mk

, y2nk) ≥ ε,

pour tous les entiers positifs k, ensuite

ε ≤ d (y2mk
, y2nk) ≤ (y2mk

, y2nk−2) + d (y2nk−2, y2nk−1) + d (y2nk−1, y2nk) ,

< ε+ d (y2nk−2, y2nk−1) + d (y2nk−1, y2nk) .

En utilisant (2.1) nous concluons que

lim
k→∞

d (y2mk
, y2nk) = ε, (2.3)

plus loin

d (y2mk
, y2nk) ≤ d (y2mk

, y2nk+1) + d (y2nk+1, y2nk) ,

et

d (y2mk
, y2nk+1) ≤ d (y2mk

, y2nk) + d (y2nk , y2nk+1) .

En passant à la limite quand k →∞ et en utilisant (2.1) et (2.3), on obtient cette

lim
k→∞

d (y2mk
, y2nk+1) = ε.

De la méme maniére, on peut prouver que les deux suites restantes de (2.2) ont tendance à ε de

même.

2.2 Théorème de point fixe de type Chaterjea

On notera ‖x‖ = d (x, x0), pour x ∈ X. De plus, Ψ : [0, 1]→ [0,∞) sera toujours une fonction

croissante,qui disparait avec la continuité à 0, avec Ψ (0) = 0.
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Théorème 2.1 [24] Soit f : X → X et soit Λ ≥ 0, α ≥ 1 et β ∈ [0, α] sont des constantes fixes,

si l’inégalité :

d(fx, fy) ≤ (1− ε)
2

(d(x, fy) + d(y, fx))

+ΛεαΨ(ε)[1+ ‖ x ‖ + ‖ y ‖ + ‖ fx ‖ + ‖ fy ‖]β, (2.4)

est valable pour chaque ε ∈ [0, 1] et pour tout x, y ∈ X, alors f a un point fixe unique z ∈ X.

Preuve 1.Unicité :

Si u, v ∈ X sont deux points fixes on peut écrire (2.4) dans la forme

d(fu, fv) ≤ (1− ε)
2

d(u, fv) + d(v, fu) +KεαΨ(ε), K > 0.

Si fu = u et fv = v alors

d(u, v) ≤ Kεα−1Ψ(ε),

on pose

K = ΛεαΨ(ε)[1+ ‖ x ‖ + ‖ y ‖ + ‖ fx ‖ + ‖ fy ‖]β,

pour tout ε ∈ [0, 1], ce qui implique que d(u, v) = 0.

2. Existence de z :

A partir de x0, nous construisons la suite suivante :

xn = fxn−1 = fnx0. Notons que cn = ‖xn‖ .

2.1. Nous avons la suite est décroissante

d(xn+1, xn) ≤ d(xn, xn−1) ≤ ... ≤ d(x1, x0), (2.5)
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pour tout n ∈ N.

En effet, on pose ε = 0, x = xn, y = xn−1 dans (2.4), on obtient (2.5)

2.2

cn = d(xn, x0) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, x1) + d(x1, x0)

≤ d(xn+1, x1) + 2c1 = d(fxn, fx0) + 2c1,

par conséquent, nous déduisons de (2.4) que

cn ≤
(1− ε)

2
[d(xn, x1) + d(xn+1, x0)] ,

+ΛεαΨ(ε)[1 + ‖xn‖+ ‖ xn+1 ‖ + ‖ x1 ‖]β + 2c1.

En utilisant

d(xn, x1) ≤ d(xn, x0) + d(x0, x1), d(xn+1, x0) ≤ d(xn+1, xn) + d(xn, x0),

et (2.2), comme β ≤ α, l’inégalité précédente implique que :

cn ≤ (1− ε) (cn + c1) + ΛεαΨ(ε)[1 + 2cn + c1]
α + 2c1.

Maintenant

[1 + 2cn + c1]
α ≤ (1− 2cn)α (1 + 2c1)

α ≤ 2αcαn (1 + 2c1)
α ,
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ce qui implique que

cn ≤ (1− ε) cn + aεαΨ(ε)cαn + b,

pour certains b > 0,

εcn ≤ aεαΨ(ε)cαn + b.

2.3 limn→∞ d(xn+1, xn) = 0.

Pour tout ε ∈ [0, 1] et pour x = xn, y = xn−1 on a

d(xn+1, xn) = d(fxn, fxn−1),

≤ (1− ε)
2

(d(xn, xn) + d(xn−1, xn+1)) ,

+ΛεαΨ(ε)[1 + 2 ‖ xn ‖ + ‖ xn−1 ‖ + ‖ xn+1 ‖]β,

≤ (1− ε)
2

(d(xn−1, xn) + d(xn−1, xn+1))

+KεΨ(ε), K > 0. (2.6)

Si limn→∞ d(xn+1, xn) = d∗ > 0. Il en résulte de (2.6) que d∗ ≤ KΨ(ε) (une contradiction)

alors d∗ = 0.

2.4 La suite {xn}n∈N est une suite de Cauchy.

Si ce n’est pas le cas, choisissons {xn}n∈N comme dans lemme 2.1.

Lorsque’on met cette suit dans (2.4), nous allons obtenir :

d(x2mk
, x2nk+1) ≤

(1− ε)
2

(d(x2mk−1, x2nk+1) + d(x2mk
, x2nk)) +KεαΨ(ε), (2.7)

où d(x2mk
, x2nk+1)→ δ, d(x2mk−1, x2nk+1)→ δ et d(x2mk

, x2nk)→ δ.

Passans par la limite (k →∞) dans (2.7), on obtient de δ ≤ KΨ(ε), une contradiction,

alors δ = 0, depuis la propriété de fonction Ψ.
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Prenons en compte la complétude de (X, d), nous pouvons maintenant garantir l’existence de

z ∈ X avec (xn) convergeante.

Enfin, tout ce qui reste à montrer est :

2.5 z est un point fixe pour f.

On observe pour cela que, pour tout n ∈ N et pour ε = 0,

d(fz, z) ≤ d(fz, xn+1) + d(xn+1, z),

= d(fz, fxn) + d(fxn, z),

≤ 1

2
d(z, xn+1) + d(fz, xn) + d(xn, z).

Par conséquent, d(fz, z) ≤ 1
2
d(fz, z), c’est-à-dire fz = z, qui est le résultat requis.

Le résultat classique de Chatterjea [5] est une conséquence de théorème 2.1, depuis la

condition

d(fx, fy) ≤ λ

2
(d(x, fy) + d(y, fx)) ,

pour tous x, y ∈ X, implique la condition (2.4).

Ceci peut être prouvé de la même maniére.

2.3 Résultat commun aux point fixe

Soit f et g deux applications dans l’espace métrique (X, d) donné tel que fX ⊂ gX, et au

moins un de ces sous-espaces de X complet.

Choisissons x0 ∈ X arbitraire et notez y0 = fx0, cette fois, pour x ∈ X, notons. ‖x‖ =

d (x, x0). De plus, Ψ : [0, 1]→ [0,∞) sera toujours une fonction croissante, qui disparait avec la

continuité à 0, avec Ψ (0) = 0.

Théorème 2.2 [8] Soit Λ ≥ 0, α ≥ 1 et β ∈ [0, α] sont des constantes fixes, tel que l’inégalité
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d(fx, fy) ≤ (1− ε) d(gx, gy) + ΛεαΨ(ε)[1+ ‖ gx ‖ + ‖ gy ‖]β, (2.8)

est valable pour chaque ε ∈ [0, 1] et pour tous x, y ∈ X, alors la paire (f, g) a un point de

coincidence unique.

Si, de plus, la paire (f, g) est faiblement compatible alors f et g ont un point fixe commun

unique z ∈ X.

Preuve : Tout d’abord, notons que k peut étre supposé étre positif, si non nous avons le

résultat classique de Jungck.

Partant du point x0 donné, et utilisant ce fX ⊆ gX, pour construire une suite de Jungck

{yn} habituelle par yn = fxn = gxn+1, n = 0, 1, 2, 3, ...

Nous procédons en prouvant les étape suivantes :

1. Si la pair (f, g) a un point de coincidence w alors il est unique.

En effet, prenons w1 = fu1 = gu1 et w2 = fu2 = gu2 et soit ε ≥ 0 arbitraire, alors

d(w1, w2) = d(fu1, fu2),

≤ (1− ε) d(gu1, gu2) + ΛεαΨ(ε)[1+ ‖ gu1 ‖ + ‖ gu2 ‖]β,

= (1− ε) d(w1, w2) +KεαΨ(ε),

où

k = Λ[1+ ‖ gu1 ‖ + ‖ gu2 ‖]β > 0,

donc

d(w1, w2) ≤ (1− ε) d(w1, w2) +KεαΨ(ε),

alors

d(w1, w2)− (1− ε) d(w1, w2) ≤ KεαΨ(ε).

Donc

εd(w1, w2) ≤ KεαΨ(ε).
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Alors

d(w1, w2) ≤ Kεα−1Ψ(ε).

En utilisant les propriétés de la fonction Ψ il s’ensuite que w1 = w2.

2. d(yn+1, yn) � δ ≥ 0.

Ceci est obtenu on posant ε = 0 , x = xn+1 , y = xn dans (2.8) . Donc

d (fxn+1, fxn) ≤ d (gxn+1, gxn) ,

en passant à la limite, nous obtenons

d (fxn+1, fxn) ≤ δ,

donc

d(yn+1, yn) ≤ δ.

3. Prouvons que cn = d (yn, y0) est bornée, on a ;

cn = d(yn, y0) ≤ d(yn, yn+1) + d(yn+1, y1) + d(y1, y0),

= d(yn, yn+1) + d(fxn+1, fx1) + d(y1, y0),

≤ 2c1 + (1− ε) d(gxn+1, gx1) + ΛεαΨ(ε)[1+ ‖ gxn+1 ‖ + ‖ gx1 ‖]β,

= 2c1 + (1− ε) d(yn, y0) + ΛεαΨ(ε)[1+ ‖ gxn+1 ‖ + ‖ gx1 ‖]β,

≤ 2c1 + (1− ε) cn + ΛεαΨ(ε)[1 + cn]β,

≤ (1− ε) cn + aεαΨ(ε)[1 + cn]β + b , a > 0, b > 0,

(ie).

εcn ≤ aεαΨ(ε)[1 + cn]β + b.

Si nous supposons que {cn} n’est pas borné, nous obtenons une contradiction, comme dans [1]

4. δ = 0.
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tout d’abord, nous avons

d(yn+1, yn) = d(fxn+1, fxn),

≤ (1− ε) d(gxn+1, gxn) + ΛεαΨ(ε)[1+ ‖ gxn+1 ‖ + ‖ gxn ‖]β,

maintenant, utilisant {cn} qui est bornée, nous obtenons

d(yn+1, yn) ≤ (1− ε) d(gxn, gxn+1) +KεαΨ(ε),

d’ou, on passe à la limite comme n→∞

δ ≤ (1− ε) δ +KεαΨ(ε),

(ie) : δ ≤ Kεα−1Ψ(ε) d’ou δ = 0 (nous avons pris ε ∈ [0, 1]) .

5. En utilisant maintenant lemma 2.1 de la manière habituelle et en tenant compte que {cn} est

borné, nous pouvons prouver que {yn} est une suite de Cauchy.

6. Supposons que gX soit un sous espace complet de X

(la preuve lorsque fX est complet est similaire).

Nous avons cela

yn = gxn+1 −→ gz ,pour certains z ∈ X alors, en pose ε = 0, x = xn, y = z dans (2.8), donc

d (fxn, fz) ≤ d(gxn, gz),

et en passant à la limite, nous obtenons fz = gz = limn→∞ yn, . Par conséquent fz = gz = w est

un point unique de coincidece de f et g.

7. Si la paire (f, g) est faiblement compatible, par résultat classique il s’ensuite que z est un

point fixe commun unique de f et g.

Enfin, notons que le choix du point initial x pour la suite de Jungck n’est pas pertinent.

En pose g = Ix dans le théoreme précédent, nous obtenons le théorème (1.1) en conséquence.

Clairement, le théorème (2.2) généralise le résultat classique de Jungck.
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De façon trés similaire, les résultats suivants de type Pata-Kannan et Pata-Chatterjea est

prouvés pour deux applications.

2.4 Résultats principaux

Théorème 2.3 [12] Soit (X, d) un espace b-métrique complet avec le paramétre s ≥ 1 et soit

f, g : X → X deux application tels que fX ⊆ gX. Supposons que

pour certains Λ ≥ 0, α ≥ 1, β ∈ [0, α], des constantes fixes. Si l’inégalité

d(fx, fy) ≤ 1− ε
s

max

{
d(gx, gy)

2s
, d(gx, fx), d(gy, fy)

}
,

+ΛεαΨ(ε)[1+ ‖ gx ‖ + ‖ gy ‖ + ‖ fx ‖ + ‖ fy ‖]β (2.9)

Est valable pour tout x, y ∈ X et chaque ε ∈ [0, 1]. Alors f et g ont un point de coincidence

unique, de plus, si (f et g) sont faiblement compatibles, alors ils

ont un point fixe commun unique.

Preuve Pour x0 ∈ X arbitraire, formons une suite de Jungck {yn} par yn = fxn = gxn+1

(cela est possible de puis fX ⊆ gX). Si yn = yn+1 pour certains n, il n’y arien.

Supposons que yn 6= yn+1 pour chaque n ∈ N.

a. Démontrer que d (yn, yn+1) décroissant

En pose ε = 0 dans (2.9),on obtient que

d(yn, yn+1) = d (fxn, fxn+1) ,

≤ 1− ε
s

max

{
d(gxn, gyn+1)

2s
, d(gxn, fxn), d(gxn+1, fxn+1)

}
,

=
1− ε
s

max

{
d(yn−1, yn)

2s
, d(yn−1, yn), d(yn, yn+1)

}
,

≤ 1

s
d(yn−1, yn), (2.10)

pour chaque n ∈ N. Il s’ensuit que d(yn, yn+1) est une suite décroissant, tendant à 0 tend n→∞.

b. Nous allons prouver par induction que la suite cn = d(yn, y0) est bornée par 2sc1 , l’affi rmation
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est valable pour n = 1 et n = 2 supposons que cn ≤ 2sc1

pour certains n ∈ N. Puis, prenant ε = 0, on obtient

cn+1 = d(yn+1, y0) ≤ s(d(yn+1, y1) + d(y1, y0)),

= s(d(fxn+1, fx1) + d(y1, y0)),

≤ s

(
1

s
max

{
d(gxn+1, gx1)

2s
, d(gxn+1, fxn+1), d(gx1, fx1)

}
+ d(y1, y0)

)
,

= max

{
d(yn, y0)

2s
, d(yn, yn+1), d(y0, y1)

}
+ sd(y1, y0),

= d(y0, y1) + sd(y1, y0),

= (1 + s)c1 ≤ 2sc1,

puisque les deux d(yn,y0)
2s

et d(yn, yn+1) ne sont pas supérieurs à c1. Ceci termine la preuve indu-

cative

C. prouver que {yn} est une suite de Cauchy, supposons le contraire. En utilisant lemme 2.1.

Soit les deux suites {nk} et {mk} de nombres entiers positifs tels que nk > mk > k,

d (ymk, ynk) ≥ δ, d (ymk
, ynk−1) < δ,

et
δ

s
≤ lim

n→∞
sup d (ymk+1, ynk) , (2.11)

remplacement de x = xmk+1 , y = xnk dans l ’éte (2.9) on obtient

d (ymk+1, ynk) ≤
1− ε
s

max

{
d (ymk

, ynk−1)

2s
, d (ymk

, ymk+1) , d (ynk−1, ynk)

}
,

+KεαΨ(ε),

tel queK = ΛεαΨ(ε)[1+ ‖ gx ‖ + ‖ gy ‖ + ‖ fx ‖ + ‖ fy ‖]β, puisque la suite {cn} est bornée,

passant à la limite supérieure et en utilisant (2.11), on obtient
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δ

s
≤ lim

n→∞
sup d (ymk+1, ynk) ,

≤ 1− ε
s

max

{
lim
n→∞

sup
d (ymk

, ynk−1)

2s
, 0, 0

}
+KεαΨ(ε),

=
1− ε
s

δ

2s
+KεαΨ(ε),

donc
δ

s
≤ 1− ε

s

δ

2s
+KεαΨ(ε) <

(1− ε)δ
s

+KεαΨ(ε).

En pose ε = 0, nous obtenons que δ ≤ 0, une contradiction. Alors δ = 0.

Démontrer que z est un point fixe, et gxn → gz, quand n→∞, pour certains z ∈ X nous allons

montrer que fz = gz on a

1

s
d(fz, gz) ≤ d(fz, fxn) + d(fxn, gz),

≤ 1− ε
s

max

{
d(gz, gxn)

2s
, d(gz, fz), d(gxn, fxn)

}
+KεαΨ(ε) + d(fxn, gz).

Il s’ensuit que, pour n assez grand,

1

s
d(fz, gz) ≤ 1− ε

s
d(gz, fz) +KεαΨ(ε),

et nous obtenons facilement que fz = gz,

l’unicitè du point de coincidence s’en suit facilement en prenant ε = 0 dans (2.9), et qu’il s’agit

d’un point commun. Le point fixe de f et g suit de manière standard.

En pose g = IX dans le théorème précédent, on obtient.

Corollaire 2.1 [12]Soit (X, d) est un espace b- métrique complet, avec le paramètre s > 1 et

soit f : X → X un application Supposons que pour certains
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Λ ≥ 0, α ≥ 1, β ∈ [0, α], des constantes fixes. Si l’inégalité

d(fx, fy) ≤ 1− ε
s

max

{
d(x, y)

2s
, d(x, fx), d(y, fy)

}
+ΛεαΨ(ε)[1+ | x ‖ + ‖ y ‖ + ‖ fx ‖ + ‖ fy ‖]β, (2.12)

est valable pour tout x, y ∈ X et chacun ε ∈ [0, 1] .Alors f a un point fixe unique.

Exemple 2.1 [12] Soit (X, d) est l’espace b-métrique, considéron l’application suivant f : X →

X.

fx =

{
100, x ≤ 100

4, si non,

et vérifions le condition de contraction le seul cas non trivial est celui ou x ∈ {1, 2, ..., 100}

et y ∈ {101, 102, ...,∞} ensuite

d(fx, fy) = d(100, 4) =

∣∣∣∣ 1

100
− 1

4

∣∣∣∣ =
24

100
.

Donc
24

100
≤ 2(1− ε)

5
max

{
d(x, y)

5
, d(x, 100), d(y, 4)

}
+ ε2,

(qui est la condition avec Λ = 1, Ψ(ε) = ε, α = 1, β = 0) on a

max
d (x, y)

5
= max



1
5

∣∣∣ 1x − 1
y

∣∣∣ ,
 x et y sont deux égaux où

l’un est égal et l’autre est égale à ∞


1
5
.5,

 x et y sont tous les deux impairs

ou l’un est impair l’autre est ∞


1
5
.2, sinon

≤ 1

max d (x, 100) =

{ ∣∣ 1
x
− 1

100

∣∣ , si x est pair
2, si x est impair

≤ 2,

max d (y, 4) =

{ ∣∣∣ 1y − 1
100

∣∣∣ , si y est pair ou ∞,
2, si y est impair ou ∞

≤ 2.
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Par conséquent, on obtient
24

100
≤ 2(1− ε)

5
·2 + ε2,

qui se remplit pour chaque ε ∈ R, pour ε ∈ [0, 1]. Alors f a un point fixe.

Exemple 2.2 unique.
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Chapitre 3

Théorème de point fixe commun dans

l’éspace b-rectangulaire utilisant la

contraction de Pata

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous avons démontrer le point fixe commun dans l’espace b-rectangulair

utilisant la contraction de Pata, nous avons démontrer le théorème de point fixe de Banach

pour illustrer le travail dans l’espace métrique b-rectangulaire.

3.2 Théorème de point fixe contraction de Banach dans

l’espace b-rectangulaire

Théorème 3.1 [7] Soit (X, d) est un espace metrique b-rectangulaire avec s > 1 et T : X −→ X

est un application satisfaisante :

d(Tx, Ty) ≤ λd(x, y), (3.1)

pour tout x, y ∈ X, où λ ∈
[
0,

1

s

]
.
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Alors T a un point fixe unique.

Preuve Soit x0 ∈ X un arbitraire. Nous définissons une suite {xn} par xn+1 = Txn, pour

tous n ≥ 0. Nous allons montrer que {xn} est une suite de Cauchy.

Si xn = :xn+1 alors xn est le point fixe de T . Supposons que xn 6= xn+1 pour tout n ≥ 0, on

pose d(xn, xn+1) = dn, il s’ensuit de (3.1) que :

d(xn, xn+1) = d(Txn−1, Txn) ≤ d(xn−1, xn),

dn ≤ dn−1.

Par consiquent on déduit :

d∗n ≤ λnd∗0. (3.2)

De plus, si x0 = xn en utilisant (3.2), pour tout n ≥ 2, nous avons

d(x0, Tx0) = d(xn, Txn),

d(x0, x1) = d(xn, xn+1),

d0 = dn,

d0 ≤ λnd0,

une contradiction. Alors d0 = 0,

c-à-d, x0 = x1, et donc x0 est un point fixe de T . Ainsi, nous supposons que xn 6= xm pour tousles

distincts n, m ∈ N.

Supposons que

d(xn, xn+2) = d∗n.
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Et en utilisant (3.1) pour tout n ∈ N, on obtient

d(xn, xn+2) = d(Txn−1, Txn+1),

≤ λd(xn−1, xn+1),

d∗n ≤ λd∗n−1,

donc, nous obtenons

d(xn, xn+2) ≤ λnd∗0. (3.3)

Pour la suite {xn}, nous considérons d (xn, xn+p) dans deux cas.

a) Si p = 2m+ 1 alors en utilisant (3.2), on obtient

d(xn, xn+2m+1) ≤ s[d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + d(xn+2, xn+2m+1)],

≤ s[dn + dn+1] + s2[d(xn+2, xn+3) + d(xn+3, xn+4) + d(xn+4, xn+2m+1)],

≤ s[dn + dn+1] + s2[dn+2 + dn+3] + s3[dn+4 + dn+5] + ···+ smdn+2m,

≤ s[λnd0 + λn+1d0] + s2[λn+2d0 + λn+3d0] + s3[λn+4d0 + λn+5d0],

+···+ smλn+2md0,

≤ sλn[1 + sλ2 + s2λ4 + ···]d0 + sλn+1[1 + sλ2 + s2λ4 + ···]d0,

=
1 + λ

1− sλ2
sλnd0(notez que sλ

2 < 1).

Donc

d(xn, xn+2m+1) ≤
1 + λ

1− sλ2
sλnd0. (3.4)
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b) Si p = 2m, alors en utilisant (3.2) et (3.3), on obtient :

d(xn, xn+2m) ≤ s[d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + d(xn+2, xn+2m)],

≤ s[dn + dn+1] + s2[d(xn+2, xn+3) + d(xn+3, xn+4) + d(xn+4, xn+2m)],

≤ s[dn + dn+1] + s2[dn+2 + dn+3] + s3[dn+4 + dn+5],

+···+ sm−1[d2m−4 + d2m−3] + sm−1d(xn+2m−2, xn+2m),

≤ s[λnd0 + λn+1d0] + s2[λn+2d0 + λn+3d0] + s3[λn+4d0 + λn+5d0],

+···+ sm−1[λ2m−4d0 + λ2m−3d0] + sm−1λn+2m−2d∗0,

≤ sλn[1 + sλ2 + s2λ4 + ···]d0 + sλn+1[1 + sλ2 + s2λ4 + ···]d0,

+sm−1λn+2m−2d∗0,

(i.e).

d(xn, xn+2m) ≤ 1 + λ

1− sλ2
sλnd0 + sm−1λn+2m−2d∗0,

<
1 + λ

1− sλ2
sλnd0 + (sλ)2m λn−2d∗0(où 1 < s),

≤ 1 + λ

1− sλ2
sλnd0 + λn−2d∗0(où λ ≤

1

s
).

donc :

d(xn, xn+2m) ≤ 1 + λ

1− sλ2
sλnd0 + βλn−2d0. (3.5)

Il s’ensuit de (3.4) et (3.5) que

limn→∞d(xn, xn+p) = 0 pour tous p > 0. (3.6)

Donc {xn} est une suite de Cauchy dans X.

Par la complétude de (X, d) il éxiste u ∈ X tel que :

limn→∞xn = u. (3.7)
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Nous montrerons que u est un point fixe, pour tout n ∈ N. On a

d(u, Tu) ≤ s[d(u, xn) + d(xn, xn+1) + d(xn+1, Tu)],

= s[d(u, xn) + dn + d(Txn, Tu)],

≤ s[d(u, xn) + dn + d(xn, u)].

En utilisant (3.6) et (3.7), il résulte de l’inégalité ci-dessus que d(u, Tu) = 0, c’est-à-dire Tu = u

donc u est un point fixe de T.

Pour l’unicité, soit v un autre point fixe de T , il résulte de (3.1)

d(u, v) = d(Tu, Tv) ≤ λd(u, v) < d(u, v).

Une contradiction, d(u, v) = 0.

C’est-à-dire que u = v, ainsi ,le point fixe est unique.

Lemme 3.1 [12] Soit (X, d) est un espace métrique b-rectangulaire avec s ≥ 1 et soit {xn} est

une suite en X telle que

xn 6= xm chaque fois n 6= m et lim
n→∞

d(xn, xn+1) = 0. (3.8)

Si {xn} n’est pas une suite de Chauchy, alors il existe δ > 0 et deux suites {mk} et {nk}

des nombres entiers positifs tels que les suivants :

d (xmk
, xnk) ≥ δ,

δ

s
≤ lim

k→∞
sup d (xmk

, xnk−2) ≤ δ,

et
δ

s
≤ lim

k→∞
sup d (xmk+1, xnk−1) ,

Preuve Si {xn} n’est pas une suite de Cauchy, alors il existe δ > 0 pour lequel on peut

trouver deux sous-suites xmk et xnk de {xn} tel que nk est le plus petit indice pour lequel

nk − 3 ≥ mk > k et d (xmk
, xnk) ≥ δ, (3.9)
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cela signifie que

d (xmk
, xnk−2) < δ.

En prenant à la limite supérieure comme k →∞, nous obtenons

lim
k→∞

sup d (xmk
, xnk−2) ≤ δ,

d’autre part, nous avons

1

s
d (xmk

, xnk) ≤ d (xmk
, xmk+1) + d (xmk+1, xnk−1) + d (xnk−1, xnk) .

En utilisant (3.8),(3.9) . Et en prenant la limite supérieure comme k →∞, nous obtenous

δ

s
≤ lim

k→∞
sup d (xmk+1, xnk−1) ,

en utilisant l’inégalité b-rectangulaire, nous avons l’inégalité suivante

1

s
(dxmk

, xnk) ≤ d (xmk
, xnk−2) ,

+d (xnk−2, xnk−1) + d (xnk−1, xnk) .

En utilisant (3.8), (3.9) et en prenant la limite supérieure comme k →∞, nous avons

δ

s
≤ lim

k→∞
sup d (xmk

, xnk−2) .

La preuve de lemme 3.1 est achieve.

Nous présentons maintenant le Théorème de Pata dans espace b-rectangulaire qui est notre

travail essentiel.
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3.3 Résultats principaux

On notera ‖x‖ = d (x, x0), pour x ∈ X. De plus, Ψ : [0, 1] → [0,∞) sera teoujours une

fonction croissante, continue à 0, avec Ψ (0) = 0.

Théorème 3.2 [12] Soit (X, d) est un espace métrique b-rectangulaire compléte avec (s > 1), et

soit f, g : X → X, tel que fX ⊆ gX. Supposons que pour certains

Λ ≥ 0, α ≥ 1, β ∈ [0, α], des constantes fixes. Si l’inégalité

d(fx, fy) ≤ 1− ε
s

max

{
d(gx, gy)

2s
, d(gx, fx), d(gy, fy)

}
+ΛεαΨ(ε)[1+ ‖ gx ‖ + ‖ gy ‖]β, (3.10)

valable pour tout x, y ∈ X et chaque ε ∈ [0, 1]. Alors f et g ont un point de coincidence

unique, de plus, si f et g sont faiblement compatibles, alors f et g ont un point fixe commun

unique.

Preuve De même que dans la preuve du théorème 2.3, il peut être prouvé que

d(yn, yn+1) ≤
1

s
d(yn−1, yn),

depuis d(yn, yn+1) → 0, comme n → ∞. De plus, de même que dans [17], yn 6= ym chaque fois

n 6= m. Prouvons que la suite cn = d(y0, yn) est

bornée. En utilisant que yn 6= ym pour n 6= m, on obtenons

1

s
cn =

1

s
d(yn, y0) ≤ d(yn, yn+1) + d(yn+1, y1) + d(y1, y0),

≤ 2c1 + d(fxn+1, fx1),

≤ 2c1 +
1− ε
s

max

{
d(yn, y0)

2s
, d(yn, yn+1), d(y0, y1)

}
+ ΛεαΨ(ε)[1+ ‖ yn ‖ + ‖ y0 ‖]β,

≤ 2c1 +
1− ε
s

max

{
d(yn, y0)

2s
, d(yn, yn+1), d(y0, y1)

}
+ ΛεαΨ(ε)[1+ ‖ yn ‖ + ‖ y0 ‖]β,

≤ 2c1 +
1− ε
s

max
{ cn

2s
, c1

}
+ ΛεαΨ(ε)[1 + cn]α.

Considérons maintenant les deux cas suivant :
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a. Si max
{
cn
2s
, c1
}

= c1 alors cn ≤ 2sc1 et la preuve est terminée.

b. max
{
cn
2s
, c1
}
= cn

2s
ensuite nous avons

1

s
cn ≤ 2c1 +

1− ε
s

cn
2s

+ ΛεαΨ(ε)[1 + cn]α,

(i.e) :

cn ≤ 2sc1 + (1− ε)cn + aεαΨ(ε)cαn.

Donc nous avons

εcn ≤ b+ aεαΨ(ε)cαn,

où a, b sont des constantes positives. Maintenant, il s’ensuit que la suite {cn} est bornée. Nous

appliquons le lemme 3.1. Si {yn} n’est pas un suite-Cauchy, alors, on pose ε = 0, x = xmk+1 et

y = xnk−1 en (3.10), nous avons

d
(
ym(k)+1, ynk−1

)
≤ 1

s
max

{
d (ymk

, ynk−1)

2s
, d (ymk

, ymk+1) , d (ynk−1, ynk)

}
,

en prenant maintenant la limite supérieure k →∞ et en utilisant Lemme 3.1, il s’ensuit que

δ

s
≤ lim

k→∞
sup d

(
ym(k)+1, ynk−1

)
≤ 1

2s2
lim
k→∞

sup d
(
ym(k), yn(k)−1

)
≤ δ

2s2
.

Une contradiction, puisque s > 1, δ > 0 par concéquent, {yn} est une suite de Cauchy.

De plus, nous avons

1

s
d(fz, gz) ≤ d(fz, fxn) + d(fxn, gxn) + d(gxn, gz),

≤ 1− ε
s

max

{
d(gz, gxn)

2s
, d(gz, fz), d(gxn, fxn)

}
+KεαΨ(ε) + d(fxn, gxn) + d(gxn, gz),

il résulte que pour n assez grand

1

s
d(fz, gz) ≤ 1− ε

s
d(gz, fz) +KεαΨ(ε),
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(i.e) :
ε

s
d(fz, gz) ≤ KεαΨ(ε),

et donc fz = gz.

Le reste de la preuve est standard.

Spécifiant g = Ix dans le théorème précédent, nous obtenons l’extension du résultat fondamentalde

Pata (Théorème 3.1) au cadre d’espace métrique b-rectangulaire.

Corollaire 3.1 [12] Soit (X, d) un espace métrique rectangulaire complet avec constante ordi-

naire k, x0 ∈ X, Λ ≥ 0, α ≥ 1, β ∈ [0, α] sont des constantes fixes. Si pour tous les ε ∈ [0, 1], et

x, y ∈ X, la application f : X → X satisfait à

‖ d(fx, fy) ‖≤ 1− ε
k

M(x, y) + ΛεαΨ(ε)[1+ ‖ d(x, x0) ‖ + ‖ d(y, x0) ‖]β,

où M(x, y) = max{‖ d(x, fx) ‖, ‖ d(y, fy) ‖, 1
2K
‖ d(x, y) ‖}, alors f a un point fixe unique.

Preuve Il résultent directement du (théorème 3.2) puisque sous ces hypothèses, (X, ‖ d ‖)

est une espace métrique b- rectangulaire avec le paramètre K

l’exemple suivant est inspiré de [19, Example 3.2].

Exemple 3.1 [12] Soit X = A ∪ B, où A =
{
1
n

: n ∈ {2, 3, 4, 5}
}
et B = [1, 2] Définir

d : X ×X → [0,∞) de sorte que d(x, y) = d(y, x) pour tous x, y ∈ X, et

d

(
1

2
,
1

3

)
= d

(
1

4
,
1

5

)
= 0.03 ; d

(
1

2
,
1

5

)
= d

(
1

3
,
1

4

)
= 0.02;

d

(
1

2
,
1

4

)
= d

(
1

5
,
1

3

)
= 0.06; d(x, y) = (x− y)2 sinon.

Alors (X, d) est un espace métrique b-rectangulaire avec coeffi cient s = 3. Mais (X, d) n’est ni

un espace métrique ni un espace métrique rectangulaire. Soit f, g : X → X sont définie comme :

f(x) =

{ 1
3
, si x ∈ A
1
5
, si x ∈ B

, g(x) = x.
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Chapitre 3. Théorème de point fixe commun dans l’éspace b-rectangulaire
utilisant la contraction de Pata

Nous allons vérifier la condition

d(fx, fy) ≤ 1− ε
3

max

{
d(x, y)

6
, d(x, fx), d(y, fy)

}
+ ε2[1+ ‖ x ‖ + ‖ y ‖],

avec x0 = 1
5

(i.e, ‖ x ‖= d(x, 1
5
)). Il suffi t de considérer le cas lorsque x ∈ A, y ∈ B. Ensuite,

d(fx, fy) = d
(
1
3
, 1
5

)
= 0.06,

max d(x,y)
6

= max |x−y|
6

2
= (2−15)2

6
= 27

50
,

max d(x, fx) = max d
(
x, 1

3

)
= 0.06,

max d(y, fy) = max d
(
y, 1

5

)
= (2− 15)2 = 81

25
.

Par conséquent, si x ∈ A, y ∈ B nous avons ce max
{
d(x, y)
6

, d(x, fx), d(y, fy)
}

= 81
25
, et nous

avons vérifier que

0.06 ≤ 1− ε
3

81

25
+ ε2(1+ ‖ x ‖ + ‖ y ‖).

Depuis min{1+ ‖ x ‖ + ‖ y ‖} = 1 + 0 +
(
1− 1

5

)2
= 1 + 16

25
= 41

25
, nous avons l’inégalité

0.06 ≤ 1− ε
3
·81

25
+

41

25
ε2,

0.06 ≤ 1−ε
3
·81
25

+ 41
25
ε2,qui est satisfaite pour tout ε ∈ R, à plus forte raison ε ∈ [0, 1]. Ainsi,

nous avons prouvé que toutes les conditions du théorème 3.2 sont verifier et que f et g ont un

point fixe commun unique ( z = 1
3
).

Notez que le résultat pourrait égalment être obtenu en utilisant le théorème 2.3, même de

manière plus facile, car dans ce cas le paramètre à utiliser est s = 2.

Ce qui suit serait une version-Pata du résultat bien connu de Circ’s sur les quasi contractions

[22] dans le cadre de l’espace métrique ou b-rectangulaire.
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