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Résumeé

Dans ce travail, nous établissons I'existence de deux solutions positives pour une classe de
systemes elliptiques quasi-linéaires singuliers. Les principaux outils sont la méthode de sous et
sur-solution et le degré topologique Leray-Schauder

Les mots clés : Systemes elliptiques, Degré topologique de Leray-Schauder, Homotopie,
méthode de sous et sur solution

Abstract

In this work we establish the existence of two positive solutions for class of quasi-linear
singular elliptic systems. The main tools are sub and super-solution method and Leray-

Schauder Topological degree.

Keywords: Elliptic systems, Leray-Schauder topological degree, Homotopy, sub and super
solution method.

C33LG ey plad pe doagbila) CValas Alead Guaoge s 355 G S Jeall 124 8
44,k 5 (sous et sur solution) sl 5 sl Jall 48yl o deaiiual) bl Gk

i g5l (degré topologique) 4 sl s shall 4 Al

Ol ik st 058 g ool sl sl Al umabial S Alas siallibal clald)
=




Remerciments

La réalisation de ce mémoire a é€té possible grace au concours de
plusieurs personnes a qui nous voudrons témoigner toutes nos
gratitudes.

Nous voudrons tout d'abord adresser toutes notre reconnaissances a la
directrice de ce mémoire, Madame ZEDIRI| Sounia, Maitre-assistante
classe A al'université Larbi Tébessi-Tébessa de nos avoir encadré,
orienté, aidé et pour sa patience, sa disponibilité et surtout ses
judicieux conseils, qui ont contribué a alimenter notre réflexion.

Nous remercions également les membres du jury : Akrout Kamel
comme un président, Maitre de conférences classe A a l'université
Larbi Tébessi-Tébessa, Mesloub Fatiha comme une examinatrice,
Maitre de conférence classe A a l'université Larbi Tébessi-Tébessa,
pour leur volonté de réviser et de juger ce travail.

Nous adresse nos sinceres remerciements a Dr. R.GUEFAIFIA, qui est
guidé nos pensées en fonction de ses conseils et qui ont répondu a nos
questions lors de nos recherches.

Nous désirons remercier les professeurs de 1'université, qui nous ont
fourni les outils nécessaires a la réussite de notre étude universitaire.

Enfin, nous adresse nos plus sincéres remerciements a nos proches,
nos parents, nos soeurs, nos freres et nos amies pour le soutien
constant tout au long des années de 1'étude



Table des matiéres

1 Préliminaire 5
1.1 Rappels sur les espaces fonctionnels . . . . . . . ... ... oL 6
1.1.1 Espacesde holder . . . . . . . .. .o 6

1.1.2  Espaces LP . . . . . . . e 8
1.1.3 Espaces de Sobolev. . . . . . . . . . ... 9

1.2 L’opérateur p-laplacien . . . . . . . . . . . . ... 12
1.2.1 Propriétés de U'opérateur p-laplacien . . . . . ... ... ... ... 12
1.2.2  Premiere valeur propre de 'opérateur p-Laplace . . . . . . ... ... ... 14

1.2.3  La propriété (S), de l'opérateur —A, . . . ... ... ... ... ... 15

1.3 Degré topologique . . . . . . . .. 15
1.3.1 Degré topologique de Brouwer . . . . . . . . .. ... ... ... 16
1.3.2  Propriétés du degré de Brouwer . . . . . . . .. ... ... L. 18
1.3.3 Degré topologique de Leray-Schauder . . . . . .. ... ... ... ... .. 20
1.3.4 Propriétés du degré de Leray-Schauder . . . . . ... ... ... ...... 22

1.4 Théoreme de Minty-Browder . . . . . . . .. ... ... oL 24
1.5 Convergence dominée de Lebesgue . . . . . . . .. . .. ... . 24
1.6 Principe de comparaison . . . . . . . .. Lo Lo 24
1.7 Quelques inégalitées . . . . . . . Lo 25
1.7.1 inégalitée de holder . . . . . . . . . .o 25
1.7.2 inégalitée de Hardy-Sobolev dans lecas 8 =0 . . .. .. ... .. .. ... 25



Table des matiéres

2 Solutions positives pour une classe de systémes elliptiques quasi-linéaire avec

singularités 26
2.1 Imtroduction . . . . . . . . . L 27
2.2 Existence du premiére solution de (P) . . . . . .. .. ... .. 27
2.3 Existence du deuxiéme solution de (P) . . . . . ... ... ... ... ... . 41
24 Annexe. . . ... e 61

2.4.1 Principe de comparaison forte . . . . . . .. ... L. 61

242 Compacitéde Ty, . . . . . . ... L 62




Introduction

Da,ns cette mémoire, nous établissons I’existence de deux solutions positives d’équations aux
dérivées partielles, concernent des systémes du type elliptique avec singularités, intervenant le
p-Laplace.

Noter étude de ce genre des problemes elliptiques singulier est grandement justifiée car
ils se modélisent de plusieurs situations physiques telles que 1’écoulement de pseudo-plastiques
en mécanique des fluides catalyseurs, chimiques hétérogénes fluides, non-Newtoniens, et ainsi
sur la formation de motifs biologiques. Dans Fulks-Maybee [16], le lecteur trouvera une tres
belle illustration physique d’un probléme pratique qui conduit a un probleme singulier. En ce
qui concerne le systéme singulier il convient de citer, entre autres, 'important systéme Gierer-
Meinhardt qui est la contrepartie stationnaire d’'un parabolique systéme proposé par Gierer-
Meinhardt (voir [22,14]) qui intervient dans I’étude de morphogenése sur des expériences sur
hydra, un animal de quelques millimétres de long. Outre 'importance de ’application physique
sur mentionner, nous aimerions tiens & mentionner que d’un point de vue mathématique les
problémes singuliers sont également intéressants, ils ont une nécessité mathématique non tri-
viale, les techniques de résolution de ses problemes impliquent le degré topologique, théorie de
la bifurcation, point fixe théorémes, méthode des sous et sur solutions, théorie des opérateurs
pseudo-monotones et méthodes variationnelles. Ici, il est impossible de citer tous les articles
de littérature qui utiliser les techniques ci -dessus, mais le lecteur peut trouver les applications
de celles-ci méthodes mentionnées dans Alves & Moussaoui [4], Hai [25], Ghergu & Radulescu
[17], Giacomoni, Hernandez & Moussaoui [20], Giacomoni, Hernandez & Sauvy [21], Hernandez,
Mancebo & Vega, [27], Khodja & Moussaoui [30], Zhang [44], Zhang & Yu [43], Diaz, Morel &
Oswald [15], Alves, Corréa & Gongalves [6], Crandall & Rabinowitz [13], Taliaferro [40], Lunning
& Perry [33], Motreanu & Moussaoui [34, 35, 36], Moussaoui, Khodja & Tas [37], Agarwall and
O’Regan [9], Stuart [39],et leurs références.

Nous avons organisé ce travail de la fagon suivante :

Dans le premier chapitre, on rappelle les notations et les notions préliminaires nécessaires
en vue de les utiliser dans le chapitre suivant, ensuite on donne un rappel sur les espaces fonc-

tionnelles, ainsi qu’ un rappel sur 'opérateur p-Laplace, et nous considérons quelques définitions
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et théorémes nécessaires sur le degré topologie et lemme de comparaison que nous avons besoin
de savoir.

Au deuxiéme chapitre, nous abordons la question de ’existence de deux solutions positives
pour une classe de systéme quasi-linéaire singulier utilisant la méthode de la sous et sur solution

et le degré topologique de Leray-Schauder.Pour ces résultas, veuillez voir [10].




Chapitre 1

Préliminaire

1- Rappels sur les espaces fonctionnels.
2- L’opérateur p-laplacien.
3- Degré Topologique.

4- Principe de comparaisons.




Chapitre 1. Préliminaire

1.1 Rappels sur les espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces de hoélder

Dans beaucoup d’applications la chaine des espaces C* s’avére insuffisante et on ressent le
besoin de définir des espaces "intermédiaire" entre deux espaces C* et C**! les espaces de holder
était construits pour cela .il y a plusieurs variantes de tels espaces. On en présente une, et pour

plus d’informations sur ces espaces, référez-vous & H.Queffélec et C. Zuily [28].

Les espaces C%(Q) :

Définition 1.1 Soit Q un ouvert de R™ et o €]0,1].C%% est l’espaces vectoriel des fonction
f:Q — C telle que

f e LX) ie f est mesurable bornée sur €2, (1.1)

3C>0:Ve,y € Q, |f(z) - fy)l < Clz—y|". (1.2)
Sur cet espace on met la norme :

/@) = Fw)]

| fll, = sup |f(z)| + sup -
e Ty |IL‘ _y|

Propriétés

Proposition 1.1 Tout élément f de C%*(Q), 0 < a < 1 se prolonge en une fonction

f:Q — C qui est borné et vérifie (1.2) pour x,y dans Q.En particulier C**(Q) C Co(Q).

Proposition 1.2 Muni de la norme (1.3), C%*(2) est un espace de Banach.
i) Sia>a onaC%(Q) C C%(Q) et linclusion est continue.

i) Si Q est un ouvert borné et a > o, Uinclusion C%*(Q) C C%(Q) est compacte.
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Les espaces C*%(Q)
Définition et propriétés

Soit © un ouvert de R, k € N et a €]0, 1]. On peut définir les espaces C**(Q) par récurrence

sur k, en posant pour k > 1 :

fecrQ) < f, g—g{ c CF1(Q),i=1.n.

Il est équivalent de dire :
feclh Q) & feCi(Q) et f e CO(Q),V|B| <k,

on a noté ici

On muni C*%(Q)) de la norme :
1flle =D 10°Fl, -

18|<k

ou ||.|,, est la norme C** définie en (1.3), cette norme est équivalente a la norme :

I/

= S0y + 3 supl P D=0

|z —y|®
1<k |8k = y

On résume les principales propriétés des espaces Ck’o‘(Q) comme suite :

a- Si f € CH%(Q), les dérivées d’ordre au plus k se prolongent en des fonctions continues
bornées sur € qui vérifient des conditions de Holder d’exposant « sur €.

b- C**(2) est un espace de Banach.

c- Sik+a>k 4o, CF(Q) est contenu dans C¥ () et I'inclusion est continue.

d- Si © est un ouvert borné et si k + a > & + o/ I'injection de C**(2) dans C* () est

compacte.
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e- Si  est un ouvert borné et si k +a > k' + o/, ¢ > 0 il existe C(g) > 0 telle que :

||f||k’,o/ S € ||f||k,o¢ + 0(6) ||f||L°°(Q) avf & Ck’a(Q)

f- C*(Q) est une algebre multiplicative .Si (u,v) € C**(Q) alors uv € C**(Q) et

[woll < Cllullya lvlla

1.1.2 Espaces L?

Soit © un ouvert de RY, muni de la mesure de Lebesgue dz. On désigne par L!(Q) I'espace

des fonctions intégrables sur 2 & valeurs dans R, on le munit de la norme

[l = [ |flda
[

Soit p € R avec 1 < p < 400, on définit I'espace LP({2) par :

LP(Q) =< f:Q — R, f est mesurable et/\f]pdm<oo ,

Q

et on définit la norme de f dans LP(Q)) par

1
91, = | [ 1oras )
Q
Sip=o0
L*(Q) ={f: Q2 — R, f est mesurable et il existe C' > 0, telle que |f| < C p.p sur Q},

muni de la norme

1|l =inf{M >0:|f| <M p.psur Q}
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1.1.3 Espaces de Sobolev.

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels dont les puissances et les dérivées sont
intégrables. Tout comme les espaces de Lebesgue, ces espaces sont des espaces de Banach (espaces
vectoriels normés complets). Le fait qu’ils soient complets est trés important pour I’étude des
équations aux dérivées partielles. Pour une présentation plus compléte de ces espaces, on pourra

consulter par exemple 'ouvrage de H. Brezis [8] ou R. A. Adams [1].
Définition 1.2 Soit Q ouvert de RN, N > 1. On définit les espaces de Sobolev comme suit :

1. HY(Q) = {u € L*(Q) tq Diu € L*(Q),pour tout i = 1,..., N'}.
2. Pourm € N, H™(Q) = {u € L*(Q) tq D*u € L*(Q), pour tout oo € N telle que |a| < m}.

3. Pour 1 <p < oo et m €N, on définit I'espace de Sobolev W™P((2) par :
W™P(Q) = {u € LP() tq D*u € LP(Q), pour tout a € NV tq |a| < m}.

Notons que pour m = 0, 'espace W%P(Q) est I'espace de Lebesgue LP((2).

L’espace WP()) muni de la norme

lallmney = D ID%Ulloey

0<]al<m

Définition 1.3 On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur [’espace

7

WP (Q) = {u € LP(Q) tq gu € LP(Q), pour tout i =1, ...,N} :

L’espace W'P(Q) est muni de la norme

ou
833i

N
lullyr) = lull oy + :
i=1 LP(2)
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Pourp =2, Wh(Q) = H(Q) est muni du produit scalaire

N /0w ov
(u,0) i) = (4, 0)1200) + ) (%’ %)
i=1 i i/ L2(Q)

1
2 2
L2 (Q)> .

et de la norme associée

N

2
ull 71 (g = (Huum) +)

=1

ou
al’i

Notons que H*(f2) est un espace de Hilbert séparable.

Proposition 1.3 L’espace W'P(§2) est
1) Un espace de Banach pour 1 < p < oco.
2) Un espace séparable pour 1 < p < oo.

3) Un espace réflexif pour 1 < p < oo.

Définition 1.4 Soit 1 < p < oo, Wy*(Q) désigne la fermeture de CH(Q) dans WHP(Q), il est

munit de la norme induite par W?(Q), est un espace de Banach séparable, il est de plus réflexif

pour 1 < p < o0.

Lemme 1.1 Lorsque Q = RY, on sait que C(RY) est dense dans WIP(RY), et par conséquent

Wer(RY) = W (RY).

Corollaire 1.1 Une autre caractérisation de Wy*(Q), si est de classe C et u € WHP(Q)NC(

avec 1 < p < 00, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
i)u=0 sur ' = 00Q.
i) u € Wy P(Q).

Théorémes d’injection de Sobolev

Enoncons les théorémes "d’injection" continue, ou compacte établis pour les espaces de

Sobolev définis sur un ouvert 2 de RY.

10
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Définition 1.5 On dit qu’'un espace de Banach X s’injecte de fagon continue dans un espace de
Banach Y et on note X — Y si:
a) X est un sous-espace de Y .

b) 3C > 0 tel que pour tout u € X : ||Jully < C'jully-

Définition 1.6 On dit qu’un espace de Banach X s’injecte de facon compacte dans un espace
de Banach'Y et on note X ——Y si :
i) X s’injecte de fagon continue dans'Y .

i1) toute suite faiblement convergente dans X converge fortement dans 'Y .

Théoréme 1.1 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) Soit 1 < p < N, alors

" 1
WEP(RYN)  LP (RY) ou p est donné par — = — — —
(R™) c L (RY) ou p est donné par N

et il existe une constante C' = C(p, N) telle que :
[ull o @y < ClIVUll oy, Vu € WEP(RY).

Soit 1 < p < N, alors
WHP(RY) — LYRY),Yq € [p,p’],

et pour le cas limite p = N, on a :
WY (RY) — LIRY),Vq € [N, +oo].

Théoréme 1.2 L’espace W'P(Q) s’injecte continument dans L>®(Q)(W'P(Q) — L>(Q)) pour

tout 1 < p < 400, i.e qu’il existe un constant C' ( dépendant seulement de Q2 ) tel que

ull ooy < C llullyyrnay Ve € WH(Q).

11
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1.2 L’opérateur p-laplacien

L’opérateur p-laplacien est un opérateur aux dérivées partielles quasi-linéaire elliptique du

second ordre défini par

N
ou Ou  0%u
A — di p—2 _ p—4 2 A -2 A A
pu = div(|Vul"" Vu) = |Vul {|VU‘ u(p )ijzzlaxiaaijaﬂfiaxj

avec 1 < p < 400 , cet opérateur sous forme divergence est dégénéré lorsque p # 2 et pour

p = 2, le p-Laplace coincide avec le laplacien usuel A

1.2.1 Propriétés de 'opérateur p-laplacien

Considérons maintenant I'opérateur p-Laplace défini sur I’espace de Sobolev dans son dual
W=14(Q) ou Q est un ouvert borné de RY, p et ¢ deux réels, 1 < p < oo et ]lj + é =1.

Quel que soit u de VVO1 P(Q), pour tout 1 <4 < N, d’ott on peut définir 'application suivante
sur (I/Vol’z"(Q))2

=2 Ou v

ou
X

0

(1, v) — afu, v) = /il

Théoréme 1.3 Pour tout u de Wy (Q), Uapplication

WyP(Q) — R

v — a(u,v)

est une forme linéaire continue, d’ot il existe un unique élément, noté A(u) de (VVO1 P (Q))I telle

que :

a(u,v) = (A(u),v) , Yo € Wy P(Q)

12
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l’application

A WP (Q) — (WP ()

u — A(u)
P72 du
a!lfi '

2= -5

Proposition 1.4 L’opérateur —A, est borné de Wy (Q) dans W=14(Q).

est notée

ou
o0x;

Proposition 1.5 L’opérateur —A, est monotone de W, *(Q) dans son dual W~19(Q).

Preuve L’application qui a ¢ de R associe |¢|” dans R étant convexe, on déduit que sa dérivée

est une fonction croissante, donc
V(t,r) e R ([t 2t — [rP %)t —7) >0
D’ou

(B — (~A /i(

Par conséquent —A,, est monotone. m

2
P72 O

8.7}2' B

ov
al‘i

p—2
v Ju  Ov
- >

ox;

Théoréme 1.4 Soit Q un ouvert borné de RN avec N > 3. Pour p €]1,+00[, nous définissons

la fonctionnelle v : WyP(Q) — R par :

1
= —/ |Vul? da
p
0

alors 1 est différentiable sur W, (Q) et

<w/(u),v> = / (Vul’ VuVudr = (—A,u,v)

13



Chapitre 1. Préliminaire

1.2.2 Premiére valeur propre de opérateur p-Laplace

La premiére valeur propre de —A,

Définition 1.7 Une valeur propre de l'opérateur p-laplacien est un nombre réel pour lequel il

existe une fonction u € W,P(Q) solution non-triviale de

—Aju =M |[ulPu,z € Q,

u=0,x € 09,

(1.4)

ot §) est un ouvert borné de R, Les solutions faibles de cette équation sont les fonctions propres.

L’interprétation variationnelle est la suivante :

/ |Vul"~? VuVods = )\/ lu|”"* wudz pour tout v € W,y P(Q) (1.5)
Q Q

La premiére valeur propre de I'opérateur p-laplacien est notée par \q, elle est carateriser par :

A = inf £ (1.6)
we Wi (Q) / luf? do
u#0 Q

Ce quotient est appelé le quotient de Rayleigh.

Equivalant a
A; = inf /|Vu]p dx;/]u\p de=1,u € WyP(Q),u #0
0 0

La fonction ¢, est appelée fonction propre. On dit aussi que (¢, A1) est une solution propre

de (1,4)

14
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Remarquons qu’on a

/ V| do
Q

S
/|sol|pdx
Q

A

Simplicité

Théoréme 1.5 La premiére valeur propre Ay est simple, i.e, si @ ety sont deux fonctions propres
associées a \1 alors = aip pour un certain .

Isolation

Théoréme 1.6 La premiére valeur propre \i est isolée, alors il existe 6 > 0 tel que dans un

intervalle (A1, \1 + 0), il n’existe pas un autre valeur propre de (1,5).

1.2.3 La propriété (S), de opérateur —A,
Définition 1.8 [42]Soit X un espace Banach réfléxif et X* son dual topologiue. A mappage

A X — X* est de type (S), ,si pour chaque suite u,, dans X satisfaisant u, — uo dans X et

lim sup <A (un> y Un — U0> S Oa

n—-+o0o

on a U, — Ug.

1.3 Degré topologique

Cette section contient des définitions, propositions et quelques propriétés sur le degré topolo-
gique de Brouwer (En dimension finie) et le degré topologique de Leray-Shauder (en dimension
infinie), et pour une présentation plus compléte de degré topologique vous voulez consultez

O.Kavian [29].

15
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1.3.1 Degré topologique de Brouwer

Nous donnons ici une formulation précise du degré topologique de Brouwer et de ses propriétés

principales.

Définition 1.9 Soient N > 1 un entier, Q un ouvert borné de RY, une fonction
f e CHQ,RY)NC(Q,RY),

et b € RY tel que b & f(99).
On considére 0 < e < dist(b, f(02)) et une fonction p € C(]0;+00[, R) & support compact

contenu dans |0, €|, et telle que :

| etz =1

On appelle le degré topologique de Brouwer de f dans €2,par rapport au point cible b le nombre :

deg(7.900) = [ _(l7(e) = b) Ty (o)

ot J¢(x) la matrice jacobienne du fonction f.
On va voir maintenant que le degré topologique de Brouwer est indépendant du choizx de la

fonction ¢ et du choix de €.

Lemme 1.2 Soit g une fonction de classe C? de & valeurs dans RYN=1. On pose :
Bi = det(@lg, ceeey 62'_19, 8,~+1g, ceeey aNg).

Alors on a :
N

> (-1)'0;B; =0.

i=1

Lemme 1.3 Soit f : Q — RY une fonction de classe C*. On désigne par A;;(x) le cofacteur de

0:f(x) dans J¢(x).

16
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Alors pour tout 7 =1, N fizé on a :
N

> 9iAi(x) = 0.

=1

Lemme 1.4 Soient Q un ouvert borné de RY, f € CHQ,RY) N C(Q,RY) et ¢ : [0, +oo[— R
une fonction continue. On suppose que 0 & f(OQ) et que supp(v)) C [0, e[ pour un
0 < e < dist(0, f(0R)), et

+oo
/ rVLy(r)dr = 0.
0

Alors on a :

/Q B F ()T (w)dz = 0.

Proposition 1.6 Avec les hypothéses et les notations de la définition 1.8, le degré topologique
deg(f,$,b) est indépendant de ¢ et de la fonction p, pour vu que € < dist(b, f(0R)).

Proposition 1.7 Soient Q un ouvert borné, fi,fo € CHQ,RY) N C(Q,RY) et b un point de
RN .On suppose que b & f1(0N) U fo(0N). Alors si e > 0 est tel que :
1.
£ < Zdzst(b, f1(0) U f5(092)),et || fr — foll, <,
on a :
deg(f1,9,0) = deg(fa, 2, b).

Théoréme 1.7 Soient Q un ouvert borné de RNet f € C(Q,RY).On considére un point

b f(O) et (fr)r une suite de fonctions de C1(2,RN) N C(Q,RY) telle que :

1fi = fllse = 0, sur Q,

alors le degré topologique de fi, existe pour k assez grand et le degré topologique de f est défin
par

deg(fa Qa b) = kl—l},—‘,{loo deg(fka Qa b)

Remarque 1.1 Le degré topologique étant défini pour des fonctions continues.
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1.3.2 Propriétés du degré de Brouwer

Nous regroupons ici les propriétés les plus importantes du degré topologique de Brouwer.
Lorsque cela n’est pas précisé, € désigne un ouvert borné de RY et f : QO — RY une fonction
continue.

La premiére propriété importante du degré est sa stabilité.

Proposition 1.8 (Stabilité) Soient Q un ouvert borné de RN et b € RYN.On suppose que
fi, f2: Q@ — RY sont deux fonctions continues telles que b & f1(0Q) U f2(09Q).Alors si :

1= foll < Jdist(b, £i(92) U (50),

on a :

deg(f1,9,0) = deg(fa, 2, b).
Un autre type de stabilité concerne les perturbations par rapport a la cible b.

Proposition 1.9 (Stabilité par rapport a la cible) Soient Q un ouvert borné et f € C(Q,RY).On

suppose que b,b; € R sont dans la méme composante connexe de f(0Q)alors :

deg(f,Q,b) = deg(f,Q,by).

Proposition 1.10 (Additivité) Soient Qy, Qydeuzr ouverts bornés disjoints de RY et
fe€C(QUQ,RYN).Sib est un point de RN et b ¢ f(091) U f(98s),alors :

deg(f7 Ql U 927 b) - deg(fa Qlu b) + deg(f7 QQ: b)

Corollaire 1.2 (Ezcision) Soient ) un ouvert borné, une fonction f € C(Q,RY), K C Q un
compact et b € RN tel que b ¢ f(K)U f(09Q).Alors :

deg(f,2,b) = deg(f, Q\K,b).

Le résultat suivant est trés souvent utilisé pour montrer [’existence de solutions pour des équations
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non linéaires dans R .

Proposition 1.11 Soient Q un ouvert borné de R, f € C(Q,RY) et b un point de RN n’appartenant

pas a f(0Q). Si deg(f,Q,b) # 0,alors I'équation f(x) = b admet au moins une solution dans Q.

Corollaire 1.3 (Normalisation) Soient Q un ouvert borné et b € RN. En désignant par I

l'application identité, on a :

1,beQ
deg(1,€2,b) = _
0,b¢ ()
du fait que Jr(z) = 1.
On a, aussi du fait que J_;(x) = (=1)N
(-)V,be
deg(_vavb) = _
0,b ¢ €.

En utilisant les propositions 1.9 et 1.11 on déduit le résultat suivant :

Corollaire 1.4 Si H est un hyperplan de RN et f(Q0) C H, alors pour tout b ¢ f(02) on a :
deg(f,€2,b) = 0.

Proposition 1.12 (Invariance par homotopie) Soient H : Q x [0,1] — RN une fonction
continue et b ¢ H(0Q x [0, 1]).Alors pour tout t € [0, 1]
on a :

deg(H(.,t),Q,b) = deg(H(.,0),Q,b).

Proposition 1.13 Soient Q un ouvert borné de RN et deux fonctions f,g € C(Q,RY).On sup-
pose que f =g sur OS2 et que b & f(0R2). Alors on a :

deg(f, €2, b) = deg(g,€2, ).
Lemme 1.5 Soient Q un ouvert borné de RN et f € C1(Q,RN) N C(Q,RY). On désigne par :

S={zreQ,Ji(x) =0},
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I’ensemble des points singuliers de f et on suppose que b & f(0Q2) U f(5). Alors on a :

deg(f,Q.0) = Y sgn(Jy(x)) € Z.
zef~1(b)
Proposition 1.14 (Borsuk) Soient Q un ouvert borné de RY symétrique par rapport o l’origine
et f € C(QRN) N CYHQ,RYN) une fonction impaire. On désigne par S l’ensemble des points
singuliers de f et on suppose que 0 ¢ f(S) U f(02).Alors :
i) 510 € €, le degré deg(f,€2,0) est un entier impair.
it) si 0 & Q, le degré deg(f,€2,0) est un entier pair.

Proposition 1.15 (Non rétraction de la boule) soient B = B(0,1) la boule unité ouverte

et SN~1la sphere unité de RY. Il n’existe pas de fonction continue

0:B— SN tg p|gv-1 = 1.

1.3.3 Degré topologique de Leray-Schauder

On va définir un degré topologique pour des applications qui sont des perturbations compactes
de l'identité du type I — T ou 1" est compact et [ désigne I’application identité de X. Le point de
départ est toute fois le degré topologique de Brouwer. Sans perte de généralité, on peut supposer

que le point cible est ’origine.

Lemme 1.6 Soit Q un ouvert borné de X. Si T : Q — X est compact et n’a pas de point fize

sur 02, alors il existe € > 0 tel que pour tout u € OS2 on ait :
lu—Tul| > e.

Lemme 1.7 Soit Q un ouvert borné de X, et T : Q — X wun opérateur compact et n’a pas

de point fixe sur ON), alors si e > 0 est tel que ||u— Tul| > 4e pour tout u € 0N, il existe un
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sous-espace vectoriel de dimension finie E. de X et un opérateur T. : Q — E.tels que :

Vu € O ||Twu — Tul| <e,

Vu € 09, ||lu—T.u| > 3e.

Lemme 1.8 Soit Q un ouvert borné de X, et T : Q — X un opérateur compact et n'a pas de

point fixe sur 0S), et € > 0 est tel que

|lu — Tu|| > 3e sur 09.

On suppose que Ty, et Ty, sont deux approximations de T, telles que pour i = 1,2 on ait :

T:(Q?) C E.,

ot E. est un sous-espace de dimension finie de X, et de plus ||T;c — Tul| < € pour u € ), et

|lu — Ticul| > 3 pour u € OS2

Alors, si F' est un sous espace vectoriel de dimension finie de X contenant E. tel que :

Or=QNF+£02,

on a :

deg([ — T]_E’ Q, O) = deg([ — ng, QF, O)

Lemme 1.9 Soient E,,, I, deux sous-espaces de dimension finie et w C E, x E,, un ouvert borné.

On identifie E, x {0} a E,, et on suppose que :

wn =wN (B, x {0}) # 2.

Soient p € C(w, E,) et f(z,y) = (x — ¢(z,y),y) pour (z,y) € E, x E,.On suppose que pour
tout = tel que (x,0) € dw,on a p(x,0) # (z,0), et on considére la fonction fy(x) = x — p(z,0)
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définie sur (,. Alors, en notant deg,, deg,+, les degrés topologiques dans E,, et E,,, = E, X E,

respectivement, on a :

degn+p(f> W, O) = degn(f0> Wn, 0)
Preuve (voir[29] page 123). =

Théoréme 1.8 (Leray-Schauder) Soient X un espace de Banach, Q@ un ouvert borné de
X, T :Q — X un opérateur compact sans point five sur Q. Alorse >0, E. C X, etT, : Q — E.
étant donnés par le lemme 1.7, on considére F un sous-espace vectoriel de dimension finie

contenant E. et tel que Qp = QN F # @.0n définit le degré topologique de Leray-Schauder
par :

deg([ — T, Q, O) = degF(IF — TE, QF, OF)

Cette définition ne dépend que de T' et de 2. Si b € X est tel que b ¢ (I —T)(0N), le degré de

I — T dans ) par rapport a la cible b est défini comme étant

deg(I — T,Q,b) = deg(I — T — b,Q,0).

1.3.4 Propriétés du degré de Leray-Schauder

Dans ce paragraphe nous réunissons les propriétés les plus importantes du degré topologique
de Leray-Schauder. Dans toute la suite on suppose que X est un espace de Banach, {2 un ouvert

borné de X et T : 2 — X un opérateur compact.

Proposition 1.16 (Additivité) Si )y, Qs sont deux ouverts bornés disjoints et T : QU — X

est un opérateur compact n’a pas de point fixe sur 02, U 0, alors :
deg(I —T,Q, UQy,0) =deg(l —T,94,0) + deg(I —T,5,0).
Proposition 1.17 Sib € X est tel que pour tout w € Q on a :

u—"Tu # b,
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alors :

deg(I —T,9Q,b) = 0.

Corollaire 1.5 Si b € X est tel que pour tout u € 02 on a :
u—"Tu#b et deg(I —T,Q,b) #0,

alors il existe u € ) tel que :

u—Tu=>b.

Proposition 1.18 Soient Ty, T des applications compactes de Q dans X et b € X tel que :

Alors si :

sup || Tyu — Tou|| < e,
uef)

on a :

deg(l —T1,9Q,b) = deg(l — 15,8, D).

Corollaire 1.6 Soient b € X et H : Q x [0,1] — X une application compacte, telle que pour
tout (u,t) € 0 x [0,1] on ait :
u— H(u,t) #b.

Alors le degré deg(I — H(.,t),8,b) est constant pour t € [0,1] :
deg(l — H(.,t),Q,b) = deg(l — H(.,0),0,b).

Proposition 1.19 Soient b,b; € X tels que b,by ¢ (I —T)(0N). Alors si b et by appartiennent

a la méme composante connexe de X\ (I —T)(0R2), on a :

deg(I —T,Q,b) = deg(I —T,Q,b).
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1.4 Théoréme de Minty-Browder

Théoréme 1.9 [8]Soit E un espace de Banach réflexif. Soit A : E — E'une application (non

linéaire) continue telle que

(Avy — Avg, vy — vg) > 0,Yv1,v9 € E vy # vy

lim M = 0.
loll—oo |||

Alors, pour tout f € E' il existe u € E unique solution de l’équation Au = f.

1.5 Convergence dominée de Lebesgue

Théoréme 1.10 Soit (f,) une suite des fonctions de L' () qui converge p.p vers une fonction
mesurable f. On suppose qu’il existe g € L' (Q) telle que |f, (z)] < g(z) p.p sur Q. Alors
feL(Q)etona:

/fn(x)dmﬁ/f(x)dm

1.6 Principe de comparaison

Lemme 1.10 [3] Soient (u,v) € Wy (Q) satisfaisant

/|Vu|p2 VuVedr < /|Vv|p2 VoVpdz
Q 0

pour tout ¢ € WyP(Q), ¢ > 0,alors u < v p.p dans Q.

Preuve Notre preuve est basée sur les arguments présentés dans [24,38]. =
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1.7 Quelques inégalitées

1.7.1 inégalitée de holder

Soient f € LP(Q) et f € LP () avec 1 < p < oo et ]lj + z% =1, alors
frg€ L @et | fall, < If1, gl -

1.7.2 inégalitée de Hardy-Sobolev dans le cas 6 = 0

Soit Q C R™ un ouvert, pour 1 < p < n,et on note p* = (n"f’p).Alors il existe C' > 0 telle que

1
p*

/|u|p* dx <C /\Vu|pdx
Q Q

satisfait pour tout u € C§° (12).
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Solutions positives pour une classe de
systémes elliptiques quasi-linéaire avec

singularités
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2- Existence du premiere solution de (P).
3- Existence du deuxiéme solution de (P).

4- Annexe.
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2.1 Introduction

On considére le systéme suivant d’équations elliptiques quasi-linéaire :

(

—Aju = vz e Q,
—A =uvP2 z € Q,
u,v >0,z € €,

u,v =0,z € 0N.

\

Ou Q est un domaine borné dans RN (N > 2), et de frontiere 9 de classe C1, o € (0,1),
Ay et Ay, 1 <p,q <N, sont les opérateurs p-laplacien et g-laplacien, respectivement, telle que
Apu = div(|Vul["~? Vu) et Ay = div(|Vo|' Vo). Nous considérons le systéme (P) dans un cas

singulier, en supposant que

—1<a1<O<ﬁ1<min{p—1,g—i(p—1—a1)}

* (2'1)
—1<62<0<oz2<min{q—1,§—*(q—1—62)}

Dans ce cas, le systéme (P) est coopérative, pour u (resp.v) fixé a droite de I’équation 1 (resp.
équation 2) de (P) est croissante en v (resp. u).

Les résultats développés ici et dans ’annexe sont publiés en [10].

2.2 Existence du premiére solution de (P)

Théoréme 2.1 (voir [10]) Supposons que I’ hypothése (2.1) est satisfaite, le systéme (P) admet
une solution positive (u,v) € CY(Q) x CY(Q), pour certains v € (0,1). De plus, il eviste une

sous-sur solution (u,v), (u,v) € C*(Q) x C*(Q) pour (P) tels que :

u(z) <ulx) <u(x) et v(r) <wv(r) <v(x),x . (2.2)
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Dans ce travail, la solution de (P) est pris au sens faible, C’est-a-dire la paire

(u,v) € WgP(Q) x W3(Q) avec u, v positive p.p dans €, satisfaisant :

(
/ |Vl VuVpdr = /ualvﬁlgoda:
Q

Q (2.3)
Vo' 2 VoVipde = [ u2vP2eda
|
\ @ Q

pour tout (¢, 1)) € WyP(Q) x Wy (Q).

Nous montrons dans la preuve suivante que la principale difficulté technique ce tenir dans la
présence des termes singuliers dans le systéme (P).Notre approche est basée sur la méthode de
la sous et sur solution [9]. Cependant, cette méthode ne peut pas étre mise en ceuvre directement
en raison de la présence de termes singuliers dans le systéme (P). L’application de la méthode
de la sous et sur-solution en conjonction avec le résultat de régularité dans [25] sous I'hypotheése
(2.1), nous permettre de prouver I'existence d’une solution (positive) (u,v) € C17(Q) x C17(Q),
pour certains v € (0,1), de probléme (P).

Sous et sur solution

Définition 2.1 Soit le couple (u,v) € CH(Q) x CY(Q), pour certains v € (0,1) une sous

solution de (P) il vérifie que

/Ivulp2 VuV(z)de < /@"‘125190(90)6196,
Q Q

et
/|Vy]q_2 Vva(w)dargfg”yﬁ?w(x)d:c.
Q

0
pour tout (p,v) € WyP(Q) x Wy 4(Q) et o, > 0.

Soit le couple (1, v) € CH7(Q) x CH(Q), pour certains v € (0,1) une sous solution de (P) il
vérifie que

/|Vﬂ|pQVEVgo(x)de/Ealﬂﬁlgp(a:)da:,
Q Q
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et
/ V3|9 VoVi(z)d < / w22 (x)da.
Q

Q
pour tout (p, 1) € Wol'p(ﬂ) X Wol'q(Q) et o, > 0.

Dans ce qui suit, on note ¢, , et ¢, , les fonctions propres positives normalisées associées aux

premies valeurs propres principales Ay, et A\;, de —A, et —A,, respectivement :

2
_AS¢1,5 = )\178 |¢1,s‘p ¢1,s7 S Q7
b1y = 0,1 € O, (2.4)

Hgbl,s”OO = 17 $=D,q.

Le principe du maximum fort garantit I’existence de constantes positives [; et [5 tel que

hoy (1) < 04(7) < oty (), 2 € Q, (2.5)

Pour une utilisation ultérieure, rappelons qu’il existe une constante [ > 0 telle que

$1p(2), 01 4(7) = ld(z), 2 €, (2.6)

ou d(x) = dist(x,d9) (voir [19]). De plus, puisque ¢, , et ¢, , appartient & C* (), il existe M > 0
tel que

Preuve (voir [10])

Définissons w; et ws comme les solutions uniques faibles des problémes

—Aywy = wit,x €Q, —Aywy = w§2,x € Q,
wy > 0,2 € Q, et ¢ wy >0,z €9, (2.8)
w1:0,$€0§2 wgzo,Z'EaQ,
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respectivement, qui sont connus pour satisfaire

02¢1,p($) <awy (z) < C3¢1,p($) et Céﬁbl,q(m) <wy(r) < Céﬁbl,q(x) (2.9)

avec des constantes positives ¢, c3, ¢, ¢4 (voir [19]). Considérez &, &, € C1(€) les solutions des

problémes de Dirichlet homogenes :

“A6() = dffa)e € | —AG(E) = d).z e (2.10)

§ =0,z €00 £ =0,7 € 00

L’inégalité de Hardy-Sobolev [5,Lemme 2.3] garantit que le coté droit de (2.10) appartient a
W= (Q) et W=19(Q), respectivement. Par conséquent, [8] implique I’existence et I'unicité &,

et &, dans (2.10). De plus, (2.8), (2.9), la monotonie des opérateurs —A, et —A, donne

Codrp(7) < & (1) < 160,,(7) et cho o (7) <& () < A1y () sur ©, (2.11)

pour certaines constantes positives ¢y, ¢1, ¢, ¢}.et pour z; et zo satisfaire

—Apz(x) = h(z),r € Q20 = 0,2 € 09, (2.12)
et
—Ayzo(z) = ha(x),x € Q, 29 = 0,2 € 09, (2.13)
ou
“ (), z € O\ Qy,
ha(z) = iple)x € N (2.14)
-1, (2), x € Qs,
3 _
2 (), z € Q\Qy,
ha(x) = ¢1’qﬂ(x) @ € Mk (2.15)
—¢15 (), v € Qs
et

Qs ={xre€Q:d(zx) <d},

avec un § > 0 fixé suffisamment petit et d(x) = d(x, 0f2).
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L’inégalité de Hardy-Sobolev ainsi que le théoréme de Minty-Browder impliquent ’existence
et 'unicité de z; et 2, dans (2.12) et (2.13). De plus, (2.12) et (2.13), la monotonie des opérateurs
—A, et —A, et de [25], implique que

Drpl0) < 21 (0) < 16, (0) €t Dy, (0) < 2 (0) S o () 2 (216)

Ensuite, notre objectif est de montrer l'existence de sous et sur-solutions pour (P).
L’existence de sous solution (u,v) :

Soient

(u,v) = C7(z1, 2) (2.17)

on a

A = —A(C7 2 (2) = = div(|[VO Tz (2) [P VO (2))
= —div(C™P |V (2) P2 OV 2 (2))
= —div(C~ "V |V (2)P 2V (2))
= O (= div(|Va (@) Va(e))
= CU(=Apz(2))
= O~ Dpy ().

et

A = —A(CT %(x) = — div(|[VO (@) VO 2 ()
= —div(C™T 2 |Vzy(2) T2 C ' Vg ()
= —div(C™0 Y |Vay(2) "% Vg ()
= CD(—div(|Vzy(2)|"* Vi (2))
= OO (=Ayz(r))
= O~ Dpy(z).
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Pour C' > 0,il suffit de montrer que :

A = C DA () = O Dy () < (C a1 (2)) (C ().
“Ap = OOV (Az() = OO Vhy() < (O 2(2))2(C 2o 2)) 2.

Sur €25 on a :

—C"(p_l)qﬁ?;(x) < 0<(C7 2 ()™ (C 7 2a(2))Pr, 2 € Qs (2.18)
—CT () < (O (@)™ (O (@)

et
—CTNG @) <0< (O a(@)H(C (@) € 0 (2.19)
—C_(q_l)qﬁ’f.fl(x) < (C7 2 (2))*2(C7 2o (2)) .
Alors on a :
—Apu < utoz e Q.
—Ap < w2z e Qs
Sur Q\Qs :

Soit z € Q\Q; :

D’apres les propriétées dela fonction propre de —A, Jp > 0 :

G1p (1), 014 () 2 po. (2.20)

alors, puisque oy < 0 < 3,
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par multiplication par une constante on obtien

C’*(pfl)qﬁff;(:c) > C*(pfl)’

de méme on a

C_(p—l)¢(1)é.;)(x)cal+/81 (Zl (x))_al > C_(p_l)+a1+ﬁl (Zl (‘T))_al

d’ou

CmFethi () (z)) ™™ < O DFathigs (2 (2 (z)) ™
D’aprés (2.7), (2.16) on a

o (p—1) +a1+51¢0‘1

IN

O et () (2 (1))~ 7)(e161,(x) "

o (p— 1+o¢1+51

IN

xr ClHﬁblp H o

(

(

(c1 maX|¢1p z)])~
(el M)

IN

(z)

)

Cc~-Y +“1+B1¢‘” (z)
(z)

o (p— 1+a1+51¢a1 T

IN

de (2.20) on a
O~ (p=D+ai+b, ¢§‘.;(x)(zl(x))’al < C*(p71)+a1+ﬁlﬂa1(clM)fa1
Pour C' > 0 suffisamment grand,

CrlemreatBy (e My~ < 7Tty S (e M)

A
|
E

S

IA

Alors

(2.21)
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Donc

C Vg () < (O aa (@) (O nlw)) " € D\, (2:22)

De méme fagon pour la deuxiéme équation, et puisque 3, < 0 < aw, et d’apres (2.7), (2.16) et

(2.20), et pour un C' > 0 suffisamment grand on a :
O~ DGR (1) < (O 21 (1)) (O 2a(2)) 2, 0 € Q\Ds. (2.23)

Alors
—Apu < uvP z e Q,

—Agv < uv r e Q.

Effectivement. et par un calcul directe, on obtiens

—Ayu = —div(|Vu’ > Vu) = C~¢Dhy(z),
—Ap = —div(|Vu|*? Vo) = C~0 Dhy(z),

et

- [ Bppteye = [ VIR el o) 2 0 et ple) W@ (220
Q Q
= C’_(p_l)/ghl(x)@(x)dx

_ C—(p—n[ 63 () () dr — qbi‘,;(x)w(ﬂf)dﬂf}
Q\Q;s Qs

= U g @)p(e)de — O | gt (a)p(a)da.
Q\Q(; Qs
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Et d’apres (2.24), (2.18),(2.21) et (2.22), on voit facilement que :

—/Apg o(z)dr = —/div(|Vg|p2 Vu)p(x)dr
Q Q

= /]Vg[p_2VQVgp($)da:
Q
= C_(p_l)/hl(x)go(x)dx
Q

= /9(0_121(93))“1(C_lzz(w))BISO(ﬂf)dﬂf-

Alors
- [ Bty < [ writip(oyds
Q

Q

De méme par la deuxiéme équation, et d’apres (2.19), (2.23), on a

‘/%wmwéffwwmm
Q Q

Donc pour tout (p,1p) € WyP(Q) x Wy (Q) et ¢, > 0,cela prouve que (u,v) est une sous-
solution pour le probléeme (P).
L’existence de sur solution (u,7) :
Soit
@7) = C (60,6, (2.25)

AT = —A(CE) = —div(|VCE [PV CE)
= —div(CP V& PP VEY)
= PN (= div(|VE, [P VEY))
= C"H(=Ay)
= CP et (2)
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et

—AT = —A,(CE) = —div(|[VCE&|T2VOE,)
= —div(C" V&[T VE,)
= O (= div([VE&|"* VEy))
= O (=A%)
= Tl ()

Maintenant on va montrer que :

—Apyu = Cp_l(b(ll,}(x) > (C§1)a1(052)51
—AT = O (x) > (C&)2(CE,)P

Prp < H¢LPH =1,

et puisque o < 0 < 34

Pp(e) 2 1,

par multiplication par une constante, on obtient
Cpflfarﬁl¢fi;($)51704152751 > Cpflfoarﬁlglfmngﬁl‘

D’aprés (2.11), on a

OGN T 2 G ) a6
> Cp—l—al_51caa1§2_61
> Cp—l—al—51§2—51
> o, ),
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et de (2.7), on a

CP ey )™ > OVl [y |))
> Cp—l—oq—ﬁl (C/l max ‘(ﬁl,q‘)_ﬁl
> Cpflfozlfﬁl (6’1]\/[)751

Pour C' > 0 suffisamment grand :

Alors
Cpfl—al—ﬁl¢(1x7;(x)€17a152751 > Cpflfarb’lflfal&*ﬁl
Z Cp—l—al—ﬁl (CllM)_ﬁl
> 1

De méme fagon pour la deuxiéme équation, et puisque 5, < 0 < ay, et d’apres (2.11),(2.7), et

pour C' > 0 suffisamment grand satisfait aussi :

Crimer gl (n)ey 0, > CriTe g g,
Z C«q—l—ag—BQ(COM)—ag
> 1

Alors :

Effectivement. On a

~ AT = — div(|VaP~? va) = CP 15 (x)
—AT = — div(|VT|T? VT) = 0116 (a).
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Par un calcul directe, on a

—/Apﬂ@(l')dx = —/div(|Vﬂ|p2 Va)p(z)dz, p(z) > 0 et o(x) € WP (Q)
= /|Vﬂ\p_2 VuV(x)dz

Q
~ [ @t
Q

> / (CE)™ (C&)Prpla)da

Q
et
- / Agb()de = — / div(| VD12 Vo)), (x) > 0 et b(x) € WE(Q)
Q Q
= / \Vo|'? VoV () da
Q
= [ @
Q
S
Q
D’ou
- / Aip(x)da = / VAP Vave(s)ds > / 75 (), (2.26)
Q Q Q
et
—/Aqiw(z‘)dm = / V5|2 VoV (z)dz > /EO‘QE*B?w(:U)dx. (2.27)
Q Q Q

Donc pour tout (¢,1) € WyP(Q)x € Wy(Q) et ¢, > 0, cela prouve que (,T) est une sur
solution pour le probléme (P).

Conclusion
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On a:

I
IA
IS
IA
2

IS4
IN
S
IN
<

D’apres (2.1)

M <y < g™
- T (S1)
y/Bl S Uﬁl S Uﬁl

et
uOéQ < uO{Q < ﬂOLQ

EBQ S 1)52 S 2182

On multiplions (S1) (resp.(S2)) terme a terme :

aa1y51 < w1 B < galgﬂl

QOQ@/BQ < ue2yP2 < ﬂazgﬁz

D’apres (2.17) et (2.25), on obtiens

utoft < u TP < (C7 e (2) M (0P

< CTathuy (p)g P,
De (2.11) et (2.16), on a

C’_O‘1+B121($)a1€161 < (merth (C_Ogbl’p)oq (Cl¢1,q)ﬁl

- 2
_ CO «
< CT()M () e
et puisque
B
on a

—« CO a [e% —a CO a @
C 1+,81(5) 1(01)51¢171p¢§371q <C 1+ﬂ1(5> 1(01)51%;
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et de (2.6), on a

a1

1p

et () (o)

IA

T () )1 ()

S Cvldc‘t1 (J;)7

telle que

Cr = 07 ()M )1,

De méme on a

w2 < a2 < (06)(C x(x))

< ngﬁQ (SU)

Alors
u“lvﬁl S Qalgﬁl S Oldal (I),

u2vfz < ge2pf2 < Cyd®2(x),
ot Cy, Cy > 0. Donc on conclus qu’il existe une solution (u,v) € C*7(Q)x C1(Q), pour v € (0,1)

de (P) dans un rectangle [u, @] X [v,7]. =
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2.3 Existence du deuxiéme solution de (P)

Théoréme 2.2 (voir [10]) Sous hypothése (2.1),le probléme (P) posséde au moins deux solutions

(positives) en C17(Q) x CH7(Q), pour certains v € (0,1).

Dans la preuve du théoréme ci-dessus, nous utiliserons la méthode des sous et sur solutions
combinées avec le degré topologique de Leray-Schauder, la premiére solution est donnée par le
théoreme (2.1) qu ’elle est située dans un rectangle de sous-sur solution.

Cependant, en raison des termes singuliers dans le systéme (P), la théorie de degré topologique
ne peut étre mise en ceuvre directement. A gérer cette difficulté, nous perturbons le systéme (P)
en introduisant un parameétre € € (0, 1). Cela donne lieu a un systéme régularisé (P,) défini pour
¢ > 0, nous montrons que le degré d’un opérateur correspondant au systéme (F,) sur un plus
grand ensemble est 0, et d’autre part, nous montrons que le degré d’un opérateur correspondant
au systéme (P,) est 1 sur un ensemble approprié. Ce qui prouve l'existence d’une solution pour
(P,).Et apres nous trouvons la deuxiéme solution de (P) par passage a la limite comme ¢ — 0.

Avant de commencer la preuve du théoréme (2.2), nous aimerions souligner que par le
théoréme(2.1) I'ensemble des solutions (u,v) € CH(Q2) x C*(Q), v € (0,1), de probléme
(P) n’est pas vide. Ensuite, sans aucune perte de généralité, on peut supposer qu'il existe une

constante R > 0 tel que toutes les solutions (u,v) avec C'7-régularité satisfaire

||u||clw((2) ) HUHCLW(Q) < R. (2.28)

Nous notons

Br(0) = ﬁmweowwxowqubmﬁwﬂ@@<R}

Or = {(u,v) € BR(0):u<u<K Retv<v < R}

et
O ={(u,v) € Bp(0) ru < u < it et v < v < B},
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ou

(@, 9) = Awi, wo) (2.29)

avec wy, wy fixé dans (2.8) et A > 0 est une constante qui sera choisie plus tard. Un calcul simple
donne que O et O sont des ensembles ouverts dans C1(Q) x C*(). Dans ce qui suit, nous

supposerons sans perte de généralité que

R > max {[lull ; [[2]l o 2l [0l s [1@llo s N0l } -

Dans la suite, nous utilisons la notation u; < us lorsque uq,us € Cl(Q) satisfaire :

u1<u2Vx€Qet%<%sur89,
ov v

ou v est la normale extérieure a 0f).

La proposition suivante est utile pour prouver notre deuxiéme résultat principal.

Proposition 2.1 Supposons (2.1) est vérifié, Puis toutes les solutions (u,v) de (P) est dans
[u, ] x [v,7] telle que

u(zr) < u(x) et v(z) < 0(x) dans Q. (2.30)

Preuve De (2.25),et (2.17) on a

—Apu(z) = u®tyP

< wMoh = (C a (@)™ (CE) ™,
d’apres (2.16), (2.11) et (2.1), on obtiens

Wt = (O (@) (Cg)"
< (071561, (@) (O, ,(2))"

< Cr (D) () (¢ o ()

A
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De (2.7) on a

coithy (2 2" D1 (0) (¢ by g ()

IN

Ca1+61( )a1¢1p C1H¢1q )H)Bl
< Ccreti(D )‘“cblp( ) (M),

et de (2.9), on obtiens

C= ()M ()G M) < O (D) (M) (g ()
< OGN EM) G ()
< A wy ()™

pour un A assez grand et par (2.8), on obtient

AP (wy (2))™ = A=Ay (2)
A (A (@)
= —Ayu(z),z €,

alors d’aprées (2.30), il s’ensuite que
—Ayu(z) < —Ay(Aw(x)) = —=Ayu(z),z € Q. (2.31)
De méme maniére pour la seconde équation de (P),on obtient

~Ap(r) = u*v’ (2.32)

IN

'I_LOQQBQ

IN

AT (wa())™ = = Ay (Auwn(x))

IN

—A0(z), T € Q,

pour A assez grand. Par conséquent, le principe de comparaison forte trouvé dans [7, proposition 2.6]

meéne & la conclusion. Ceci termine la preuve de Prop.2.1. m
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Le probléme auxiliaire :

Nous utiliserons le degré topologique pour obtenir la deuxiéme solution. Cependant, les termes
singuliers dans le systéme (P) empéchent que le calcul du degré soit bien défini. Pour surmonter
cette difficulté, nous perturbons le systéme (P) en introduisant un paramétre ¢ € (0,1). Cela

donne lieu & un systéme régularisé pour (P) défini pour € > 0 comme suit :

—Ayu = (u+¢e)frz e Q,
—Ap=u(v+e)2xeq,
u(z),v(x) >0,z € Q,
u(z),v(zr) =0,z € 0N.

\

Nous appliquons la théorie des degré topologique au probléme régularisé (P.). Ceci conduit a
trouver une solution positive pour (F,) située en dehors de I’ensemble O. Alors on a l'existence

d’une seconde solution de (P). La preuve contienne quatres étapes.

Remarque 2.1 Il est trés important de noter que le méme raisonnement exploité dans la dé-
monstration du théoréme (2.1) et de la proposition 2.1 fournit que le probléme (P,) a une solution
(positive) (u.,v.) € CH () x CY(Q),v € (0,1) dans [u,u] x [v,], o les fonctions (u,v) et

(w,v) sont des sous-sur solutions de (P,) et (u.,v.) vérifie
us(x) < u(x) et v.(z) < 0(x) dans Q,

pour tout € € (0,1).

La premiére estimation
Nous transformons le probléme (P,) en un probléme doté de propriétés de monotonicité utiles.

A cette fin, introduisons les fonctions :

R,siu>R R,siv>R
u=< uy,siu<u<R ,0=9 v,siv<v<R (2.33)
U, Sl u < U v,81v < v
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ou (u,v) et R sont donnés par (2.17) et (2.28), respectivement. Définir les opérateurs

Tpe(u) = —Apu+ pmax {(u+e)* 'R w1},

T,-(v) = —Ap+pmax{R*(v+e)’ " v},

pour t € [0,1], € € (0,1) et une constante p > 0. Nous étudierons la classe d’homotopie de

probléme
.

Tpﬁ(u) = fl,E,t(l‘a 1?1,7{}), YRS Qa

(Pr)
u,v >0,z € €,
| wv =0,z € 09,
ol f1¢ et fa, sont définies comme suit :
fred(z,0,0) =t(a+ 5)0‘1651 +m(1 =)@’ " + pmax {(g + 5)‘“_1R61, ﬁp_l} , (2.34)
foer(x, 0, 0) = ta®(0 4 €)”2 + m(1 — )07 " + pmax { R*>(v + &)1, 597}, (2.35)

avec un constant m > max {\;,, A1 4} .Dans la suite, on fixe la constante p > 0 dans (Py) assez

grand, de sorte que les inégalités suivantes soient satisfaites :

ton(sy + €)™ sy + pmax {(u+ ) 'R (p— 1)sh 2L > 0
et
tBy(s2 + )P s + pmax {R* (v + €)%, (¢ — 1)s§ 7} > 0,

uniformément pour tout € Q,pour (si1,s2) € [u, R] x [v, R],e € (0,1) avec le choix ci-dessus
de p,le terme dans la partie droite de la premiére (resp. seconde) équation dans (Pf) augmente
ainsi que u (resp. v) augmente, pour tout £ > 0 petit.

Le résultat suivant est crucial dans notre approche, car il établit une importante estimation
préalable pour le probléme (Py). De plus , il est également montré que les solutions de (Py) ne

peut pas se produire en dehors du rectangle formé par la sous-solution (u,v) et la constante R.
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Proposition 2.2 supposer que (2.1) est vérifier. Si (u,v) est une solution de (Pf), alors (u,v) €

CY(Q) x CY(Q), pour tout v € (0,1), et satisfait

[ullora@y s 10llra@) < B

En outre, que

u(z) € u(z) et v(zr) < v(z) dans Q,Vt € [0,1]. (2.36)

Preuve Premiérement, par la technique des itérations de Moser[26], nous prouvons que les

solutions de (P) sont bornées dans L>(€2) x L>(2). Sou I'hypothese (2.36), il s’ensuit que
max { (u + )" R%, wP ™'} — max {(u+ )" R, @'} > 0,2 € Q (2.37)

et
max { R**(v +¢)%2, 7'} — max { R (v +¢)”2, 097} > 0,2 € Q, (2.38)

alors,
—Ayu < a1k + mart z € Q,

—Ap < %2982 +mtl x € Q,

(2.39)
u,v >0,z € €,
| wv > 0,z € 09.
Soit une constante A € (0, R|, définissons sur € les fonctions
us = min{u(z), A} et vy = min{v(z), A}.
Agissant sur (Py) avec
((,0, w) _ (u121p+1’ U/Zlq+1)7
ou
(ki +1p=p et (ki +1)qg=¢" (2.40)
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et en intégrant sur €2,nous obtenons

/—ApuA.gp(az)d:L‘ = /—ApuA.u]Xpde
Q Q
— /\VuA|p_2 YV VuliP da
Q

= (k1p+1)/\vuA|puﬁlpdx
Q

< /(ﬂ‘“@ﬂl + maP )P da

0
et
/—AqUA.z/J(x)da: = /—AqUA.viqudx
0 0
- /|VUA|Q_QVUA.VUZM+ICZZE
Q
= (kg + 1)/ |VUA|qvi1qu
Q
< /(ﬂ‘“f)ﬁ? + mﬁq_l)vilq’qu
Q
Alors
(kip+1) / Vual u'tPde < / (@ 5% + mi )P (2.41)
0 0
et
(krq + 1)/ \VvAlqvilqu < /(ﬂa217f32 + mf)qfl)vf,l“ldx (2.42)
0 0

Selon le théoréeme d’injection de Sobolev, les cotés gauches de (2.41) et (2.42) sont estimés de la
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maniére suivante :

kip+1 k +1 o
(k‘lp—l-l)/|VuA|puZ1Pd:p 1P /’v k1+1| dx 1P TP s k1+1)p* (2.43)
et
- k1q+1 L k1q+1 7
q lq 1+1 U
<k1q+1)/|m| o= /)v o2 Gt ol e (249)

Q

ot Oy et C! sont des constantes positives. En remarquant que kyp-+1-+a; > 0 et kig+1+ 55 > 0

il s’avere que

o ~ ~p—1y, kip+1 ai, B p—1y kip+1
/(u 1 4 mar P (ut o™ + maly T de (2.45)

Q

k 1 (k1+1)
uA1P+ +a1 Bldl‘ +m/ 1 de

<

IN I
D O B

kit By g, + m/u(k1+1)pd$

et

/ (@°5% + mo i e = [ (w0 4 met )i de (2.46)
0
ua27j1]z1q+1+52dl’ + m/vff1+1)qd$

Q

ua2vﬁ1q+1+ﬂzdx + m/v(k1+1)de'

IA
D O B

Ensuite, en suivant I’argument trés similaire a celui de [36], nous obtenons que

(u,v) € L®(2) x L>®(Q) et il existe une constante L > 0, indépendante de R, telle que

[ullo s lIvlloe < L.
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En outre, a partir de (2.32) et puisque a3 < 0 < /3, on a

Ao+ mart = @ (9% 4+ mar )

= u™ (V1 4 muPT)

IA

11—
u (o3 +mlulf ™),

de (2.17) et (2.16), on obtient

u (ol 2+ mlullZ ™) < (O (@) (L7 4 mLP )
< (O G0, (L mLr )
~1€0\a —1—«a «
< (EIDy L mIr g,
d’apres (2.6), on a
(DY (L mIr ey, < (O D)L 4 mIr e (2)

2 2

< Cid*(x),z € 9,

alors

a5+ mart = g (9% + martTon) (2.47)
o —1-a
< w (o3 +mlulli )
< (710, (L +mr)
< Cyd(z),7 €,
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et

@092 + me?Tt = §P2(a% + me? 1 P) (2.48)

IN

11—
V2 (Jull2 +mlol|Z %)

IN

/
(O 01,) (L 4 mL™ )

IN

Cyd> (z), 1 € Q,

avec les constantes positives C et Cy. Ainsi, sur la base de (2.37),(2.38),(2.47),(2.48) et (2.39),

la théorie de la régularité non linéaire trouvée dans [25] garantit que les solutions (u,v) de (FPy)

appartiennent & C7(Q) x C17(Q) pour certains v € (0, 1) et satisfaire (2.28).
Maintenant, nous prouvons seulement la premiére inégalité de (2.36) car la seconde peut étre

justifiée de la méme maniére. Pour cela, nous définissons les fonctions f, g : {2 — R donné par
f(a) = C" " Vhy(x) + pmax {(u+e)" R w7

et
g<$) = fl,E,t<x7 ﬂ’v 6)

Par la Remarque 2.1, les strictes inégalités de (2.18),(2.22) et la monotonie de f; . et (2.14) et

(2.15) implique que :

fl@) = —C70 et + pmax {(u+e)” 'R, u}
< (Cilzl(x))al(cflzg(m))’gl + pmax {(g+ g)m—lRBl’upfl}

= u™ 4 pmax {(u+e)" T RN w7
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pour un certain € € (0,1) et puisque a; < 0 < f3;,il devient

Qalyﬁl _'_ pmaX {(g + E:)al_lRBl’gp_l}

IN

(u+ )" + pmax {(u+ ) ' RA w2~}
t

IN

(u+e) v’ + (1 = t)muP~' + pmax {(u+ &) 'R wP™} = fi (2, u,v)

S fl,e,t(x77]a 6) = g(l’),x S QJ-
Alors
flz) = —C’f(p’l)(bi;+pmax{(g+5)al’1Rﬁl,gp*1} (2.49)
< tu+e)™ ™ + (1 — t)ymu’ ™ + pmax {(u+ &)™ 'R, w7}
= fl,e,t(x7g7y) S fl,s,t(maﬁ'v '&) = g(x),x € 957
et

f(l‘) — C’_(p—l)qb‘i;)+pmax{(u+€)a1—1Rﬁ17gp—l} (250)

< (u+e)v + pmax{(u+e) 'R P}z € Q\Qs,
pour tout ¢ € [0, 1] et pour tout ¢ € (0,1). D’autre part

(g—{—g)alyﬁl — (t—}- 1 — t)<g+8)alyﬂl

= t(g_i_ €)a1y61 + (1 _ t)(@ + é«)alyﬁl

par (2.17), on a
tu+ )’ + (1 —t)(u + &)™
<t(u+e)vf + (1 —t)(c Lz (x)) (c taa(z))

et d’apres (2.16) ,on obtient

t(u+ )’ + (1 = t)(c 2 (2)* (¢ aa(x))
<tlu+e) o’ + (1 —t)(c 1Ly ,) M (¢ oy ),
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de (2.20),(2.7) et par (2.1) ,on obtient

Hu+ )05 + (1 — 1) (e Dy ,) M (71 dy )
S t(g—ke)“lyﬁl + (1 o t)( —1co )oq(c—l ' M )
< t(u+ ) + (1= t)(c )P tm,

pour

donc, par récurrence on obtien

)+ (1 £ (12 i
<t(u+e) vt + (1 — t)muP~t x € Q\Qs.

Alors
u+ g)algﬁl — (t +1— t)(g + g)algﬁl

<t(u+e)Mvfr + (1 — t)ymuP~t z € Q\Qs,

—~

(2.51)

a condition que m > 0 soit suffisamment grand pour tout t € [0,1] et tout ¢ € (0,1). En

combinant (2.50) avec (2.51) et en utilisant la monotonie de f; ., on obtient

flz) = ¢~ 1(;5 L+ pmax {(u+e)" 'R WP} (2.52)

< fl,e,t(‘r727 y) S fl,E,t<x7a7'ﬁ) = g('r)WT S Q\QJ

pour tout t € [0,1] et tout € € (0,1). Par conséquent, il résulte de (2.49) et (2.52) que pour

chaque ensemble compact K CC (2, il existe une constante 7 = 7(K) > 0 telle que

f(:)?)—}-T = P1)¢ _|_pmax{u+€a1 lRﬂl Up 1}+T

A

> fl,e,t($7ﬂ777) = g(z) p.p dans K N Qs
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et

fle)+7 = C’_(p_l)gbii, + pmax {(u+e) 'R P 4 7

< fred(x,0,0) = g(z) p.p dans K N O\Qs,

pour tout ¢ € [0,1] et tout € € (0, 1). Par conséquent, étant donné un ensemble compact k CC 2,
il yaT >0 tel que
flx)+7<g(x), Vo e K

et ainsi, f < g et f,g € L2(Q). Ainsi, par le principe de comparaison forte, (voir annexe

proposition 2.5) nous en déduisons que
u(x) > u(x), Vo € Q.

La preuve de la seconde inégalité de (2.36) est réalisée de maniére similaire. Ceci compléte la

preuve de Prop.2.2 m
Proposition 2.3 sous ’hypothése (2.1) le probléme (Py) n’a pas de solution pour t = 0.

Preuve Argumenter par contradiction , prenons (u*, v*) € C*7(Q) x C7(Q), pour v € (0,1)

une solution non trivial (positive) de (P) avec
(u*,v*) € Og et t = 0. (2.53)

De (2.16) et (2.17)
u(r) = C 1z (z) > C_l%qblm(x),x € .

Dans la suite, nous fixons u; = ¢ '2¢, (x) et prenons A\; = A1, + 6 pour d > 0. Soit uy € Cj(£2)

une solution de :
—1
—Ayus = Asul” T,z € 9,

uy =0,z € 092.
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Alors pour ¢ > 0 petit et m assez large, on a
—Ayug = Aguzf_l < maPt = —Au”

et

-1 1
—Apuy = Apul T < AsulT = —Apus.

par la méthode du principe de comparaison :
u < ug <u',x € Q.

Considérons maintenant les solutions des problémes

—Aju, = Msu? "y x € Q,

n—1

u, =0,z € 0f.

On obtient une suite croissante {u,} telle que
U < Up_q < u, <u*,x € Q.

En passant a la limite, nous obtenons une solution positive u € VVO1 P(€)) pour le probléme

—Apu = \suP~H € Q,

u=0,x € N,

ce qui est impossible pour § > 0 assez petit parce que la premiére valeur propre pour p-laplacien
est isolé. Par conséquent, le probléeme (Py) n’a pas de solution pour ¢t = 0.

Définissons 1’homotopie H. sur [0,1] x C*(Q) x C1(2) par

Til O ¢ x’a7@
He(t,u,v) = I(u,v) — | 7 o Sredl® @)
0 qual faet(x,0,0)

I’homotopie H, est bient définit, d’apres le lemme 2.1(voir ’annexe) et parce que les fonctions
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fet €t g+ appartiennent a C(Q) pour tout x € Q et tout € € (0,1), En outre que
H. :[0,1] x C*(Q) x C(Q) — C*(Q) x C*(Q)

est complétement continu pour tous ¢ € (0, 1).
Ceci est da a la compacité des opérateurs T, 1, 7" : C(Q) — CY(), pour tout € € (0,1),
voir Compacité de T}, . pour plus de détails. Par conséquent, (u,v) € Og est une solution pour

(P,) si, et seulement si,

(u,v) € O et Ho(1,u,v) = 0.

D’apres la proposition 2.2 précédente et comme R est un priori strictement lié, il est clair que
les solutions de (Pf) doivent se trouver dans Op. Ainsi, le fait que le probléme (Py) n’ait pas de

solution pour ¢ = 0 (voir proposition 2.3) implique que
deg(H(0,-,-),Or,0) = 0,e € (0,1).
Par conséquent, a partir de la propriété d’invariance d’homotopie, il s’ensuit que

deg(H(1,-,),Or,0) = deg(H.(0,-,+),Ogr,0) =0,e € (0,1). (2.54)

La deuxiéme estimation
Nous montrons que le degré d’un opérateur correspondant au systéme (P,) est 1 sur ’ensemble
O. A cette fin, nous modifions le probléme pour nous assurer que les solutions ne peuvent pas

étre résolues. se produisent en dehors du rectangle formé par (u,v) et (@, ). Ensemble

wsiu>u vsiv >0
u=9q usiu<u<q ,0=4 vsiv<v<9P (2.55)
usiu<u vsiv <,
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on définir le probleme de la troncature

¢

Tye(u) = gres(w,u,v), 2 € L,
Tp,e(v) = gz,e,t($,u, v), x €,
u,v > 0,33 € Q,

u,v =0,z € 09,

avec

Gres(z,u,0) = Ha+e) o + (1 —t)n(¢y, +e)™ + pmax {(u+e)* "R @}

Goci(x,uv) = o+ )P0 4 (1 — (e, + £)%2 4+ pmax {(y 4 g)2 1 Ro2, 17‘1_1} ,

pour

=g
Il
v
—_
3!
Il
w
[\&)

il devient

Gres(z,u,v) = t(sp+ é)alsgl + (1 = t)n(¢y, +€)™ + pmax {(g + &)1t RA s’l’_l} ,

Goep(T,u,0) = t(s2+e)%2s72 + (1 — t)n(dy, +e)” + pmax {(v+e)> 'R s},

avec une constante > 0. La constante p > 0 est choisie suffisamment grand pour que les

inégalités suivantes soient satisfaites :
(s + €)a1—18§1 + pmax {(Q-i- €)a1_1R’81, (p— 1)85)_2} >0,

et
By(sz + )75 + pmax { (v + &) 'R, (¢ — 1)s7°} >0,

uniformément dans = € €, pour (s1, 89) € [u, 4] X [v,0] et € € (0,1).

Nous énongons le résultat suivant concernant le systéme de troncature (F).
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Proposition 2.4 Sous la condition (2.1) chaque solution (u,v) de (P,) est en C17(Q) x C17(Q)

pour certains v € (0,1),avec ||ul| o1, ||V]| o1y < R et satisfait
u(r) < ulzr) < a(z) et v(zr) < ov(r) K o(z), Vo € . (2.56)

Preuve Un argument assez similaire a celui de la preuve de la proposition 2.2 prévoit que
toutes les solutions de (P,) sont en C'7(Q) x C7(Q) pour certains vy € (0, 1).

Prouvons (2.56). Nous ne montrons que la premiére partie des inégalités dans (2.56) car la
seconde partie peut étre justifiée de la méme maniére. Pour cela, nous définissons les fonctions

f,g: Q2 — R donné par
fz) = Cf(pfl)hl(a:) + pmax {(g—i— €>a171R51’gp*1}

et

g('r> - 91,5,t($, u, 6)

De la Remarque 2.1, (2.16) et (2.7), pour tout € € (0,1) et pour tout ¢ € [0, 1], de méme maniére

de proposition 2.2, Nous obtenons

(¢4 1= ) u+ )10 < tu+ )07 + (1= O)u+ )"
< b+ ) + (1= (O %01, + )™ (O ) -
< tu+ o)+ (1 1)(C71Dp,  + ) (CL M)A '

)

< t(u+ )M + (1= t)n(ey, + )™, N\

a condition que 1 > 0 soit suffisamment grand. Ensuite, suivant I’argument assez similaire qui
prouve (2.36) dans la proposition 2.2, on obtient pour chaque ensemble compact K C €2, il existe

une constante 7 = 7(K) > 0 telle que
f(x)+7 < g(z) p.p dans €.

Par conséquent, f < g et f,§ € L2.(€2). Ainsi, par le principe de forte comparaison
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(voir la proposition 2.5), nous déduisons que

u(z) > u(zx), Vo € Q.

Définissons ’homotopie N sur [0, 1] x C1(Q2) x CH(Q) par

' 0 ci(T,u,v
N.(t,u,v) = I(w,v) — | *° o | Geal®uwv) ) (2.58)
0 Tq_’g1 G2.ct(T,u,v)

Clairement, le lemme 2.1 et la proposition 2.6 impliquent que V. est une homotopie bien définie
et complétement continue pour tous les € € (0,1) et tous ¢ € [0,1]. De plus, (u,v) € O est une

solution du systéme (F,) si, et seulement si,
(u,v) € O et N.(1,u,v) = 0,e € (0,1).

On tenant compte de la proposition 2.4 et de la définition de la fonction u et o, toutes les
solutions de (P,) sont également des solutions de (P,). De plus, ces solutions doivent étre dans
Pensemble O. De plus, pour ¢ = 0 dans (2.58), le théoréeme de Minty-Browder avec I'inégalité de
Hardy-Sobolev et [25,]lemme 3.1] garantissent que les problémes

—Apu =n(py, +e)*, v €Q ‘ —Dgv =1(by, + )20 €Q
e

u=0,x € v=0,z € 0,

admettre des solutions positives uniques . et 9. dans C*7(Q) pour certains v € (0,1) et pour

e € (0,1), respectivement. Ensuite, la propriété d’invariance a I’homotopie du degré donne

~ ~

deg(N.(1,.,.),0,0) = deg(N(0,.,.),0,0) (2.59)
= deg(N.(0,.,.), Br(0),0)

= 1.
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Puisque

H.(1,.,.) = N.(1,.,.) dans O,

il s’ensuit que

N

deg(H.(1,.,.),0,0) =1, (2.60)

pour tout € € (0,1). m
La troisiéme estimation :

Ensuite, nous supposerons que :
Ho(1,u,v) # 0,Y(u,v) € O,

autrement nous aurons une solution (., 0.) € 90 ,ce qui differe de la solution (u,v) du théoréeme
(2.1), car (u,v) € O. Ici, nous avons utilisé que O est un ensemble ouvert, puis (u,v) ¢ dO.

Par (2.59), (2.60) et (2.54), on déduit de la propriété d’excision du degré de Leray-Schauder
que :

deg(H.(1,-,-),0\0,0) = —1

et donc le probléme (P,) admet une solution (i, 7.) € C*7(Q) x C17(Q) pour certains v € (0, 1)
avec

(e, 3.) € OR\O. (2.61)

Au vu de la Remarque 2.1, (1., 0.) est nécessairement une autre solution de (P,).
Preuve du théoréme (2.2)
Définissez ¢ = % avec tout entier positif n > 1. De (2.61) avec € = %, nous savons qu’il existe
(tin, ¥n) = (1, V1) borné en Ct7(Q) x C(Q) pour certains v € (0,1) tel que
—Ayity, = (it + D)5z € Q,
— AU, = U (U, + =)P2, 2 € Q, (2.62)

iy = Ty, = 0,7 € 09,
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satisfaisant

(thn, B) € OR\O V¥n € N. (2.63)

En utilisant le théoréme d’Arzel‘a-Ascoli, on peut passer & la limite dans C*(Q) x C*(Q) et les

fonctions limites (4, 9) € C1(Q) x CY(Q) satisfont (P) avec
(i, %) € OR\O. (2.64)

Enfin, a cause de (2.64) et de la proposition 2.1, nous obtenons que (#,?) est une deuxiéme

solution du probléme (P). m
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2.4 Annexe

2.4.1 Principe de comparaison forte

Proposition 2.5 Soit uj,uy € C**(Q), B € (0,1), soient les solutions des problémes

Tpe(ur) = f(z), 2 €Q . Tpe(ug) =g (z),x €Q

e
up = 0,2 € 09, us = 0,z € 99,
Tpe(u) = —Apu + pmax {(Q + 5)0‘1_1 RP1 ’u|p—2 u} 7

pour certains e € (0,1) et f,g € L2 (Q). Si f < g, c¢’est-a-dire pour chaque ensemble compact

loc

KcQilyar=1(K)>0 tel que
fz)+7<g(x),pp dans K,

alors u; < us.

Preuve La preuve est trés similaire & celle de la proposition 2.6 dans [7], il suffit de notons

que pour tous a, b, c,d € R I'inégalité suivante est vraie :
lmax {a,b} — max {c,d}| < max{|a—c|,|b—d|}, (2.65)

qui conduit a

lmax { (u + ) RO |uy P2 w1} — max { (u+ &) RO uglP 2 us }|

!

< |’U1|p_2 uy — |uy 2| :

La derniére inégalité est un point clé dans les arguments trouvés dans[7]. m
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2.4.2 Compacité de T},

Considérons le probleme de Dirichlet

Ty(w) = f(x) 2 €9
u=02x € N,

(2.66)

ot 2 est un domaine borné dans RY, f € W17(Q) et T, : Wy *(Q) — W% (Q) est 'opérateur

défini comme suit :
Tp-(u) = —Apu + pmax { (u+ S R N T u} pour tout & € (0,¢p).
Une solution de (2.66) est comprise dans le sens faible, c¢’est-a-dire u € W, (Q) satisfaisant

/ (IVulP~? VuVep + pmax { (u + )™ " R, JulP " u} ¢) do = / f () pd, o € Wy P(Q).
Q Q
(2.67)

Lemme 2.1 Le probléme (2.66) posséde une solution unique u. dans Wol’p(Q) pour tout
e € (0,e9). De plus, si f € L=(Q) la solution u. appartient a C*7(Q), pour certains y € (0, 1),
et satisfait

[ucllprn < R, (2.68)

ot R est une constante positive, qui dépend de | f]|.

Preuve Pour prouver le lemme, nous appliquons le théoréeme Minty-Browder. Pour ce faire,
nous prouvons que l'opérateur 7, . est continu, monotone strict et coercitif pour tout € € (0, g¢).
Montrons que T}, est un opérateur continu. Pour {u,} C Wy (Q) avec u, — u dans Wy (Q),
nous avons

||T f(un) —Tpe (U)Hw—l,p’(g) = sup ’<Tp,6(un) —Tpe (u>7 90>|
PEWs P (Q),llelly , <1

< Jo [(IVual"™ YV — [Vu|"™* Vu) V| dz
—i—pfg ‘max{(g-l-g)al—l Rﬁl, |un|p—2 Un} B maX{(u_i_g)al—l Rﬁl, |u|p—2u}‘ ’90\ de.
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Ensuite, si p > 2, en utilisant [23,Lemme 5.3] avec 'inégalité de Holder et (2.65), nous dérivons

p/
Lp

! (p—2
1T e (tn) = T (W) sy < € 11Vl + [Vl 2772 [ty — ]

+p sup fQ {max {0, |Un‘p_2 Up — |U|p_2 u}| o] da (2.69)
WP (Q),ll¢ll; ,<1

<C (lunllyy +llly) ln =l + p ™ = [l wl,

p

avec une constante C' > 0. Si 1 < p < 2 [23,Lemme 5.4] et I'inégalité de Holder implique que

-2 -2
[ Tp,e(un) — Tp,E(u)Hw—Lp'(Q) < ¢p lun —ully, +p |Hun|p Uy — [u[""u o (2.70)

En conséquence, 'opérateur 7, . est continu pour tout € € (0, o).
Maintenant, nous affirmons que 7, . est strictement monotone et coercitif. En effet, supposons

que up, us € VVO1 P(€2). Nous notons que 'intégrale
/ (max {(u+ &) ' R Jug [P ug b — max {(u+ )" T RO uoP P up ) (un — up) do (2.71)
Q
est positif parce que

(max {(u+ &) " R Jug [P ug b — max {(u+ )" T RO uolP P ug ) (un — up) > 0,2 € Q.
(2.72)

Alors pour tout € € (0,¢) on a

(Tye(ur) — Tpe(uz), ug — ug) = fQ <(]Vu1|p72 Vu, — |Vu2\p72 VUQ) ,V (ug — u2)> dx
+p [y (max {(u+ ) RO [P % us b — max {(u+ &)™ RO, fuo|" P un}) (wr — up) da
> [q <(|Vu1|p_2 Vu; — |Vu2|p_2 Vu2) ,V (uy — u2)> dx,

et la réclamation découle de la monotonie absolue de —A, dans VVO1 P(Q). La coercivité
de l'opérateur T} ., peut étre facilement prouvée en utilisant la coercivité de —A,. Nous pou-
vons maintenant appliquer le théoréme de Minty-Browder qui garantit I’existence d’une solution
unique pour le probléme (2.66) dans W, *(Q). Ensuite, nous montrons que les solutions u. de

(2.66) sont dans C17(Q), pour certains v € (0,1) pour tout ¢ € (0,&¢). La preuve est basée sur
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la technique des itérations de Moser associée a la théorie de la régularité non linéaire (voir [32]).

Pour M > 0, définissez sur €2 la fonction u. p(z) = min(u.(x), M). Nous agissons sur(2.67) avec
p=ulf" on

kip+1=p* (2.73)

qui donne
/((k1p+ 1) [Vue [P ully + pmax { (w+ )™ " R, fucl’ ™ u} ul k”’“ d:c_/f Yl
Q
(2.74)

D’apres le théoréme d’inclusion de Sobolev, le coté gauche de (2.74) est estimé de dessous comme

suit

/ ((klp + 1) |Vue m |’ klp P+ pmax {(u+ &)™ RO Ju PP} uklpH) dr (2.75)
Q

v

/ (ko + 1) [V P, + p el ) i
Q

v

/ ((k‘lp + 1) ’VUE M|p klp Mt pu(klﬂ)p) dx

Q

. klp + 1 /
(ky+1

ol C est une constante positive. A partir de (2.73), le coté droit de (2.74) est estimé d’en haut

klp + 1 p*

Z Clm e v ey 1) -

par

ptl (2.76)

P*

/ F@)aPrde < £, / WP < £
Q

En suivant les mémes arguments que dans [36], nous obtenons que u. € L*>°(€2) pour tout

e € (0,g0). Ensuite, de la théorie de la régularité non linéaire [32], nous déduisons que
u. € CY(Q), pour certains v € (0,1) et |Juc||o1,, < R pour une grande constante R > 0 et pour
tous les € € (0,¢9). ™

Le lemme 2.1 assure que 'opérateur inverse

1.00Q) — YY)

28
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est bien défini pour tous les € € (0,g9). La proposition suivante donne quelques propriétés

concernant 771,
Proposition 2.6 L’opérateur Tp;1 est continu et compact pour tout € € (0,&p).

Preuve Tout d’abord, montrons que Tp_s1 est un opérateur continu. Nous allons donc définir

fo — f en C(Q). Notant u, = T, }(f,) se lit comme

/Q (|Vun|pf2 Vu,V + pmax { (u+ &) RO Ju, [P Up} @) da = /Q I () @dz, (2.77)

pour tout ¢ € Wy*(Q). Puisque par (2.68) la suite {u,} est bornée dans W, (), ainsi que une
sous-suite noté au sens tient

U, — u,u € Wy (Q). (2.78)

Nous mettons ¢ = u,, — u dans (2.77) Le théoréme de convergence dominé de Lebesgue assure

nh_)r{.lo (—Apun, uy, —u) = 0.

La propriété S, de —A, sur WyP(Q) avec (2.78) implique u, — u dans Wy*(Q2). De plus,
la délimitation de la suite {u,} dans C17(Q) et puisque l'injection de C17(Q) C CYQ) est
compacte, il s’avére que le long d’une sous-suite noté au sens, on a le fait que u,, — u en C'()
Finalement, (2.77) donne u = T, }(f), prouvant que T, ! est un opérateur continu. Ensuite, nous
montrons que T, }(C(£)) est un sous-ensemble relativement compact de C'*(Q).

On a u, = T, (f,) avec f, € C(Q) pour tout n. Suivant le méme raisonnement que précé-
demment, on trouve u € C*(Q) tel que, le long d’une sous-suite noté au sens u,, — u dans C*(Q),

ainsi, la compacité relative de Tp_g1 est prouvée.
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Conclusion

L’objectif de ce travail est de traité un probléme quasi-linéaire avec singularités, et 1’établis-
sement de I'existence de deux solutions positives.

La méthode des sous et sur solution est un outil permettant de montrer I'existence de la
premieére solution faible de probléme gréace a la fonction propre associée a ’opérateur p—Laplacien,
et d’autres solution connues des problémes elliptiques intervenant le p-Laplace, cette solution est
située dans un ensemble bien approprié, incluse dans un rectangle [u, v] X [, 7] qui appartient a
CH(Q) x C(Q),y € (0,1).

La deuxiéme solution est trouvée par passage de limite ¢ — 0 dans un autre probleme de
perturbation (P,) dont l'existence de sa solution est prouvé par le degré topologie de Leray-

Schauder. qui va ce situer dans un autre ensemble.
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