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In this memory, we are interested in the
study of problems of local and global existence
and the blow-up in finite time of solutions for
some fractional partial differential equations. We
started with some basic notions and notations.
Then we studied two nonlinear fractional
equations; the first equation with a fractional
Laplacian in space and the second equation with
fractional derivatives in time and space.

Fractional derivatives and integrals, fractional partial
differential equations, locale existence, blow-up of
solutions, global existence.



Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a |'étude
des problemes d'existence locale et globale et explosion en
temps fini des solutions pour certains équations aux derivées
partielles fractionnaires. Nous avons commencé par quelques
notations et notions de base. Ensuite, nous avons étudié deux
équations fractionnaires non linéaires; la premiere équation
avec un Laplacien fractionnaire en espace et la deuxieme
équation avec des dérivées fractionnaires en temps et en
espace

Mots clés

Dérivées et intégrales fractionnaires, équations aux dérivées
partielles fractionnaires, existence locale, explosion des
solutions, existence globale.
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Introduction

Les phénomenes de la diffusion anormale ont été observés durant ces derniéres années, dans de
nombreux domaines, tels que ceux de la turbulence, de I'infiltration dans les milieux poreux et
du controle des pollutions, bien que la demande de modélisations mathématiques appropriés soit
élevée dans la biomécanique a la géophysique a 'acoustique, la modélisation de la diffusion anor-
male par des équations différentielles était longtemps une question de la physique mathématique
embarrassantes.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a I'étude de certains problemes d’équations différen-
tielles fractionnaires en temps et/ou en espace. Les solutions de ces équations peuvent explose en
temps fini. Dans ce cas le temps maximal d’existence est relié a une alternative d’éxplosion. Ce-
pendant, pour donner un sens a la notion d’explosion en temps fini, il faut bien préciser ’espace
dans laquel on travaille et avec quelle norme on mesure la solution.

Ce mémoire est divisé en trois chapitres, dans le premier chapitre, on introduit quelques nota-
tions et notions de base, la notion de la dérivation et de I'intégration d’ordre fractionnaire selon
quelques approches (Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville et Caputo) et quelques applications
des dérivées fractionnaires.

Dans le deuxieme chapitre, nous étudions une équation d’évolution avec un Laplacien fraction-
naire et un terme non-linéaire non-local en temps. On montre que la solution est globale dans
le cas sur-critique pour toute donnée initiale ayant une mesure assez petite, tandis que dans le
cas sous-critique, on montre que la solution explose en temps fini 7;,.x > 0 pour toute condition
initiale positive et non-triviale. Dans ce dernier cas, on cherche le comportement de la norme L
de la solution en précisant le taux d’explosion lorsque ¢ s’approche du temps d’explosion T},.x.
Nous cherchons aussi les conditions nécessaires pour I'existence locale et globale de la solution.
Dans le troisiéme chapitre on généralise le resultat du deuxiéme chapitre a une équation diffé-
rentielle fractionnaire en temps et en espace.

Enfin, ce travail se termine par une conclusion résumant les principaux résultats étudiés.

iii



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Notations et notions de base

1.1.1 Espaces fonctionnels

On désigne par LP(f2), 1 < p < oo l'espace de fonctions u mesurables sur () telles que

/ lul” dz < oo,
Q

1
Il i) = / luf? d.

On désigne par L>(2) 'espace de fonctions v mesurable sur €2 et vérifient

muni de la norme

lu| < C p.psur (2,

ou C' est une constante positive. L>°({2) muni de la norme

[ull ooy = sup ess|u(x)| =inf{C,|u] < C p.psurQ}.
te(0,T)

On définit les espaces LP([0,7],X),1 <p < oo et L>([0,T], X) comme suit

T
LP([0,T],X) = {u [0, 7] - X mesurable,/ ull% < oo},
0

muni de la norme

T
T / .
1
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L>([0,T],X) = {u :[0,T] — X mesurable, sup ess||ul’% < oo} :
te(0,T)

muni de la norme

HuHip([o,T],)() = Sup 635”“”?{
te(0,T

Co (RY) est I'espace de toutes les fonctions continues sur R tendant vers zéro lorsque z tend
vers I'infini .

H'(Q) est I'espace de Sobolev défini par

H(Q) = {u e L*(Q): g;‘i

D’une fagon générale pour m € N* et 1 < p < oo, les espaces de Sobolev H™(2) et W™ () sont

EL2(Q),1§i§n},

définis comme suit

H™(Q) = {ue L*(Q) : D*u € L*(Q) pour tout a € N" vérifiant || <m},

muni de la norme

2 a, |2 a, |12
||U||Hm(s2) = 2. Dl dz = > [|D U”Lz(g)v

la|<m JQ |a| <m

WmP(Q) ={ue LP(Q): D e LP(Q),|a| <m},

muni de la norme

[l = 22 1D ulLpgy

la|<m
ol D = 202t o = 32" |« est la dérivée au sens des distributions
Oz 1 +0z5 2 +..+0z7" =1 .
L2 () est 'espace des fonctions localement intégrable défini par

o0
Lloc

Q) = {u 0 —R mesurable,/ |u|” dz < oo pour tout compact de Q} :
K

1.1. Notations et notions de base
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1.1.2 Inégalités utiles

eInégalité de Holder Soient 1 < p, ¢ < oo avec | + = 1, et u une fonction de L”(2) et v une

fonction de L4(2). Alors I'inégalité de Holder s’écrit

/Q|uv|dx§ (/Q|u|pdx>; (/Q |U|Q);

Soient a, b deux nombres réels et p, ¢ deux nombres réels tels que % - % = 1, alors on a I'inégalité

eInégalité de Young

de Young suivante

alP b
ab < — + —.
p q

eInégalité de c—Young
Soient X > 0, Y > 0 et p,q deux nombres réels positifs tels que % + é = 1, alors l'inégalité de

e—Young s’écrit comme suit

XY <eXP+CO(e) YO

eInégalité de Ju

Soient N > 1, § € [0.2] et ¢ > 1, pour toute fonction non négative de Schwartz ¥, on a

(A2 7 < gt ()% .

ou A est le Laplacien.

1.1.3 Notion d’existence locale et globale

létude d’existence locale et d’unicité de solutions d’équations aux dérivées partielles est ba-
sée sur la théorie d’existence pour des équations différentielles semi linéaires abstraites ( voir
A.Friedman, D. Henry, A. Pazy ). Soit (X, ||.||) un espace de Banach et soit A : D(A) C X — X un
opérateur linéaire, et f : X — X,

Considérons le probleme

{%—Au:f,t>0, .1

u (0) = up.

1.1. Notations et notions de base
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Définition 1.1 On dit qu’une fonction u de la variable t > 0 a valeurs dans X est une solution locale
du probléme (1.1), s’il existe un intervalle maximal [0, T), sur le quel u est définie, et elle est 'unique
solution de (1.1) dans C*([0,T), X) .

En particulier, 'une des deux éventualités suivantes a lieu

i) T =400

ii) T < 400 et limy_7 ||ul]| = 40

On dit que la solution est globale si i)est satisfaite, et que la solution explose en temps fini si on

a ii).

1.2 Dérivation et intégration fractionnaire

Avant de donner la définition de la dérivation et l'intégration fractionnaires, on introduit les
définitions de quelques fonctions utiles pour la suite.

Fonction Gamma

La fonction Gamma prolonge la fonction factorielle a 'ensemble des nombres complexe ( sauf en

certains points), elle est définie comme suit

Définition 1.2 Pour « € C tel que Re(a) > 0, on définit la fonction Gamma par

+oo
:a— / exp (—t) 1> dt.
0
Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe ou la partie réelle est strictement
positive.
On trouve, en intégrant par parties, que
['(a+1)=al (a), Re(a) > 0.

Et en particulier

I'(n+1)=nYneN.

Fonction Béta

La fonction béta est définie par

1
B(p,q) = /0 71 (1 — 1) dr, Re (p) > 0, Re(q) > 0.

Remarque 1.1 Le lien entre la fonction Gamma et la fonction béta est

1.2. Dérivation et intégration fractionnaire
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LI (a)
m, Re (p) > 0, R€(q> > 0.

On note que I'idée de la dérivation et I'intégration fractionnaire est la généralisation de la dériva-

B(p,q) =

tion

et 'intégration itérées.

1.2.1 Intégration fractionnaire

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b]. On considére I'intégrale

10 (2) = / fy,

et

I<2>f(x):/jdt/:f(u)du:/:(x—t)f(t)dt.

Le n**™¢ itéré de 'opérateur I peut s’écrire

I(”)f(x):/:dxl / d:cQ.../jn_lf(:vn) day = — / (x — )"V f @),

n—1
pour tout entier n :
Cette formule est appelée formule de Cauchy.
Riemann a généralisé cette formule pour n non entier, et I'intégration fractionnaire est définie

par

Définition 1.3 Soit f € [a,b], a € RT, lintégrale

W= L [ e
107 @) =5 [ =0 rw

telle que a €] — oo, +00]
est appelée intégrale fractionnaire (a gauche ) de Riemann-Liouville d’ordre a, et I'intégrale

1@ = [ =0 Fa

telle que b €] — 0o, +00|
est appelée I'intégrale fractionnaire (a droite ) de Riemann-Liouville d’ordre «.

1.2. Dérivation et intégration fractionnaire
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1.2.2 Dérivation fractionnaire

On va citer les approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications.

Approche de Griinwald-Letnikov

Lidée de cette approche est basée sur la remarque qu’on peut exprimer la dérivée d’ordre entier
p (si p est positif) et 'intégrale répétée (—p) fois (si p est négatif) d’'une fonction f par la formule

suivante

n

DPf(t) = lim h 7 " (~ 1)t — k),

h—0
k=0

avec (V) = P(p—l)(P—2lz-~--(P—k+1)

La généralisation de cette formule pour p non entier (avec0 <n —1<p <n) est

n

b - I'(k+p)
CDPf(t) = lim h ;F(Hl)r( p)f(t—kh),

et

Puisque on a

P\ F(k—p)
(—D*¢) = T+ D0(p)

Et si f est de classe C™, alors utilisant I'intégration par parties, on obtient

—_

n—

GD_pf(t) _ f(k)(a) (t — a)kﬂg 1

+
T(k+p+1)  T(n+p

=y @ar,

il

0
et aussi

p nlf t_a)kp 1 ' n—p—1 rn
SDPf(t) z; Fk oD +F<n_p)/G(t—T) £ () dr.

Exemple 1.1 1)-Dérivée d’une fonction constante au sens de Griinwald-Letnikov

La dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov d’une fonction constante n’est pas nulle
en générale

Si f(t) = c et p est un nombre non entier positif on a

1.2. Dérivation et intégration fractionnaire [
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f®=0k=1,2,...n

. B c e 1f a)(t —a)k" 1 ¢ nep1 pn
“Drf(t) = —F<1_p) (t—a) +;; T k: b 1) +F(n—p)/a (t—1) f (r)dr
— m(t—a)p.

2)- La dérivée de la fonction f(t) = (t — a)*
Soit p est un nombre non entier telque 0 <n — 1 <p <n, aveca >n — 1, alors on a

f®(a)=0k=0,1,2,....,n —1,

et

Donc on obtient

I'(a+1)
Fn—pTl(a—n+

“prf(t) = D /a (t—7)"P (1 —a) Pdr.

Utilisant le changement de variables 7 = a + s(t — a), on trouve

D) = <n_£>(?&1_)n+1> / (t =7y (7 — a)" " dr
I'(a+1) a-p t n—p-1 .a—n
= F(n—p)F(a—n—l—l)(t a) /a(l s) s*"ds
_ F(a—l—l)ﬁ(a—p,a—n—i—l)(t_a)a,p
F'n—p)l(a—n+1)
_ F'a+)I'(n—p)I'(a—n+1) (t— a)*
'n—p)I'(a—n+1)I'(a—p+1)
I'(a+1)

B Fa—n+1) (t=a)"".

A titre d’exemple, on a

Approche de Riemann-Liouville

1.2. Dérivation et intégration fractionnaire
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Soit f une fonction intégrable sur [a, ¢], alors la dérivée fractionnaire d’ordre p,

avec n — 1 < p < n, au sens de Riemann-Liouville est définie par

D) = e [ =T = G (7 0).

Remarque 1.2 Si f est de classe C™, alors apreés des intégrations par parties et des dérivées répétées,

on obtient

n=1 £5) (@) (t — q)k—P t ,
D) = > : T Ek;)it D+ )1) T (nl— p) / (t =0 S0 () dr =5 DV ().

On voit dans ce cas que I'approche de Riemann-Liouville et 'approche de Griinwald-Letnikov

sont équivalentes.

Exemple 1.2 1)-Dérivée d’une fonction constante

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction constante, en générale, n’est pas
nulle ni constante, et on a

RLprC = (t—a)™?.

I'(1—-p)
2) -La dérivée de la fonction f(t) = (t — a)®

Soit p un nombre non entier, 0 <n —1<p<neta > —1,alorson a

;ﬁ/t(t_ )n*p*1< . )ad
T —p)din /. T T —a) dr.

Utilisant le changement de variables 7 = a + s(¢ — a), on obtient

RLDP (t — a)* =

RLD? (f— q)" — ﬁ%u—a)"*“ / (1— 8" s
_ F(n—i—a—p—i—l)ﬁ(n—p,a—l—l)(t_a)a_p
I'(n—p)
_ F'n+a—p+1)T'(n—p)T'(a+1) (t— a)"
F'n—pT'n+a—p+)I'(e—p+1)
_ I'(a+1) (t— )"
I'(a—p+1) '

A titre d’exemple

1.2. Dérivation et intégration fractionnaire |J
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Propriétés
1)- Composition avec I'intégrale fractionnaire
Lopérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse gauche de

I'opérateur d’intégration fractionnaire, c-a-d

REDP(IPf (1) = ] (2).

Mais en générale, on a

HEDP (I (1) =" DM (1),

Sip—q<0,RLDP=af(t) = [T7Pf(t).
Généralement les opérateurs de dérivation et d’intégration fractionnaires ne commutent pas

RLpy-p (RLqu (t)) —RL Dap¢(t) — é (RLDq_kf(t))t:a %»

avecm —1<qg<m.
2)- composition avec les dérivées d’ordre entier
La dérivation fractionnaire et la dérivation classique ne commutent que si
f® (a) =0,k =0,1,2,....n, on a dans ce cas
&g ) =" D 1),
dtn
et

(a)(t — a)f 7
(k—p—n+1)

RL d" RL pyn+ ol f
D (Gt ) =" Do ) - £ 1

3) Composition avec les dérivées fractionnaires

Soitn—1<p<netm—1<q<m,alors

RL yp (RLqu (t)) —RL ppraf(y) — é [Dq—kf(t)}t:a %7
et
RLDq (RLDpf (t)) _RL Dq+¥’f(t) — é [Dp_kf(t)}t:a %

Donc pour que les opérateurs de dérivations fractionnaires "2 D? et *2DP (p # ¢), commutent , il
faut que [D7*f(t)],_. =0, et [DP7*f(t)],_ = 0. pour tout k = 0,1,2...,m.
Approche de Caputo

1.2. Dérivation et intégration fractionnaire |[gJ
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Pavantage principal de 'approche de Caputo est que les conditions initiales des équations diffé-
rentielles fractionnaires avec des dérivées de Caputo acceptent la méme forme comme pour les
équations différentielles d’ordre entier, c-a-d, contient les valeurs limites des dérivées d’ordres

entiers des fonctions inconnues en borne inférieur z = a.

Définition 1.4 Soit p > 0avecn —1 < p <n, (n € N*) et f une fonction telle que L= f € Ly[a,b] .

La dérivée fractionnaire d’ordre p de f au sens de Caputo est définie par

D) = o [ O = ().

Propriétés

1)-Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville

Soit p > 0 avecn — 1 < p < n, (n € N*), supposons que f est une fonction telle que “DPf(t) et
RLDp f(t) existent, alors

n=1 (k) () (t — q)k—P

et on remarque que si f*)(a) =0, pour k =0,1,2,...,n — 1, on aura

CDPf(t) =" DP ().

2)-Composition avec 'opérateur d’intégration fractionnaire

Si f est une fonction continue, on a

n=1 £(k)(q —a)k-P
DI (0 = 1 (0 e D) = 7 () - & LA

Donc l'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de 'opérateur d’intégration frac-
tionnaire

mais n’est pas un inverse a droite.

Exemple 1.3 1)-Dérivée d’une fonction constante

La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle

CprC =0.

2)-Dérivée de la fonction f(¢) = (t — a)* au sens de Caputo

Soit p un entieravec0 <n—1<p<n;eta >n—1,alorson a

1.2. Dérivation et intégration fractionnaire
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d’ou

I'(a+1) ' nep=l e g
F(n—p)F(a—n—i—l)/a(t_T) (T —a)" "dr.

Utilisant le changement de variables 7 = a + s(t — a), on obtient

“Dr(t—a)* =

I'(a+1)

“Dr(t—a) = P(n_p)r(a_n+1)/a(t—T)n_p_l(T—a)a_"dT

_ ['(a+1) — )P ' _ gyl gamn g

= Toplla—ntn % /a(l ) d

_ F(O‘+1)5(n_p70‘_n+l>(t_a)a—li
F'n—pl(a—n+1)

Fla+1)I'(n—p)T'(a—n+1)

- F(n—p)F(a—n—i—l)F(a—p—i—l)(t_a>a_p
_ I'(a+1) (t—a)*"
 T(a—p+1) '

Quelques propriétés générale des dérivées fractionnaires

1)-Linéarité : La dérivée fractionnaire est une opération linéaire

DY(\f(t) + pg(t)) = AD*f(t) + pD%g(2)

2)- Régle de Leibniz : Si f et g sont deux fonctions continues sur [a,t| ainsi que toutes leurs

dérivées ; la formule de Leibniz est

DE(f(1) x g(t)) = 32 () FO () D) ()

k=o0

ou n est un entier et D® est la dérivée de Griitnwild-letnikov et de Riemann-Liouville.

1.3 Applications des dérivées fractionnaires

Les dérivées et les intégrales d’ordre entier ont des interprétations physiques et géométriques
claires ce qui simplifient leur usage pour résoudre des probléemes appliqués dans plusieurs champs
de la science.

Cependant, le calcul fractionnaire est né le 30 septembre 1695 mais il n’y avait pas d’interpréta-

tion géométrique et physique acceptable de ces opérations pour plus de 300 années.

1.3. Applications des dérivées fractionnaires
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1.3.1 Exemple simple

Interprétation physique de I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Pour donner l'interprétation physique de I'intégration non entiere, nous considérons 'exemple
d’un conducteur d’une voiture. Supposons que la voiture est équipée de deux appareils de mesure,
le compteur de vitesse qui enregistre la vitesse de conducteur et '’horloge qui affiche le temps 7.
Cependant, le temps 7 affiché par I'horloge est incorrect. Nous supposons que la relation entre le
temps incorrect (affiché par I'horloge et dont le conducteur considere comme le temps exact), et

le temps exact 7" est donnée par la fonction ¢;(7) telle que 7' = ¢;(7) et

1
= — [t — (t— 7). 1
9:(7) F(t)[ (t—1)"] (1)
Ceci signifie que si le conducteur mesure l'intervalle de temps d7, le vrai intervalle de temps est

dT = dgy(7).
Le conducteur A représente le conducteur de la voiture ; ignorant ’erreur de I'’horloge, calcule la

distance parcourue au moyen d’une intégrale classique

Sa(t) = /Ot V (7)dr, 2

Un observateur O, lui en connaissance de la mauvaise mesure de ’horloge et de la fonction ¢;(7)

reliant le temps incorrect au temps exact, calcule la distance réellement parcourue par la voiture

500 = | V(7 dgu(r) = 19V (1), @)
avec
V(1) = Fi(t)/o (t— )V () dr.

Lintégrale donnée par I'équation (2) peut étre interprétée comme la distance parcourue par un
mobile pour lequel nous avons effectué deux mesures :

Une mesure correct de la vitesse et une mesure incorrect du temps. lintégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville donnée par I'équation (3) peut étre interprétée comme la véritable distance
parcourue par I'objet mobile, pour le quel nous avons enregistré ses valeurs locales de la vitesse
V(7) (C’est sa vitesse individuelle ) et la valeur locale du temps 7 (temps individuel ), sachant que

la relation entre le temps enregistré localement et le temps cosmique est donnée par la fonction

(7).

1.3. Applications des dérivées fractionnaires
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La fonction ¢;(7) décrit le temps échelle non homogene, qui dépend non seulement de 7, mais
aussi du parametre ¢ qui représente la derniere valeur mesurée du temps individuel de 1'objet
mobile. quand ¢ change, l'intervalle de temps cosmique change également.

La notion du temps cosmique est reliée au changement de la gravité dans I'espace temps d'un
corps en déplacement. En effet un corps mobile change sa position dans I'espace temps, le champ
de la gravité dans 'espace-temps tout entier change également en raison de mouvement. Par
conséquent ; I'intervalle de temps cosmique, qui correspond a I'histoire du mouvement de I'objet
mobile, change. Ceci affecte le calcul de la vraie distance S (¢) parcourue par cet objet mobile.
Donc, l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la vitesse individuelle V' (7), d'un objet
mobile, pour lequel la relation entre son temps individuel 7, et le temps cosmique 7" a chaque
instant ¢ est donnée par la fonction connue

T = g,(7), décrite par 'équation (1) représente la véritable distance S (¢) parcourue par cet objet.
Interprétation physique de la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

En utilisant les propriétés de la dérivation et de I'intégration fractionnaire, on peut exprimer
I'expression de la vitesse individuelle V'(7) a partir de la véritable distance parcourue S ().

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de la vraie distance Sy (¢) parcourue par le mobile

permet de donner 'expression de la vitesse individuelle V' (¢) : V(1) = D*S; (t) avec

1 d [ So(t)
@ = — [ = <a<l.
DSo(t) F(l—a)dt/o (t_T)adTO_Oé_l

On peut aussi dériver la valeur de la véritable distance par rapport a la variable de temps ¢ qui
donne la relation entre la vitesse V;(t) = S;(¢) du mouvement de point de vue de l'observateur

indépendant O et la vitesse individuelle V' (¢) :

Vo(t) = %PV (t) = D'V (t).

Par conséquent, la dérivée au sens de Riemann-Liouville d’ordre (1—«), de la vitesse individuelle
V (t) est égale a la vitesse de vue de l'observateur indépendant V;(t), si le temps individuel 7 et le

temps cosmique 7 sont reliés par la fonction 7' = ¢,(7), décrite par 'équation

1 . o
9(T) —m[t —(t—71)",
pour a = 1, quand il n’y a aucune déformation dynamique de I’échelle de temps, les deux vitesses

coincident :

1.3. Applications des dérivées fractionnaires



Chapitre 2

Etude d’une équation différentielle non
linéaire avec une dérivée fractionnaire en

espace

2.1 Introduction

Dans ce chapitre (voir [19]), on s’intérésse a 'équation d’évolution suivante :

t

up + (—A)P 2y = T L /(t —8)7 [uPHu(s)ds, =e€RN t>0,

1—y)
0

U(l’,O) = U()(ﬂf), WS RN7

(2.1.1)

GUN>1,0<8<20<y<1p> 1etD((—A)ﬂ/2) — H? (RV) , avec

HI(RY) = {ue S (-A)ue L*(RY)} si 8¢ N,

H(RY) = {u e L*(RY); (—A)Pue LARY)}  sifeN,
ou S’ est I'espace des distributions de Schwartz et H”(RY) I'espace de Sobolev homogeéne d’ordre
3. T est la fonction gamma d’Euler et uy € Co(RY) ot Cy(RY) est espace de toutes les fonctions
continues sur R tendants vers zero lorsque x tend vers l'infini.
Lapparition de la constante I' (1 — ) est la juste par commodité. Elle nous permet d’écrire le

probléme (2.1.1) sous la forme :

14
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up + (=A% = Jor (|uP~u) reRN t>0,
U(ZE,O) = 'UJO(:E) P WS RN7

ota=1—-v€(0,1)et,

t

Jopf (t) = ﬁ/(t — 5)* 1 f(s)ds,

pour tout ¢t € [0,7],7 > 0ettout f € L1(0,7) (1 < g < +00).

est I'intégrale fractionnaire a gauche de Riemann-Liouville d’ordre « (voir 25).

Comme une motivation physique, le probleme (2.1.1) est un intéressant modele physique dans le-
quel un milieu superdiffusive est couplé a un milieu classique de diffusion. Le terme non-linéaire
de (2.1.1) pourrait étre interprétée comme I'effet d'un milieu qui est classiquement diffusif non
linéaire liée a un milieu superdiffusive. Un tel lien pourrait prendre la forme d’un milieu po-
reux matériaux ayant des propriétés réactives qui patiellement isolé par contact avec un milieu
classique diffusif. Pour plus d’information, voir le papier récent de Roberts et Olmstead [37].
Rappelons maintenant un résultat d’existance locale et d’unicité pour I'’équation (2.1.1).

Siug € Co(RY) (respectivement ug € Co(RY) N L"(RY) avec r € [1, +oc]) alors il existe une unique
solution maximale u de (2.1.1) définie sur un intervalle de temps maximal [0, Tyax) , 0 < Thpax <
+o00. De plus, les propriétés suivantes sont vérifiées :

—u € C ([0,T),Co(R")) (respectivement u € C ([0,T), Co(RY) N L"(RY)) pour tout 0 < T < Trpax) -
—u est une solution douce de (2.1.1) (pour la notion de solution douce voir ci-dessous).

—Siug > 0etug # 0alors u(t) > 0 pour tout 0 < 7" < Tppax-

—Talternative d’explosion suivante est vérifiée :

ou bien T}, = +00,

ou bien Tiax < +00 et limy .y, [[u ()] oo @y = 00

Lorsque Ti.x < 400 on dit que u explose en temps fini; lorsque T,,., = -+oo, on dit que u est
globale.

Maintenant, il est simple de vérifier que si u (x, t) est une solution de (2.1.1), alors pour tout A >

0, APZ=/®=1y; (\z, \°t) est encore une solution de donnée initiale \°*~/®"~Vy, (A\z). Comme

HAB@—wvurJ»uO<AJ)

L NPE=D=D=Na g (]| pou tout g € [1, 00] (2.1.2)

alors I'exposant qui garde la norme de Lebesgue dans (2.1.2) invariante est :

N(p—1)

e = B2

2.1. Introduction
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Donc, on peut imaginer, comme dans le résultat de Weissler dans [44], que si g, > 1, 1.e p > ¢y

ol I'exposant d’échelle (scaling exponent) ¢,. est donné par :
p2—-7)
N )
et si ||uo|| ;... est suffisamment petite, alors la solution est globale. Cazenave, Dickstein et Weissler

QSc:1+

ont montré que ce phénomeéne ne marche pas, i.e. que 'exposant critique n’est pas celui prévu
8] ont t h h I t crit ‘est 1

par Fuyjita, pour I'equation suivante :

t
w, — Au = g" (t—s) " Jul" " u(s)ds reRY,t>0, (2.1.3)

qui est un cas particulier de 'Eq. (2.1.1).

2.2 Résultats principaux

Dans cette section, nous présentons quelques définitions et résultats concernant le Laplacien
fractionnaire, les intégrales fractionnaires et les dérivés fractionnaires qui seront utilisé ultérieu-
rement.

Premierement, si nous considérons I'équation

Ug + (_A)’Bmu = Jg/t(|u|p_1 u),
oua€1l—7y€(0,1)et Jg, est I'intégrale fractionnaire de Riemann-liouville.
On prenons I'’équation de diffusion fractionnaire linéaire
u 4 (—A)PPu=0,5€(0,2],z e RV, t >0, (2.2.1)
alors, sa solution fondamentale S peut étre représenté via la transformation de Fourier par
1 :
Ss(t)(x) = Sp(x,t) = W/exp <m§ —t |§|B> de. (2.2.2)

RN

Il est évident que cette fonction satisfait

Ss(1) € L=(RY) N LYRY), Sp(w,t) > 0, /Sg(x,t) dr =1, (2.2.3)
RN

2.2. Reésultats principaux
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pour tout x € RY et ¢t > 0. Do, en utilisant I'inégalité de Young pour la convolution et la forme

auto-similaire pour Sg(v,t) = t~V/#S,(xt=1/8 1), nous avons

1S5(t) % vll, < Ct NP3 o], (2.2.4)

pour tout v € L"(RY) et tout 1 <7 < ¢ < 0o, t > 0.

En outre, comme (—A)?/2 est un opérateur auto-adjoint avec D((—A)?%/2) = H?(RY), nous avons :

/u(a:)(—A)ﬁ/Qv (x)de = /v (z) (—A)P2u(x)dz, (2.2.5)
RN RN

pour tout u,v € H?(RY).

Dans un domaine borné ouvert ©, nous dénotons par A?/?le Laplacien fractionnaire dans {2 avec

condition de Dirichlet .Nous avons

A2, = N/ sur 0
Pk = N P e (2.2.6)
0, =0 in R\ 00
et
k=400 ) 9
D(A)B/2 = {u € L*(Q) s.t u |gg= 0; HABmuHLQ(Q) = Z ’/\g/ (u, g0k>) < —1—00} .
k=1
Si, pour u € D (A)*? nous avons
k=+o00
APy = Z )‘gm (U Pr) Prs
k=1
et de plus nous avons l'intégration par parties suivante
/ (@) A () d = / o(z) AP 2u(z)dz, 2.2.7)

Q Q
pour tout u,v € D((—A)%/2).

Ensuite, si AC'[0, T est 'espace de toutes les fonctions qui sont absolument continues sur [0, 7]
avec 0 < T' < +oo0 alors, pour f € AC[0,T], les dérivés fractionnaires de Riemann-Liouville a
gauche D), f(t) et droite Dy, f(t) d'ordre a € (0,1) sont définis comme suit (voir 25) :

DG, f(t) = DJy; f(#), (2.2.8)
T
Depf(t) = _ﬁD /t (s — 1) f(s)ds, (2.2.9)

2.2. Reésultats principaux
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pour tout ¢ € [0,7], ou D = d/dt 1a dérivée usuelie, et

Jouf (1) = ﬁ /0 (t — 5)°1 f(s)ds, (2.2.10)

est I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville, pour tout f € L9(0,7)(1 < ¢ < o).
Maintenant, pour chaque f,g € C([0,T]).telle que Dg), f(t), D, f(t) existent et sont continues,
pour tout ¢ € [0,7], 0 < a < 1, nous avons I'intégration par parties (voir [39, (2.64) p. 46]).

T
/O(Do/t t)dt = /f (Dfirg) (t)at (2.2.11)

Notons aussi que, pour tout f € AC?[0, 7], nous avons (voir (2.2.30) en [25])

D§jpf = DY (2.2.12)
ol

AC?[0,T) = {f :]0,T] — R telle que Df € AC[0,T]}.

En outre, pour tout 1 < g < oo, I'égalité suivante (voir[25, Lemme 2.4 p.74|)

osedoye = Idracor) (2.2.13)

est vraie presque partout sur [0,7].
Plus tard, nous utiliserons les résultats suivants :

o Siwy(t)=(1—-1t/T)%,t>0,T > 0,0 > 1, puis en obtient y = 2=

Dijrwi(t) = —ﬁD?(s — )" (1 —t/T)%ds
- _—ml_a)D Lf(s _t)—‘”(T; S)Uds]
T*O'

= ——— D [(T - t)_a”“fy_a(l — y)”ds]

Il —a)
_ T—at )T L
_ e Jore(1—y)ds (2.2.14)
B T*"(l—a—l—a)(T—t)*o‘*"B(l—a,a—l—l)
B ['(1l—a)

T(l—a+o)(T—t)*T(1—-a)l(c+1)
'l—a)l'2+0—a)

F 1 o—Q
— LT_O( 1 —_ i ,
['(l4+0—a) T).

2.2. Reésultats principaux
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Dytlw(t) = —DDgun(t)
= -D {—ﬁl)j(s —t)7" (1 - t/T)ids]
= D |- - ]|
_ D [T_G(l - (;ia i)g; —H fy*a - ”ds} (2.2.15)
_ Ir7a _O‘“L")g:j))( — s B — a0 +1)
T-o(1 - a+0)(o — a)(T — ) *"T(1 - a)l(o + 1)

I'l—a)l'2+0—a)

I ACE S PATAEA M
['(o — «) T).

pour tout o € (0,1);on a

(Dfjrwi(t)) (T) = 0; (Dfjrwn(t) (T) = CT™*, (2.2.16)

OuC=(1-a+o)l(c+1)/I'2—-a+o0).

2.3 Existence locale

Cette section est consacrée a la preuve de l'existence locale et I'unicité des solution douces du
probléme (2.1.1), Soit T(t) = exp (—t(—A)??). Comme (—A)?? est un opérateur auto-adjoint
défini positif dans L?(RY), T'(t) est un semi-groupe fortement continu sur L?(R") généré par la
puissance fractionnaire —(—A)%2 (voir Yosida[45]). On & T'(t)v = Ss(t) * v, pour tout v € L2(RY),

t > 0, ou S est donné par (2.2.2) et u * v est la convolution de u et v. Nous commencons par :

Définition 2.1 (solution douce).Soit ug € Co(RY), 0 < 8 < 2, p > 1l et T > 0.0n dit que
u € C([0,T],Co(RY)) est une solution douce du probléme (2.1.1) si u satisfait a Uéquation intégrale

suivante

w(t) = T(t)ug + /OtT(t —3) S“/S(|u|p_1)u(s)d5, tel0,7]. (2.3.1)

Théoreéme 2.1 (existence locale). Soit ug € Co(RY) et p > 1, il existe un temps maximale Tyay > 0

et une solution douce u € C([0, Trax) , Co(RY)) au probléme (2.1.1). Par ailleurs, soit Ty = 00

2.3. Existence locale
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$inon Tinax < 00 et |[ul oo 1yxryy — 00 lorsque t — Tiax. De plus, si ug > 0,ug # 0, alors u(t) >0

pour tout 0 < t < Tpax. En outre, si ug € L"(RY), pour 1 < r < oo, alors u € C([0, Tax) , L"(RY)).

Preuve. Pour 7' > 0 arbitraire, Nous définissons I’espace de Banach

Er = {u € L*((0,T), Co(R")); ||ull, < 2|luol =},

ot [[.[[; = ||l oo ((0,7), 100 (ry) - Ensuit, pour chaque u € Er, nous définissons

wszmm+Azx ) o (ul” Yuu(s)ds.

Comme d’habitude, nous prouvons I’éxitence locale par le théoréme du ponit fixe de Banach

) : By — Er : Soit u € Er, en utilisant (2.2.4), nous obtenons avec |||, = [|.[| ;o ®x) -
! 1
el = [ m+/TWﬂ>&WVﬁmM8
= H u0+ // s—0o) Tt —s)(|Jul" 1)()
L - Lo9((0,7), L (RN))
< ||T(t)uO||Loo(o,T>+ H—/ / (s =) T (t = s)(|uf"")u(s)dsdo
a L>((0,T),L>>(RN))
< ol + (s =) " lu(o)1% dsdff
>(0,T)
— p
- ||u0Hoo (1 — 7)(2 — ’Y)F(l _ '7) || ( >||L°°((0T) Loo®NY)
Jul - Jul?
< luolly U
1-72=-yr@-7 "
T2 |||,
< ol + 22— Jluo |l -
I'(3—1)
Maintenant, si nous choisissons
2—yop p—1
2 uollee g (2.3.2)

r@—v
nous concluons que || (u)||; < 2 |luol|, et alors ¢(u) € Er.

o) est contractante : pour u,v € Ep, prenant en compte de (2.2.4), nous avons

2.3. Existence locale
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¢ ¢
|Y(u) — )|, = HT(t)quL/O T (t—s) Joys (|u|p*1u) ds—T(t)vo+/O T (t—s) Jos (|U|p*12}) ds
1 t S
< F H/ / (s—cr)_”|||u|p*1 u(o) — |v|p71 U(O‘)HoodO'dS
N Lo°(0,T)
= 1_ H// s—o0) 7H|u|p ! |v|p_1v(a)||ood5d0
L(0,T)
p—1 p— 1
= u(o
T et ) = el
T2
< p—1_ . p—1
< e
T2
< ——C(p)|Jlu—w ulP™t — Pt
C(p)2? [|uol|? t T>
< (3 — ||U_U||1
(3—=17)
< < fu—vf
< g lle—vlly.
grace a I'inégalité suivante
ul" ™ u— P~ o] < C) lu— | (JulP ™ + o) (2.3.3)
T est choisi telle que
T2-79p Hu0||1;:1max(20(p), 1) <1 (2.3.4)

I'(3—17) -
Alors par le théoreme du point fixe de Banach, il existe une solution douce unique u € Iy, ol
[y = L>=((0,T), Co(RY)), au probleme (2.1.1).
eUnicite : Si u, v sont deux solution douces dans £ pour 7' > 0, en utilisant (2.2.4) et (2.3.3),

on obtient

C(p)2 ||uO||p Ry

Ju(®) —v()], < 1) o0 ff o) u (o) — v (o) dods
B O()2”Hu IIZOI“ —
= Tra- ff [u (o) — v (o), dsdo
_ Cp)2r| \uon;” 7
= T re- f lu (o) —v (o)l do-

Alors I'unicité découle de I'inégalité de Granwall [9].

2.3. Existence locale

1
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Ensuite, en utilisant le caractére unique des solution, nous concluons a I'existence d’une solution

sur un intervalle maximale [0, 7},.,) OU

Tnax = sup {T > 0; il existe une solution douce v € [] a (2.1.1)} < +o00.
T

On note que, a l'aide de la continuité du semi-groupe de 7' (¢) . Nous pouvons facilement conclure

que

uelC ([O, Tmax) , Co (RN))

Deplus, si 0 <t <t 4+ 7 < Thax, en utilisant (2.3.1), on obtient

s

(t+7) — T(T)u(t)+ﬁgT(r—s) / (s— o) [ul" u(t + o) dods  (2.3.5)
+F(11— T—S/t—i-s—a ) ulP u (o) dods,

Pour prouver que ||u (t)|| Loo(rNy — OO cOmme ¢ — Trnax, Si Tmax < 00, on proceéde par contradiction.
Supposons que u soit une solution de (2.3.1) sur un intervalle [0, T) avec [[u (¢)|| oo (g 1)xry) < 0©
et Thax < 00. En utilisant le fait que le dernier terme de (2.3.5) dépent seulement des valeurs de
u dans l'intervalle (0.t) et en utilisant le théoréme de point fixe, nous concluons que u peut étre
étendu a une solution sur l'intervalle [0,7") avec 7" > T. Si on répéte cette itération, On obtient
une contraduction avec le fait que le temps maximal 7}, est fini.

Positivité des solutions : si uy > 0 et uy # 0, nous pouvons construire une solution positive sur
Iintervalle [0.7'] en appliquons 'argument du point fixe dans 'ensemble £} = {u € Er;u > 0} .
En particulier, il résulte de (2.3.1) que u (t) > T (t)up > 0 sur (0.7. Cela n’est pas difficile par
'unicité pour déduire que u reste positive sur (0, Tinax) -

Regularité : si ug > 0 et uyp # 0, pour 1 < r < oo, alors répétant 'argument du point fixe dans
I'espace

Br, = {ue 12 (07),Co ®Y) 7 (BY)) s Jull, <2 lJuoll,_ . Nl < 2], }.

alaplace de Er,

J— b —1
r = Il oo (0.1), 27 vy - €t €D estimant [[u[| ;. gy Par [[uf ™| o vy [ul] - gy
et en utilisant 'argumemt d’application contraction a (2.2.4), nous obtenons une solution unique
dans Er, ; nous concluons alors que u € C' ([0, Thax) , Co (RY) , L™ (RY)) .
Nous disons que u est une solution globale si T,,., = oo; quand T, < 00, alors u s’ explose dans

un temps fini et dans ce cas nous avons |[u (., )|« gy) — 0o comme ¢ — Ty ®
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2.4 Explosion de solutions

Maintenant, nous voulons obtenir un résultat d’explosion de I'Eq (2.1.1) pour faire ceci, nous

montrons qu'une solution douce est une solution faible

Définition 2.2 (solution faible)Soit ug € Lis, (RY), 0 < 3 <2,p > 1et T > 0. On dit que u est une
solution du probléme (2.1.1), siu € L? ((0,T), LS

loc

(R™)), et u vérifait équation suivante

R[Vuo( (x,0) + {R[v 0|t< ‘P—lu) (x,t) o (x,t) (2.4.1)
— OTRNu(x,t) (—A)g o (x,t) — be[vu(x,t) 0, (z,1),

pour toute fonction test p € C* ([0, T], H? (RY)) a support compact telle que ¢ (.,T) = 0 ot

a=1-7v€(0,1).
Lemme 2.1 On considére uy € Co (RY), et soit u € C ([0,T],Co (RY)) une solution douce du

probléme (2.1.1), alors u est une solution faible pour (2.1.1) pour tout 0 < < 2 et tout T' > 0.

Preuve. Soit 7 > 0,0 < § < 2,uy € Cy (RY) et soit u € C ([0,7],Co (RY)) une solution de
(2.3.1). Soit ¢ € C*([0,T],H? (RY)) telle que supp ¢ soit compact avec ¢ (.,T) = 0. Ensuit,
multipliant (2.3.1) par ¢ et intégrant sur RV, On a

[ulet)plet) = [T o0+ [ (7055 (a0 0) @) de) o0,

RN RN
Nous différencions pour obtenlr

— [u(z,t)p(z,t) = j];di (T (t) uo (x) @ (z,1)) (2.4.2)

# 5 (Jra=9 5000 @ as) o),

Maintenant, en utilisant (2.2.5) et une propriété du semi-groupe 7 (¢) ([9, chapitre 3]), nous

avons :

R[V% (T () uo (z) p(z,1)) = [VA (T (t) ug (z)) p (z,1) —{—R[VT (t)ug (x) @, (2,t)  (2.4.3)
= [T Wuo(@) Ap(@.0) + [T(Ou ()0 (.0).
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%(ftT(t—s)f(:L',s)ds)gp(x,t)dx = R&f(x,t)gp(a:,t)dm+ fftA(T(t—s)f(x,s))dsgo(m,t)dx

RN O

+ij(t—s)f(a:,s)dsgpt(x,t)dx

RN O
= [ f(z,t)o(z,t)de+ fftT(t— s) f (z,8)dsAp (z,t)dx
RN RN O
+ [ fT (t—s) f(z,s)dsp, (z,t)dx, (2.4.4)
RN 0

ou f = Jg, (|u|p*1 u) € C([0,T);L* (RY)) . Ainsi, en utilisant (2.3.1),(2.4.3) et (2.4.4), nous

concluons (2.4.2) implique

u(x,t)o(z,t)= [u(z,t)Ap (z,t)+ [u(z,t)o, (x,6)+ [ f(z,8)p(z,t).

dt]RN RN RN RN

Nous concluons en intégrant par rapport au temps sur [0, 7] et en utilisant le fait que ¢ (.,7") = 0.
|

Théoreme 2.2 (Explosion) Soit ug € C (RN ) tel que ug > 0, ug Z 0. Si

(N =B+ 57)
alors la solution douce de (2.1.1) explose en temps fini .

1
p<1-+ oup < ;, (2.4.5)

On note que dans le cas ot p = p* et 3 € (0,2), on prend p > NL_B avec N > 3.
Preuve. La preuve est par contradiction. Supposons que u soit une solution douce globale de
(2.1.1), alors u est une solution du ce probléme dans C ([0, 7], Co (R")) pour tout 7 >> 1 tel que

u(t) > 0 pour tout t € [0, 77]. Alors, en utilisant le lemme précédent, on obtient

[ o (@) (@.0) + [ [ I, ("™ ) () 0 (2. )

= [ =R e @ - fu e e,

pour toute fonction test ¢ € C* ([0, 7], H? (R)) telle que supp(y) est un compact avec (., T') =
O,outa=1-—v€(0,1).

Maintenant nous prenons
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@ (2,) = Dijz (2 (2,1) = Diiz (1 (2))' 02 (1)

aw=-o(H) ao-(1-7)

avec | > Iﬁ, 7 > max {%; o+ 1} et ® est une fonction continiment différentiable et non

ou

négative et non-croissante telle que

1si0<r<1
CI)(T):{ StUs7r<s 1,

Osir>2,

0<®(r) <1,|9 (r)] << pour tout r > 0, en utilisant (2.2.16), on obtient

Juo (@) Dijr (3, 0)) + [ i (") (2,) Dir (2 (2,)) (2:4.6)
fRJ;uxt 0¥ D3 (5 .0) = Ju,0) DDy (3 (2.0,

oﬁQT:[O,T]xQ,telqueQ:{xERN;m§2T%}etf fdxetf fdxdt
Qr
En plus, en utilisant (2.2.11) et (2.2.16) a gauche de (2.4. 6) on a

fuo t\T @ (1‘7 0)) dx +Qf Jgit (up> (l’, t) D?\LT (@ (l‘, t)) dxdt
= S{UO (z) 901 (D?\CTSOQ) (0) da +Qf D0|t<]0\t (u”) (z,t) (¢ (x,1)) dedt

= CT™" fug (2) ¢ () o+ [ Do () (2. 1) (3 () v

et (2.2.12) a droit de (2.4.6), on obtient

w(z,t) (=) Dy (2 (2,1)) = [u(x,t) DDy (& (x,8))

N Qr

w(z,1) (=A% Dip (& (x, 1)) + Jule.t) Dt (3 (2,1)

N

o o
%%'ﬂ %%’ﬂ

Donc
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CT—“({UO (5) A (0) + [ DT () 20) (p (.0

Of[V 2.8) (~2) Dy (3 (2.1)) = [u(z,1) Dyt (& (=,1)).

Qr

En outre, utilisant (2.2.13) on peut écrire

ORN

D’aprés I'inégalité de Ju

(2.4.7)

(2.4.8)

Y1
on trouve
[u? (2,t) (@ (2,t)) dodt + CT~* [ug () ¢} () dadt
Qr Q
é « «
< CJulat) ™ |(-8)F erDie (o ()] dodt + (o)1 [ DR (o o) o

O S § _ B
= Cful@?) ) (2767 ) @i (-8 @uDiir (02 (1)) | dadt
+f ( ZSE_T) @

Par conséquent,en utilisant I'inégalité de Young

Dt (o, (t))‘ dzdt.

1 =l
ab< —a?P + —"bW,oupp=p+p,a>0,b>0p>1,
2p D
avec
1
a=u(x,t)pr,
=1 8 N
b=¢7 ¢! (_A)2<P1Dt\T (p2 (D)),

(2.4.9)

(2.4.10)
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dans le deuxieme intégrale a droit de (2.4.9), on obtient ( puisque u, n’est pas négative)

(1 - 1) [ (1) (3 (x, ) derdt 2.4.11)

P/ ar

< O f (o1 (@) (g (1)

Qr

+C [ (o1 () (0 (£))7T

(~13)% 01 Djjr (s ()] s

P
Df\é}l (s (x))‘ dxdt.

Dans cette étape, on introduit le changement de variables

T=T71t¢= T%x,
On utilise les formules (2.2.14) et (2.2.15) a droit de (2.4.11), on obtient

JuP (z,t) (p(z,t) < CT, (2.4.12)
Qr

oud=(1+a)p—1-— %, C =C(|],|2]), Q; désigne la mesure de ©;,i = 1,2 avec

le{ﬁeRN;|§|§2},QQ:{720,;7’§1}.

Maintenant, en notans que, comme

1 1
<p <poup< —) — (5 >0oup< —) , (2.4.13)
Y Y
On a trois cas
Le premier cas : p < p* (J > 0) :passant a la limite dans (2.4.12) quand 7' — +o00; on trouve

T
lim [ [ w”(z,t)@(x,t)dzdt =0.

T—4o00 1

|z|<2T®

En utilisant le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, la continuité en temps et en

espace de la fonction u et le fait que

lim @(x,t) =1,

T—+o0
on déduit que
J [uP (x,t)dedt = 0= u=0.
0RN
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Ce qui est une contradiction .
Deuxieme cas : p = p* (§ = 0)
En utilisant I'inégalité (2.4.12) avec 7' — +oc et en prenant en compte le fait que (p = p*), d’'une

part

u e LP((0,00), LP (RY)), (2.4.14)

et d’autre part, on répéte le méme calcul comme précédemment, en prenant cette fois

sol<x)=<1>( Iz 1),1SB<T7
BB TS

T est suffisament grand telle que, quand 7' — +o00, B ne tend pas vers +oo au méme temps. On

obtient

[ W@ (x,t)dedt < CB® +CB 17, (2.4.15)
3

Et en utilisant le changement de variables

-1
T\ B
T=T71t¢= (E) x,

Sr = [0,T] % {x e RY;|z] < 2B%T%}

et

[ = Jas

S
ainsi, en utilisant p > % et prenant la limite quand 7" — +oc alors B — +o0, on obtient

o

[ [ uP (x,t)dedt = 0= u=0.

ORN
Qui est une contradiction.
Troisiéme cas : Pour p < %

On réppéte la méme argument comme dans le cas p < p*, en choisissant la fonction test :

o (2,8) = Dz (7 (2,)) = Diir (03 (@) 9 (1))

ou
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e =0 (H).e0- (1-7) "

R € (0,T) suffisament grand, telle que quand 7' — +oc,nous avons pas R — oo en méme temps,

la fonction ¢ est définie comme précédemment. On a alors

Cf wP (x,t) (P (x,t)) dedt + CT fuo (@3 () da
< C’fu(x,t)( %@_71>( (Dgf;l ” (t))(dx (2.4.16)

(~2)% 5 () Dijr (4 (1)) dact,

ou

C’T:[O,T]xC,pourC:{xeRN;|x|§2R}, fda:etf [ dzdt.
Cr Cr

Maintenant, en utilisant 'inégalité de Young (2.4.10) avec

a=u( t)@%
b=o7 (ps(x)) ‘Dﬁ;l CAVIE

dans le premier intégrale a droit de (2.4.20), et avec

a—u(a: t)(o% ,
b:<pp (o5 ()"~ )( Ax)§@3D§fT(S04(t)) ;

dans le deuxieme intégrale a droit de (2.4.20), et comme u, est non négative, on obtient

(1 - 1) [ (2,1) ( (2, 1)) dadt

P/ cr

< O (e @) (o0 ()7 D5 (o4 1) dc (2.4.17)

(—02)% 0308 (0, ()]

71

+Ccf (3 () (904( )Pt

Alors, les nouvelles variables
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et (2.2.14), (2.2.15), nous permet d’obtenir I'estimation

[P (2,1) (p (2,1)) dedt < OT~HIPRN 4 TP RN=FP, (2.4.18)
Cr

En prennant la limite quand 7" — +o0, nous déduisons, comme

@<%)¢$u—a@<&

on trouve

?Ewuwﬂ%uﬁmwzo

Finalement, mettant R — +o00, on obtient une contraduction . m

Remarque 2.1 (1) Sion prend 8 = 2 et v(z,t) = (['(1 — )=/ =y (T (1 — 4)Y/22, T (1 — 4)t) ot

u est une solution de (2.1.1), nous récupérons le résultat dans [8] dans un cas particulier.

(2) Nous pouvons étendre notre analyse a I'’équation

p 1
= —(=A)P2y + Fo / () o= 8' u(s) z eRY, (2.4.21)

oup>1,0€(0,2],0<y< 1et1/1€LLOC(RN x (0,00)), ¥(.,t) > 0 pour tout ¢ > 0,

Y(RE,TT)>C >0 sip<l1/vy
pour toute R >0, B<T,7€[0,1]et& € [0,2].

(3) Dans le théoreme 2.2, nous utilisons précisément la solution faible, mais dans ce cas, nous

{¢w1w@waﬁﬁzc>o sip<p'

obtenons une non-existence de solutions globales faibles.Par conséquent, pour obtenir des résul-
tats de gonflement, nous utilisons la solution douce et I'alternative :s0it Ty, = 00, Thax < 00 €t
[l oo (0,0 xmvy — 00 comme ¢ — T

(4) Nous pouvons prendre le probléme spatio-fractionnaire moyen-poreux non local qui est notre

premiere motivation pour étendre les résultats de [8] :

{UFH_AWﬂle s = P als)ds w e RV, >0,
u(z,0) = up(x) r e RN

oufe(0,2],0<y<1,1<m<p,u>0etuyZ0.

Le seuil sur p sera
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2.5 Existence globale

Dans cette section, nous prouvons l'existence globale de solutions de (2.1.1). Dans ce qui suit

nous utilisons la notation de p,,. := Np-1)

= 5 Comme p* > 1+ B(QT_”’),on note que p > p* = ps. > 1.

Théoréme 2.3 Soit ug € Co(RY) N LP=<(RN) et 0 < 3 < 2. Si

1
p > max{—;p*} , (2.5.1)
Y

et ||ug|| p..e5t suffisamment petite, alors la solution u existe globalement. On note qu’on prendre
luo(z)| < C 2| PE " Vay lieu de uy € LP>(RY).

Preuve. Comme p > 1/~, alors nous avons la possibilité de prendre une constante positive ¢ > 0

de telle sorte que :

— e — < — ,qu- (252)

1L N _2-9 1
p—1 Bg p—1 p
¢ . N_(2-79¢ ¢
p—1 B p—1 p
N 1 -1
q > (p=1) > (2—7) atp = 1) (2.5.3)
B p
N(p—-1) _N(p-1)
q > = Psc > 1
B B(2—7)
N _
q > (pﬁ ) > Pge > 1.
Soit
N N 2-~ N
b= —_———— (2.5.9)
Alors, en utilisant (2.5.2)-(2.5.4), nous concluons que
1-— N(p—1
b>—7>0,pq<1,L+(p—1)b—l—7:2. (2.5.5)
p—1 Bq
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Comme u € LPs, en utilisant (2.2.4) et (2.5.4), nous obtenons, pour tout ¢ > 0

_N(_1 41
IS5(8) * woll e = T (@oll s = sup flexp (=H(=2)"") wol|,, < Ct™5T 0 fug .

(NN
— Ct Brpse Pa ||U0||Lpsc

- Ot_b ||u0||LPsc :

Alors
sup e (<=2 ], < O ol = 1< o 256)
On pose
= = {u e L2((0,0). LUE isup e Julo)], <3, 25.7)
t>0

ol ¢ > 0 doit étre choisi suffisamment petit. Si nous définissons

dz(u,v) = sup t® |lu(t) — v(t)||,, Vu,v € Z, (2.5.8)
>0

alors (=, d) est un espace métrique complet. On pose :

B(u)(1) = e (~H(=8)"* ) o + s /0 exp (—(t — s)(=A)72) /0 (5 — o) [uf ™ u(o)dods,
(2.5.9)

pour tout t > 0. De (2.2.4), (2.5.6) et (2.5.7) nous avons

1 t 9 s Y |
IR, = OV e [ e (=98 [ =)l uo)dods

La

< PV, —l—"ﬁ/{)texp (—(t — 5)(—0)*?) /Os(s—a)_7|u|p_lu(0)dads

La

t s
< 77+C'tb/ (t—s)_% P_tll)/ (s—oa)7 ||up(a)||L% dods
0 0

t S _
< n+Co / / (t—5)" Fi (s — o) o Pdods. (2.5.10)
0 0

avec
V = exp (—t(—A)"?) u,

En utilisant (2.5.2) et pg < 1, nous parvenons
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S (t—s) Be® D ! t(t— ) B
o dods = (| (1-0)"0c%do) | ~—~——ds (2.5.11)
o Jo (s —o) 0 0 CLANEE
_ th%fbpf'wﬂ
= Ct .
Pour tout ¢ > 0. Ainsi, nous déduisons de (2.5.10)-(2.5.11) que
@ (u) (t)]| o <+ CS. (2.5.12)

Par conséquent, si n et § sont choisis suffisamment petits de telle sorte que n + Cé” < 4, nous
voyons que ¢ : = — = est une contraction stricte, de sorte qu’il ait un unique point fixe v € = qui
est une solution de (2.1.1).

Maintenant, nous montrons que v € C' ([0,00),Co (RY)) .

Premiérement, nous montrons que u € C ([0,7],Co (RY)) si T > 0 est suffisamment petit. En

effet, notons que le cas ci-dessus fait montrer I'unicité dans =7, ou, pour 7" > 0,

=r = {“ € L=(0,7), L7 (RY); sup #*[|u(t)], < 6} .
o<t<T

Soit @ la solution locale de (2.1.1) construite dans le Théoréme (2.3.2). De puis alors 1y € CoRVN
Lps (RYN) , alors, utilisant le fait que uo € L7 (RY) et (2.5.3), nous avons @ € C ([0, Tax) , L7 (RY))
par Théoreme (2.3.2). Il suit que supg,t° || (t)]|;, < § si T > 0 est suffisamment petit. Par
conséquent, par unicité, u = @ sur [0, 77, de telle sorte que u € C ([0, 7], C, (R")) . Ensuite, nous

montrons que u € C ([T',00), Cy (RY)) . En effet, pour ¢ > T, nous écrivons

D[

u (t) — exp (—t (—=A)

8
2

)uo = jexp( (t—s)( g)ofs—a “ul u(o)dods
&)

—i—jexp( (t—s)(
= L)+ 1L().

[(s— o) |ulP~ u(o)dods
T

Puisque u € C ([0,T],Co (RY)), il s'ensuit que I; € C ([T, 00),Co (RY)). Aussi, par les cal-
culs utilisés pour construire le point fixe a l'aide du fait que t* < T7% < ccetpg > ¢, I, €
C([T,00), L (RY)) .

Ensuite, notons que % é) < 1 pour (2.5.3).

Par conséquent, il existe r € (¢, o] telle que
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N (13 — 1) <1. (2.5.13)
B \g r

Soit T < s < t. (lecas de s < T <t est évident). Depuis u € L* ((0,00),L? (RY)) ,nous avons
luf’'u e L®((T,s), L%(RN)), et il est facilement suit, en utilisant (2.2.4) et (2.6.13), que I, €
C ([T, 00), L™ (RY)) . Comme les termes exp (— (—A)§> up et I; a la foit appartiennent a C ([T, 00) , Cy (R
C ([T, 00), L% (RY)), nous voyons que u € C ([T, 00), L" (RY)) . par itération & un nombre finie

de fois, nous déduisons que u € C ([T',00) , Cy (R")) . Ceci termine la preuve. m

2.6 Conditions nécessaires d’existence locale et globale

Dans cette partie, on établit les conditions nécessaires pour I'existence des solutions faibles locales
et globales du probleme (2.1.1).

Théoreme 2.4 (Conditions nécessaires pour Uexistence globale)
Soit ug € L™ (]RN) ,ug > 0,0 < (<2 p> 1. Siuestune solution globale faible pour le probléeme

(2.1.1), alors il existe une constante positive C' > 0, telle que

lim inf (uo (x) |x|6('r’2:1w> <C. (2.6.1)

|z|—o00

Preuve. Soit © une solution globale faible de (2.1.1), alors

u€ LP((0,R"),L® (Bag)) .

pour tout R > 0, ou By désigne la boule fermée du centre 0 et de rayon 2R. Ainsi, nous répétons

le méme calcul comme dans la preuve du Théoréme 4.2, En prenant comme fonction test

o (0,t) = Dird (@,8) = Dy (1 (35) 02 ®))

oul <y €D (—A)g est le premier vecteur propre de 'opérateur Laplacien fractionnaire A3
dans Bs, avec la condition au limite de Dirichlet homogéne (2.2.6), associé a la premiere valeur
propre \ = )\?, et p, (t) = (1— %)i pour [ > 1 assez grand.

Alors comme pour I'estimation (2.4.11) nous avons, avec ¥ = [0, R’] x Bap.

gu” (z,1) @ (x,t)dzdt + CR™*" [ ug (7) ¢, <£> dx

|z|<2R R
r 2 T\ pa r T\ pati
= [ [u@)(=2)" ¢, (F) Dinsen () dadt + [ [u(at) gy (5) Do (1) drd(2.6.2)
ORN ORN
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Ona
r T\ pa+tl ~l ~ =L T\ patl
J Ju(eDe (§> Dy potp2 (1) dodt = b[va ) erer o (§> Dy popa (1) davdt,
R R

Donc d’aprés I'inegalité de Young avec ¢, on obtient

[ £, (=) Dot dxdt
| [u@to (5) Dife 0 ds
T ~ T B ) P
< ef Jurp+C(e) [ [@™ 901D?\J1%5<802) dxdt
ORN 0RN
T ~ T D
= gffupgo—l—C'( )f (901902) \R5 (¢o)| dxdt
0ORN 0ORN
e T CE ) I ’
= ef [WPp+C(e) [ [ ¢ P2 Dt\R@ (¢q)| dxdt,
0RN ORN
et de la méme facon on obtient que
T fuet)(-0)° () Digsse (8) dodt = [ [ule)psas (—0)F () Digsse (t) dadt
s ; Y1 R t\RBSDQ Jin t)ero Y1 R t\RB P2 )
et
r ;
ffu z, 1) (=A)" ¢ <R> D3} po oy (t) ddt
0ORN
T T 5 g D
< ef Jur @) (rp2) 7 |(=20) 1D} ps (p2)| dadt.
ORN ORN

Pour ¢ assez petit, on obtient

CR™ [ g (z)p (%) dx

|z|<2R

< o [a(F) @™
+0 [ (0 () o)™

ola=1—7,p=-Letp(l—21)=1.Sinous considérons le changement de variables suivant
p—1 P

P
Digtbien (1) dadt

8 T\ b
©1 <E> Diips e (t)‘ dudt,

T = ! et§—$
RS R
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et en utilisant le fait que

e (5) = 030 (2),

et que
o O T(+a) £\
Dt\Rﬁ‘PQ (t) = Tl—I+ta) (1—l+a)R (1_ﬁ)
t l—a
_ —ap (1 __°
(i)
l—a+1
at1 _ =) +a) s (; _ E
Dimse: () = a7 B LR
¢ l—a+1
— —(a+1)B _
= e (1)
On obtient
CR™ up (x) @ ) dx
w|ész 1 (R)
" o\ ot p
< = p;—ll —(a+1)8 _
< 0/2901 () (oo ()77 [AaRR <1 Rﬁ) dedt
L L al?
AR = —af (1 _ 1
+0 [ (o0 () a0 pare? (1= )| o
CRRY [ un(Re) g (6)dg
lg]<2
RN RA—(a+1)Bp AP RN RB—(a+1)85 \P AP
< S [+ — [ et
((Z—a—l)p—g)ﬂ > (l—a)p—L2 Js
or [ e @< o [ o ©de s [ o €de)
l€1<2 p) T
N _ AD _ XPAD .
ouC; = (== et Cy = Ty T et aussi

CR-F / ug (RE) @, (€) de < CRA (D {(01 + () / 1 (€) dS } ,
el<2 ¢

|<2
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CRo / uo (RE) ¢y () de < C(R) / o1 () de
|€]<2 |€]<2
_ <7<R>/£<2LR£W“+““ﬁ‘”LR&W“*“““¢>¢1<£>d£

< C(R) (2R 00D / [REPAFI0P) (6 de,

|€]<2
ol C (R) = R+ (C} + Cy) , et si

[ uo (RE) @y (€)de < C [ |REPIFID o (€ de, (2.6.3)

l§1<2 l§1<2

en utilisant 'estimation

éﬁfl (UO (R§)|R§|ﬂ(1+a)(ﬁ1)>£|£2|R§|6<1+a>(1ﬁ>% (€)de < 1 %[|<2uo (RE) ¢y (&) dE

< uo(RE) ey (€) dE,

l§1<2

dans le coté gauche de (2.6.3), nous concluons, apres avoir divisé par [ |R¢ ]6 (1+a)(1-p) q (&) dg
le|<2
que

inf <u0 (R€) |R§|ﬁ<1+a>@*”) <. (2.6.4)
1€[>1

Passant a la limite dans (2.6.4), lorsque R — oo, nous obtenons

lim inf (uo (R€) |Rg|f3<1+a>@*”) <.

|z|—o0

Corollaire 2.1 (Condidition suffisantes pour la non-existence des soluions globales)

Soit ug € L (RY) ,u0 > 0,0< 3 <2,p > 1.8i

B2=)
lim inf (uo (x) |x| 1 ) = +00,

|z|—o0
alors le probleme (2.1.1) ne peut pas admettre une solution globale faible.
Ensuite, nous donnons une condition nécessaire pour I'existence locale ou nous obtenons une

estimation somblable de 7" fondé dans la preuve du Théoreéme 3.2 lorsque |z| tend vers a l'infini.

2.6. Conditions nécessaires d’existence locale et globale
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Théoreme 2.5 (Conditions nécessaires pour Uexistence locale)
Soit ug € L (RY), ug >0, 3 € (0,2], p > 1. Si u est une solution locale faible de (2.1.1) sur [0, 7],
ou 0 < T < 400, alors nous avons

‘ 1|im infug () < C’T_%, (2.6.5)
pour une constante positive C' > 0. Notons que, si A = lim, . infuo (x), alors on obtient une

estimation somblable a celle du temps maximal T,,., trouvé dans le Théoreme d’existence locale,

T 7 At
o St
Preuve. On prend, pour R > 0 suffisamment grand,

T

o (,t) = Dijr (2,) = Diir (21 (35) 02 ) -

ot p, (1) = (1 — T)l+: alors comme dans 6.2 nous avons

~—
I
i)
B
=
A}

(z,t)dedt + CT™ [ g (x) ¢y (2) dx (2.6.6)
P |z|<2R R

(¢q (t))p%ll Do, (t)(ﬁ dxdt

AT

%» = (0 ()71 | AT g, <}%> Doy (t)‘ﬁ ddt,

o X = [0,7] x {z e RY;[z| <2R}, a=1—vetp = -£7. Maintenant, dans le cté droit de

(2.6.6), nous introduisons le changement de variables suivant
r=T'tet¢ = R 'z,
et nous utilisons le fait que

i (3) = v (3).

pandant que dans le c6té gauche nous utilisons la positivité de u, ensuite nous parvenons que

CT™ [ uo(RE) ¢y (§)de < (CTOW 4 CNTPRTT) [ iy (§)de,

§1<2 |€]<2

et ainsi

2.6. Conditions nécessaires d’existence locale et globale
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J o (RE) ¢y (§)dE < C(R.T) [ 1 (§)dE,

l€1<2 l€1<2
ou
C(R,T) = CTU+a)A-p) o opiteal—p) p—Fp,

En utilisant ’estimation

inf (uo (RE)) [ @1 (§)dS < [ uo(RE) ey (§)dg

[€/>1 €]<2 1<|é]<2

< [ uo(RE) ¢y (§)dE,

l€]<2

dans le coté gauche de (2.6.7), nous concluons, apres avoir divisé par [ ¢, (£) d§ que

1€1<2

inf (ug (R¢)) < CTUFU=P) 4 oite(=D) R=Fp
€[>1

Passant a la limite dans (2.6.8), lorsque R — oo, nous avons
2—y

lim inf (ug (z)) < CTWHA=D) — O~ P=1,

|z|—o0

(2.6.7)

(2.6.8)
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Chapitre 3

Etude d’une équation différentielle

fractionnaire en temps et en espace

3.1 Intoduction

Dans ce chapitre (voir [33]), nous considérons I’équation fractionnaire suivante :

CDMu+ (=AY Pu=o J Jufftu,  zeRN >0, (3.1.1)

avec les données initiales :

u(x,0) = up(z) € Co(RY) (3.1.2)

ot Co(RY) est I'espace de toutes les fonctions continues et décroissantes vers zéro en l'infini,
N>1,0<a<1-70<v<1,0<8<2,p>1et{D estla dérivée fractionnaire de caputo

d’ordre « définie, pour une fonction différentiable u, par :

6 Diu(t) =0 J; 7 (t),

oJ;~* désigne l'intégrale fractionnaire a gauche de Riemann-Liouville d’ordre 1 — o définie, pour

une fonction intégrable u, par :

oTiult) = o [ (=9 uts

ou I est la fonction gamma. Copérateur non-locale (—A)%/2 est défini par :
(—2)"u(x) = FH(|E)” F(0)(€)(2),

40
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pour tout v € D((—A)#?) = HP(RY), ou H?(R") est 'espace de Sobolev homogeéne d’ordre 33,
défini par :

HI(RY) = {v e 5 (-A)"% e L*(RY)} si ¢ N,

HRY) = {v e LXRY); (-A)?v e L*(RM)}  siBeN,

ot S’ est 'espace des distributions de Schwartz, F désigne la tronsformée de Fourier, ! est son
inverse.

Le Laplacien fractionnaire (—A)?/2 est lié aux vols de Lévy en physique. De nombreuses observa-
tions et expériences liées aux vols de Lévy (super-diffusion), par exemple la diffusion collective
de glissement sur des surfaces solides, 'optique quantique ou la diffusion turbulente de Richard-
son, ont été réalisées ces derniéres années. Les processus symétriques [-stables, 0 < 5 < 2, sont
les caractéristiques de base pour une classe de processus de Lévy sautants. En comparaison au
processus brownien continu J = 2, les processus symétriques (-stables ont des sauts infinis dans
une période de temps arbitraire. Les sauts importants de ces processus rendent leurs variance et
leurs attentes infinies selon 0 < 5 < 20t 0 < § < 1, respectivement (voir [25]). Rappelons que
lorsque 8 = 3/2, les processus symétriques [-stables apparaissent dans I'étude de la dynamique
stellaire (voir [12]).

Le calcul fractionnaire a acquis une importance considérable en raison de son application dans
nombreuses disciplines telles que la physique, la mécanique, la chimie, I'ingénierie, etc. En consé-
quence, de nombreux auteurs ont largement étudié les équations différentielles ordinaires et par-
tielles d’ordre fractionnaires (voir [13,25,31, 36,47 — 49]). Rappelons d’abord quelques résultats
précédents sur les équations de diffusion fractionnaires.

Lorsque o = 1 et 5 = 2, le probléme (3.1.1) — (3.1.2) se réduit a I'équation de la chaleur semi-

linéaire

u— Au = [ul"u, zeRN >0, (3.1.3)

avec (3.1.2). Dans [21], Fujita a montré que si u > 0, ug(z) Z 0 et p < 1+2/N, alors u explose en
temps fini, et si p > 1 4 2/N, alors pour toute donnée initiale suffisamment petite, la solution du
probléme (3.1.2)-(3.1.3) existe globalement. Le cas critique p = 1 + 2/N s’est avéré par la suite
(voir [23 — 29]). Dans [47], Weissler a prouvé que si la valeur initiale u, est suffisamment petite
dans L*(R"Y), qc = N(p — 1)/2 > 1, la solution de (3.1.2)-(3.1.3) existe globalement. Dans [26],

Kirane, Laskri et Tatar ont discuté de ’équation d’évolution

3.1. Intoduction
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CD%uy 4 (AP0 = h(x,t) [ulP, reRY t>0, (3.1.4)

ol up(x) € Co(RM),0 < a< 1,0 < B<2,p>0,h(x,t) > Clz|”tP pourz € RNt > 0,C > 0,0,p
et satisfaire a certaines conditions. Ils ont prouvé que si 0 < p < 1+ (a(c + 3) + Sp)/(aN + 5(1 —
«)), le probléeme (3.1.2)-(3.1.4) n’a pas de solutions globales. Dans [8] ,Cazenave, Dicksteint et

Weissler ont prouvé que toutes les solutions non triviales et non négatives de I'équation

t
up — Au = / (t— )77 Ju(s)|P " uls)ds, reRY >0, (3.1.5)
0

avec (3.1.2), ot up(z) € Co(RY),0 < v < 1, explosent en temps fini lorsque uy > 0,uy # 0
et p < max{l+B(2—7)/(N—=B+p87)+ 1/}, et siug € L¥(RY),q,c = N(p —1)/(4 = 29)
avec ||up|| suffisamment petit et p > max {1+ (2 —~)/(N — 5+ 87)+, 1/}, alors la solution est
globale. Lorsque v = 0, toutes les solutions non triviales explosent comme I’a prouvé par Souplet

[41] .Dans [20], Fino et Kirane ont considéré I'’équation

t
uy 4 (—A)P 2y = ﬁ/{) (t— )77 Ju(s)|P " uls)ds, xeRN t>0, (3.1.6)

avec (3.1.2), ot ug(r) € Co(RY),0 < 8 < 2,0 < v < 1,p > 1, ils ont prouvé que si ug >
0,u0 # 0 et p < max{l+ 5(2—7)/(N— S+ Bv)+,1/v}, alors toute solution explose en temps
fini, et que si uy € L% (RY), ot ¢, = N(p — 1)/B(2 — ) avec |luo| suffisamment petit et p >
max {1+ (2 —7)/(N — 5+ 7)+,1/7}, alors u existe globalement.

3.2 Résultats principaux

Dans cette section, nous pésentons quelques préliminaires qui seront utilisés dans la suite de cette
étude.

La fonction de Mittag-Leffler est définie pour z € C (voir[25]) par

i k
z
Ea(Z) = kgzo m, o€ C, %6(0&) > 0, A C,

et son intégrale fractionnaire Riemann-Liouville satisfait

0} Tt By (M) = Euq(M9).

Nous avons besoin de la fonction de type Wright qui a été considérée par Mainardi [30]

3.2. Résultats principaux
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R (—2)"
¢a(z) = kz_o KT (—ak + 1 — )

oo o k .
_ lz( z) F(k:—l—l)sm(ﬂ(k:—i-l)oz)’0<a<1;
e k!

¢,, est une fonction entiere a les propriétés suivantes :

(@) ¢,(#) >0, pour § > 0 et [ ¢,(0)dd = 1;

() J° ¢.(0)0"dl = Fr((lfg), pour r > —1;

(© [y~ Da(0) exp (—20)di = E,1(—2), 2z € C;

(d) o [} ¢4 (0) exp (—20) df = E, o(—2), 2 € C.

Maintenant, nous énoncons certaines propriétés des dérivés fractionnaires et des intégrales frac-

tionnaires. Soit 7" > 0 et 0 < a < 1, si D2 f € LY(0,T),g9 € C*([0,T]) et g(T) = 0, alors nous

avons la formule suivante d’intégration par parties (voir par exemple [39])

Asﬂfﬂﬁ@ﬁ=é(ﬂﬂ—ﬂ®ﬁﬂﬁ@ﬁ, (3.2.7)

ou

d —a
¢Dgg(t) = - Wi %g(t),

1 T Y
m/t (s — 1) “g(s)ds,

pour T > 0 et n > 0, si on pose ¢(t) = (1 — L),

W %g(t) =

alors

@ I'(n+1 —o n—o
FD(t) = mpn T (L — ), t < T

Soit T(t) = exp (—t(—A)??). Comme (—A)?? est un opérateur auto-adjoint défini positif dans

L*(RY), T(t) est un semi-groupe fortement continu sur L?(R”), (voir par exemple [14, 15]), et

pourt >0,z € RV,

T(tyug = Ga(z —y, t)uo(y)dy ,
]RN
1

Gz, t) = @2 /RN exp (@xf —t |§|ﬁ> de. (3.2.8)

Il est bien connu que Gg(z,t) satisfait

3.2. Reésultats principaux
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Gs(z,1) € L®(RY) N L*RY) , Ga(z,t) >0 ,/ Gp(x,t)dr = 1.

RN
Par conséquent, en utilisant I'inégalité de Young pour la convolution et la forme Gg(z,t) =

t=N/BGg(xt71/8 1), nous avons

N

N1
IG(®) * 0l yagry < CE 707 0l vy (3.2.9)

pour toutv € L"(R¥) et 1 <r < ¢ < cc.
On définit les opérateurs P, g(t) et S, ,(t) par

Pos(t)ug = / " 6 (0T (0 uodb, £ > 0, (3.2.10)
0

et

S, (g = / " 06, (0)T(1°0)ugdd, ¢ > 0. (3.2.11)
0

Considérons ’équation de diffusion fractionnaire linéaire suivante

{ § Diu(a,t) + (=A)Pu(w,t) = f(z,s), xeRY,t>0, (3.2.12)

u(z,0) = ug(x) ,
ol ug € Co(RY) et f € LY((0,T),Co(RY)). Si u est une solution de (3.2.12), alors elle satisfait
(voir [43, 5))

t
W, t) = Pos(t)uo + / (t— 5)™ LS., (t — 8)f(x, 5)ds,
0
ou P,ps(t) et S, ,(t) sont respectivement données par (3.2.10) et (3.2.11)
On pose, pour 0 < o < 1,
K(z,t) = / 0o (0)Gg(x,t*0)d0 , x € RN\ {0},t > 0.
0
Notons que, pour ¢ > 0 et z € RV\ {0}, G4(z,t*0) — 0 quand § — 0, alors K est bien défini.

Puisque [, ¢, (0)d0 =1, [on Gs(z,t)dz =1,0na

||K<t7 ~)HL1(RN) =1, t > 0.

On annonce maintenant les lemmes suivants qui donnent quelques propriétés utiles aux opéra-
teurs P, 5(t) et S, ,(t) (voir[46]).

Lemme 3.1 Lopérateur P, 5(t), t > 0 a les propriétés suivantes :

3.2. Résultats principaux
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(@) siug > 0, ug # 0, alors Py g(t)ug > 0 et || Pog(t)uoll 1@y = lltoll 11wy »

. 1 _ 1 _ B
(b)sil<p<g<tooet; = —6<N,alors

1
P

=N I'(1 = N/gr)
[ Pas(B) 0| ooy < (4t%) 7 T(1— aN/Br)

||u0HLp(RN) . (3213)

Lemme 3.2 Pour lopérateur S, ,(t),t > 0, nous avons les résultats suivants :
(@) siug > 0etug # 0, alors S, (t)ug > 0 et

1
HSQ,B(t)UOH = m ”UOHLl(RN) ;

LI(RN)

(b) Pour 1 < p < g < 400, soit 1 =

IS, (ol < a(mey 7 L@ N/O)

: 3.2.1
“®Y I'(14+a—aN/pr) letoll o ey ( 4)

Lemme 3.3 Soit A = (—A)?/2. Pour uy € Co(RY), nous avons P, 5(t)ug € D(A), pour t > 0, et
§ D Py g(t)ug = APy 5(t)ug, t >0,

C
1A Pa,5(t)tt0| oo vy < 7 lluol] t>0,

oo RNy’

pour certaine constante C' > 0.

Lemme 3.4 Supposons que f € L((0,T),Co(RY)), ¢ > 1, et que

()= [ (=915, (0= ) f )i,
alors

0} 2(t) = /o P, s(t —s)f(s)ds.

De plus, si ag > 1, alors z € C((0,T), Co(RY)).

3.3 Existence Locale

Dans cette section, en utilisant le théoreme du point fixe, nous prouvons l’existence locale pour
le probléme (3.1.1)-(3.1.2).
Premiérement, nous donnons la définition de la solution douce de (3.1.1)-(3.1.2)

3.3. Existence Locale
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Définition 3.1 Soit ug € Co(RY) et T > 0.0n dit que u € C([0,T], Co(RY)) est une solution douce
de (3.1.1)-(3.1.2), si u satisfait

u(x,t) = Pag(t)uo(x) + /0 (t—s)'S, ,(t— $)oJY ([uf"" u)(z, s)ds, te€[0,T]. (3.3.15)

Théoréme 3.1 Soit ug € Co(RY), il existe un temps maximale Ty, = T(up) > 0 et une unique
solution douce u € C([0, Thax| ; Co(RY)) du probléme (3.1.1)-(3.1.2). De plus, soit Ty = +00, ou
Thax < +00 avec ||u||Loo((07t)7CO(RN)) — 400 quand t — Thax. Si, en outre, ug > 0, ug £ 0, alors
u(t) > Py p(t)ug > 0 pour t € (0, Tyax). De plus, si ug € L"(RY) pour un certain r € [1,00), alors
u € O([0, Tinax) , L™ (RY)).

Preuve. Pour T > 0 et uy € Co(RY), on définit m

Er = {U | ue C([0,T], Co(RY)) : HUHLOO((O,T),L‘X’(RN)) <2 HUOHL‘X’(RN)} 5

et

d(u,v) = trex%g%c] Ju(t) = o) poo@rys  wsv € Er.

Puisque C([0,7],Co(RY)) est un espace de Banach, il en résultat que (E7,d) est un espace mé-
trique complet.

Maintenant, nous définissons 'opérateur

G(u)(t) = Py p(t)uo + /0 (t — 5)*71S, 5(t — 8)oJY (|ul" " u)ds, u € Ep.

Ensuite, en utilisant (3.2.14), nous avons

3.3. Existence Locale
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1G (@) )| Lo (0,7, w2 Y)

t
P, s(t)uo + / (t — )18, 5(t — 8)oJY (Juf"™" u)ds
0

< ||u0||L<X>(]RN) ‘ / / (t—s)*" 1 (s —0o)'~ 1 J7(|U!P u)dods
< ol ey + (=) (s
B WtaJr P
= Mol + 5y 1O s oy ey
2Py T+
< Mollgm ey + g 3751y 0l
B QP”YTCH_’Y p—1
= ||u0||Loo(RN) m o HLOO(RN) | 0||L°°(RN) .

Si nous choisissons T assez petit telle que

PO+

el (0] 8

Lo®N) T

nous obtenons

1G(u)(@®)]]

L2 ((0,7),L°(RN))

En outre, pour u,v € Er, nous avons

IN

IN

IA

IA

1G(w)(t) =

t

G() ()| oo 0.1y, L mYY)

(s—t)* s —o)! |Hu\p71 u— |’U‘p71 ’UH
VtaJW -1 -1
e [ R I
(a+7v+1) Lo°((0,1),L%° (RN ))
VTQJW -1 -1
oy Ml =l
[la+v+1) £20((0,1),L° (RN))
C(p)2PyTt 1
—————— wo @O  Nu—vl _ S~
MNa+~y+1) Lo ®N) Lo0((0,7),L%° (&N))
-]
—Nu—w
2 Lo ((0,7),L5°(&N)) ’

((0,7),L°° (RN))

— )" u(0) [ rxy dods

)

< 2|Juol| oo gy -

¢
(t — s)a_lSaﬁ(t — S)OJ;Y(|u|p_1 u)ds + / (t — S)a_lsaﬁ(t — 3)0J§(|v|p_l v)ds
0

Lo (RN)

Loo((0,T),L® (&RN))

L>°(0,T)

Lo ((0,T), L0 (RN))

drds

Lo°(0,T)
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grace a I'inégalité suivante
—1 -1 —1 —1
[ul"™ u = o] < Clp) [u—of (lul”™ + "),
ou 7T est choisi tel que

C(p)2ry T
Ila+v+1)
Par conséquent, GG est contractif sur £7. Donc, G a un point fixe unique v € Ep par 'argument

1
—1
[Juo ()" <5

Leo®N) — 2

du point fixe de Banach. Ensuite, en utilisant I'unicité des solutions, nous concluons I'unicité de

la solution sur un intervalle maximal [0, Tay) , OU

Timax = sup {T > 0 : il existe une solution douce u € L>([0,T], Co(R")) pour (3.1.1) — (3.1.2)} .

Supposons que T,,., < oo et qU’il existe une constante positive M telle que

||u(t)||L°°(]RN) <M, t €0, Tinax) -

Puisque P, (t)uo est uniformément continu sur [0, Tynax|, donc la limite lim, .7, u(z,t) existe. On

= lim; .7, u(z,t). Donc, u € C([0, Thax] , Co(RY)) et par le Lemme 3.4 nous avons

max

note ur

t
/ (t =) Sap(t = 8)oJ] (lul"~" w)ds € C([0, Tmax] , Co(RY)).
0
Pour h > 0, > 0, soit
Eh,& = {u € C([Tmaxu Tmax + h] ) CO(RN)) : u(Tmax) = UTmaxs d(“a uTmax) < 6} )

ou

dlu,v) = tE[ng%fax+h] lo=vlim@ny, v € Ens.

Comme C([Tinax, Tmax + 1], Co(RY)) est un espace de Banach, alors (E},s,d) est un espace mé-
trique complet.

Nous définissons 'opérateur G sur E}, 5 par

Gu)(t) = Fap(t)uo +/0 () St — )2 (ul " u)ds

t
b [ =9 Sualt = (ol ),
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pour v € Ej, 5. Clairement, on a G(v) € C([Tax, Tmax + 1], Co(RY)), et G(v)(Tiax) = w(Tinax)-
En répétant I'argument ci-dessus, nous pouvons prouver que G a un point fixe v € Ej, 5.

Puisque

si on pose

U(ZL‘,t), t e [OaTma,x)7
(z,1) =
U(l’,t), t e [TmaxaTmax + h] ’

alors @i € O([Tiax, Tmax + h], Co(RY)) et

¢
(z,t) = Papg(t)ug + /0 (t — 8)*71S, 5t — 8)oJ2 (|UP~" @) ds.

Ensuite, @ est une solution de (3.1.1)-(3.1.2), ce qui est en contradiction avec la définition de
Tmax-
Supposons que ug € L"(RY) pour 1 < r < oo, alors nous répétons le méme argument que ci-

dessus dans I'espace suivant
Er, = {ueC([0,T],Co(RY) N L"(RY)), tel que
lull oo o poo@yyy < 2100l poo@ny s el oo o7, 0r @)y < 2 ll6oll pr ey }-

En estimant de [|u”|| . g~y par [|ul i;l(RN) |ul - g~y dans le théoréme de mappage de contraction,

en utilisant (3.2.14), nous obtenons une solution unique dans Er,. Puis nous concluons que

u € C([Oa Tmax) 7CO(RN) N LT(RN))

Siug > 0etug # 0, alors nous pouvons construire une solution non négative de (3.1.1)-(3.1.2) sur
[0, T] en appliquant 'argument ci-dessus dans 'ensemble E} = {u € Er : u > 0} . En particlier, il
résulte de (3.3.15) que u(t) > 0 sur (0, Tiax) -

3.4 Explosion des solutions

Premierement, nous donnons la définition de la solution faible de (3.1.1)-(3.1.2) et apres nous

prouvons 'explosion de solutions.

Définition 3.2 Soit ug € L (RN),O <pf<20<a<l—7v0<y<letT >0.0nditque

loc

u e LP((0,T), L2, (RY)) est une solution faible de (3.1.1)-(3.1.2) si

loc

3.4. Explosion des solutions
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T T
// 0J§(|u|“u)¢(x,t)da:dt+/ / uo € D3ap(x, t)dxdt (3.4.16)
RN RN

/ / AP (e, t)dadt + / / u € DSap (v, t)dadt,
RN RN

pour toute fonction test 1) € C*([0,T], H?(RY)) avec supp, ¢ CC RN et ¢(.,T) = 0.

Nous donnons maintenant le lemme suivant qui prouve que toute solution douce du probleme
(3.1.1)-(3.1.2) est une solution faible.

Lemme 3.5 Soit ug € Co(RY), et u € C([0,T],Co(RY)) une solution douce de (3.1.1)-(3.1.2).
Alors u est une solution faible de (3.1.1)-(3.1.2), pour tous 0 < <2, 0<a<1l—v0<y<let
T>0.

Preuve. Supposons que u € C([0,T], Co(RY)) est une solution douce de (3.1.1)-(3.1.2), alors nous

avons

t
0, " (u — ug) =0 J; " (Pa,s(t)uo — uo) +o Jtl_a(/ (t —5)* " Sap(t — S)OJ;Y(’u‘pA u)ds)).
0

En utilisant le Lemme 3.4, nous obtenons

t
0di (= o) =0 J; " (Pa,ptio — uo) + / Pt =)o) (Jul"~" u)ds.
0

Alors, pour tout ¢» € C*([0,T], Hg(RY)) avec supp, v» CC RY et 1)(z,T) = 0, on obtient

thl_a(U — up)bdr = w5t — 5)o J7(|u|p* u)pdsdr + OJ Y(Pa,guio — uf Bl 7)
J [[ /

= H1( )+ Ha(t).

Par le Lemme 3.3, nous obtenons

dH
— / 0 D' (Pap(t)o)vda + / 0} (P, p(t)uo — uo)ihydz (3.4.18)
RN RN
= [ A+ [ 0 Pas(O — o)
RN RN
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Soit h > 0,t € [0,T) ett+ h — T, alors on a

t+h
H - H 1
1(t+h}z 1(t) _ E//Pa,ﬁ(t—{'h . S>0J2(|u|p71 U)'l?b(l’,t—k h)daj’ds
0 RN

1 / _
g [ [ Peatt = oz (ul ), ) dods

0 RN
t+h [e's)

- % / / / o ()T ((t + b — 5)°0)oJ] ([ul"" w)ih(x, t + h)dbdwds

0 RN O

_% /t / ]O@a(Q)T((t — P0)0 T (JuP w)i (e, £)dBdads

0 RN 0
= Hs+ Hy+ Hs,

ol

t+h oo

Hy — /// T((t+ h— $)°0)0 T (Jul’~" u)dods

: X (x,t + h)dx,
H, — R[O// Tt + h — 5)%0) — T((t — 5)60)) T2 (|uf’" u)dods
X (x,t)dx
Hy, — R[O// T((t +h — $°0) = T((t — 5)°6)) T (Jul”" u)dbds

X (Y(x,t + h) —b(z,t))dz.

Par le théoréme de convergence dominée, quand h — 0, nous concluons que

Hy — /OJ;’(|u|p1u)¢)dw,
N
¢
— //Paﬁ(t—s)ng(|u|plu)dswtdx,
0
]RN

t
= //(t_S)Oé_lsaﬁ(t—s)ot]mﬁp1U)d8A1/)d93-
0
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Par conséquent, la dérivée droite de H, sur [0,T') est donnée par

H t
% = / o7 (Ju|P " u)epda +/ /Paﬁ(t — 8)oJY (|u"~ u),dzds
RN O gn
t
+/ /(t —5)*71S, 5(t — 8)oJ2 (Jul’~! u) Apdads.
0
Alors, on a
H
I AT (3.4.19)
RN
t
+/ 0} (/ (t — )18, 5(t — 8)oJY (Jul"~" u)ds) ), dx
0
RN

t
+/ /(t — 5)*71S, 5(t — 8)oJ2 (Jul’ ™ u) Avpdads,
0
RN

pourt € [0,T). Par (3.4.17)-(3.4.19), nous avons

TdH, dH,
—— —dt 1- “(u— dxdt =
/o p / p /RN o, “(u — up)dz 0.

Par conséquent, nous avons

T T
/ / Pop(t)uo(—A)?*¢drdt — / / (u — up)§ Dgepdadt
0 RN 0 RN
T
+/ / o7 (JuP ™ wypdudt
0 RN

T ¢
-I—/ / / (t — 5)* 1S, 5(t — 8)oJ7 (JulP " w)ds(—A)P *pdadt
o Jrvy Jo
= 0.

Enfin, nous pouvons écrire

T T
/ / o7 (lul" ™ u)lpd:cdt—i-/ / uo & DSapdadt
RN
/ / APPpdrdt + / / u € DSapdadt,
RN RN

ce qui compleéte la preuve du Lemme. m

Maintenant, nous donnons un résultat d’explosion pour les solutions du probleme (3.1.1)-(3.1.2).
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Définition 3.3 On dit que la solution du probléme (3.1.1)-(3.1.2) explose en temps fini, si

B 1) ey = 00

Théoreme 3.2 Soit Ug € C() (RN) et ug > 07U0 ;7é 0. Si

[ uopy (x) da > 0,

]RN
ou ¢, > 0, pour tout x € RY. Alors, la solution douce du probléme (3.1.1)-(3.1.2) explose en
temps fini.
Preuve. D’apres le Lemme 3.5, toute solution douce de (3.1.1)-(3.1.2) est une solution faible. En

utilisant la définition 3.2 avec

¥ (2,t) =f Dig(a,t) = D (¢ (@) 95 (1),0 <y <1,

pour tout p € C*([0,T], H?(RY)) ol supp, ¢ CC RY et p(z,T) = 0, le fait que ;J( D)o (x,t)) =

o(z,t) et la formule d’intégration par parties (3.2.7), on obtient

uPdxdt + f [ uo (2)E DS (2, 1) daedt

N ORN

[V]fey

o o
%%’ﬂ %%ﬂ

2

T
¢ (x,t)dzdt + [ [u§ D3 (x,t) dzdt,

ORN

u(—=A)

Ici, on prend ¢, est le premier vecteur propre de (—A)2 dans un domaine borné (2, associé a la

premiere valeur propre \ = )\f 2 tel que

8
2

(—A) :)\fﬂ(pl,:ceﬂ;gplz(),xeﬁfl et [pde =1,
Q

ou ) = {x e RN : |z| < 2R? } , R > 0. Ainsi, nous pouvons écrire

ffupg01<p2da:dt + fqu T) Py D%JF’V‘PQdedt
- Af/szucpl ?D%O?dxdt + ffu Y1 tCD‘;iﬂgonxdt,
00 09

Par conséquent, par I'inégalité de Jensen, nous avons
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T

P T
f (fucpldm) oo dt + ffuo (x) ¢, fD%ngzda:dt
0 \Q 00

T T
< )\fﬂffugpl “Dlpydrdt + [ [u @y § DS pyddt.
00 00
Soit f(t) = [ ug,dz. Pour R tend vers oo, on a
RN
T T c /2 T T
[ fPodt + [ £(0) DEgydt < XJ2 [ fEDYppdt + [ f€ DS oyt
0 0 0 0
En appliquant l'inégalité de Young

q—1
. b!, pq=p+q, a,b>0, p,qg>1,

1
ab < —adP +
2p

dans le coté droit de (3.4.20), on obtient

T T
[ fPoodt + [ (0)F DS pydt
0 0

T 1 -1 T 1 -1
2 » 1P » P «
< N[ fosoy CDjggdt + [foiey CDFpydt
0 0
17 r =t L
< %ffpS%dt + Cf@? (t D%SOQ) rhdt
0 0

=1

17 T L N 1
+% [fPoydt +C o3 (§ D3 p,) 71 dt.
0 0

Ainsi
1 A T C na+ i %11 ¢ 1
(1 - z_?) [ fP@adt + [f(0); DFopdt < C 3" ({Djep) " dt
0 0 0
(= e
+C [0 (Y D77y
0
En prenant
£\ pla+7)
902(75):(1_?) ) te[O’T]’mzmaX{Z p—1 ’

nous trouvons

(3.4.20)
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f (0); D ppdt = Cf(0) f - (1 - 3)’"—04—7 dt
0 0 T

B o (1 . %)m—a—w—}—l T
= cror [—%(m—a—v-l—l) .

= Cf(O)T T,

= oy \ TN e ()
CfQO (t DTQOQ) dt = C{ 1_T p—1 1_T dt
(

T
m—-2 41
_ o | o)
1 m_ljfpu) 0
— COT' v
et
CT 711 CD +v =1 ] CT t ;ji T(*’Y*a)p t (m’“/’lo‘)P+1d
I )Tt = 1-— T (1- 2 /
ot ot = of (1-5)7 1 (1-5)
er( 'Y:C“)P+1 T
_ opte | (-g) T
-1 m+ & f)p+1) 0
_ CT_('vptﬁ)p

Par conséquent, nous trouvons

1 T Py plaT7y
(1 _ —) [fPoydt + CT=2F (0) < C (T e )) .
P/ o
Alors
f)y<c (T“”‘Tl + T‘ﬁ) : (3.4.21)
En laissant 7" — oo dans (3.4.21), nous obtenons f(0) < 0, ce qui est en contradiction avec

I'hypotheése, ce qui prouve que la solution explose en temps fini. m

Théoreme 3.3 Soit Ug € C(] (RN) et ug > O,UO 7_é 0. Si

Bla+7)
aN '’
alors toute solution du probleme (3.1.1)-(3.1.2) explose en temps fini.

l<p<1+
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Preuve. La preuve est par contradiction. Supposons que u est une solution globale douce pour le
probléme (3.1.1)-(3.1.2). En utilisant le Lemme 3.5 et la Définition 3.2, nous obtenons

T
T ([u"~ ) @ (. t) dedt + [ [ uo EDgap (2, t) dudt

N ORN

w (=) o (z, 1) dedt + ff u € DS (z,t) dadt,

ORN

S o
%%'ﬂ %%ﬂ

2

pour tout ¢ € C*([0,T], H*(RY)) avec supp,» CC RN et (.,T) = 0,000 < o < 1 — v et
0<y<l.
Soit ® € C§°(R) tel que ®(s) = 1 pour |s| < 1, &(s) =0 pour |s| > 2et 0 < P(s) < 1.

Maintenant, nous prenons

¥ (@.1) =F D (0,) = D (61 () 2 (1) 12 2

pour tout ® € C*([0, 7], H°(RY)) avec supp, ¢ CC RN et p(x,T) = 0, avec

pour ¢ € [0, 7. Ainsi

f uPdxdt + f [uo () @ ()5 Dst (g (1)) ddt (3.4.22)
ORN ORN
T T
bf u A)? 19D} (¢, (t))dﬂﬁdterffu(ﬂ?,t) 1 () £ D777 (95 (1)) dadt.
RN RN

D’aprés I'inégalité de Ju (voir [1])

on trouve

[ [ redadt + [ [ () & (@) DS (0 (1)) dadt

O]RN ORN

8 T o
< Of [u(@nel H(=2)% 00 £ (o (1) dadt + [ [ ua,t) 6 (@) [FD5 (s (1))] dadt

ORN ORN

pour une constante positive C' indépendante de 7. Ensuite, par I'inégalité de Young, nous avons
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T
[ [wPpdrdt + CT 7 [ug () ¢} () do
ORN RN
T i _1 4 B o
< Cf fugprp g™ (—A2)<P1 D] (g, (t ))’dwdHffuwso vy (z) [ DE (0y (1)) dadt
O]RN 0RN
< _ffup 0 Ol “ A)g lq\cm( ())|" dadt
= 9 1| |t Y7 (P2 T
O]RN OR N
29— 1T N
+2 ffupgpdxdt+ _ff@ﬁﬁ ‘t DTJw (¢q (t))}qudt-
0RN q orn

Dans cette étape, on introduit le changement de variables suivant

t T
T = f: g - T% ’
nous obtenons
1 T 1—a— 1+aN _ platy)
L—— | [ [uPodrdt + T [ug (z) ) (z)do < CT 5~ 1. (3.4.23)
p 0ORN RN
Par conséquent
aN _ platy)
fug r)de < CT 5~ »1 .

Dongc, si une solution de (3.1.1)-(3.1.2) existe globalement, alors en prenant 7" — 400, on obtient

J uppldr =0 = uy =0, (3.4.24)

RN
ce qui est une contradiction. Donc la solution de (3.1.1)-(3.1.2) explose en temps fini. m
Maintenant, en fonction des résultats d’explosion précédents, nous pouvons déduire le théoreme
suivant qui donne I'explosion de L*°-solutions du probleme (3.1.1)-(3.1.2). Soit

T. = sup {T € [0,00); il existe une solution unique u € C ([0,7),L> (RY) de (3.1.1) — (3.1.2)) }

le temps d’existence maximal de L°>°-solutions. Alors nous avons le résultat suivant :

Théoreme 3.4 Soit ug € Co (RY) et ug > 0,ug #0. Si 1 < p < 1+ B(a+~)/aN, alors la durée de

vie T. < +oo et la norme

L*> de solutions explose en t = T,

litmiTnf [ () || oo (rvy = F00. (3.4.25)
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Preuve. Supposons que 7. = +oo. Alors u est la solution globale faible de (3.1.1)-(3.1.2) au sens
de la définition 3.2 et du Théoréme 3.3 nous avons u = 0. D’autre part, par l'identité (3.4.22),
nous déduisons que

fuogolldm =0=uy =0,
RN

ce qui est une contradiction. Nous avons donc 7. < +oo. Ensuite, nous prouvons un éclatement

de la norme L* de la solution locale u. D’abord, nous assumons
lim inf {|u (8)]] poe vy < +o0,

alors il existe une suite {¢,,},,>1 C [0,7;) et une constante positive M > 0 telle que

lim ¢, =T,
et
sup [|u ()] poo vy < M. (3.4.26)
neN

Ainsi, pour tout ¢,, € {t,},>1, par 'estimation (3.4.26) et le théoréme de I'existence locale, il existe

une constante positive 7'(M ) indépendant de ¢,, telle que nous pouvons construire une solution
ue X =C([tn, tn +T(M),L® (RY))),

de (3.1.1)-(3.1.2).
De plus, puisque la limite de ¢,, existe, on peut prendre ¢, € [0,7.) tel que T, — T (M) < t, < T..
Pour cela nous pouvons aussi construire une solution v € X. Mais l'estimation ¢,, + 7' (M) > T est

en contradiction avec la définition de 7.. Par conséquent nous obtenons
lim inf {|u (8)]] poe rvy = +o00-

Ce qui complete la preuve du théoréme. m

3.5 Existence globale
Dans cette section, nous étudions I’existence globale de solutions du probleme (3.1.1)-(3.1.2).

Théoréeme 3.5 Soit ug € Co(RY) et ug > 0, ug 2 0. Sip > 1+ (o + 7)/aN et [[woll poc vy st
suffisamment petit, ou
¢. = aN(p—1)/B(a+ ), alors la solution de (3.1.1)-(3.1.2) existe globalement.

Notons que nous pouvons prendre |ug(z)| < C|z|~?@/?=1) qu lieu de uy € LI (RY).
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Preuve. Nous construisons la solution globale de (3.1.1)-(3.1.2) par le principe de mappage de

contraction.

Puisque

Bla+7) Bla+7)
aN >1+aN+5—5(a—l-’y)’

on peut choisir une constante positive ¢ > 0 telle que

p=1+

at+y 1 aN - o+

< -7 )
p—1 p pBg p-1

et

o+ aN

o< —.
p—1 Bq

Soit

K =

aN<1 _1)_a—|—7_aN
B \g ¢ p—1  Bqg
Ainsi, il découle de (3.5.27)-(3.5.29) que

N(p—1) aN (p—1)
B Bq

Comme ug € L%, en utilisant (3.2.13) et (3.5.29), on obtient pour ¢ > 0,

q > >, 0<pr<l,a+vy=

sttigtﬁ | Pas (t) u0||Lq<RN) <C ||U0||ch(RN) =1.

Si ug(z) < C|z|~P@+/P=1) pour une constante C' > 0, alors

a+y

N _agy_
1T (2) ol oy < CtPa ==,
Par conséquent
aN _at+y % N _ _aty
1Pas () oll, < CH555 [, (6) 6% ao.
0

Puisque N/Bq — (a+v)/a(p — 1) > —1,

[ &, (6) 67 56 1df < co.

0

Par conséquent, nous pouvons également voir que (3.5.31) est satisfaite.
Soit

+(p—1)k.

(3.5.27)

(3.5.28)

(3.5.29)

(3.5.30)

(3.5.31)
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ou

Y ={ue (L>(0,00),L (RY)) : |lully < oo},

La®N)

[ully = sup ™ [lu @)
t>0

Pour v € Y, nous définissons

D (u)(t) = Pap(t)uo + j (t—5)""" Sap(t—s),J7 (|u]p_1 u) ds.

Notons By = {u € Y : ||ul|y, < M}. Pour u,v € By, t > 0, nous avons

@ (u) (t) = @ (v) @)

L9(RN)

0 = 97 S = 17 ) s = 977 S (6= 0077 (o e
0 0

< ¢ f (t =) [[Sas (t = 8)g I (Jul” = i) ds.

LI(RN)

Puisque ¢ > p > N(p — 1)/2p3, donc p/q — 1/q < 23/N. Ensuite, par le Lemme 3.2, nous avons

IN

IN

IN

<

| @ (u) — @ ()]

LI(RN)
t S
Ct" [ (t — s)a_l_% [(s—0) " JuP — 7| dods
0 0 LrRN)
t S
Ct™ [ (t —s)* ' 5 f P — P dods (3.5.33)
0 0 L%(JRN)
ts
mWJ@—@alﬂ@”@—aﬁlewl Sl Yol dods
00 L9(RN) L9(RN) LI(RN)
t s
CtrMP= [ [ (¢ 50D (5 — o) o PR dods |ju — vy -
00

Ensuite, en utilisant (3.5.27) et px < 1, nous obtenons

t s o
[[(t=s)* 50D (s o)L o P dods
00

1 o t(t_s)al X (p-1)
— (Of(l—a)“’ 1apd0>f g ds

0

_ Cta+’y*p1€*%(p*1) =Ct", (3.5.34)
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pour tout ¢ > 0. Donc, on déduit de (3.5.33) et (3.5.34) que

@ (u) = @ (v)]] < CMPHlu () — v (B)ly -

LI(RN) —
Si on choisit M assez petit pour que CMP~! < %, alors nous obtenons
. 1
@ (u) =@ V)], <5 llu—uvly

Puisque

1—aiN

t s
@ (u) (1) N4+ CMPE[ [ (t—8)* 5 "D (s — ) o7 dods
00

LI(RN)

< n+CMP?,

On peut choisit 7 et M assez petit pour que

n+ CMP < M.

Par conséquent, par le principe de mappage de contraction, nous déduisons que ® a un point fixe
unique u € Byy.

Ensuite, nous allons prouver que u € C([0, ), Co(RY)). Tout d’abord, nous prouvons que pour
T > 0 assez petit, u € C([0,T], Co(RY)).

En fait, la preuve ci-dessus montre que u est la solution unique dans

Byr=A{ue (L°° (0,7), L* (RN)) : sup t" Hu(t)HLq(RN) < M}.
0<t<T

D’aprés le Théoréme 3.1 et le fait que ug € Co(R™) N L? (RY), le probléme (3.1.1)-(3.1.2) a une
solution unique @ € C([0, T, Co(RY) N L7 (RY)), pour T' > 0 assez petit.

Par conséquent, nous pouvons prendre 7" assez petit pour que

sup ¢" Hﬂ(t)HLtI(RN) < M.
0<t<T

Ensuite, par unicité, nous avons u = @ pour ¢ € [0, et u € C([0,T], Co(RY) N L7 (RY)).
Ensuite, nous montrons que u € C([0, 7], Co(RY)) par 'argument “bootstrap”. Pour ¢ > T, nous

avons
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w=Pap(uo = [ (t=5)"" Sup(t =)o J7 (jul" " w) ds

(t—5)" Sup (t—5) J2 (Jul" " u) ds

¢
[ (t—8)""" Sap(t—s)y J7 (|u|p_1 u) ds
T
- Hﬁ + H7.

D’aprés u € C([0,T], Co(RY)), il sensuit que Hg € C([T, 00}, Co(RY) N L4 (RY)). Supposons que
T, > T, alors nous avons u? € L®((T,Ty), LY?(RM)), et oJ; ([u|’) € L=((T,T}), L¥?(RY)). Notant
que ¢ > N(p — 1)/f3, on peut choisir r > ¢ tel que N(p/q — 1/r)/8 < 1. Par le Lemme 3.2 et en
répétant les mémes calculs que ci-dessus, nous obtenons H; € C([T,T}), L"(RY)). Et puisque la
constante 7 est arbitraire, on a H; € C([T, 00), L"(RY)), alors u € C ([T, 00] , L"(RY)).

Posons r = ¢4' et notons que §° > 1,
N 1
a (]—7 - —Z.) <1i=1,2 .,
B\a q

alors nous déduisons par les mémes arguments que ceux utilisés précédemment que u € C ([T, 00| , L9 (R

Par des étapes finies, nous avons

p
_ < =,
g N
alors
u € C ([0,00),Co(RY)) .
n
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Chapitre 4

Conclusion

Apres avoir présenté les notions préliminaires utiles pour la bonne compréhension de ce travail,
nous avons présenté des résultats d’existence des solutions locales et globales, des resultats d’ex-
plosion en temps fini ainsi que les conditions nécessaires pour I'existence locale et globale de la
solution pour certains prblemes d’évolution fractionnaires en temps et en espace. Ces resultats
montre que la solution est globale dans le cas sur-critique pour toute donnée initiale ayant une
mesure assez petite, tandis que dans le cas sous-critique la solution explose en temps fini.

Au terme de ce mémoire, nous estimons que les résultats présentés contribueront au développe-
ment de I'étude des équations différentielles fractionnaires, en ouvrant de noueaux horizons a la

recherche scientifique sur cette thématique émergente.
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