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Abstract

The purpose of this work is to show the existence and uniqueness of the solutions. First, we
study an initial problem of limit value with integral conditions for a parabolic equation. Second,
we study a coupled system of hyperbolic equations with non-local conditions, using the energy

inequalities method.




Résumé

Le but de ce travail est montrer I'existence et 'unicité de la solution forte. Premiérement, on a
étudie un probléme aux limites a valeur initiale pour une equation parabolique avec des
conditions intégrales. Deuxiemement, on a étudie un probléme aux limites a valeur initiale pour
un systéme couplé d’équations hyperbolique avec des conditions non locale, par utilisant la

méthode des inégalités énergétiques.




Abstract

The purpose of this work is to show the existence and uniqueness of the strong solution. First,
we study an initial problem of limit value with integral conditions for a parabolic equation.
Second, we study a coupled system of hyperbolic equations with non-local conditions, using the

energy inequalities method.




Introduction

Des modeles mathématiques pour des problémes mixtes avec des conditions non locaux peuvent
étre présentés dans de nombreux modeles d’ingénierie tel que la conduction thermique, la dés-
intégration radioactive, 'écoulement sous l'eau, la physique du plasma, la thermoélasticité, la
dynamique de population, les problemes de vibration, la dispersion chimique, la théorie de trans-
mission, la théorie de controle , diffusion de fluides dans des milieux poreux et bien d’autres. A
cet égard, le lecteur devrait se référer a Ewing et Lin [13], Choi et Chan [10], Shi et Shilor [47],
Bouziani [5], Cannon [6], Ionkin [16], Kirane [20], Nakushev [42], Muravei [41], Slemrod [48]. Les
conditions standard telles que (Dirichlet, Neumann) qui sont prescrites ponctuellement ne sont
pas toujours suffisantes car elles dépendent du contexte physique sur lequel les données peuvent
étre mesurées a la limite du domaine physique.

La signification physique de conditions non locales telles que ’énergie totale, la masse moyenne,
la masse totale, les moments, etc., a servi de cause fondamentale a l'intérét considérable que
suscite ce type de probléme mixte.

De nombreuses méthodes ont été utilisées pour traiter des problemes mixtes avec des conditions
non locales. Par exemple, Cannon [6] et Kamynin [18] ont utilisé la méthode potentielle pour étu-
dier certaines équations paraboliques. Ionkin [16], Ionkin et Moiseev [17] ont obtenu des résultats
concernant I'existence et 'unicité de la solution pour d’autres classes des équations paraboliques.

Cune des méthodes d’analyse fonctionnelle utilisées dans I'’étude des problémes mixtes est la
méthode des estimations a priori, le lecteur peut se référer aux travaux de Bouziani [3, 4, 5], Mes-
loub [26,27, 28, 29], Kartynik [19], Mesloub et Bouziani [30, 31, 32], Mesloub et Lekrine [33], Beilin
2], Mesloub et Messaoudi [34, 35|, Muravei Philinovskii [41], Nakushev [42] et Pulkina [43] and
Yurchuk [49]. Tous ces précédents ont traité des équations paraboliques et hyperboliques.

Le but de cette mémoire est de prouver I'existence et I'unicité de certains problemes posés par
utilisant la méthode d’analyse fonctionnelle.

Pour étudier les problemes posés, nous écrivons généralement le probleme donné dans le for-
mulaire opérateur :

Lu=F, Yue D(L),

ou l'opérateur L est considéré de 'espace de Banach B dans I'espace de Hilbert H, convenable-
ment choisis. On établit les estimations a priori pour 'opérateur L et on démontre I'inégalité
énergétique du type :

lullp < CllLully, Yue D(L), (%)

ou D (L) est le domaine de définition de 'opérateur L.




La démonstration se base sur une analyse précise des formes obtenues en multipliant I'équation
donnée par un opérateur Mu contenant la fonction u, ses dérivées et ses premitives. Le choix de
I'opérateur Mu est fondamental, il est dicté par 'équation et les conditions aux limites.

On démontre ensuite que Popérateur L est fermable (admet une fermeture) et on dénote L sa

fermeture. la solution de ’équation

Lu=F, VuGD(Z)

est appelée solution forte du probléme considéré.
ATaide d’un passage a la limite, on prolonge I'inégalité (x) a 'ensemble des solutions u € D (L),
on obtient
|ul|lg < C ||quH , Yue D (L),

et ainsi est garantie I'existence de la solution sur 'ensemble des images R (L) de I'opérateur L.

Comme I'image R (L) de I'operateure L est fermé dans I'espace H, et que R (L) = R (L).

Pour démontrer I'existence de la solution forte, il suffit d’établir la densité de R(L) dans H.

Punicité de la solution forte est déduite de I'inégalité de I’énergie.

Cette mémoire est organisée comme suit :

Nous commencons par une introduction, par la suite dans le premier chapitre nous rappellons
certaines notions préliminaires qui seront utilisées ultérieurement.

Dans la deuxiéme chapitre, on étudie un probleme aux limites a valeur initiale pour une equa-
tion parabolique avec des conditions intégrales. On prouve l’existence et I'unicité d’une solution
généralisée forte pour le probléeme donné.

Dans le troisieme chapitre, on étudie un probléme aux limites a valeur initiale pour un systeme
unidimensionnel d’équations hyperbolique avec des conditions non locale. On prouve l'existence
et 'unicité de la solution généralisée forte.

On termine par une conclusion et une liste de références utilisées dans cette mémoire.
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Espace vectoriel normé.

La norme.

Le produit scalaire.

La distance.

Un ouvert borné dans R.

La limite.

La convergence forte.

Lespace des fonctions mesurables u sur Q vérifiant [, [u|” dz < co.
Tespace des fonctions de carré intégrable.

Pespace des fonctions u ol u = (uy, ..., u,) tel que u; € L3(Q), Vi = 1, n.
Un espace de Hilbert.

Une fonctionnelle linéaire.

Un opérateur linéaire.

Le domaine de définition de L.

La fermeture de L.

Fensemble des valeurs Lu pour tout u € D(A).

Operateur différentiel.

La dérivée ordinaire par-rapport a .

La dérivée généralisée.

Lespace des fonctions u € L™(Q), tel que D*u € L™(Q2), ou |k| < 1.
Lespace des fonctions u € W/ (2) & suport compact dans €.

La norme dans I'espace W' (€2).

Le produit scalaire dans 'espace W2(Q).

La constante de Poincaré.
La dérivée partielle.

Le vecteur unitaire de l'extérieur a of2.
Pélément de surface de Of).
Un espace de Banach.

Pensemble de toutes les fonctions continues.




Chapitre 1
Notions Préliminaires

1.1 Espace Normés, Espace de Banach et Espace de Hilbert

1.1.1 Espace Normés

Définition 1.1  Un espace vectoriel linéaire X est dite espace normée si pour chaque élément

x € X il existe nombre réel noté par ||z|| (norme de x), vérifiant les propriétés suivantes :

1. ||z]| > 0 pour tout x € X et |jz]| =0 < x =0;
2. [[Az|| = |A ||=]|, Vz € X, VA € k;
3. lz+yl < |zl + llyll, Yo,y € X (inégalité triangulaire).

Ainsi , la norme est une application définie sur X, prenant des valeurs positives et
vérifiant les propriétés 1 a 3.
Dans cet espace, on introduit la métrique p(z,y) = ||x — y|| (distance entre x et y).

1.1.2 Espace de Banach
Définition 1.2  Une suite (), .y d’éléments d'un espace normé X est dite suite

de Cauchy si :
(Ve > 0) (IN:) Vp, g > N, = ||z, — 2| < e.
Toute suite convergente est de Cauchy.

Définition 1.3 On dit qu’un espace normé est complet si toute suite de Cauchy est convergente. On

appelle espace de Banach tout espace normé complet.

9
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1.1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.4 Soit H un espace vectoriel sur k, on appelle produit scalaire sur H toute applica-
tion :
(L):HxH—k

veérifie les propriétés suivantes :

1. A\e+pz,y) =AMz, y)+p(z,y) Vo,y,z € H VA, u €k, (bilinéaire)

2. Vrx,ye Hyona:

(x,y) = (y,z) silespace est réel (symétrique)
(x,y) = (y,x) silespace est complexe (hermitienne)

3. (z,2) >0Vx € H et (z,z) =0« z = 0. (définie positive)

Le nombre (z,y) est appelé produit scalaire des vecteurs z et y.

Définition 1.5 Si Uespace vectoriel H est muni d’un produit scalaire, on dit que c’est un espace

préhilbertien.

Fespaces préhilbertien est un cas particulier de ’espace normée,ceci est exprimé par le lemme

suivant.

Lemme 1.1 Soit H un espace linéaire muni d’'un produit scalaire .Alors Uexpression
z]] = v/ (z, z)

VY € H, définit une norme sur H (appelée norme hilbertienne).

Définition 1.6 Un espace de Hilbert est une espace préhilbertien complet .

la distance sur H donnée par

|z —yll=v(@—-yz—y)

Remarque 1.1 Lespace de Hilbert est un cas particulier de Uespace de Banach.

1.2 Orthogonaux et Complémentaire Orthogonal

Définition 1.7 Soit H un espace préhilbertien et x,y deux vecteurs de H.On dit que x et y sont

orthogonaux si (z,y) = 0. On note x L y.

1.2. Orthogonaux et Complémentaire Orthogonal
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De méme, pour les parties A, B C H sont dit orthogonaux si tout a € A est orthogonal a tout
be B :
alb Yae ANbeB

nous écrivonsx 1. Asix 1L a Va € A.

Définition 1.8 Soit M un sous-ensemble d’un espace préhilbertien H. On appelle complémentaire

orthogonal de M et on note M~ Uensemble
M+ ={z € H; Ya € M,(a,z) =0}.

Il est clair que M~ est un sous-espace fermé, si M est un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H
alors, H = M @& M~ (somme directe orthogonal).

Théoreme 1.1 Soit H un espace de Hilbert.Un sous-espace M de H est dense si et seulement si
M+ ={0}.

1.3 Quelques propriétés d’opérateurs et fonctionnelles linéaires

Définition 1.9 Une fonctionnelle linéaire [ sur un espace de Hilbert H est une application

linéaire numérique continue [(u)

l:H—-R

u— I(u)

[ est linéaire, Yuy,us € H, VA, u € R
[(Aug + pug) = M(uq) + pl(us)
[ est continue veut dire que dc > 0 tel que

()] < ellully

1.3.1 Opérateur linéaire bornée

Définition 1.10 Un opérateur A défini par un ensemble D (A) C H (H espace de Hilbert) fait

associé a chaque u € D (A) un certain élément v € H (ie)

Au=wv

1.3. Quelques propriétés d'opérateurs et fonctionnelles linéaires
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A est linéaire si, Yuy,us € D(A) VA, ueR
A(Auy + pug) = AA(uq) + pA(uz)
A est bornée si, dc > 0 tel que
Vu € D(A)  [JAu|| < c||lu]| sur D(A).
— Un sous-ensemble important du domaine de A est 'espace nul de A, N (A), ou

N (A) = {x € D(A): Az = 0}.

1.3.2 Opérateur linéaire [fermée,fermable]

Définition 1.11 Le graphe de Uoperateur linéaire A : X — Y est U'ensemble
G(A) ={(z,Az)|r € D(A)} C X x Y.
Le graphe est un sous espace de X x Y.

Définition 1.12 On dit que Uoperateur A est fermé si son graphe est fermé dans X x Y.et noté par

A.

Remarque 1.2  Pour prouver que loperateur A est fermé on procéde en générale de la maniére

suivante on prend une suite (u,) dans D(A) tel que

u, — u dans X
et

Au, — fdansY

il s’agit ensuite de verifie que
u € D(A)
f=Au

Définition 1.13 Loperateur A est dit férmable si pour tout suite u,, € D(A), u, — 0 et Au, — f
alors f = 0.

1.3. Quelques propriétés d'opérateurs et fonctionnelles linéaires
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1.4 Espace de Sobolev
Définition 1.14 Soit m > 0,p > 1, on note WP (Q)) 'ensemble définie par
W™ (Q) = {ue L”(Q) : D*u € L*(Q);Va : |a| <m},

otaeN' a=(a,ag,....,0p),; ENi=1,n

| | n a|0“
al=Ya, et D=
i=1 0x]*0x5?...0xon

et

17(9) = { u : mesurable \ / ()P d < 00 b,
Q

L*(Q2) = {u : mesurable \3C tel que |u(z)| < C sur Q},

LP(2) est un espace complet pour la norme

1
fulliroy = ([ lu@P do)? | 1< p <o
Q

L*>(£2) est un espace complet pour la norme

L(Q) = sup|u ()|

zeQ

Lespace W™P(2) muni de la norme

||U||€Vm-,p(9) = Z ||Dau||ip(9) , 1<p<oo

|| <m

m - Da oo
HuHWOO(Q) alg%” ull, Q) >

|
pour p = 2
Wm2(Q) = H™(Q) = {u € L*(Q) : D*u € L*(), Va : |a] <m},

le produit scalaire dans W™?2((Q) est definie par

(V) ypmoiy = >, [ D u(x)Dv(w)dx.

l|<m @

1.4. Espace de Sobolev
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1.5 Formule de Green

On suppose que € est un ouvert borné de R" a frontiére I' de classe C. soient u, v deux fonctions

de classe C? dans €. Alors :

Premiére formule de Green :

/ (vAu + Vo.Vu)dr = va—uda.
Q r ov

Deuxieme formule de Green :
/Q (vAu — uAv) dr = /F(v% - u%)da,

ou do est I’élément de surface de .

1.6 Opérateurs de régularisation

Soit w (£) une fonction paire de classe C*> d’une seule variable ¢ avec w(&) > 0 et w(§) = 0, si

1

=< 1et/w(§)d§: 1 on note par

-1

pour tout € > 0, on a

et

we (x,2') =0si |z — 2| > ¢

Soit Q = (a,b) CRetu e L*(Q).
On définit 'opérateur de régularisation Ve > 0, J. : L? () — L? () par

Jou = /ws(x,:c’)u(x')dx’

Q

_ / we (') (') da,

lx—a'|<e

Propriété de J. :

1.5. Formule de Green
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P, Pouru € L?(Q2),ona:
[ e — ull p2q e 0 (ie) J.u = U L*(Q),
P, Sia(z) € C(Q) et pour tout u € L* (Q2), alors

ladou — Je(au)“L?(Q) e 0,

P; Sia(r) € CY(Q) et pour tout u € L? (2), alors

0
%(algu — J.(au))

— 0.
e—0

L2(Q)
1.7 Quelques Inégalités Importantes

1.7.1 Lemme de Gronwall

Siles fi(m) (i = 1,2,3) sont des fonctions non négatives sur Uintervalle (0,7T), f1(7), fo(7) sont

intégrables et f5(7) est non décroissante sur (0,7") , alors si

S, f1+ f2(T) < f3(T) + €S, falt),

alors
Srfi+ falm) < e f3(7).

ou

%Tfi(T):/fi(t)dt (i=1,2.).

1.7.2 Inégalité de Cauchy-Schwartz

Pour tout u,v € L* (), on a

/Q u(@)v(z)de < ( /Q u2<x)dx>; ( /Q vQ(x)dx);.

1.7.3 Inégalité de Cauchy

Pour tout a,b € R, on a

Lo 1o
b< - + = |b".
a_2]a| 2||

1.7. Quelques Inégalités Importantes
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1.7.4 Inégalité de Cauchy avec ¢

Pour tout € > 0, pour tout a,b € R, on a

1

— |b]?.
25"

€, 12
b < —
a _Q\al +

1.7.5 Inégalité de Young (Inégalité de cauchy généralisée)

Pour tout a,b € R
1 -1
ab < = Jaff + 2= ||t
p p

pour tout p > 1

1.7.6 Inégalité de Young avec ¢
Pour tout ¢ > 0, a, b arbitraire (réels)

p—1

b

3

1 —1
ab§—|aa\p—|—p—
p b

pout tout p > 1

1.7.7 Inégalité de Holder

1/p 1/q
V(f.9) € I7(Q) x LI(Q) : / fol < / £ / o]
Q Q Q

ol p et ¢ sont toujours reliés par la relation : - + = =1

141
P q

1.7.8 Inégalité de Poincaré

Soit 2 un ouvert borné de R", alors il existe une constante Cy, > 0 tel que

/ude < C’é/uidx.
Q Q

Yu € W(Q)

1.7. Quelques Inégalités Importantes
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1.7.9 Inégalités élémentaires

l
12
[ (@) de < 5 19 (€0 e
0

l

l2
/ 3, (Eu)) dw < 5 ||§u||i2(g)

0

1.7. Quelques Inégalités Importantes



Chapitre 2

Sur un probleme mixte pour une équation

parabolique avec des conditions intégrales

Dans ce chapitre, on étudie un probléme aux limites a valeur initiale pour une equation parabo-

lique avec des conditions intégrales. On prouve l'existence et 'unicité d’'une solution généralisée

forte pour le probleme donné.

2.1 Position de probléme

Dans le région @ = (0,1) x (0,7) = {(z,t):0<2x<,0<t<T}.avecl < oo etT < oo, on

considére le probléme de la recherche d’une fonction u = u(z,t), solution du probléme

\

( Lu=u, — 2 (a(z,t)ug) + 2 (b(z, t)u) = f(z,1t),
hu=u(z,0)=px), ze(0,]),

l

/u(x,t)dxzo, te(0,7),

0
l

/xu(x,t)dxzo, te(0,7),
0

ol les fonctions a (x,t) et b(x, t) satisfont les conditions

da da
o< < t) < — < — < blx.t) <
_Co_a(l', ) =~ (, ot > Co, O = Cs, (33', ) S Gy,
0%a Ob < 0%a <
C —_— C - C - C
Yo = ot =" Qaot —

f et ¢ sont des fonctions donnés.

18
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2.2 Espaces Fonctionnels Associés
Nous écrivons le probléme (1.1) sous la forme opérationnelle suivant :
Lu=F, ueD(L),

ou
Lu = (Lu,liu) et F = (f,¢)

LCopérateur L est considéré de B a H, ou B est I'espace de Banach constitué de fonctions

u € L*(Q), satisfaisant les conditions de (1.1) et ayant la norme finie
2 2 2
lullp = sup [[lul, 7)[200] = 1wl T)llcon 200
0<r<T
et H est un espace de Hilbert L? (Q) x L?(0,1) muni de la norme

2 2 2
| F Iy = ||fHL2(Q) + ”90||L2(0,l) :

Soit D (L) le domaine de L qui est 'ensemble de toutes les fonctions u € L? (Q) pour lequel u; ,

Uy, Uz , Utz U € L2 (Q) et satisfaisant les conditions aux limites dans (1.1) .

2.3 Estimation a priori et ses conséquences

On établisse d’abord une estimation a priori pour 'opérateur L a partir de laquelle on conclue

I'unicité de la solution du probleme donné.

2.4 Unicité de solution
Théoreme 2.1 Siu € D (L), alors on a Uestimation a priori
lully < Ol Lully (1.2)

C’est
2 2 2
etz Evomsz0y < C (10 + 1o la0s)) -

ol C' est une constante positive indépendante de .

Preuve. On considére le produit scalaire dans L? (Q,) de l'operateur Lu et

Mu = =3 (u) — 37 (ur) ,

2.2. Espaces Fonctionnels Associés
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ou .
3 (u) = //u (1) dnde,
00
et
Q= (0,1) x (0,7),0<7<T,
on obtient
0
(oM = = (1032 (0) g + (55 (0t w) 92 (“))m |
0
(5 000 320) = (w2 (w),,
(ax 12(@0) (1 iz
+ (3 (a(z,t)u,), 32 (ut)) - <£ (b(z, t)u), 3 (ut))
O @) \O7 12(@:)
= - (.f (xa t) ) %i (u))LQ(QT) (f (.1’, t) ) %3: (ut))LQ(QT)
En utilisant les conditions aux limites et intégration par parties, on a
— (u, 2 (u))LQ(QT) = —/ut%i (u) dxdt
Qr
T 1
= —//ut%i (u) dxdt
00
T T 1
= —/[\;m(ut)%i (u)]hdt + //%x(ut)%x (u) dzxdt
0 00
(en utilisant g[f(x)]g = ZQ[f(x)]f(x))
ox T
T 1
1 N 9
- . / / S (ul, 1) dedr
00
1 l
— 5/ IGutute )
0
l l
= 5 [ Gutulwm)Pds - 5 [ Qulot@)da,

ou

(1.3)

(1.4)

2.4. Unicité de solution
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car

/&B (z,1) uy) 2 (u) dodt

//8x (z,t) uy) S2 (u) dadt
/[ (2, t) u, S dt—//\sx (2, 1) ugdadt
- / / S, (u) a(z, b) updedt

S/

o

~
intégration par parties

T 1

S, (u) a (@, t) ulhdt + //a (z,t) u?dxdt

00

uSS, (u) dxdt

// (z, 1) 2dmdt+//aa“ 3, (u) dzdt

0

/a (z,t) uPdxdt + /% Sy (u) dzdt,

Qr Qr

(1.5)
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T

€
ot [fa ) w3 (it = 0 car (2w = [[

o

00
T 1
= //%x (u) b(x, t)udzdt, (1.6)
00
ou .
_ / 192 (u) bz, ulldt = 0,
0
car

— (u, S (ut))LQ(QT) = /ut\s (ur) dzdt
QT

T 1

= —//ut\f (ug) dxdt
T 1
= /02 Ut Ut dt +// dl‘dt

0 00

- / / (S, (up))2dxdt, (1.7)

00
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ou

car

= — [udx
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(5 <a<x,t>uz>,%i<ut>)m(@) = [0t 8 ) dt

T
Qr

T 1

_ //aﬁ (a () uy) S2 (uy) dadt

= / (ug) a(z,t) ug] dt—//\sw ug) a(x,t) uydrdt

/Sm ug) a(x, t) uydrdt

1
/ua x,t) updxdt

0

[\sx (ur) a (x, ) ulbdwdt +

l
Oa(z,t
+// éx >u%x (ug) dxdt
- //ua x,t utdxdt—l—//aa (z,1) uSS, (uy) dadt

1ntegrat10n par parties

Il
|
S o\
D\\‘

T 1

la (z,t) u?|gdz — //ua x,t) updzdt

T 1 T 1

00
t
// 2dxdt+//aa (z.1) uSSy (uy) dadt
ox
00

00

I
O\N

T 1

la(z, d:c——//% ) dwdt

T

/

[a(z,t) u?]gdz —

I
o\JN

T 1

!
da (z,t) , Ja (z,

/ 875 w dx dt—l—// Ee u\sx (uy) dxdt

0 0

l

/ de

0

1 da (z,t) , Oa (x,t)
_5//Tu dmdt—i—// oy WS (ut) dxdt
00 0 0

1
2

l\')lr—t

I
O\N
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donc
1 17 1o
t
(5 @eou) 2w) = 3 faoga - g [ [0
ox £2(Qr) 2 2 ot
0 0 0
T 1
+ / / a“gi’t)u%x (uy) dadt, (1.8)
0 0
ol ;
/ 92 (w) a (x, £) wa]ldt = 0,
0
car

- (_ (b(z, t)u) , S (ut)> = - / a% (b, tyu) 33 (uy) dadt

_ / / aﬁ (b(x, )u) S (uy) dudt

T

_ / 192 (ug) bz, )l dt + / /l b, £)uS, (ur) dudt

0

T 1

= //b(x,t)u%x (ur) dzdt. (1.9)

00
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En substituant les inégalités (1.4) — (1.9) en (1.3), on trouve :

l
/ V2dz + / (z,t) uldwdt + / 8aé$’t)u<5$ (u) dadt
xXr
0

Qr Qr
l l

l

/ u(x, T) de

0

N —
l\DI»—t

S tutadt + [ (@ u)antt+5 fate7)0 w0 de = foe.0) @)
Qr loR 0 )
1 [da(x,t) , da (z,t) R
_5/ o dxdt+/ o USa (ur) dxdt + /b(l’,t)u\sm (ug) dzdt
©r r Qr

= —/f(x,t)%i (u) dxdt — /f(x,t)%i (uy) dzdt,

Qr Q-

alors

l

(S (u(x, 7)))%dx + /a x,t) urdrdt + /( o (ug))2dzdt + %/a (z,7)u? (v, 7)dx
Q

N | —
— O\N

l
1 1 da (x,t)
= 2/ T+ 2/@ / o WS (u) dadt
0 0 Qr
/b x, ) uSS, (ug) dedt — /Sx (u) b(z, t)udxdt — /%u%x (uy) dxdt
Qr Qr
+ 2d dt—/f( dxdt—/f x, 1) (uy) dadt. (1.10)
Qr Qr
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En utilisant les conditions C sur les coefficients et I'inégalité de cauchy avec ¢,nous estimons le

coté droit comme suit

(
- [, () dode < / wdrdt + £ / (S (w)? dadr,

Qr

—/%x (u) b(x, t)udzdt < 6452/ *dodt + /(%x (u))? dadt,

Qr Qr

—/—8a§z’t) uS, (up) dedt < 22 /quxdt + 5= /(("x (u))” dadt,

Qr Qr

—/b(x,t)u%x (ug) dadt < “54 /qua:dt + o /(%x (uy))? dadt, (1.11)
QT 7—

- / f (@, )53 (u) dadt < 3 / (3% ()" dudt + 3 / f*(z, tydzdt,
Q-

Q-

/f 2, )32 (ug) dadt < E5/(Si (w))? dzdt + ﬁ/fz(x,t)dxdt,
QT

T

/ Qo) 2 dudt < cy / w?dudt.

\ Qr Qr

Alors (1.10) devient

! I
1
5/ dm+co/u2dxdt+/(3 (ur) dxdt—i—%o/u2
0 o & 0
1 / 1
< 5/ )2dx +/ (z,t) v’dxdt + /(\sw (uy))dadt + §/a (z,7)u? (2, 7)dx
Qr Qr 0
. I
< 5/(2‘%(@0@))) dx + 02—1/902(9:)d9: + cz/u dxdt + % w?dxdt
0 0 Qr Qr
+2—61 (S, (w))® dedt + 64752 / wrdadt + 20—;2 (S, (u))? dwdt
+C3—53/ 2dzdt + — [ (S, (w))? dadt + 222 [wPdadt + —2 [ (S, (uy))? dwdt
2 253 2 254
Qr Qr Qr Qr
1 1
—l—§/ (32 (u )) dxdt + - /f2 x, t)dxdt + — 5 / (S2 (ut))2dxdt~|— g/fQ(x,t)dult,
5
Qr Qr Qr
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donc
) I
5/(99 (u(z, T)))zdff‘i‘co/u dIdt-l—/( o (ug))2dxdt + —/ (z,7)dx
0 QT
I
< ;/( 2(( dm+5/go dx—i—cz/u2dxdt+c37€1/u2dxdt
0 0 .
+2 (S () dwdt + 222 [ wPdadt + —2 [ (S, (u))? dudt
281 2 262
Qr Q-
+£/ 2dudt + 22 (S (1)) d:rdt+— uldr dt+—/ )? dadt
2 253
T QT
1
+§/ (S2 (u))gdxdiH— %5/ (S2 (ut))zdxdt
Qr Q-
1 9 1 5
+= [ fA(x, t)dxdt + — | f7(x,t)dxdt. (1.12)
2 2€5
C’est,

l l

%/(Sx(u<x>7—)))2dx+Co/u2d.ﬂfdt—|—/(% (w))2ddt + EO/ 2

Q- Q- 0
l l

C C3& Cy& C3& Cy€
(w(w)))gdm+§1/so2dx+(@+ 321+ 422+ 323+ 424) /uzd:cdt

0 0 Q-

o) / (3 (u))? ddt + (2— bt [ @) o

/(%i( ? dedt + —/ dxdt+ ( >/f2 x, t)dzdt. (1.13)

Qr

AN
N | =
—

&2

8

En utilisant I'inégalités de Poincaré

/(%x (u))? dedt < %/u%xdt, (1.14)
QT

\ Q- Q-
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ou

Qr

&Y
8N

(u))zdxdt = / Se (
@ \ﬁ,_./
cauchy—schwartz
< / ds
QT L.

De méme maniere pour

S, (u))? dadt.

dxdt

N|=

dxdt

dxdt

()70 dt

l2
/(%x (u))? dadt < E/uzdxdt,

Qr Qr
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ona:
| ! I
5/(%x(u($,r)))2d:ﬂ + co/u2d:vdt + /(%x (uy))2dxdt + %/UQ (z,7)dx
0 o o 0
I
? ¢ ) C3€1  C4€y  C3E3  C4€4 )
< (4
< (4+2>/<pd1‘+<02+2+2+2+2)/udxdt
0 ol
(e E /(“())Qd P (T L /(C‘( ))? dadt
— 4+ — +— Sy (u))” dx — 4 — + = 3y (u x
261 282 4 283 284 4 '
+ ( )/F x, t)dadt. (1.15)
285
Si on prend
1
e1=1, ea=1, e3=1c3, €4="2¢4, & = 7

alors (1.15) devient :

l l

/(Sx(u(:v,T)))zdx + 200/ 2dxdt + 2/( (ut))zdasdthco/ > (z,7)dw

0 Q- Q- 0

!
l2
< (5 + 01) /902da: + (2¢g + 361 + cag2 + c383 + C44) /U2d$dt
0

P

( T )/(% (u))” ddt + (Z—z+z—i+ 052—[2) /(%m (ur))’ dadt

Q- .

( >/f2xtdxdt

alors
!

u(zx, T) dx—|—2co/udxdt+co/u (x,7)dx
Qr 0

O\N

!

l2

< <§ + cl) /<p2dx + (202 +c3+cq+ cg + CZ) /Udedt
0 Qr

2

[ o~ 2 2 2
_) /(dx (u))* dzdt + (1 +1 )Q/f (z,t)dxdt. (1.16)

+(03+C4+ 5
Qr
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Alors

l

min (¢, 1) /l(%x(u(xﬂ')))zdx + /u2d:vdt + /u2 (x,7)dx

Qr 0

l2 Z2
< max<§+61,262—|—03+c4+c§+ci,03+c4—|—§,1+l2

I
/¢2d1: + /uzdxdt + / (S, (v)? dadt + /f2(a:,t)d:cdt : (1.17)
0 Qr ol ol

Par conséquence :

Oou

l l

/ (S (u(w, 7)))2da + / W2dzdt + / W2 (2, 7) d
0 Qr

0

l
< v | [t [vdeies [(@ ) dndt+ [ £ t)dode]. (1.18)
0 T

Qr

max(%+c1,2C2+c3+c4+c§+c§,c3+c4+%,1+l2)

7= min (co, 1)

En appliquant I'inégalité de Gronwall a (1.18), on obtient :

l

0

l l

/(%m(u(:z:,T)))de—I—/u2dxdt—|— /u x,7)dr < el /g02dx+ /fQ(x,t)da:dt : (1.19)
ol

Q- 0 0

Si on écarte les deux premiers termes dans la partie gauche de (1.19), on obtient :

l l

/u x,7)dr < el /¢2d:v+/f2(x,t)dxdt : (1.20)

0 0 Qr

En prenant le supremum des deux c6tés de (1.20), on obtient :

Donc

swp[lu(z, )20 < 7€ (161200 + 1/1300)) (121
o<r<T

2 2 2
Ju(z, 7)o 72000y < € (||¢‘|L2(0,l) T Hf“”’“”) '

avec C =n~e'l. m

Puisque nous n’avons aucune information concernant 'image de 'opérateur L, sauf que R (L) C

H, il faut prolonger L pour que l'estimation (1.2) soit valable pour I'extension et que sa image soit

tout ’'espace H. A cette fin, on établisse la proposition suivante.
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Proposition 2.1 Lopérateur L : B — H admet une fermeture L.

Preuve. Soit u, une suite telle que

u, — 0 dans B,

n—oo

et
Lu, — F = (f,¢) dans H,

nous devons montrer que f =0, ¢ = 0.
On a d’aprés (1.22)
u, — 0 dans L*(Q),

alors
u, — 0 dans D' (Q),

n—oo

ou D’ est un espace du distributions.
D’aprés la continuité de la dérivation en D’ (Q)), (1.24) implique que

Lu, — 0 dans D' (Q).

n—oo

Selon (1.23), on a
Lu, — f dans L*?(Q).

n—oo

Alors
Lu, — f dans D' (Q).

D’aprés 'unicité de la limite dans D’ (Y) , on conclue que f = 0.
Daprés (1.23), on conclue que

hu, — ¢ dans L*(Q),

alors

liu, — ¢ dans D' (Q).

n—oo

De plus

lttnl 20y < llunlls - ¥,

d’aprés (1.22) on a
liu, — 0 dans L* ().

Par conséquence,
liu, — 0 dans D’ ().

n—oo

D’aprés 'unicité de la limite dans D’ ()) , on conclue que ¢ = 0.

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)
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Cela prouve de la proposition 2.1. =
Puisque les points du graphe de I'opérateur L sont des limites de séquence des points du graphe

de L, puis on prend la limite en (1.2) pour obtenir une estimation a priori pour lopérateur L,c’est
ul| ; < C||Lu||,, Yue D(L), (1.33)
a partir de laquelle on conclue les résultats.

Corollaire 2.1  Le probléme (1.1) admet une solution forte unique et dépend continuement des
données (f,¢) € H.

Corollaire 2.2 Limage R (L) de Uopérateur L est fermé dans H et égal a la fermeture R (L) de
R(L), (c.a.d) R(L) = R(L).

Preuve. Premiérement, on prouve que R (L) est fermé.
dans D (L) tel que

Soit F € R (L) alors il existe une suite (u,), .y

Lu, — F dans H,

n—oo

(1.33) signifie que :

|unllg < C qun Vn,

I

alors on en déduit que la convergence de Lu, dans H implique la convergence du u,, dans B,

u, — udans B.

n—oQ

L est fermé, (u,) est une suite dans D (L) et

u, — u dans B,

n—oo

Lu, — F dans H,

alorsu € D (L) et Lu=F,donc F € R(L).
Par conséquence, R (L) est fermé dans H.
Maintenant, on prouve R (L) = R (L).
L est une prolongement de L, alors G (L) € G (L), ott G (L) est le graphe de L,

G (L) = {(u, Lu);u € D(L)},

donc
R(L)C R(L),

2.4. Unicité de solution
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ce qui implique que

R(L

~—

C R(L),

mais R (L) est fermé, donc

R(L)CR(L).
D’autre part, soit F € R (L), out F = Lu pour certains u € D (L) alors (u,F) € G (L) = G (L),

il existe une suite (uy,, Lu,), .y dans G (L) tel que

(tn, Lu,) — (u,F) dans B x H.

n—oo

ou

(s Lttn) = (u, [ r

2 2
= [Jun _UHB + || Ly, _7:”1{ — 0.

n—oo

par conséquence Lu,, — F dans H, mais u,, € D (L) Vn, alorsona F € R(L), donc

n—oo

donc

2.5 Existence de solution

Pour prouver I'existence de la solution, on prouve d’abord la proposition suivante.

Proposition 2.2 Soit Dy (L) = {u € D (L) : lu = 0}, Si pour w € L* (Qr) et pour tous u € Dy (L)

ona:

(‘Cuaw)L2(QT) =0, 2.1)
alors,
w=0 dans Q.
Preuve. Soit
T
o (z,t) = /w (x,s)ds, (2.2)
t

2.5. Existence de solution
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et soit u; la solution de I'équation

z &
//m%ﬂ@%=¢@ﬁ- (2.3)
0 0
Soit
t
/%Mﬁétéﬂ
u =

0, 0<t<s.

De (2.2)et (2.3)ona:

w(z,t) = 32 (uy) 2.9)

'3
/Utt (n,t) dndg.
0

I
S —

on va prouver que w (z,t) € L? (Qr) .

Lemme 2.1 La fonction w (z,t) défini par (2.4) est en L* (Qr).

Preuve. (de lemme 2.1). On utilise U'opérateur de régularisation J. de la forme

(Jou) (2, 4) = §+/OOW (S - t) u(z, s) ds,

5
ouW € Cg°(0,T),W(t) >0et
“+oo
/ W (t)dt = 1.
Appliquer Uopérateur J. et % a Uéquation (2.3), on obtient
Je (92 (w)) = T (¢ (2, 1) + S5 (ur) — 2 (we)

on dérive par rapport at (c.a.d) %

O (82 ()] = L (o )]+ o8 ) — 252 (),
donc 5 5 5 5
7% (32 (w)) = En [Je (¢ (z,8))] + o (9% (w)) — gr [Je (8% (w))]
ce qui implique
OS2 ) = (o )]+ [ ) — e (92 ()]
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alors
9 o2
‘ a (\SI< t)) L2(Qr)
- |G ewons gt -ree|,
0 9 g2 Ug) — 32 (u 2
< (|aeen], +|Fee-re) mﬂ)
0 ? O 192 () T (S (u 2
- |Grewo|, s|FEieo-seen),
0 0
+2||=— JE l’,t - %i Ut _(]5 gi Ut
-], |Gee-ree]|

< ogineeol, 25 B -5 )

L2(Q L2(Qr)

Utilisation les propriétés de Uopérateur J.,
: 2
[Jew = ull 2 — 0 (ie) J.u o dans L* (),

et

2 2

|5 (32 ) - |5

Jeu —u dans L*(Qr),

E—

L2(Qr)

et la norme de 2 (32 (u,)) dans L* (Qr) est borné, on conclue que w € L* (Qr). ®
Maintenant, par substitution de (2.4) dans (2.1),on a:
(Lu, w2, =0,
donc

0 o
(Ut - % (a (-T, t) Ux) + % (b(iL’, t)U) , %320 (utt))Lz(Qs) =0. (25)

Féquation (2.5) implique

(ut, 32 (utt))

= 0. (2.6)
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En utilisant les conditions intégrales dans (1.1), on trouve les termes de (2.6)

(ut, %i (utt)) = /Ut\f (utt) dxdt
L2(Qs)
Qs
T
= / 32 (un) S (Utﬂlodt - /%x (ug) Sy (ug) dadt
s Qs
1[0
= —§/§( dxdt
QS
l

2.7)

IN
I
¢

8
—~
&
=
2
U
I
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/8x (2, 1) uy) S2 (uy) dadt

_/ (92 (use) a () ] é dt + /a (2, ) Uy Sy (ug) ddt

S Qs

oll

/T S, (uar) a (x, £) ], dt — / o (2, 1) unggdadt

Qs

Oa (z,t
—/ éx )u%x (uy) dxdt
QS

l

_/[ (x,1) utu] dx—i—/ (z,1) utdxdth/aa;’t)uutdxdt
0 Qs Qs
da (z,t)
_/ ox
Qs
1

0 t
/ (z,t) upul, d:v+/ (x,1) utzdxdt—l—/ a;, )uutd:tdt
0 Qs Qs

integ p partie

uSY, (uy) dedt

l

T
/ {8" (#,8) s (ut)} dz + / 8aé§’t)ut%x (uy) dadt

s

0%a (z,t)

C\4
S LS (ug) dxdt,

Qs
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_ <8_x( (2, 1) uy), > (utt))m@s) = - [(a(:z:,t)u;x (ue)) SLTJrO/Z {aaé?t uS, (ut)fdx
+ /l [ (@, t) uaSa (up)], dr — /l [aaa(viyt)wx (ut)de

/875( fat )dl’dH/ (z, 1) uldxdt

s

da (z,t) 3 %a (x,t)
+/T WSSy (ug) dadt + DL uSy, (ug) dedt
Qs Qs

l

_ 2 l/ da (x,1) , !
= /a(x,t)utdxdt—i—Q 5 U dx

Qs 0 B

1 [0%a(z,t) , Oa(z,t)

Qs Qs
0%a (x,t)
Ox0t

uS¥, (ug) dadt

Qs
I
1 [0a(x,T) ,
= —_— T
/ (x, t)utdxdt~|—2/ T (x,T)dx
Qs 0
I

1 8@(:6,5)2 0a (z,t) ,
_5/ S (5, 5) da _5/—62 dwdt

0 Qs

da (x,t) 9%a(x,t)
+/ p WSSy (ug) dedt + Wu\s:p (uy) dadt
Qs Qs
!

< / (z,t) uidzdt + ;/M?ﬂ (z,T) dx

ot
Qs 0

2
—l/mﬁdxdt + /0@ (a:,t)Ut%x (uy) dzdt

2 ot? Oz
Qs Qs

0%a (z,t)

Y
Eeen uSS, (uy) dxdt, (2.8)

Qs
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(ﬂ (b, D)), 32 (utt)> — / % (b, t)u) 32 (uy) dedt

T
= / [0z, t)uS2 (ug)], dt — / b(z, )uS, (us) dodt
s Qs
5
l

= / z, ) uS, (u;)]! do + /b(x,t)ut%27 (ug) dzxdt

0 Qs
ob(z
+ ((975 uS, (ug) dedt
Qs
— /b T, ) uSy (ug) dedt + /865;; t)ugx (ug) dzdt, (2.9)

Qs

avec Qs = [s,T] x (0,1).
Par substitution de (2.7) — (2.9) a (2.6), on trouve :

%/(%x (u (2, 5)))? d:L'—i—/ (z,t) u?dwdt + ;/%tﬁ (x,T)dx

Qs 0

1 [0%a(x,t Oa (z,t 0%a (x,t

—3 %ﬁdmdt + /%ut%z (ug) dzdt + /#u%x (ug) dedt
Qs Qs Qs
b(x,t

—i—/b(:z;,t)ut%x (ut) dzdt + /8 E;;’ )u%x (ut) dzdt

QS QS

= 0. (2.10)

Il résulte de (2.10) que

DN | —

I I
/ S, (u (, 5)))? da:—l—/ (z,t) uZdxdt + ;/%uz (,T)dx
0

Qs 0

1 [0%a(x,t da (z,t 0%a (x,t
= o[ T i[O v [T, ()
QS Qs Qs

_/b(x, Sy (ug) dedt — /61)(8:1;, t)ugw (uy) dxdt. (2.11)
Qs Qs

2.5. Existence de solution
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En utilisant les conditions C et Cs et I'inégalité de Cauchy avec ¢, on a les estimations suivantes :

&a(z,t) , 5
Tu dxdt < cﬁ/u dxdt,
Qs Qs
Oda (x,t €
_ / E()x )u 2« (ug) dzdt < 173 urdzdt + 2—61 (S, (u))” daxdt,
QS QS QS
0%a (z,t £
#u% (u;) dadt < % wrdrdt + 22 252 (S, (up))? dadt,
QS QS QS
o €3C4 o~ 2
— /b(:v,t)ut\sx (ug) dadt < e urdxdt + f (Sy (ur))” dedt,
3
Qs Qs Qs
b(x,t
— /6 (z )u%x (ug) dzdt < %/uzdxdt + L (S, (uy))? daxdt.
ot 2 284
Qs Qs Qs

Par substitution de (2.12) — (2.16) a (2.11), on trouve :

I I
1
5/ (S, (ug (, 8)))? da + co/ufdxdt + g/zf (,T)dx
0 0

s

)

l

1 1
< 5/ S, (u (2, 5)))° d:z:—l—/ (xtutdxdt—l—i/aa 2xT)d
0 Qs 0

~

< CG/ 2dwdt + 2 [ w2dudt + 2 [ (S, (w))? dudt
2 281
Qs Qs Qs

E2Cg 2 Cg 2

2% L 2dedt + =2 | (S dadt + =2 [ w2dxdt

22 [idnat 5 [ (3, (w0) dudt + =5
Qs Qs Qs

+——<%(»ddufy/2dﬁ+2 (S, (w))? dadt.
€4
QS QS QS
En choisissant ¢; = g—g, €3 = g—g, g =1,e4 =1dans (2.17),on a
! !

1NN 2 G [ 2
5 (Sy (ug (z,8)))" de + 5| (,T)dx

0 0

Ce Cg Cr 2
< (24242 dzdt
= <2+2+2)/“ *

Qs

2
S8 a7 s dwdt
+(200 2 20+2>/( (ue))” drdt,

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

2.5. Existence de solution
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l

/l (S, (ug (z, 8)))* da + c5/u2 (,T)dx

0

S (CG +cg + 07) /quxdt

Qs
2 &1 2
+ (C_ + cg + C_ + 67) / (%m (ut)) dxdt. (2.18)
0 0

Linégalité (2.18) peut étre écrite sous la forme
! l

min {1, ¢s} /(%x (uq (, 5)))2d$+/u2 (z,T) dz

0 0

2 2
< max {CG + cg + o7, s +cg+ % + 07} /quxdt + / (S (W))Q dxdt| |
Co Co

s

l

/l (S, (ug (, 8)))* da + /u2 (,T)dx

0

< K / u’dxdt + / (S (w)) dadt | . (2.19)
s Qs
ou , ,
. maX{C6+C8+C7,2_3+C8+2_3+C7}

min {1, ¢5}
On introduise maintenant la nouvelle fonction v définie par

v(at) = /quT

Y

u(x,T)
v(z,s) = u(z,T)—u(z,s) (2.20)
(x,T).

Linégalité (2.19) devient

< K /(u(m,s)—u(m,t))Qd:cdt—i—/(%x ()2 dardt | | 2.21)

s Qs

2.5. Existence de solution
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On obtient donc

l

/l (S, (ug (2, 8)))° da + /U2 (x,s)dx

0

IN

s Qs

< 2K /(Sx (us))? dadt + /1/2 (x,s)dxdt + /1/2 (z,t)dzxdt | ,
s S QS
donc
! 1
/\sx (ug (x,8))) de 4+ [1 — 2K (T — s) /v2
0 0
< 2K / (uy)) d:vdt —l— (z,1) dxdt)
En choisissant sy > 0, pour que s € [T — so,T]| et 1 — 2K (T = %,

l l

/ (S (ug (x,9))) do + /U2 (z,s)dz

0

< 4K / (S, (ur))? dadt + / V2 (2, 1) dudt

pour tous s € [T — 50, 7.

Si on suppose
H(s) = /(%x (uy))” ddt + /V2 (x,t) dxdt,
Qs Qs

puis il en résulte (2.23) et (2.24) que
0H

— — <4KH
ds —

Y

I'inégalité (2.25) implique que

0 < 4K He*Es + %—H&Ks
S

donc

& (e >0

/ (S, (up))? dadt + 2/1/2 (x,s)dxdt + 2/V2 (x,t) dadt

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

2.5. Existence de solution
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Intégration de (2.26) sur (s,7") et H (T') = 0, donne

T
/% (H€4KS> ds >0,

alors
H(T) e — H (s)e*™ >0,
donc
H (s)e*fs <. (2.27)

Donc,il résulte de (2.27) que w = 0 presque partout dans ()7_,.Suivez cette méthode étape par
étape, on prouve que w = 0 presque partout dans Q.

Ceci réalise la preuve de la proposition 2.2. =

Théoreme 2.2 Si les conditions C et Cy sont satisfait, alors pour tout F = (f, p) € H et pour tout
FeL(Q), p e L2(0,1), il existe une solution unique et forte w = L (F) = L~ (F) du probléme
(1.1)tel que

lull g < CllLully
ol C' est une constante positive indépendante de .
Preuve. On prouve la densité dans le cas général.

Nous savons que H = L? (Q) x L?(0,1) est un espace de Hilbert, alors I'image de 'opérateur L
est dense dans H signifie que 'orthogonalité d’un vecteur ¥ = (w;,ws) € H al'ensemble R (L),
implique que

(Lu> \I})H = <{[’u7 ZU} ) {wla w2})H
= (Lu, Wl)L2(Q) + (lu7w2)L2(o,l)
- 0. (2.28)

Implique que (wq,wsy) = 0.
En mettant u € D, (L) dans (2.28), on a

(;Cu, wl)L2(Q) — 0, \V/u & _D() (L) . (2-29)

Donc, en vertu de la Proposition2.2, il résulte de (2.29) que w; = 0.

Alors I'équation (2.28) prend la forme

R (1) I'image de 'opérateur de trace [ est dense dans l'espace L? (0,1), donc wy = 0.

Par conséquence ¥ = 0, donc R (L)" = {0}, Ainsi R(L) = H. m

2.5. Existence de solution



Chapitre 3

Sur un systeme couplé d’équations
hyperbolique avec des conditions non

locale

Dans ce chapitre, on étudie un probléme aux limites a valeur initiale pour un systéme unidimen-
sionnel d’équations hyperbolique avec des conditions non locale. On prouve I'existence et 'unicité

de la solution généralisée forte.

3.1 Position du probléme

On considére un probléeme mixte avec des conditions non locale pour un systeme couplé hyper-

bolique avec des conditions intégrales de la forme

{ Ly (U, ’U) = Uy — (a ($,t> u)xa: —h (w’ t) v= f (37, t) ! (3.1

Lo (u,v) =vy — (b(z,t)v),, —k(z,t)u=g(x,1),
dans la région
Q=(0,0)x(0,T)={(z,t): 0<z<,0<t<T},

Pour h (z,t) = 0 et k(z,t) = 0, le systétme (3.1) se découple et on obtient deux équations

hyperbolique indépendantes, est une équation d’onde.

45
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On compléte (3.1) avec les conditions initiales

(3.2)

l l
/udm =0, /xudz =0, /vdaj =0, /:L‘vdx = 0. (3.3)
0 0

COSQ($,t>SCl, C2§b(x7t)§c37
90 < ¢y, P <5, k(2,t) < ce,
%SC% h(x,t)SC& %Scf)a

G, i=1,..,9

on suppose que

(3.4)

3.2 Reformulation du probleme (Formulaire d’opérateur)

On reformule le probléme (3.1) — (3.3) comme une équation d’opérateur de résolution de pro-
bleme
JU=G=(G1,G2), J:B— H, (3.5)

ou U, JU et G sont respectivement des paires

U= (u,v), JU = (JlU, JQU), G= (Gl,Gz), (36)

JlU = {£1 (U, 'U) ,llu, ZQU} ,
JU = {Ly(u,v),liv, v}, (3.7)

G: JU: ({f>¢1a¢1}7{9a¢2,¢2})' (38)
D(‘]) = {U = (U,U) € (L2 (Q))2 DU, Vg, Uy, Ugy Ugyy Uzay Ute, Ute, Utzx, Vtzx € L2 (Q)}7 (39)

satisfaisant les conditions aux limites (3.2) et (3.3).
B est I'espace de Banach obtenu par D(J) par rapport a la norme finie

2 2 2
U] = [Ju(z, 7')H(J(O,T;L?(o,l)) + [Jv(z, T)||C(O,T;L2(O,l)) : (3.10)

3.2. Reformulation du probléme (Formulaire d’'opérateur)
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H est 'espace de Hilbert
H = By X By, (3.11)

Bl = I*(9)x I () x I (Q).

B, = IL? (Q) x L? (Q) x I? (@), (3.12)
muni de la norme
IG5 = 1TU% = llér (@) 1320 + 11 (@) 1220 + 111720
+ e (2) 1720 + 1902 (2) 1720 + 91172 - (3.13)

3.3 Estimation a priori et ses conséquences (Unicité de solu-
tion)
Théoreme 3.1 Pour toute U = (u,v) € D (.J), on a Uestimation a priori
U5 < C U . (3.14)

ot C est une constante positive indépendante de U.

Preuve. On considére le produit scalaire dans L? (Q),) de I'equation (3.1) et les opérateurs :

—32 (uy) et —S2 (vy) respectivement, ou @Q, = (0,1) x (0,7), 0 < 7 < T,on obtient

—~
o
R
—
&
4
SN~—
G
8N
—
5
SN~—
~—
h
M
)
_|_
—~
o
[\
S— —
£
4
~—
|
&l
SN
~—
53
N—
~—
h
o
QO
D

= (@), 8 w) A+ (o), Sw) (3.15)

En utilisant les conditions aux limites (3.2) et (3.3) et intégration par parties, on peut évaluer les

3.3. Estimation a priori et ses conséquences (Unicité de solution)
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termes sur le coté gauche de (3.15) comme suit

(
(utta % )Lz(QT)

= w3 (uy) dzdt

Q-
= / Utt)}l dt + /%m (Ut> %m (utt) dxdt
0 QT

1[0
- / (S, (ut)f dudt
QT

1 2
_ 5/ (S, (u))?]] du
0
l l
1 [ 1
= 5/ (S (we (7 5/ Sy (U (@ x, (3.16)
0 0

ol
_ / (92 (ur) (a (2, ) w), ]| dt — / (a (2, t) u), Su (ug) dadt
0 Qr

=0 integ par partie

T

_ / 1S, () a (o, £) ! dt + / o (z, £) wudadt

0 Q-
= /at (z,t) u®) da dt—g/aa;ﬂ wdrdt
Q-
— 5/ e @olyas- 5 [0y
0 Qr
; I
= 3 Jaten @rdn =3 at.06 0)
—%/aa;’t)qu:cdt, (3.17)
Q-

3.3. Estimation a priori et ses conséquences (Unicité de solution)
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(h (2, ) v, 33 (w))

L2(Qr)
= /h (2, 1) v32 (uy) dodt
ol
_ / [h (2, £) 92 (ur) S ()] dt — / B ) Sy (0) S, (ur) dadt
0 Qr

=0

- / M) S (1) S () dndt

ox
QT
_ / b, 6) S (0) S () divdt — / on a(z D, ()32 (uy) dadt, (3.18)
Qr Qr
— Q2
('Utt7 \5‘$ (Ut))L2(QT)
= _/Utt%i (Ut) dxdt
QT
= —/ [%i ('Ut> %x ('Utt):|(lj dt + /%x (Ut) %x (/Utt) dxdt
0 QT
=0

1[0
Qr

- /(gx (ve (7)) do — %/(%x (1hy (2)))* du, (3.19)

3.3. Estimation a priori et ses conséquences (Unicité de solution)
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_ / (92 () (b (2 1) v), ]! dt — / (b (@) v), S (vn) dvdt
o

=0 integ par partie

[e=]

= /[%x (vt)b(x,t)v]f)dt—l—/b(a:,t) vudadt

Qr
=0

= 1/% (b(z,t)v®) dodt — 1/Mv2clasclt

2 2 ot
o ol
l
1 5 - 1 [Ob(z,t) ,
= 5/ [b(z,t)v (x,t)}oda:—§/Tv dxdt
0 G-
l I
= %/b(mn’)vg (x,7)dx — %/b(w,O)qﬁ% (x) dz
0 0
1 [Ob(z,t) ,
= / oy, (3.20)
Q-

L2(Qr)

= / k(z,t)uS? (v,) dedt  (integ par partie)

= / [ (2, 1) 92 (v) S ()] it — / k(2,1) Sy (1) Sy (vr) dadt
Q-

o

=0

- / ) () 2 () vt

Ox
QT
= —/k (2,1) Sy (u) Sy (vg) dedt — /('%a(x, ) S, (u) S2 (vy) davdt, (3.21)
T
QT QT

3.3. Estimation a priori et ses conséquences (Unicité de solution)
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En substituant les inégalités (3.16) —

l l

/\%uth )? dx — /\fa,-l/h

0 0

N —
l\Dl'—‘

1 1 [0a(x,t) ,
—= [ a(x,0) ¢} (z)dz — 5 Wdrdt
20/ 2@[ ot
_/h (z,1) Sy (v) Sy (uy) dadt — /8ha(i, t)
QT T
1 / 1 !
+§0/ (Sy (v (2,7 50/ I, (¥ (a
I
L ab (x
—§/bx0¢2 d_—/ (at)zdmdt
O T
~ [h0 %09, ) o~ [0
o J

= (f(@.1),97 (w)) + (g (z,1), 33 ()

(3.21) en (3.15),0ona:

l

1
dm+§/a(x,7')u2(x,7)dx

0

S (V) S2 (uy) dodt

l

1
d:c+§/b(:c,7)v2(x,7')d:c

0

S (1) S2 (vy) davdt

L2(Qr) L2(Qr)

3.3. Estimation a priori et ses conséquences (Unicité de solution)
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l

I
1 1
—/ )? da + /a(m,7)u2 (x,7)dx
2 2
0 0
! !
| 1 )
+5 dx—l—Q b(z,7)v*(z,7)dz
0 0

l

= (@t Rw) o+ @n.2w) oy [awnd @

L%(Qr) L%(Qr)
da( 1 y
a(z,t) , 2
+2/ 5 ddt+2/ Sy (0 (x +2/b(x,0)gb2(x)d3:
Q- 0 0
—I—%/ab (@t )v2dxdt + %/ (S, (g (2)))* do + /k: (x,1) Sy (u) Sy (vy) dadt
Q- 0 .
+ / ok (g‘” D, () S (0r) dudt + / Bz, t) Sy (v) Sy (up) dedt
X
Qr Qr
+ / oh 8(2 t) S (v) S (uy) dadt. (3.22)
Qr
En utilisant les conditions (3.4), 'inégalité de Cauchy et 'inégalité de Poincaré
(3.23)

ISetllzg) < 5 lull e -

3.3. Estimation a priori et ses conséquences (Unicité de solution)
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T

/ (S, (w)? dedt = / / u dé dxdt

T T 0
Q Q

cauchy—schwartz
r 2

x 2 x

N[

< / / dg / (u)?d¢ dadt
Q- | \o 0
= / / dé / (u)?d¢ | | dedt
Q- L \O 0
T 1 T
= // x/(u)2d§ dxdt
00 0
T 1
= [ [ [l dsat
00
T 1
_ // 1 () 20|
0 0
T le
— [l |5 a
0 0
Tl2 N ,
= [ 5 IS @)l120,) dt
0
Tl2 ,
< 9 HU||L2(0,1) dt
0
l2
=3 (u)? dadt,
QT

3.3. Estimation a priori et ses conséquences (Unicité de solution)
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on obtient

IN

l

l
/\quth d:v 50/2
0

0

N | —

%/l (S, (v (2, 7)) dr + 2/02(95 ) da

0
I I I
C1 2 2 1 Cs3 2
o ¢7 (x) dx + — [ u*dzdt + 3 (Se (Y (2 Y o5 (x) dz
0 Q- 0 0
Cs 9 1
t5 [ dxdt + 5 (\sx (1q (2)))? da + — )? dadt
C7l2 2
—l— (S, () dadt —I— — )? dxdt + T (S (vr))” dzdt
QT
—|— (S, (v)* dzdt + —/ (uy))” ddt + —/ )? dxdt
Cgl2 2
t—- (S, (u))? dadt + f x,t) dxdt + = )? dadt
Qr
1 2 ,
—1—2 g (z,t) dxdt + 3 (Sz (vr))” dadt.
T QT

(3.24)

3.3. Estimation a priori et ses conséquences (Unicité de solution)
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En utilisant les inégalités suivantes,

/

o Qr (3.25)
5 [ @) dode < = [u2dods,
Qr Q-
3 [ @) deat < 5 [22doa,
Qr Q-
3 [ (8. 0) dode < o8 [v2daat
\ Qr Q-

3.3. Estimation a priori et ses conséquences (Unicité de solution)
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on transforme (3.24) a

l l

/ (Se (uy (x, T)))2 dz + 50 u? (x,7)dx

] ]
—I—%/ (32 (v (=, 7')))2 dx + %2/1;2 (x,7)dx
!

0
l l
2
%/¢§(x)dx+c—;/¢§(a:)dx+z/
0 0

0

IN

l

Cy Cﬁl2 C7l2 / 2 ZZ/
2+ 1 +— 1 dzdt + dx

Qr 0

Cy Cng Cgl2 2
+(5+T+T> /U dxdt

+

W

.

22
% G, ) /(%m (v;))? ddt

1 1
+§/f2 (z,t) dedt + 5/92 (x,t) dxdt. (3.26)
QT

Linégalité (3.26) peut étre écrite comme :

|u (x, 7')”%2(0,5) + v (=, 7')”%2(0,5)

+ 1190 (ur (2, 7)) 1220 + 182 (v (2, ) 72000

([l oy (33)"%2(0,1) + || oy (x)“i‘z(o,l) + 19y ($)|’i2(0,l) + [, (37)‘&2(0,1)
+ ||U||i2(QT) + ||U||i2(Q.,) + S (Ut)Hi?(QT) + 1S (Ut)Hi?(QT)

IN

+ 1l z2n) + 1911720, (3.27)
ou
max{zacJ?C_saaha%Bl)/B%l}
5 — 11202 2 | (3.28)

indc c2 1
m1n{2,2,2

3.3. Estimation a priori et ses conséquences (Unicité de solution)
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et

a1 =

. Cy Cgl2 Cgl2
@ = (5 T )
by = (
. 3 Cgl2 l2
Pr = ( o T T 2) ‘
On applique maintenant le lemme de Gronwall a (3.27) pour obtenir
(@, 7) 1200 + 10 (2, Tl 7200

) 2
+ ||%m ('th (ZC, 7'))”[/2(071) + H%x (Ut (l’, T))HLQ(O,I)

2 2 2
|1 (x)HL2(O,l) + [, (‘T>||L2(0,l) + ¢4 (I)HLQ(O,Z) ]
2 2 2 :

+ 102 (@200 + 1220, + 191220,

oT

Si on écarte 3°™¢ et 4™ termes du coté gauche de (3.30), on a les deux inégalités
2 2
lw (2 )20 < AU

2 2
v (2, D)2 < AU

ol \ = de7,

JU = ¢ (33)||i2(0,5) + ¢ ($>||2L2(0,1) + [[¥y (513)”%2(0,1)
2 2 2
+ [, ($)||L2(o,z) + ||f||L2(QT) + Hg”L?(QT) :

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

En prenant la borne supérieure par rapport a 7 dans (0.7') dans (3.31), (3.32) et les ajouter cote

a cOte, on obtient :

2 2 2
sup lu (@, )20 + sup v (@ )2 < 2ATUN
0<r<T 0<r<T

donc

2 2 2
U (z, 1)l = HU(3777)|’(0,T;L2(0,1))+HU($77)|’(0,T;L2(0,1))

< C|JU% -

(3.33)

(3.34)

3.3. Estimation a priori et ses conséquences (Unicité de solution)
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Proposition 3.1 Lopérateur .J : B — H admet une fermeture J.

Preuve. La preuve peut étre présentée comme dans le chapitre 2. m

Corollaire 3.1 Une solution forte du probléeme (3.1),(3.2) et (3.3) est unique et dépend continue-
nement des données G = ({f, ¢1,¢1},{g, b, 9}) € H.

Corollaire 3.2 Limage R (.J) de Uopérateur J est fermé dans H et égal a la fermeture R (.J) de
R(J),cest R(J) =R(J).

Preuve. La preuve presentée comme dans le chapitre 2. =

3.4 Existence de la solution

Proposition 3.2 Si, pour certaint fonctoin W = (wy,ws) € (L2 (Q))” et pour toute elements
UeDy(J)={U /U €D(J): lhu=lu=lLv=lw=0},
ona

(ﬁlu,wl)LQ(Q) + (/CQU, WZ)L2(Q) + (l1u7w3)L2(Q)
+ (ZQU, W4)L2(Q) + (lﬂ} 7W5>L2(Q) + (l2v 7w6)L2(Q)
Y “.1)

puis W égal a zéro presque partout dans ().
ot les fonctions a (z,t), b(x,t), h(x,t), k(x,t) satisfont les conditions

a
ot3

oh 02h 2%b
5 S 3y goar S Cl4y g S Cisy (4.2)

% 02
> C10, 53 = C11, g < Cia,

Ok %k
ot S €16, gpor S C17-

Preuve. D’aprés la relation (4.1) retient pour toute élément de D, (.J), on prend un élément
U = (u,v) sous la forme suivant
Soit
(0,0), 0<t<s

T t

T
U:
/(t—T)uTTdT, //(t—T)vTTdT , s<t<T,

S S

tel que (uy, vy) est la solution de systéme

4.3)
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ou
et

Il est claire que

car de (4.3) ona:

T
—%i(utt) = /wl(a:,s)ds
¢
0

a t

o (32 (un) = = ( /T wi (x, 5) ds)
agi (ug) = wi(z,s) tT
0
agi (ue) = wi(z,t)

et le méme pour ws (z,1).

Lemme 3.1 La fonction W = (w1, w,) defini par (4.4) et en (L2 (Q))*.

Preuve. On utilise Uopérateur de régularisation J. de la forme

(Jou) (2, 4) = l/mvv(“t) u(z,s) ds.

€J €
ou
W e C®(0,T), W (t) >0,
et
+oo
W (t)dt = 1.

on applique Uopérateur J. et % sur la premiére équation dans (4.3) , on trouve :

car

(4.4)
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alors
d ( 2
Hat 12(Q)
2
H Utt —Je (—%?g (utt))
L2(Q)
2
L2(Q)

On utilise les propréties de Uopérateur J.,

[ e — ull 2 2 0 (ie) J.u o u dans L* (Q),

2

— (—%i (utt)) <2

0
ot

2 ‘

0
5 (B @)

L2(Qr) L2(Qr)

Ju U dans L*(Qr)
et la norme de 2 (—S2 (uy)) dans L* (Qr) est borné, on conclure que
wi € L*(Qr).
De méme fagont on applique J. et - sur la deuxiéme équation dans (4.3), on conclure que
wy € L*(Qr).

Par conséquence

W = (wl,wg) c (L2 (Q))2 .
|

Maintenant on remplagent (w;,ws) donneé par (4.4) en (4.1), on obtient :

(L1 (u,v) awl)LQ(Q) + (L2 (u,v) aWQ)LQ(Q)

— 0 Q2 _ 0 Q2
— (utt7 825 Sy (utt)) @) (((l (ZL’, t) )$J} ) at (utt>> 12(Q)
0 J
— | h(z,t)v, =33 (Utt>) + (Utta Se (Utt)>
( ot 12(Q) ot 12(Q)

9 0
(0w geen) - (smongete)
., (4.5)
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Intégration par partie de chacun terme de (4.5) :

0 0
(utt7 E%i (utt)) = / Utta%i (utt) dxdt
L2(Q) Q

l
_ / {g (1ugs) %%g (utt)] dt — / gsgg () S () daedi
© 0

integrale par part

%x (utt) dxdt

l
_ % / (S, (ug) (, 5))? de, 4.6)
0
0 (2, T) | [%(2,T)
a(x, a(x,
- ((a (z,t)u),, a\si (utt)>L2(Q) < /Tu (x,T)dx — i/TuQ (z,T)dx
0 0

2 ot3
Qs Qs

3
—0—1/6 a(x,t)u2 (x,t) dedt — /8aéi,t) u? (z,t) dodt

1
+—/a (x, T)u? (z,T) dvdt

2
Qs
1 [Oa(z,t) 4
—5/ o Ut (x,t) dxdt, 4.7)
Qs
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. <h (z,1) v, %%ﬁ (utt)>

L2(Q)

0
_ / (1) 033 () dd
Q

integration par partie

_ / Oh (x,1) S, (v7) S2 (us) dadt

Ox
QS
0?h (z,t) o o2
— W\SI ('U) S, (utt) dxdt
Qs

—/h (x,1) Sy (vr) Sy (uy) dadt
Qs

<

Oh (x,t
_ / g; ) o () S, (ug) ddt
QS

_ / O ) (1) 2 () vt

or
Qs
0?h (z,1) o o2
—/de (U) S5 (utt) dxdt s
Qs

(4.8)
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0 0
<Utt; agi (Utt)) = /Uttagi (vy) dadt
@) Qs

integration par partie

T
g 9
— /E%i (vi) Sz (V) |édt — /%x (vit) a%ig (vy) dadt
° Qs

1[0
= —é/a (%x (Utt>2) dxdt
Qs

l
1
= —5/%1 (’Utt)2 ‘;F d.fl:

0
l
_ % / (S, (0n) (, 5))? da, (4.9)
0

- ((b (2.0)0),, 552 W) = — [ w00),, 59 () o
L2(Qs)

T
0
=[5 bty it = [blat)o S vdode
s Qs

b(z,t
b(z,t)voy |Tde + /%vvttdxdt

Qs

+
Qs

b(x,t) vuudedt,

— o — _
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b(x,t %D (x,t
(. )vvt ]Sde—/a (z, )vvt dxdt

S — _

0
(@), Le2 w) _
( ot 12(Qs)

ot ot?
Qs
_/81) (;;’t)vf dxdt + /b (x,t) vyvy dxdt
S QS

l
Ob (z,t 0%b (x,t
= / ( )UUt |gdl‘ - %tht dxdt
0

Qs

ob (z,t) 1
Qs
!
b (,t 0%b (x,t
= / (8t )vvt Tdx — /%vvttdaﬁdt
0 Qs

!
b (z,t) 1
—/ o vZdxdt + 5/6 (z,t) v?|Tdx

Qs 0

1 [0Ob(z,t) ,

—5/ BT vy dzdt
Qs

l

B b (z,T)
= /—815 v(z, T)v (z,T)dx

0
l

2 3
_E/Mqﬂ (z,T)dx + /MUZdIdt

2 ot? ot3
0 Qs
!

1 [0b(x,t) , 1 5
—§/Tvtdxdt+ 5/b(m,T) v; (x,T)dx

Qs 0

1 [Ob(z,t) ,
—5/ gy vidzdt, (4.10)

Qs
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0 9
_ <k (@, 0)u, £ (vtt)) . / (ot u £ () dodi

L2(Qs)

T
= —/k (z,1) Sy (u) %%g (vy) |bdt

)

k(x,t)

0
o 32 (’Utt) dxdt

=3
ot

+ [ k(z,t) Sy (u) %%z (vy) dadt
Qs

Ok (z,1)

k() Sy (1) S,y (vi) [Pz — / 20, (1) S, () dd

Qs

I
S — _

— [k (z,t) S (uy) Si (vy) dadt

©

_|_

— O~ _

%x (Ut) %i ('Utt> dzdt

Pk (x,t) o2
— W\Sm (U) Se (Utt) dxdt

Qs

= —/k (x,t) Sy (ug) Sy (vy) dadt
Qs

- / TN § () S, (0) devdt
ot
Qs

Ok (2,1
_ / g”; )S, (uy) 32 (v) durdt
Qs

0%k (x,t) o o2

Qs
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En substituant les inégalités (4.6) — (4.11) en (4.5), on obtient :

l

1 Da (x,t)
5/ utt d.ﬁU + 2 T 2dmdt
0 S
l
1 1 )2
—l—z/a(m‘ T)u? (x,T) dm+§/ Sy (vg) (my )" dx
0 0
&b (z,t) , 1
5 | it + 5 / b(a T) da
Qs 0
l
B da (z,T) 1
= _/ 5 (:cT)uthdx—l—Q/ (9t2 u? (2, T) dx
0
da (z,t) 2 da (z,t) .2
Qs Qs
+/h (2,6) S (vp) S (uge) dadt + /8h gg’ 2 Sy (v) Sz (uge) dzdt
QS QS
Oh(x,t O?h (x,t
+ / %J (v)) 2 (uy) dzdt + ﬁ%x (v) S (uy) dadt
QS QS
b (z,T) 9o (z,T)
/ 2y @ Ty, T)dx+2/Tv (2,T) dx
0 0
b (x,1) o b (x,1) o
+/ o vydzdt + 2/ o vydxdt
QS QS
—i—/k (x,1) Sy (ur) Sy (vg) dadt + /81{: éﬁ’ t) Sy (u) Sy (vy) daedt
Qs Qs
Qs
Ok (x,1) , o2
o s (u) 3% (vy) dadt. (4.12)
Qs

En utilisant les conditions (3.4) et (4.2) sur les coefficients et I'inégalité de Cauchy avec ¢,

83
C10 %a (x,t),

3.4. Existence de la solution |5
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alors
= a_Sa (z,t) uPdxdt > @/iﬂdaﬁdt
ot3 — 2 ’
Qs Qs
o [ o Pa(x,t) ,
< _ .
5 [ utdadt 2/ Syt dadt a.1
QS QS
comme
co < a(x,t)
donc z z
1
%/uf (2, T)dzx < é/a (z,T)u? (z,T) dz, (a.2)
0 0
comme 5 (2.0
="
donc
cu [ oo B (z,t) ,
< .
S [ vidaat 2/ o5 dadt, (a.3)
QS QS
comme
Co S b([L’,t) S C3
donc
l I
1
%/vf(m,T)dxgi/b(:c )02 (2,T)d (a.4)
0 0
on a
da (x,t) <
c
o —
donc
l@ - I
/aw ) (x, T)u (z, T)dz < / x, T)u (x,T)d
0
I l
< /2.75Td:1:—|—— 2(z,T)d (a.5)
281
0 0
t
/aa((;? )uf (x,t) dedt < 04/ u? (x,t) ddt, (a.6)
Qs ’
1 da <I7 ) 2
— t)dedt < — .
2/ 5 uy (z,t) dedt /utxtd:cdt (a.7)
Qs Qs
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on a

donc

on a

donc

/h(x, Sy (vr) S (uy) dedt
QS

Cg/%x (Ut) %x (utt) dzdt
Qs
Cg€2

2
Qs

ona
Oh (x,1)

ot

< i3

Oh (z,t)
ot

S, (1) Sy () dadt < 1 / S, (1) S, () dadt

Qs Qs

C13€3
2

Qs

comme
Oh (z,t)

ox

<Cg

donc

Oh(z,t)
ox

S

/ (00) S (usy) davdlt

Qs

09/336 (v¢) S (uy) dadt
Qs

C9Ey

2

et

(S, (00))? dadt + 2%8 (S, (uy))? dadt,
2

/ (S, () dodt + 22

Cy

(S, (0))? dadt + 5

(a.8)

(a.9)
Qs

(S0 (un))’ dadt, (a.10)

253

s

/ (32 (un))* dadt, (a.11)
Qs

€4
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donc
2
/ %%w (0) 92 (uy) dadt < a4 / S, (0) 2 (uy) dadt
QS QS
C14€5 Ry 2 C14 a2 2
< / (S () dodt + 52 [ (32 () o, (a12)
Qs 5Qs
o b
z,t
E% ) < ¢
donc
l@b T /
/ (;t7 )U(ac, T (z,T)dx < 05/11 (2, T) v (2, T) dxdt
0 0
I !
< ?/ (v (x,T))* da + 26?5 (v (x,7))*dz,  (a.13)
0 %
ob (z,t
/ f;;’ )vf (x,t) dedt < 05/%2 (x,t) dxdt, (a.14)
QS QS
1 b(x,t
5/8 (;t? )vtz (x,t) dedt < 62—5/’%2 (x,t) dxdt, (a.15)
QS QS
et on a
02 (,t)
oz =
alors z z
1 (0% (z,T
5/%02 (2, T)dzx < %/Uz (x,T)dz, (a.16)
0 0
et
k(x,t) <cg
donc
/kz (x,1) Sy (ur) Sy (vy) dzdt < 06/%:,; (ug) Sy (vy) dadt
QS QS
< CgET o 2 Ce o~ 2
QS QS
et
Ok (z,1t)
5 < C16

3.4. Existence de la solution [§g]
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/ ) ) S, (v) dodt <

/ Ok (x,1) S, (ur) 2 () dadt <

donc
ot
Qs
et
alors
ot
Qs
et enfin
donc
[ e ws
Qs

i (vtt) dxdt S

016/395 (u) Sy (vge) ddt

QS
C16€8 o~ 2 C16 o~ 2
< /(\sm (u)) dxdt%—? (Sy (vi))” dzdt, (a.18)
Qs 8Q5
ok (z,t

07/%90 (uy) %i (vy) dxdt

QS
C7&9 Ry 2 Cr a2 2
Qs ng
0%k (z,1) <
owot =

017/§$ (u) %i (vy) dxdt

< C17610/ (%w (U))2 dxdt _'_ ﬂ (%m (Utt))z d{L‘dt, (a20)
2 2¢e10
Qs Qs
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on obtient
!

l

1 &

5/ S, (ug) (,8))* do + ;0/ 2dmdt—|—50 u?
0

Qs 0

1 2
+§ (v) (2, 5))? dr + 2 2 v dxdt—i—g v? (z,T) dx

0 Qs 0
l I
< == [ u? (, T)dx—l—c—4 u? (z, T)d:zc+2 u? (x,T) dx
2 21 2
0

/ddt+—/ ddt+@ (S, (00))? dadt

s

4+ (S, (ug))® dzdt + 61353/ (S, (v))? dadt
282 2
Qs Qs
4218 (S, (uy))? dedt + %4 (S, () ddt
263 2
Qs Qs
L / (32 () dardt + 455 / (S, ()2 dadt
284 2
QS QS
I
pa (S2 (utt)) dudt + 58 [ 42 (x,T)dx
265 2
QS
! I
+2€6 (x,T)dx + 5 /v
0 0
+c5/vt dxdt + —/ 2dxdt
Qs
T (S, () dedt + 2 [ (S, (vg))? dadt
2 287
Qs Qs
s / (S, ()2 dadt + 28 [ (S, (vy))? dadt
2 268
QS QS
e (S, (w))” dedt + - (S2 (Utt))z dxdt
2 259
QS QS
AT / (S (u)? dadt + ~—T [ (32 (v))” davdt. (4.13)
2 2810
Qs Qs
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De plusona:

l

1
_/ Sy (ug) xs)de—i—ClO/ 2dxdt
2 2
0 Qs
!
1

—l—% dx+§/ 3y (vg) xs) dx

0 0

l
6461 012 /u2dex—|—c—4 u? (x,T) dx
0

281
0
+ (et %) / 2ddt + <08252 + 09764) /(%x (v,))? dxdt
QS QS
I S
+( & + 2€3> /( (utt>) dxdt
Qs
C13€3 | C14€5
(222 )/( (v))? dadt
Qs
+ (ﬁ + 2> /(%2 (u))” dedt
€4 €5
Qs
! l
+ (Czﬁ + %) /v (z,T)dv + 256/03 (x,T) dx
0 0
+ (o5 + %) /vfd dt + (66757 + 67769) /(% (ur))? dadt
Qs Qs

s

Qs

(4.14)
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Il est facile de vérifier que :

/ZUQ(:E,T)dx _ /Ol [ (2,T) — & (z, 5)] dx:/ufdxdt

s

l

donc /u2 (x,T)dx = /u?dxdt

0 Qs
I
alors / u? (2, T)dr < /u2 (x,t) dxdt + /uf (x,t)dzdt , (4.15)
0
Qs Qs

I
est le méme pour /v2 (2, T)dx :
0

o (2,T)dw = /Ol [0 (2,T) — 0 (2, )] da = /vfdmdt

El

O\N O\N D\N

donc [0 (2, T)dx = /Ut2 (x,t) dxdt
QS

alors [v* (2, T)dx < /v2 (x,t) dxdt + /vf (x,t) dxdt, (4.16)
QS Qs

par l'utilisation de I'inégalités (4.15), (4.16) et on choisie 1 = 5%, &5 = %, €9 = €3 =64 =65 =

g7 = €3 = €9 = €19 = 1,et aussi I'inegalité de Poincarre

/ (32 (u))? dwdt < g / (S, (u))? dwdt.

Qs Qs
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(4.14) devient :

IN

N —

+% / vidxdt +

CO C” /dedt+ wldzdt

/\sw Ust) xs)zdx+céo/ 2dxdt

S

Cy

w2drdt + (% + 5) / (S, (v))? dadt

S

;) / (S, (uy))? dadt

Qs

o) / (S, (v))? dadt

Qs

) / (S, (uny))? ddlt
Qs

(4.17)
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Maintenant on utilise I'inégalité de Poincaré :

preuve de cet inégalité

/ wldxdt

Qs

/ uldxdt

Qs

<1 — 1) /quxdt
2

Qs

/ wldxdt

Qs

IN

IN

IN

IN

IN

IA

IN

IN

IA

/u2dxdt < 4T2/ufdxdt,

Qs Qs

2U’Ut
t

2 / uudt

s
t

(4.18)

2 / uwdt  (on applique Cauchy avec ¢)

S

t t
€ 1

t

T

t
1
€ / w’drdt + = / u?dxdt (on integrant sur Q,)

/ // *dadt | dt + - / // rdxdt | dt
/dt/ 2drdt + = /dt/ 2dxdt
(T—s)/ 2dxdt+—/ 2dxdt

1
5T/u2d:z:dt + g/ufdxdt onprend ¢ = —

QS Qs

1
§/u2dasdt + 2T2/ufdxdt,

Qs Qs
272 / uldwdt
Qs

472 / urdwdt
Qs

2T

(4.19)
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en utilisant (4.18) et (4.17), on obtient :

co C12 / 2dxdt+ da:dt < <@+2> 4T2/ufdxdt+/ ufd:z:dt

= 2772
C
< (5+5) @+ /ufdxdt, (b.1)
Qs

€2 | Cis5 2 2 C2 | Ci5 2 [ 2 2
= - < = -
<4 + 5 ) /v dzdt + /vt dzdt <4 + 5 ) AT /vt dxdt + / vy dxdt

E] QS QS

< ($+3) art+y / v2dadt, (b.2)
Qs
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en remplacant dans (4.17) :

IN

l

/\sm Ust) xs)zdx+céo/ 2dudt

0 Qs

N | —

Utt ZZ' 5

+
&
\
Q.
8
+
N| —
O\N
(,,
&3

Qs

+|(F+) (a2 + 1) /vfdxdt

Qs

dx

(4.20)
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En collectant des termes similaires et en utilisant 'inégalité de Poincaré et nous négligeons la

deuxiéme et le cinquiéme termes dans le coté gauche de (4.20), on a:

59 /o
556

Qs

Qs

2

(v))? dadt < % (% + %) /vfdmdt,

Qs

l2 Cg

2 \2 2

Qs

(up))? dwdt < = (— + ﬁ) / wldwdt,

as . ar) (g )2 <E(0ﬁ an) [
<2+2)/(Jx(u))d:vdt_ 5 (52 +5) [ wdadt
Qs Qs
4T2l2 C16 C17 2
< -0, 21
< = (2+2>/utdxdt,
Qs
as aa) (g )2 <E<C£> ) [
(2 2)/(\%(?))) drxdt < 5 (3 + 5 vedadt
Qs Qs
272
< AT (@Jr%)/vfdxdt,
2 \2 "2
Qs

(4.20) devient :

IN

2 (¢ C 2 c c
n (3 +9)+ 5477 (% + ) /v2d:pdt
n
aememen s ),
c c 2 /e c1a\ |
3+ Pz (33| [ )
Qs
¢ c 12 /¢ c17\ |
+ 56+§ 5(§+§>_/(%x(vtt))2dxdt
Qs

(c.1)

(c.2)

(c.3)

(c.4)

(4.21)
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On introduise maintenant la nouvelle fonction ¢ définie par

T
d(x,t) = /UTTCZT, (4.22)
t
Tel que
Uy (.I‘,t) = 6($a 8) - (5(1’,t)
T T
= /UTTdT — /uTTdT
s t
T ¢
= /U-,-TdT + /uﬂ-dT
s T
= Ut (.I',t) — Us (.I’, S)
= U ($7 t)
(i.e) uy(xz,t) = d(x,s)—0d(x,t), (4.23)
et

w (x, T) = d(x,s)

T
= / UrrdT
S

= w(x,T) —u (z,5)

= Ut (CL’, T)
(.e)  w(z,T) = 0(z,s), (4.24)
Et la fonction : .
vy (z,t) = / Uy dT, (4.25)
t
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telle que
Ut (xat) = 7(3:78) - ")/(I‘,t)
T
T
— /UTT dT UT’T dT
t
T
t
= /UTTdT—l-/ Vrr dT
T
T
= /UTTdT
= v (x,t) — v (x,9)
= Ut (CL’, t)
(i.e) v (x,t) = ~(x,8)—7(x,t), (4.26)
et

v (2, T) = 7(z,9)

= U (.T, T)
(i.e) v (x,T) = 7(x,9), (4.27)
d’apres (4.24) et (4.27) on a :

I I
%/uf (x,T)dx:%O/é2 (z,s)dx, @)

0 0

I I
% [t 0.1y do = 2 [ 0,5)da, ¢+

0 0

d’apres (4.23) on a :
u?(x,t) = (6(x,s)—0(x,t))?
= 0% (x,8) + 0% (x,t) — 20 (2,8) 6 (,1)
< 2(0%(z,8) + 6 (z,1)),

donc / updrdt < 2 / 0% (x, s) dwdt + / 52 (a:,t)d:cdt], (%)

QS s Qs
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de méme facont on obtient :

/vfd:cdt < 2/72 (x,s)dxdt + 2/72 (z,t) dadt, ()

Qs Qs Qs

donc :

1
() dx+§/ Sy (Vi) xs)d:c

DN | —
O\N

I
£
[\

m\

% (z,5) dodt + 2/5 (x,t) dxdt
0

+ag 2/72 (x,s) dxdt + 2/72 (x,t) dxdt
L Qs Qs

L8, / (S, (un))? dadt| + B, / (S, (v))? dadt | | (4.28)
Qs s

ou

et
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I'inégalité (4.28) devient :

< max{o,as, B, 5}

/Z (S (un) (

l

2/52 (x,s) dxdt + 2/(52 (x,t) dedt
Qs Qs

+2/72 (x,5) dwdt + 2/72 (x,t) dzdt

Qs Qs
+/ (gm (utt))Q dxdt + / (%r (Utt))2 dzdt
Qs Qs

x, s))2 dx + / (Ss (vge) (z, 5))2 dx

l

+/52(x,s)dm+/72(x,s)dx

0

Qs

IN
e

Qs

ou

k:

Pour continuer, on utilise les inégalités

2/52(x,s)dxdt = 2/

Qs

Qs

2/52 (x,8)dxdt + 2 st 6% (z,t) ddt
+2 st v (z,s) dedt + 2/72 (x,t) dxdt

+/ (S (utt))Qda;dtJr/(%w (v)) dadt

0

Qs

Qs

max {04170(2,61762}
min {53,

l

I T
6% (z, s) dadt = 2/dt/52 (x,$)dx

0

T

s 0

2/52(ac,s)dxdt = 2(T—3)/l(52(:1:73) dz,

(4.29)

(4.30)
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locale

et

2/72 (z,s) dxdt

Qs

T 1
2//72 (z,s) dxdt
s 0

T
Z/dt/VQ(x,s)da:

s 0
[
/ 2 (2, ) da,
0

2/v2 (x,s) dxdt

Qs

2/72(35,5)6195(175 2T — 5)

Qs

Ainsi, I'inégalité (4.29) devient :

/ [6.
+/152(x75)d13+/172<x75)dx

S, (ug) (,8))* do + (v) (2, 5))? da

6% (z, s dx+/52 (x,t) dzdt

O\N

s

l

/52$sdx+/52mtdxdt )

+/ (Se (Utt)) dxdt—l—/( (vtt)) dxdt

IN

(4.31)

l

Qs

Qs

l

[ ) (w)? o+ [ (3 (v (2.5)) d

0

0
l l

+[1 =2k (T — s)] [/62(x,s)dx+/72(z,s)dx

0

/ 6% (z,t) dadt + / 72 (z,t) dz

0

|

Qs

IN

2k

Qs

Qs

+ / (S, (uy))® dedt + / (S, (vy))? dadt

Qs

, (4.32)
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En choisissant s, > 0, pour que s € [T — 59, 7] et 1 —2K (T'—s) = 3, ona:

/l(%x (uge) (, 5))° dx—l—/l(%z (vy) (,5))* da

l I
+% [/52 (x,s) dx+/72 (z,s) dx]
0 0
/52 (x,t) dedt + /72 (x,t) dxdt
S Zk Qs Qs ,
+ / (S (ug))? dadt + / (3 (vy))? daxdt
L Qs Qs i
I I
/ (S, (uny) (2, 5))? dz + / (S, (vn) (2, )% da
0 0
l l
+/52(x,s)dx+/72(x,s)dm
0 0
/(52 (z,t) dedt + /72 (x,t) dzdt
< 4k | @ Qs , (4.33)
/ (%x (utt>>2 dxdt + / (%x (vtt>)2 dxdt
L Qs Qs i
Vs € [T - So,T] .
Soit

H(s) = /(%x (ug))? dadt + / (S, (vy))? dadt

Qs Qs
—i—/(52 (x,t) dxdt + /72 (z,t) dzdt, (4.34)
Qs Qs
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tellque

onprend H (T) =0

H' (s) = —

et d’apres (4.33) on a :

donc

/ (S, (ug))? dedt + / (S, (vy))? dadt

Qs Qs
+ / 6% (z,t) dodt + / 72 (z,t) dodt
Qs Qs

! -

l
[# @0 [ @0
0

0
l

+/Z (S, ()’ |Zda:+/(gx ()2 | dz

0 .

/Z(%x (ust) ($75))2d$+/l(%x (vy) (2, 8))* da

+/52(a:,s)d:t—l—/’y2(x,s) dx

0

Intégration de (4.35) sur (s,7") et H (T') = 0, donne

H

donc

H
on < 4K H,
0s
_aa_H€4Ks S 4KH€4KS,
S
H
0< 4KH€4KS + 8—64K8,
ds
8 4Ks
s (He*™*) > 0.
r 0
/gH(s) et >0
H(s)e™[ > 0
(T) e4kT o H(S) €4ks Z 0
—H (s)e > 0,

H (s)e** <0,

(4.35)

(4.36)
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(i.e)
H(s)=0, Vse[l—sT].
Ainsi
%x (utt) - %x (Utt> =0 (.’I, t) =7 (.’E, t) = 0.

(4.37)

Donc, w = 0 presque partout dans ()r_,,.Suivez cette méthode étape par étape, on prouve que

w = 0 presque partout dans ().Ceci réalise la preuve de la proposition 3-2. m

Théoréme 3.2  Pour tout (f, g) € (L2 (Q))*, ¢, a1y, by € L*(0,1), il existe une solution unique

et forte U = Tt (F) = J-1(F) du probléme (3.1)tel que
1Ullp < ClIIUg
ot C' est une constante positive indépendante de U. et

F={fron,01} {902, 05}) , U= (u,v).

Preuve. Pour prouver R (.J) = H il suffait montrer que R (J)" = {0} .

Suppose que

v = (G1,Gy)
= ({wi,ws,wa}, {wa,ws,we}) € R(J)".

), — ( (L1 (u0) ot} Lo () 1w, ) )

+ ({Wh ws, W4} ) {Cdg, Ws, wﬁ})
+ <l2u7 w4)L2(0,l) + (llv, w5)L2(0,l) + (ZQU, wﬁ)Lz(O,l)

= 0.

Il faut prouver que ¥ =0 .
Sion prend U € D, (.J) dans (4.38), on obtient :

(£1U>W1)L2(Q) + (£2U, W2)L2(Q) =0,
qui déja montrée dans la proposition 3-2, telle que w; = ws = 0 et (4.38) devient

(liw, w3) 2y + (2t wa) p2 o
+ (llv, w5)L2(O,l) + (l2va WG)L2(0,Z)
= 0,

(4.38)

(4.39)

(4.40)
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depuis la quantité dans (4.40) est independante, les ranges R (I;) et R (l;) d’opérateurs de trace

l1, 5 sont respectivement dense dans L? (0, ()

(ie)
R(lh) = R(l2) = L*(0,1),
&
R(L)" = R(ly)" = {0}
alors

dans (4.40) et par consequence

‘I’ = (Gl, Gg) ({wl,W3,W4} y {wg,w5,w6}) = 0,
d’ou
R(J)" = {0},

alors

R(J) =H,

Donc U est une solution unique et forte du probleme (3.1) .
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Conclusion

Le but de notre travail a été I'étude de I'existence et 'unicité des solutions de deux problémes
aux limites. Le premier étant un probleme initial de valeur limite avec des conditions intégrales
pour une équation parabolique et le deuxieme un probléme initial de valeur limite pour un
systeme unidimensionnel d’équations hyperbolique.

La méthode utilisée pour le traitement de ces problémes est la méthode des inégalités de
I'énérgie ( dite : méthode des éstimations a priori ou méthode d’analyse fonctionnelle) qui est

considérée comme une méthode éfficace pour ’étude de I'existence et I'unicité de la solution.
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