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Abstract
The purpose of this work is to show the existence and uniqueness of the solutions. First, we

study an initial problem of limit value with integral conditions for a parabolic equation. Second,

we study a coupled system of hyperbolic equations with non-local conditions, using the energy

inequalities method.
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Résumé

Le but de ce travail est montrer l’existence et l’unicité de la solution forte. Premiérement, on a

étudie un problème aux limites a valeur initiale pour une equation parabolique avec des

conditions intégrales. Deuxièmement, on a étudie un problème aux limites a valeur initiale pour

un système couplé d’équations hyperbolique avec des conditions non locale, par utilisant la

méthode des inégalités énergétiques.
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Abstract
The purpose of this work is to show the existence and uniqueness of the strong solution. First,

we study an initial problem of limit value with integral conditions for a parabolic equation.

Second, we study a coupled system of hyperbolic equations with non-local conditions, using the

energy inequalities method.
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Introduction

Des modèles mathématiques pour des problèmes mixtes avec des conditions non locaux peuvent

être présentés dans de nombreux modèles d’ingénierie tel que la conduction thermique, la dés-

intégration radioactive, l’écoulement sous l’eau, la physique du plasma, la thermoélasticité, la

dynamique de population, les problèmes de vibration, la dispersion chimique, la théorie de trans-

mission, la théorie de contrôle , diffusion de fluides dans des milieux poreux et bien d’autres. A

cet égard, le lecteur devrait se référer à Ewing et Lin [13], Choi et Chan [10], Shi et Shilor [47],

Bouziani [5], Cannon [6], Ionkin [16], Kirane [20], Nakushev [42], Muravei [41], Slemrod [48]. Les

conditions standard telles que (Dirichlet, Neumann) qui sont prescrites ponctuellement ne sont

pas toujours suffisantes car elles dépendent du contexte physique sur lequel les données peuvent

être mesurées à la limite du domaine physique.

La signification physique de conditions non locales telles que l’énergie totale, la masse moyenne,

la masse totale, les moments, etc., a servi de cause fondamentale à l’intérêt considérable que

suscite ce type de problème mixte.

De nombreuses méthodes ont été utilisées pour traiter des problèmes mixtes avec des conditions

non locales. Par exemple, Cannon [6] et Kamynin [18] ont utilisé la méthode potentielle pour étu-

dier certaines équations paraboliques. Ionkin [16], Ionkin et Moiseev [17] ont obtenu des résultats

concernant l’existence et l’unicité de la solution pour d’autres classes des équations paraboliques.

L’une des méthodes d’analyse fonctionnelle utilisées dans l’étude des problèmes mixtes est la

méthode des estimations a priori, le lecteur peut se référer aux travaux de Bouziani [3, 4, 5], Mes-

loub [26, 27, 28, 29], Kartynik [19], Mesloub et Bouziani [30, 31, 32], Mesloub et Lekrine [33], Beilin

[2], Mesloub et Messaoudi [34, 35], Muravei Philinovskii [41], Nakushev [42] et Pulkina [43] and

Yurchuk [49]. Tous ces précédents ont traité des équations paraboliques et hyperboliques.

Le but de cette mémoire est de prouver l’existence et l’unicité de certains problèmes posés par

utilisant la méthode d’analyse fonctionnelle.

Pour étudier les problèmes posés, nous écrivons généralement le problème donné dans le for-

mulaire opérateur :

Lu = F , ∀u ∈ D (L) ,

où l’opérateur L est considéré de l’espace de Banach B dans l’espace de Hilbert H, convenable-

ment choisis. On établit les estimations a priori pour l’opérateur L et on démontre l’inégalité

énergétique du type :

‖u‖B ≤ C ‖Lu‖H , ∀u ∈ D (L) , (∗)

où D (L) est le domaine de définition de l’opérateur L.

6



La démonstration se base sur une analyse précise des formes obtenues en multipliant l’équation

donnée par un opérateur Mu contenant la fonction u, ses dérivées et ses premitives. Le choix de

l’opérateur Mu est fondamental, il est dicté par l’équation et les conditions aux limites.

On démontre ensuite que l’opérateur L est fermable (admet une fermeture) et on dénote L sa

fermeture. la solution de l’équation

Lu = F , ∀u ∈ D
(
L
)

est appelée solution forte du problème considéré.

A l’aide d’un passage à la limite, on prolonge l’inégalité (∗) à l’ensemble des solutions u ∈ D
(
L
)
,

on obtient

‖u‖B ≤ C
∥∥Lu∥∥

H
, ∀u ∈ D

(
L
)
,

et ainsi est garantie l’existence de la solution sur l’ensemble des images R
(
L
)

de l’opérateur L.

Comme l’image R
(
L
)

de l’operateure L est fermé dans l’espace H, et que R
(
L
)

= R (L).

Pour démontrer l’existence de la solution forte, il suffit d’établir la densité de R(L) dans H.

L’unicité de la solution forte est déduite de l’inégalité de l’énergie.

Cette mémoire est organisée comme suit :

Nous commençons par une introduction, par la suite dans le premier chapitre nous rappellons

certaines notions préliminaires qui seront utilisées ultérieurement.

Dans la deuxiéme chapitre, on étudie un problème aux limites a valeur initiale pour une equa-

tion parabolique avec des conditions intégrales. On prouve l’existence et l’unicité d’une solution

généralisée forte pour le problème donné.

Dans le troisième chapitre, on étudie un problème aux limites a valeur initiale pour un système

unidimensionnel d’équations hyperbolique avec des conditions non locale. On prouve l’existence

et l’unicité de la solution généralisée forte.

On termine par une conclusion et une liste de références utilisées dans cette mémoire.
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Notations

X Espace vectoriel normé.

‖.‖ La norme.

(., .) Le produit scalaire.

ρ(., .) La distance.

Ω Un ouvert borné dans R.
lim La limite.

→ La convergence forte.

Lp(Ω) L’espace des fonctions mesurables u sur Ω vérifiant
∫

Ω
|u|p dx <∞.

L2(Ω) L’espace des fonctions de carré intégrable.

L2(Ω) L’espace des fonctions u où u = (u1, . . . , un) tel que ui ∈ L2(Ω), ∀i = 1, n.

H Un espace de Hilbert.

l Une fonctionnelle linéaire.

L Un opérateur linéaire.

D(L) Le domaine de définition de L.

L La fermeture de L.

R(L) L’ensemble des valeurs Lu pour tout u ∈ D(A).

L Operateur différentiel.
d

dx
La dérivée ordinaire par-rapport à x.

Dku La dérivée généralisée.

W l
m(Ω) L’espace des fonctions u ∈ Lm(Ω), tel que Dku ∈ Lm(Ω), où |k| ≤ l.

W̊ l
m(Ω) L’espace des fonctions u ∈ W l

m(Ω) à suport compact dans Ω.

‖.‖(l)
m,Ω La norme dans l’espace W l

m(Ω).

(., .)
(1)
2,Ω Le produit scalaire dans l’espace W 2

1 (Ω).

cΩ La constante de Poincaré.
∂

∂x
La dérivée partielle.

−→η Le vecteur unitaire de l’extérieur à ∂Ω.

∂σ L’élément de surface de ∂Ω.

B Un espace de Banach.

C(Ω) L’ensemble de toutes les fonctions continues.
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Chapitre 1

Notions Préliminaires

1.1 Espace Normés, Espace de Banach et Espace de Hilbert

1.1.1 Espace Normés

Définition 1.1 Un espace vectoriel linéaire X est dite espace normée si pour chaque élément

x ∈ X il existe nombre réel noté par ‖x‖ (norme de x), vérifiant les propriétés suivantes :

1. ‖x‖ ≥ 0 pour tout x ∈ X et ‖x‖ = 0⇔ x = 0;

2. ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ , ∀x ∈ X, ∀λ ∈ k;

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ , ∀x, y ∈ X (inégalité triangulaire).

Ainsi , la norme est une application définie sur X, prenant des valeurs positives et

vérifiant les propriétés 1 à 3.

Dans cet espace, on introduit la métrique ρ(x, y) = ‖x− y‖ (distance entre x et y).

1.1.2 Espace de Banach

Définition 1.2 Une suite (xk)k∈N d’éléments d’un espace normé X est dite suite

de Cauchy si :

(∀ε > 0) (∃Nε) ∀p, q > Nε =⇒ ‖xp − xq‖ < ε.

Toute suite convergente est de Cauchy.

Définition 1.3 On dit qu’un espace normé est complet si toute suite de Cauchy est convergente. On

appelle espace de Banach tout espace normé complet.

9



Chapitre 1. Notions Préliminaires

1.1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.4 Soit H un espace vectoriel sur k, on appelle produit scalaire sur H toute applica-

tion :

(., .) : H ×H → k

vérifie les propriétés suivantes :

1. (λx+ µz, y) = λ (x, y) + µ (z, y) ∀x, y, z ∈ H, ∀λ, µ ∈ k, (bilinéaire)

2. ∀x, y ∈ H, on a :{
(x, y) = (y, x) si l’espace est réel (symétrique)

(x, y) = (y, x) si l’espace est complexe (hermitienne)

3. (x, x) ≥ 0 ∀x ∈ H et (x, x) = 0⇔ x = 0. (définie positive)

Le nombre (x, y) est appelé produit scalaire des vecteurs x et y.

Définition 1.5 Si l’espace vectoriel H est muni d’un produit scalaire, on dit que c’est un espace

préhilbertien.

L’espaces préhilbertien est un cas particulier de l’espace normée,ceci est exprimé par le lemme

suivant.

Lemme 1.1 Soit H un espace linéaire muni d’un produit scalaire .Alors l’expression

‖x‖ =
√

(x, x)

∀x ∈ H, définit une norme sur H (appelée norme hilbertienne).

Définition 1.6 Un espace de Hilbert est une espace préhilbertien complet .

la distance sur H donnée par

‖x− y‖ =
√

(x− y, x− y)

Remarque 1.1 L’espace de Hilbert est un cas particulier de l’espace de Banach.

1.2 Orthogonaux et Complémentaire Orthogonal

Définition 1.7 Soit H un espace préhilbertien et x, y deux vecteurs de H.On dit que x et y sont

orthogonaux si (x, y) = 0. On note x ⊥ y.

1.2. Orthogonaux et Complémentaire Orthogonal 10



Chapitre 1. Notions Préliminaires

De même, pour les parties A,B ⊂ H sont dit orthogonaux si tout a ∈ A est orthogonal à tout

b ∈ B :

a ⊥ b, ∀a ∈ A,∀b ∈ B

nous écrivons x ⊥ A si x ⊥ a ∀a ∈ A.

Définition 1.8 Soit M un sous-ensemble d’un espace préhilbertien H. On appelle complémentaire

orthogonal de M et on note M⊥ l’ensemble

M⊥ = {x ∈ H; ∀a ∈M, (a, x) = 0} .

Il est clair que M⊥ est un sous-espace fermé, si M est un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H

alors, H = M ⊕M⊥ (somme directe orthogonal).

Théorème 1.1 Soit H un espace de Hilbert.Un sous-espace M de H est dense si et seulement si

M⊥ = {0} .

1.3 Quelques propriétés d’opérateurs et fonctionnelles linéaires

Définition 1.9 Une fonctionnelle linéaire l sur un espace de Hilbert H est une application

linéaire numérique continue l(u)

l : H → R
u→ l(u)

l est linéaire, ∀u1, u2 ∈ H, ∀λ, µ ∈ R

l(λu1 + µu2) = λl(u1) + µl(u2)

l est continue veut dire que ∃c > 0 tel que

|l(u)| ≤ c ‖u‖H

1.3.1 Opérateur linéaire bornée

Définition 1.10 Un opérateur A défini par un ensemble D (A) ⊂ H (H espace de Hilbert) fait

associé à chaque u ∈ D (A) un certain élément v ∈ H (ie)

Au = v

1.3. Quelques propriétés d’opérateurs et fonctionnelles linéaires 11



Chapitre 1. Notions Préliminaires

A est linéaire si, ∀u1, u2 ∈ D (A) ∀λ, µ ∈ R

A(λu1 + µu2) = λA(u1) + µA(u2)

A est bornée si, ∃c > 0 tel que

∀u ∈ D(A) ‖Au‖ ≤ c ‖u‖ sur D(A).

– Un sous-ensemble important du domaine de A est l’espace nul de A, N (A) , où

N (A) = {x ∈ D (A) : Ax = 0}.

1.3.2 Opérateur linéaire [fermée,fermable]

Définition 1.11 Le graphe de l’operateur linéaire A : X → Y est l’ensemble

G(A) = {(x,Ax) |x ∈ D(A)} ⊂ X × Y.

Le graphe est un sous espace de X × Y.

Définition 1.12 On dit que l’operateur A est fermé si son graphe est fermé dans X × Y.et noté par

A.

Remarque 1.2 Pour prouver que l’operateur A est fermé on procéde en générale de la maniére

suivante on prend une suite (un) dans D(A) tel que

un → u dans X

et

Aun → f dans Y

il s’agit ensuite de verifie que

u ∈ D(A)

f = Au

Définition 1.13 L’operateur A est dit férmable si pour tout suite un ∈ D(A), un → 0 et Aun → f

alors f = 0.

1.3. Quelques propriétés d’opérateurs et fonctionnelles linéaires 12



Chapitre 1. Notions Préliminaires

1.4 Espace de Sobolev

Définition 1.14 Soit m > 0, p ≥ 1, on note Wm,p(Ω) l’ensemble définie par

Wm,p (Ω) =
{
u ∈ LP (Ω) : Dαu ∈ LP (Ω);∀α : |α| ≤ m

}
,

où α ∈ Nn, α = (α1, α2, ..., αn), αi ∈ N, i = 1, n

|α| =
n

Σ
i=1
αi et Dα =

∂|α|

∂xα11 ∂x
α2
2 ...∂x

αn
n

et

Lp(Ω) =

u : mesurable \
∫
Ω

|u (x)|p dx <∞

 ,

L∞(Ω) = {u : mesurable \∃C tel que |u (x)| ≤ C sur Ω} ,

Lp(Ω) est un espace complet pour la norme

‖u‖Lp(Ω) = (

∫
Ω

|u(x)|p dx)
1
p , 1 ≤ p <∞

L∞(Ω) est un espace complet pour la norme

L∞(Ω) = sup
x∈Ω
|u (x)|

L’espace Wm,p(Ω) muni de la norme

‖u‖pWm,p(Ω) =
∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω) , 1 ≤ p <∞

‖u‖Wm
∞(Ω) = max

|α|≤m
‖Dαu‖L∞(Ω) ,

pour p = 2

Wm,2(Ω) = Hm(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) : Dαu ∈ L2(Ω), ∀α : |α| ≤ m

}
,

le produit scalaire dans Wm,2(Ω) est definie par

(u, v)Wm,2(Ω) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

Dαu(x)Dαv(x)dx.

1.4. Espace de Sobolev 13



Chapitre 1. Notions Préliminaires

1.5 Formule de Green

On suppose que Ω est un ouvert borné de Rn à frontière Γ de classe C1. soient u, v deux fonctions

de classe C2 dans Ω. Alors :

Première formule de Green : ∫
Ω

(v∆u+∇v.∇u) dx =

∫
Γ

v
∂u

∂υ
dσ.

Deuxième formule de Green :∫
Ω

(v∆u− u∆v) dx =

∫
Γ

(v
∂u

∂υ
− u∂v

∂υ
)dσ,

où dσ est l’élément de surface de Γ.

1.6 Opérateurs de régularisation

Soit w (ξ) une fonction paire de classe C∞ d’une seule variable ξ avec w(ξ) > 0 et w(ξ) = 0, si

|ξ| ≥ 1 et

1∫
−1

w (ξ) dξ = 1 on note par

wε (x, x′) =
1

ε
w

(
x− x′
ε

)
,

pour tout ε > 0, on a
1∫

−1

wε (x, x′) dx =

1∫
−1

wε (x, x′) dx′ = 1,

et

wε (x, x′) = 0 si |x− x′| ≥ ε

Soit Ω = (a, b) ⊂ R et u ∈ L2 (Ω) .

On définit l’opérateur de régularisation ∀ε > 0, Jε : L2 (Ω)→ L2 (Ω) par

Jεu =

∫
Ω

wε (x, x′)u(x′)dx′

=

∫
|x−x′|<ε

wε (x, x′)u(x′)dx′,

Propriété de Jε :

1.5. Formule de Green 14



Chapitre 1. Notions Préliminaires

P1 Pour u ∈ L2 (Ω) , on a :

‖Jεu− u‖L2(Ω) →ε→0
0 (ie) Jεu →

ε→0
u, L2 (Ω) ,

P2 Si α(x) ∈ C(Ω) et pour tout u ∈ L2 (Ω) , alors

‖αJεu− Jε(αu)‖L2(Ω) →ε→0
0,

P3 Si α(x) ∈ C1(Ω) et pour tout u ∈ L2 (Ω) , alors∥∥∥∥ ∂∂x(αJεu− Jε(αu))

∥∥∥∥
L2(Ω)

→
ε→0

0.

1.7 Quelques Inégalités Importantes

1.7.1 Lemme de Gronwall

Si les fi(τ) (i = 1, 2, 3) sont des fonctions non négatives sur l’intervalle (0, T ) , f1 (τ) , f2 (τ) sont

intégrables et f3(τ) est non décroissante sur (0, T ) , alors si

=τf1 + f2(τ) ≤ f3(τ) + c=τf2(t),

alors

=τf1 + f2(τ) ≤ ecτf3(τ).

où

=τfi (τ) =

τ∫
0

fi (t) dt (i = 1, 2, ...) .

1.7.2 Inégalité de Cauchy-Schwartz

Pour tout u, v ∈ L2 (Ω) , on a

∫
Ω

u(x)v(x)dx ≤
(∫

Ω

u2(x)dx

) 1
2
(∫

Ω

v2(x)dx

) 1
2

.

1.7.3 Inégalité de Cauchy

Pour tout a, b ∈ R, on a

ab ≤ 1

2
|a|2 +

1

2
|b|2 .

1.7. Quelques Inégalités Importantes 15



Chapitre 1. Notions Préliminaires

1.7.4 Inégalité de Cauchy avec ε

Pour tout ε > 0, pour tout a, b ∈ R, on a

ab ≤ ε

2
|a|2 +

1

2ε
|b|2 .

1.7.5 Inégalité de Young (Inégalité de cauchy généralisée)

Pour tout a, b ∈ R
ab ≤ 1

p
|a|p +

p− 1

p
|b|

p
p−1 .

pour tout p > 1

1.7.6 Inégalité de Young avec ε

Pour tout ε > 0, a, b arbitraire (réels)

ab ≤ 1

p
|εa|p +

p− 1

p

∣∣∣∣bε
∣∣∣∣ p
p−1

.

pout tout p > 1

1.7.7 Inégalité de Hölder

∀(f, g) ∈ Lp(Q)× Lq(Q) :

∫
Q

|fg| ≤

∫
Q

|f |p
1/p∫

Q

|g|q
1/q

,

où p et q sont toujours reliés par la relation : 1
p

+ 1
q

= 1

1.7.8 Inégalité de Poincaré

Soit Ω un ouvert borné de Rn, alors il existe une constante CΩ > 0 tel que∫
Ω

u2dx ≤ C2
Ω

∫
Ω

u2
xdx.

∀u ∈ W̊ 1
2 (Ω)

1.7. Quelques Inégalités Importantes 16



Chapitre 1. Notions Préliminaires

1.7.9 Inégalités élémentaires

l∫
0

(
=2
x (ξu)

)2
dx ≤ l2

2
‖=x (ξu)‖2

L2(Ω) .

l∫
0

(=x (ξu))2 dx ≤ l2

2
‖ξu‖2

L2(Ω) .

1.7. Quelques Inégalités Importantes 17



Chapitre 2

Sur un problème mixte pour une équation

parabolique avec des conditions intégrales

Dans ce chapitre, on étudie un problème aux limites a valeur initiale pour une equation parabo-

lique avec des conditions intégrales. On prouve l’existence et l’unicité d’une solution généralisée

forte pour le problème donné.

2.1 Position de probléme

Dans le région Q = (0, l) × (0, T ) = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T} . avec l < ∞ et T < ∞, on

considére le probléme de la recherche d’une fonction u = u(x, t), solution du probléme

Lu = ut − ∂
∂x

(a (x, t)ux) + ∂
∂x

(b(x, t)u) = f(x, t),

l1u = u (x, 0) = ϕ(x), x ∈ (0, l) ,
l∫

0

u (x, t) dx = 0, t ∈ (0, T ) ,

l∫
0

xu (x, t) dx = 0, t ∈ (0, T ) ,

(1.1)

où les fonctions a (x, t) et b(x, t) satisfont les conditions

0 ≤ c0 ≤ a (x, t) ≤ c1,
∂a

∂t
≤ c2,

∂a

∂x
≤ c3, b(x, t) ≤ c4, (C1)

∂a

∂t
≥ c5,

∂2a

∂t2
≤ c6,

∂b

∂t
≤ c7,

∂2a

∂x∂t
≤ c8, (C2)

f et ϕ sont des fonctions donnés.

18



Chapitre 2. Sur un problème mixte pour une équation parabolique avec des conditions intégrales

2.2 Espaces Fonctionnels Associés

Nous écrivons le probléme (1.1) sous la forme opérationnelle suivant :

Lu = F , u ∈ D (L) ,

où

Lu = (Lu, l1u) et F = (f, ϕ)

L’opérateur L est considéré de B à H, où B est l’espace de Banach constitué de fonctions

u ∈ L2 (Q) , satisfaisant les conditions de (1.1) et ayant la norme finie

‖u‖2
B = sup

0≤τ≤T
[‖u(., τ)‖2

L2(0,l)] = ‖u(x, τ)‖2
C(0,T,L2(0,l)) ,

et H est un espace de Hilbert L2 (Q)× L2 (0, l) muni de la norme

‖F‖2
H = ‖f‖2

L2(Q) + ‖ϕ‖2
L2(0,l) .

Soit D (L) le domaine de L qui est l’ensemble de toutes les fonctions u ∈ L2 (Q) pour lequel ut ,

ux , uxx , utx , utt ∈ L2 (Q) et satisfaisant les conditions aux limites dans (1.1) .

2.3 Estimation a priori et ses conséquences

On établisse d’abord une estimation a priori pour l’opérateur L à partir de laquelle on conclue

l’unicité de la solution du problème donné.

2.4 Unicité de solution

Théorème 2.1 Si u ∈ D (L), alors on a l’estimation a priori

‖u‖2
B ≤ C ‖Lu‖2

H , (1.2)

C’est

‖u(x, τ)‖2
C(0,T,L2(0,l)) ≤ C

(
‖f‖2

L2(Q) + ‖ϕ‖2
L2(0,l)

)
,

où C est une constante positive indépendante de u.

Preuve. On considére le produit scalaire dans L2 (Qτ ) de l’operateur Lu et

Mu = −=2
x (u)−=2

x (ut) ,

2.2. Espaces Fonctionnels Associés 19



Chapitre 2. Sur un problème mixte pour une équation parabolique avec des conditions intégrales

où

=2
x (u) =

x∫
0

ξ∫
0

u (η, t) dηdξ,

et

Qτ = (0, l)× (0, τ) , 0 ≤ τ ≤ T,

on obtient

(Lu,Mu)L2(Qτ ) = −
(
ut,=2

x (u)
)
L2(Qτ )

+

(
∂

∂x
(a (x, t)ux) ,=2

x (u)

)
L2(Qτ )

(1.3)

−
(
∂

∂x
(b(x, t)u) ,=2

x (u)

)
L2(Qτ )

−
(
ut,=2

x (ut)
)
L2(Qτ )

+

(
∂

∂x
(a (x, t)ux) ,=2

x (ut)

)
L2(Qτ )

−
(
∂

∂x
(b(x, t)u) ,=2

x (ut)

)
L2(Qτ )

= −
(
f (x, t) ,=2

x (u)
)
L2(Qτ )

−
(
f (x, t) ,=2

x (ut)
)
L2(Qτ )

.

En utilisant les conditions aux limites et intégration par parties, on a

−
(
ut,=2

x (u)
)
L2(Qτ )

= −
∫
Qτ

ut=2
x (u) dxdt

= −
τ∫

0

l∫
0

ut=2
x (u) dxdt

= −
τ∫

0

[=x(ut)=2
x (u)]l0dt+

τ∫
0

l∫
0

=x(ut)=x (u) dxdt

(en utilisant
∂

∂x
[f(x)]2 = 2

∂

∂x
[f(x)]f(x))

=
1

2

τ∫
0

l∫
0

∂

∂t
(=x (u(x, t)))2 dxdt

=
1

2

l∫
0

[(=x(u(x, t)))2]τ0dx

=
1

2

l∫
0

(=x(u(x, τ)))2dx− 1

2

l∫
0

(=x(ϕ(x)))2dx, (1.4)

où
τ∫

0

[=x(ut)=2
x (u)]l0dt = 0

2.4. Unicité de solution 20



Chapitre 2. Sur un problème mixte pour une équation parabolique avec des conditions intégrales

car

[=x(ut)]l0 =

x∫
0

[
∂

∂t
u]l0dx

=
∂

∂t

x∫
0

[u]l0dx

=
∂

∂t

l∫
0

udx

= 0.

(
∂

∂x
(a (x, t)ux) ,=2

x (u)

)
L2(Qτ )

=

∫
Qτ

∂

∂x
(a (x, t)ux)=2

x (u) dxdt

=

τ∫
0

l∫
0

∂

∂x
(a (x, t)ux)=2

x (u) dxdt

=

τ∫
0

[a (x, t)ux=2
x (u)]l0dt−

τ∫
0

l∫
0

=x (u) a (x, t)uxdxdt

= −
τ∫

0

l∫
0

=x (u) a (x, t)uxdxdt︸ ︷︷ ︸
intégration par parties

= −
τ∫

0

[=x (u) a (x, t)u]l0dt+

τ∫
0

l∫
0

a (x, t)u2dxdt

+

τ∫
0

l∫
0

∂a (x, t)

∂x
u=x (u) dxdt

=

τ∫
0

l∫
0

a (x, t)u2dxdt+

τ∫
0

l∫
0

∂a (x, t)

∂x
u=x (u) dxdt

=

∫
Qτ

a (x, t)u2dxdt+

∫
Qτ

∂a (x, t)

∂x
u=x (u) dxdt, (1.5)
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Chapitre 2. Sur un problème mixte pour une équation parabolique avec des conditions intégrales

où

τ∫
0

[a (x, t)ux=2
x (u)]l0dt = 0 car [=2

x (u)]l0 = [

ξ∫
0

x∫
0

u (η, t) dηdx]l0 =

ξ∫
0

l∫
0

u (η, t) dηdx = 0car

l∫
0

u (η, t) dη = 0


−
(
∂

∂x
(b(x, t)u) ,=2

x (u)

)
L2(Qτ )

= −
∫
Qτ

∂

∂x
(b(x, t)u)=2

x (u) dxdt

= −
τ∫

0

l∫
0

∂

∂x
(b(x, t)u)=2

x (u) dxdt

= −
τ∫

0

[=2
x (u) b(x, t)u]l0dt +

τ∫
0

l∫
0

=x (u) b(x, t)udxdt

=

τ∫
0

l∫
0

=x (u) b(x, t)udxdt, (1.6)

où

−
τ∫

0

[=2
x (u) b(x, t)u]l0dt = 0,

car

[=2
x (u)]l0 = [

ξ∫
0

x∫
0

u (η, t) dηdx]l0

=

ξ∫
0

l∫
0

u (η, t) dηdx

= 0.

−
(
ut,=2

x (ut)
)
L2(Qτ )

= −
∫
Qτ

ut=2
x (ut) dxdt

= −
τ∫

0

l∫
0

ut=2
x (ut) dxdt

= −
τ∫

0

[=2
x (ut)=x(ut)]l0dt +

τ∫
0

l∫
0

(=x (ut))
2dxdt

=

τ∫
0

l∫
0

(=x (ut))
2dxdt, (1.7)
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Chapitre 2. Sur un problème mixte pour une équation parabolique avec des conditions intégrales

où
τ∫

0

[=2
x (ut)=x(ut)]l0dt = 0,

car

[=x(ut)]l0 =

x∫
0

[
∂

∂t
u]l0dx

=
∂

∂t

x∫
0

[u]l0dx

=
∂

∂t

l∫
0

udx

= 0.

2.4. Unicité de solution 23
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(
∂

∂x
(a (x, t)ux) ,=2

x (ut)

)
L2(Qτ )

=

∫
Qτ

∂

∂x
(a (x, t)ux)=2

x (ut) dxdt

=

τ∫
0

l∫
0

∂

∂x
(a (x, t)ux)=2

x (ut) dxdt

=

τ∫
0

[=2
x (ut) a (x, t)ux]

l
0dt−

τ∫
0

l∫
0

=x (ut) a (x, t)uxdxdt

= −
τ∫

0

l∫
0

=x (ut) a (x, t)uxdxdt

= −
τ∫

0

[=x (ut) a (x, t)u]l0dxdt+

τ∫
0

l∫
0

ua (x, t)utdxdt

+

τ∫
0

l∫
0

∂a (x, t)

∂x
u=x (ut) dxdt

=

τ∫
0

l∫
0

ua (x, t)utdxdt︸ ︷︷ ︸
intégration par parties

+

τ∫
0

l∫
0

∂a (x, t)

∂x
u=x (ut) dxdt

=

l∫
0

[a (x, t)u2]τ0dx−
τ∫

0

l∫
0

ua (x, t)utdxdt

−
τ∫

0

l∫
0

∂a (x, t)

∂t
u2dxdt+

τ∫
0

l∫
0

∂a (x, t)

∂x
u=x (ut) dxdt

=

l∫
0

[a (x, t)u2]τ0dx−
1

2

τ∫
0

l∫
0

∂

∂t
(a (x, t)u2)dxdt

−1

2

τ∫
0

l∫
0

∂a (x, t)

∂t
u2dxdt+

τ∫
0

l∫
0

∂a (x, t)

∂x
u=x (ut) dxdt

=

l∫
0

[a (x, t)u2]τ0dx−
1

2

l∫
0

[a (x, t)u2]τ0dx

−1

2

τ∫
0

l∫
0

∂a (x, t)

∂t
u2dxdt+

τ∫
0

l∫
0

∂a (x, t)

∂x
u=x (ut) dxdt
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donc (
∂

∂x
(a (x, t)ux) ,=2

x (ut)

)
L2(Qτ )

=
1

2

l∫
0

[a (x, t)u2]τ0dx−
1

2

τ∫
0

l∫
0

∂a (x, t)

∂t
u2dxdt

+

τ∫
0

l∫
0

∂a (x, t)

∂x
u=x (ut) dxdt, (1.8)

où
τ∫

0

[=2
x (ut) a (x, t)ux]

l
0dt = 0,

car

[=2
x (ut)]

l
0 = [

ξ∫
0

x∫
0

∂

∂t
(u (η, t))dηdx]l0

=
∂

∂t

ξ∫
0

l∫
0

u (η, t) dηdx

= 0.

−
(
∂

∂x
(b(x, t)u) ,=2

x (ut)

)
L2(Qτ )

= −
∫
Qτ

∂

∂x
(b(x, t)u)=2

x (ut) dxdt

= −
τ∫

0

l∫
0

∂

∂x
(b(x, t)u)=2

x (ut) dxdt

= −
τ∫

0

[=2
x (ut) b(x, t)u]l0dt+

τ∫
0

l∫
0

b(x, t)u=x (ut) dxdt

=

τ∫
0

l∫
0

b(x, t)u=x (ut) dxdt. (1.9)
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En substituant les inégalités (1.4)− (1.9) en (1.3), on trouve :

1

2

l∫
0

(=x(u(x, τ)))2dx− 1

2

l∫
0

(=x(ϕ(x)))2dx+

∫
Qτ

a (x, t)u2dxdt+

∫
Qτ

∂a (x, t)

∂x
u=x (u) dxdt

+

∫
Qτ

=x (u) b(x, t)udxdt +

∫
Qτ

(=x (ut))
2dxdt+

1

2

l∫
0

a (x, τ)u2 (x, τ) dx− 1

2

l∫
0

a (x, 0)ϕ2(x)dx

−1

2

∫
Qτ

∂a (x, t)

∂t
u2dxdt+

∫
Qτ

∂a (x, t)

∂x
u=x (ut) dxdt+

∫
Qτ

b(x, t)u=x (ut) dxdt

= −
∫
Qτ

f(x, t)=2
x (u) dxdt−

∫
Qτ

f(x, t)=2
x (ut) dxdt,

alors

1

2

l∫
0

(=x(u(x, τ)))2dx+

∫
Qτ

a (x, t)u2dxdt+

∫
Qτ

(=x (ut))
2dxdt+

1

2

l∫
0

a (x, τ)u2 (x, τ) dx

=
1

2

l∫
0

(=x(ϕ(x)))2dx+
1

2

l∫
0

a (x, 0)ϕ2(x)dx−
∫
Qτ

∂a (x, t)

∂x
u=x (u) dxdt

−
∫
Qτ

b(x, t)u=x (ut) dxdt−
∫
Qτ

=x (u) b(x, t)udxdt−
∫
Qτ

∂a (x, t)

∂x
u=x (ut) dxdt

+

∫
Qτ

∂a (x, t)

∂t
u2dxdt−

∫
Qτ

f(x, t)=2
x (u) dxdt−

∫
Qτ

f(x, t)=2
x (ut) dxdt. (1.10)
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En utilisant les conditions C1 sur les coefficients et l’inégalité de cauchy avec ε,nous estimons le

côté droit comme suit

−
∫
Qτ

∂a(x,t)
∂x

u=x (u) dxdt ≤ c3ε1
2

∫
Qτ

u2dxdt+ c3
2ε1

∫
Qτ

(=x (u))2 dxdt,

−
∫
Qτ

=x (u) b(x, t)udxdt ≤ c4ε2
2

∫
Qτ

u2dxdt+ c4
2ε2

∫
Qτ

(=x (u))2 dxdt,

−
∫
Qτ

∂a(x,t)
∂x

u=x (ut) dxdt ≤ c3ε3
2

∫
Qτ

u2dxdt+ c3
2ε3

∫
Qτ

(=x (ut))
2 dxdt,

−
∫
Qτ

b(x, t)u=x (ut) dxdt ≤ c4ε4
2

∫
Qτ

u2dxdt+ c4
2ε4

∫
Qτ

(=x (ut))
2 dxdt,

−
∫
Qτ

f(x, t)=2
x (u) dxdt ≤ 1

2

∫
Qτ

(=2
x (u))

2
dxdt+ 1

2

∫
Qτ

f 2(x, t)dxdt,

−
∫
Qτ

f(x, t)=2
x (ut) dxdt ≤ ε5

2

∫
Qτ

(=2
x (ut))

2
dxdt+ 1

2ε5

∫
Qτ

f 2(x, t)dxdt,

∫
Qτ

∂a(x,t)
∂t

u2dxdt ≤ c2

∫
Qτ

u2dxdt.

(1.11)

Alors (1.10) devient

1

2

l∫
0

(=x(u(x, τ)))2dx+ c0

∫
Qτ

u2dxdt+

∫
Qτ

(=x (ut))
2dxdt+

c0

2

l∫
0

u2 (x, τ) dx

≤ 1

2

l∫
0

(=x(u(x, τ)))2dx+

∫
Qτ

a (x, t)u2dxdt+

∫
Qτ

(=x (ut))
2dxdt+

1

2

l∫
0

a (x, τ)u2 (x, τ) dx

≤ 1

2

l∫
0

(=x(ϕ(x)))2dx+
c1

2

l∫
0

ϕ2(x)dx+ c2

∫
Qτ

u2dxdt+
c3ε1

2

∫
Qτ

u2dxdt

+
c3

2ε1

∫
Qτ

(=x (u))2 dxdt+
c4ε2

2

∫
Qτ

u2dxdt+
c4

2ε2

∫
Qτ

(=x (u))2 dxdt

+
c3ε3

2

∫
Qτ

u2dxdt+
c3

2ε3

∫
Qτ

(=x (ut))
2 dxdt+

c4ε4

2

∫
Qτ

u2dxdt+
c4

2ε4

∫
Qτ

(=x (ut))
2 dxdt

+
1

2

∫
Qτ

(
=2
x (u)

)2
dxdt+

1

2

∫
Qτ

f 2(x, t)dxdt+
ε5

2

∫
Qτ

(
=2
x (ut)

)2
dxdt+

1

2ε5

∫
Qτ

f 2(x, t)dxdt,
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donc

1

2

l∫
0

(=x(u(x, τ)))2dx+ c0

∫
Qτ

u2dxdt+

∫
Qτ

(=x (ut))
2dxdt+

c0

2

l∫
0

u2 (x, τ) dx

≤ 1

2

l∫
0

(=x(ϕ(x)))2dx+
c1

2

l∫
0

ϕ2(x)dx+ c2

∫
Qτ

u2dxdt+
c3ε1

2

∫
Qτ

u2dxdt

+
c3

2ε1

∫
Qτ

(=x (u))2 dxdt+
c4ε2

2

∫
Qτ

u2dxdt+
c4

2ε2

∫
Qτ

(=x (u))2 dxdt

+
c3ε3

2

∫
Qτ

u2dxdt+
c3

2ε3

∫
Qτ

(=x (ut))
2 dxdt+

c4ε4

2

∫
Qτ

u2dxdt+
c4

2ε4

∫
Qτ

(=x (ut))
2 dxdt

+
1

2

∫
Qτ

(
=2
x (u)

)2
dxdt+

ε5

2

∫
Qτ

(
=2
x (ut)

)2
dxdt

+
1

2

∫
Qτ

f 2(x, t)dxdt+
1

2ε5

∫
Qτ

f 2(x, t)dxdt. (1.12)

C’est,

1

2

l∫
0

(=x(u(x, τ)))2dx+ c0

∫
Qτ

u2dxdt+

∫
Qτ

(=x (ut))
2dxdt+

c0

2

l∫
0

u2 (x, τ) dx

≤ 1

2

l∫
0

(=x(ϕ(x)))2dx+
c1

2

l∫
0

ϕ2dx+
(
c2 +

c3ε1

2
+
c4ε2

2
+
c3ε3

2
+
c4ε4

2

)∫
Qτ

u2dxdt

+

(
c3

2ε1

+
c4

2ε2

)∫
Qτ

(=x (u))2 dxdt+

(
c3

2ε3

+
c4

2ε4

)∫
Qτ

(=x (ut))
2 dxdt

+
1

2

∫
Qτ

(
=2
x (u)

)2
dxdt+

ε5

2

∫
Qτ

(
=2
x (ut)

)2
dxdt+

(
1

2
+

1

2ε5

)∫
Qτ

f 2(x, t)dxdt. (1.13)

En utilisant l’inégalités de Poincaré

∫
Qτ

(=2
x (u))

2
dxdt ≤ l2

2

∫
Qτ

(=x (u))2 dxdt,

∫
Qτ

(=x (u))2 dxdt ≤ l2

2

∫
Qτ

u2dxdt,

∫
Qτ

(=x (ϕ))2 dx ≤ l2

2

∫
Qτ

ϕ2dx,

(1.14)
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où

∫
Qτ

(
=2
x (u)

)2
dxdt =

∫
Qτ


x∫

0

=ξ (u)

︸ ︷︷ ︸
dξ

cauchy−schwartz


2

dxdt

≤
∫
Qτ


 x∫

0

dξ

 1
2
 x∫

0

(=ξ (u))2dξ

 1
2


2

dxdt

=

∫
Qτ

 x∫
0

dξ

 x∫
0

(=ξ (u))2dξ

 dxdt
=

τ∫
0

l∫
0

x x∫
0

(=ξ (u))2dξ

 dxdt
=

τ∫
0

l∫
0

[
x ‖=ξ (u)‖2

L2(0,x)

]
dxdt

=

τ∫
0

l∫
0

[
x ‖=ξ (u)‖2

L2(0,x)

]
dxdt

=

τ∫
0

‖=ξ (u)‖2
L2(0,x)

[
x2

2

]l
0

dt

=

τ∫
0

l2

2
‖=ξ (u)‖2

L2(0,x) dt

≤
τ∫

0

l2

2
‖=x (u)‖2

L2(0,l) dt

=
l2

2

∫
Qτ

(=x (u))2 dxdt.

De même manière pour ∫
Qτ

(=x (u))2 dxdt ≤ l2

2

∫
Qτ

u2dxdt,
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on a :

1

2

l∫
0

(=x(u(x, τ)))2dx+ c0

∫
Qτ

u2dxdt+

∫
Qτ

(=x (ut))
2dxdt+

c0

2

l∫
0

u2 (x, τ) dx

≤
(
l2

4
+
c1

2

) l∫
0

ϕ2dx+
(
c2 +

c3ε1

2
+
c4ε2

2
+
c3ε3

2
+
c4ε4

2

)∫
Qτ

u2dxdt

+

(
c3

2ε1

+
c4

2ε2

+
l2

4

)∫
Qτ

(=x (u))2 dxdt+

(
c3

2ε3

+
c4

2ε4

+
c5l

2

4

)∫
Qτ

(=x (ut))
2 dxdt

+

(
1

2
+

1

2ε5

)∫
Qτ

f 2(x, t)dxdt. (1.15)

Si on prend

ε1 = 1, ε2 = 1, ε3 = c3, ε4 = 2c4, ε5 =
1

l2
,

alors (1.15) devient :

l∫
0

(=x(u(x, τ)))2dx+ 2c0

∫
Qτ

u2dxdt+ 2

∫
Qτ

(=x (ut))
2dxdt+ c0

l∫
0

u2 (x, τ) dx

≤
(
l2

2
+ c1

) l∫
0

ϕ2dx+ (2c2 + c3ε1 + c4ε2 + c3ε3 + c4ε4)

∫
Qτ

u2dxdt

+

(
c3

ε1

+
c4

ε2

+
l2

2

)∫
Qτ

(=x (u))2 dxdt+

(
c3

ε3

+
c4

ε4

+
c5l

2

2

)∫
Qτ

(=x (ut))
2 dxdt

+

(
1 +

1

ε5

)∫
Qτ

f 2(x, t)dxdt,

alors

l∫
0

(=x(u(x, τ)))2dx+ 2c0

∫
Qτ

u2dxdt+ c0

l∫
0

u2 (x, τ) dx

≤
(
l2

2
+ c1

) l∫
0

ϕ2dx+
(
2c2 + c3 + c4 + c2

3 + c2
4

) ∫
Qτ

u2dxdt

+

(
c3 + c4 +

l2

2

)∫
Qτ

(=x (u))2 dxdt+
(
1 + l2

) ∫
Qτ

f 2(x, t)dxdt. (1.16)
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Alors

min (c0, 1)


l∫

0

(=x(u(x, τ)))2dx+

∫
Qτ

u2dxdt+

l∫
0

u2 (x, τ) dx


≤ max

(
l2

2
+ c1, 2c2 + c3 + c4 + c2

3 + c2
4, c3 + c4 +

l2

2
, 1 + l2

)


l∫
0

ϕ2dx+

∫
Qτ

u2dxdt+

∫
Qτ

(=x (u))2 dxdt+

∫
Qτ

f 2(x, t)dxdt

 . (1.17)

Par conséquence :

l∫
0

(=x(u(x, τ)))2dx+

∫
Qτ

u2dxdt+

l∫
0

u2 (x, τ) dx

≤ γ

 l∫
0

ϕ2dx+

∫
Qτ

u2dxdt+

∫
Qτ

(=x (u))2 dxdt+

∫
Qτ

f 2(x, t)dxdt

 . (1.18)

Où

γ =
max

(
l2

2
+ c1, 2c2 + c3 + c4 + c2

3 + c2
4, c3 + c4 + l2

2
, 1 + l2

)
min (c0, 1)

.

En appliquant l’inégalité de Gronwall à (1.18), on obtient :

l∫
0

(=x(u(x, τ)))2dx+

∫
Qτ

u2dxdt+

l∫
0

u2 (x, τ) dx ≤ γeγτ

 l∫
0

ϕ2dx+

∫
Qτ

f 2(x, t)dxdt

 . (1.19)

Si on écarte les deux premiers termes dans la partie gauche de (1.19), on obtient :

l∫
0

u2 (x, τ) dx ≤ γeγτ

 l∫
0

ϕ2dx+

∫
Qτ

f 2(x, t)dxdt

 . (1.20)

En prenant le supremum des deux côtés de (1.20), on obtient :

sup
0≤τ≤T

‖u(x, τ)‖2
L2(0,l) ≤ γeγT

(
‖ϕ‖2

L2(0,l) + ‖f‖2
L2(Q)

)
. (1.21)

Donc

‖u(x, τ)‖2
[0,T ;L2(0,l)] ≤ C

(
‖ϕ‖2

L2(0,l) + ‖f‖2
L2(Q)

)
.

avec C = γeγT .

Puisque nous n’avons aucune information concernant l’image de l’opérateur L, sauf que R (L) ⊂
H, il faut prolonger L pour que l’estimation (1.2) soit valable pour l’extension et que sa image soit

tout l’espace H. A cette fin, on établisse la proposition suivante.
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Proposition 2.1 L’opérateur L : B → H admet une fermeture L.

Preuve. Soit un une suite telle que

un −→
n→∞

0 dans B, (1.22)

et

Lun −→
n→∞

F = (f, ϕ) dans H, (1.23)

nous devons montrer que f ≡ 0, ϕ ≡ 0.

On a d’aprés (1.22)

un −→
n→∞

0 dans L2 (Q) ,

alors

un −→
n→∞

0 dans D′ (Q) , (1.24)

où D′ est un espace du distributions.

D’aprés la continuité de la dérivation en D′ (Q) , (1.24) implique que

Lun −→
n→∞

0 dans D′ (Q) . (1.25)

Selon (1.23), on a

Lun −→
n→∞

f dans L2 (Q) . (1.26)

Alors

Lun −→
n→∞

f dans D′ (Q) . (1.27)

D’aprés l’unicité de la limite dans D′ (Q) , on conclue que f ≡ 0.

Daprés (1.23), on conclue que

l1un −→
n→∞

ϕ dans L2 (Ω) , (1.28)

alors

l1un −→
n→∞

ϕ dans D′ (Ω) . (1.29)

De plus

‖l1un‖L2(Ω) ≤ ‖un‖B ∀n, (1.30)

d’aprés (1.22) on a

l1un −→
n→∞

0 dans L2 (Ω) . (1.31)

Par conséquence,

l1un −→
n→∞

0 dans D′ (Ω) . (1.32)

D’aprés l’unicité de la limite dans D′ (Q) , on conclue que ϕ ≡ 0.
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Cela prouve de la proposition 2.1.

Puisque les points du graphe de l’opérateur L sont des limites de séquence des points du graphe

de L, puis on prend la limite en (1.2) pour obtenir une estimation a priori pour l’opérateur L,c’est

‖u‖B ≤ C
∥∥Lu∥∥

H
∀u ∈ D

(
L
)
, (1.33)

à partir de laquelle on conclue les résultats.

Corollaire 2.1 Le problème (1.1) admet une solution forte unique et dépend continuement des

données (f, ϕ) ∈ H.

Corollaire 2.2 L’image R
(
L
)

de l’opérateur L est fermé dans H et égal à la fermeture R (L) de

R (L) , (c.à. d) R
(
L
)

= R (L).

Preuve. Premiérement, on prouve que R
(
L
)

est fermé.

Soit F ∈ R
(
L
)

alors il existe une suite (un)n∈N dans D
(
L
)

tel que

Lun −→
n→∞

F dans H,

(1.33) signifie que :

‖un‖B ≤ C
∥∥Lun∥∥H , ∀n,

alors on en déduit que la convergence de Lun dans H implique la convergence du un dans B,

un −→
n→∞

u dans B.

L est fermé, (un) est une suite dans D
(
L
)

et

un −→
n→∞

u dans B,

Lun −→
n→∞

F dans H,

alors u ∈ D
(
L
)

et Lu = F , donc F ∈ R
(
L
)
.

Par conséquence, R
(
L
)

est fermé dans H.

Maintenant, on prouve R
(
L
)

= R (L).

L est une prolongement de L, alors G (L) ⊆ G
(
L
)
, où G (L) est le graphe de L,

G (L) = {(u, Lu) ;u ∈ D (L)} ,

donc

R (L) ⊆ R
(
L
)
,

2.4. Unicité de solution 33



Chapitre 2. Sur un problème mixte pour une équation parabolique avec des conditions intégrales

ce qui implique que

R (L) ⊆ R
(
L
)
,

mais R
(
L
)

est fermé, donc

R (L) ⊆ R
(
L
)
.

D’autre part, soit F ∈ R
(
L
)
, où F = Lu pour certains u ∈ D

(
L
)

alors (u,F) ∈ G
(
L
)

= G (L),

il existe une suite (un, Lun)n∈N dans G (L) tel que

(un, Lun) −→
n→∞

(u,F) dans B ×H.

où

‖(un, Lun)− (u,F)‖2
B×H

= ‖un − u‖2
B + ‖Lun −F‖2

H −→n→∞ 0.

par conséquence Lun −→
n→∞

F dans H, mais un ∈ D (L) ∀n, alors on a F ∈ R (L) , donc

R
(
L
)
⊆ R (L).

donc

R
(
L
)

= R (L).

2.5 Existence de solution

Pour prouver l’existence de la solution, on prouve d’abord la proposition suivante.

Proposition 2.2 Soit D0 (L) = {u ∈ D (L) : lu = 0} , Si pour ω ∈ L2 (QT ) et pour tous u ∈ D0 (L)

on a :

(Lu, ω)L2(Qτ ) = 0, (2.1)

alors,

ω = 0 dans Q.

Preuve. Soit

ϕ (x, t) =

T∫
t

ω (x, s) ds, (2.2)
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et soit ut la solution de l’équation

x∫
0

ξ∫
0

ut (η, t) dηdξ = ϕ (x, t) . (2.3)

Soit

u =


t∫

s

∂u
∂τ
dτ , s ≤ t ≤ T,

0, 0 ≤ t ≤ s.

De (2.2) et (2.3) on a :

ω (x, t) = =2
x (utt) (2.4)

=

x∫
0

ξ∫
0

utt (η, t) dηdξ.

on va prouver que ω (x, t) ∈ L2 (QT ) .

Lemme 2.1 La fonction ω (x, t) défini par (2.4) est en L2 (QT ) .

Preuve. (de lemme 2.1). On utilise l’opérateur de régularisation Jε de la forme

(Jεu) (x, t) =
1

ε

+∞∫
−∞

W

(
s− t
ε

)
u (x, s) ds,

où W ∈ C∞0 (0, T ) ,W (t) ≥ 0 et
+∞∫
−∞

W (t) dt = 1.

Appliquer l’opérateur Jε et ∂
∂t

à l’équation (2.3), on obtient

Jε
(
=2
x (ut)

)
= Jε (ϕ (x, t)) + =2

x (ut)−=2
x (ut) ,

on dérive par rapport a t (c.à.d) ∂
∂t

∂

∂t

[
Jε
(
=2
x (ut)

)]
=

∂

∂t
[Jε (ϕ (x, t))] +

∂

∂t
=2
x (ut)−

∂

∂t
=2
x (ut) ,

donc
∂

∂t

(
=2
x (ut)

)
=

∂

∂t
[Jε (ϕ (x, t))] +

∂

∂t

(
=2
x (ut)

)
− ∂

∂t

[
Jε
(
=2
x (ut)

)]
,

ce qui implique

∂

∂t

(
=2
x (ut)

)
=

∂

∂t
[Jε (ϕ (x, t))] +

∂

∂t

[
=2
x (ut)− Jε

(
=2
x (ut)

)]
,
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alors ∥∥∥∥ ∂∂t (=2
x (ut)

)∥∥∥∥2

L2(QT )

=

∥∥∥∥ ∂∂t [Jε (ϕ (x, t))] +
∂

∂t

[
=2
x (ut)− Jε

(
=2
x (ut)

)]∥∥∥∥2

L2(QT )

≤
(∥∥∥∥ ∂∂t [Jε (ϕ (x, t))]

∥∥∥∥
L2(QT )

+

∥∥∥∥ ∂∂t [=2
x (ut)− Jε

(
=2
x (ut)

)]∥∥∥∥
L2(QT )

)2

=

∥∥∥∥ ∂∂t [Jε (ϕ (x, t))]

∥∥∥∥2

L2(QT )

+

∥∥∥∥ ∂∂t [=2
x (ut)− Jε

(
=2
x (ut)

)]∥∥∥∥2

L2(QT )

+2

∥∥∥∥ ∂∂t [Jε (ϕ (x, t))]

∥∥∥∥
L2(QT )

∥∥∥∥ ∂∂t [=2
x (ut)− Jε

(
=2
x (ut)

)]∥∥∥∥
L2(QT )

≤ 2

∥∥∥∥ ∂∂t [Jε (ϕ (x, t))]

∥∥∥∥2

L2(QT )

+ 2

∥∥∥∥ ∂∂t [=2
x (ut)− Jε

(
=2
x (ut)

)]∥∥∥∥2

L2(QT )

.

Utilisation les propriétés de l’opérateur Jε,

‖Jεu− u‖L2(Ω) −→ε→0
0 (i.e) Jεu −→

ε→0
u dans L2 (Ω) ,

et ∥∥∥∥ ∂∂t (=2
x (ut)

)∥∥∥∥2

L2(QT )

≤ 2

∥∥∥∥ ∂∂t [Jε (ϕ (x, t))]

∥∥∥∥2

L2(QT )

.

Jεu −→
ε→0

u dans L2 (QT ) ,

et la norme de ∂
∂t

(=2
x (ut)) dans L2 (QT ) est borné, on conclue que ω ∈ L2 (QT ) .

Maintenant, par substitution de (2.4) dans (2.1), on a :

(Lu, ω)L2(Qs)
= 0,

donc

(ut −
∂

∂x
(a (x, t)ux) +

∂

∂x
(b(x, t)u) ,=2

x (utt))L2(Qs) = 0. (2.5)

L’équation (2.5) implique

(
ut,=2

x (utt)
)
L2(Qs)

−
(
∂

∂x
(a (x, t)ux) ,=2

x (utt)

)
L2(Qs)

+

(
∂

∂x
(b(x, t)u) ,=2

x (utt)

)
L2(Qs)

= 0. (2.6)
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En utilisant les conditions intégrales dans (1.1), on trouve les termes de (2.6)

(
ut,=2

x (utt)
)
L2(Qs)

=

∫
Qs

ut=2
x (utt) dxdt

=

T∫
s

[
=2
x (utt)=x (ut)

]l
0
dt−

∫
Qs

=x (ut)=x (utt) dxdt

= −1

2

∫
Qs

∂

∂t
(=x (ut))

2 dxdt

= −1

2

l∫
0

[
(=x (ut (x, t)))2]T

s
dx

= −1

2

l∫
0

(=x (ut (x, T )))2 dx+
1

2

l∫
0

(=x (ut (x, s)))2 dx

≤ 1

2

l∫
0

(=x (ut (x, s)))2 dx, (2.7)
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−
(
∂

∂x
(a (x, t)ux) ,=2

x (utt)

)
L2(Qs)

= −
∫
Qs

∂

∂x
(a (x, t)ux)=2

x (utt) dxdt

= −
T∫
s

[
=2
x (utt) a (x, t)ux

]l
0
dt

=
0

+

∫
Qs

a (x, t)ux=x (utt) dxdt

=

T∫
s

[=x (utt) a (x, t)u]l0 dt

=
0

−
∫
Qs

a (x, t)uuttdxdt

−
∫
Qs

∂a (x, t)

∂x
u=x (utt) dxdt

= −
l∫

0

[a (x, t)utu]Ts dx+

∫
Qs

a (x, t)u2
tdxdt+

∫
Qs

∂a (x, t)

∂t
uutdxdt

−
∫
Qs

∂a (x, t)

∂x
u=x (utt) dxdt

= −
l∫

0

[a (x, t)utu]Ts dx

integ p partie

+

∫
Qs

a (x, t)u2
tdxdt+

∫
Qs

∂a (x, t)

∂t
uutdxdt

−
l∫

0

[
∂a (x, t)

∂x
u=x (ut)

]T
s

dx+

∫
Qs

∂a (x, t)

∂x
ut=x (ut) dxdt

+

∫
Qs

∂2a (x, t)

∂x∂t
u=x (ut) dxdt,
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−
(
∂

∂x
(a (x, t)ux) ,=2

x (utt)

)
L2(Qs)

= −
[
(a (x, t)u=x (ut)) |l0

]T
s

=
0

+

l∫
0

[
∂a (x, t)

∂x
u=x (ut)

]T
s

dx

+

l∫
0

[a (x, t)ux=x (ut)]
T
s dx

=
0

−
l∫

0

[
∂a (x, t)

∂x
u=x (ut)

]T
s

dx

+
1

2

∫
Qs

∂

∂t

(
∂a (x, t)

∂t
u2

)
dxdt+

∫
Qs

a (x, t)u2
tdxdt

+

∫
Qs

∂a (x, t)

∂x
ut=x (ut) dxdt+

∫
Qs

∂2a (x, t)

∂x∂t
u=x (ut) dxdt

=

∫
Qs

a (x, t)u2
tdxdt+

1

2

l∫
0

[
∂a (x, t)

∂t
u2

]T
s

dx

−1

2

∫
Qs

∂2a (x, t)

∂t2
u2dxdt+

∫
Qs

∂a (x, t)

∂x
ut=x (ut) dxdt

+

∫
Qs

∂2a (x, t)

∂x∂t
u=x (ut) dxdt

=

∫
Qs

a (x, t)u2
tdxdt+

1

2

l∫
0

∂a (x, T )

∂t
u2 (x, T ) dx

−1

2

l∫
0

∂a (x, s)

∂t
u2 (x, s) dx− 1

2

∫
Qs

∂2a (x, t)

∂t2
u2dxdt

+

∫
Qs

∂a (x, t)

∂x
ut=x (ut) dxdt+

∫
Qs

∂2a (x, t)

∂x∂t
u=x (ut) dxdt

≤
∫
Qs

a (x, t)u2
tdxdt+

1

2

l∫
0

∂a (x, T )

∂t
u2 (x, T ) dx

−1

2

∫
Qs

∂2a (x, t)

∂t2
u2dxdt+

∫
Qs

∂a (x, t)

∂x
ut=x (ut) dxdt

+

∫
Qs

∂2a (x, t)

∂x∂t
u=x (ut) dxdt, (2.8)
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(
∂

∂x
(b(x, t)u) ,=2

x (utt)

)
L2(Qs)

=

∫
Qs

∂

∂x
(b(x, t)u)=2

x (utt) dxdt

=

T∫
s

[
b(x, t)u=2

x (utt)
]l

0
dt

=
0

−
∫
Qs

b(x, t)u=x (utt) dxdt

= −
l∫

0

[b(x, t)u=x (ut)]
T
s dx

=
0

+

∫
Qs

b(x, t)ut=x (ut) dxdt

+

∫
Qs

∂b(x, t)

∂t
u=x (ut) dxdt

=

∫
Qs

b(x, t)ut=x (ut) dxdt+

∫
Qs

∂b(x, t)

∂t
u=x (ut) dxdt, (2.9)

avec Qs = [s, T ]× (0, l) .

Par substitution de (2.7)− (2.9) à (2.6), on trouve :

1

2

l∫
0

(=x (ut (x, s)))2 dx+

∫
Qs

a (x, t)u2
tdxdt+

1

2

l∫
0

∂a (x, T )

∂t
u2 (x, T ) dx

−1

2

∫
Qs

∂2a (x, t)

∂t2
u2dxdt+

∫
Qs

∂a (x, t)

∂x
ut=x (ut) dxdt+

∫
Qs

∂2a (x, t)

∂x∂t
u=x (ut) dxdt

+

∫
Qs

b(x, t)ut=x (ut) dxdt+

∫
Qs

∂b(x, t)

∂t
u=x (ut) dxdt

= 0. (2.10)

Il résulte de (2.10) que

1

2

l∫
0

(=x (ut (x, s)))2 dx+

∫
Qs

a (x, t)u2
tdxdt+

1

2

l∫
0

∂a (x, T )

∂t
u2 (x, T ) dx

=
1

2

∫
Qs

∂2a (x, t)

∂t2
u2dxdt−

∫
Qs

∂a (x, t)

∂x
ut=x (ut) dxdt−

∫
Qs

∂2a (x, t)

∂x∂t
u=x (ut) dxdt

−
∫
Qs

b(x, t)ut=x (ut) dxdt−
∫
Qs

∂b(x, t)

∂t
u=x (ut) dxdt. (2.11)
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En utilisant les conditions C1 et C2 et l’inégalité de Cauchy avec ε, on a les estimations suivantes :∫
Qs

∂2a (x, t)

∂t2
u2dxdt ≤ c6

∫
Qs

u2dxdt, (2.12)

−
∫
Qs

∂a (x, t)

∂x
ut=x (ut) dxdt ≤

ε1c3

2

∫
Qs

u2
tdxdt+

c3

2ε1

∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt, (2.13)

−
∫
Qs

∂2a (x, t)

∂x∂t
u=x (ut) dxdt ≤

ε2c8

2

∫
Qs

u2dxdt+
c8

2ε2

∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt, (2.14)

−
∫
Qs

b(x, t)ut=x (ut) dxdt ≤
ε3c4

2

∫
Qs

u2
tdxdt+

c4

2ε3

∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt, (2.15)

−
∫
Qs

∂b(x, t)

∂t
u=x (ut) dxdt ≤

ε4c7

2

∫
Qs

u2dxdt+
c7

2ε4

∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt. (2.16)

Par substitution de (2.12)− (2.16) à (2.11), on trouve :

1

2

l∫
0

(=x (ut (x, s)))2 dx+ c0

∫
Qs

u2
tdxdt+

c5

2

l∫
0

u2 (x, T ) dx

≤ 1

2

l∫
0

(=x (ut (x, s)))2 dx+

∫
Qs

a (x, t)u2
tdxdt+

1

2

l∫
0

∂a (x, T )

∂t
u2 (x, T ) dx

≤ c6

2

∫
Qs

u2dxdt+
ε1c3

2

∫
Qs

u2
tdxdt+

c3

2ε1

∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt

+
ε2c8

2

∫
Qs

u2dxdt+
c8

2ε2

∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt+

ε3c4

2

∫
Qs

u2
tdxdt

+
c4

2ε3

∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt+

ε4c7

2

∫
Qs

u2dxdt+
c7

2ε4

∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt. (2.17)

En choisissant ε1 = c0
c3
, ε3 = c0

c4
, ε2 = 1, ε4 = 1 dans (2.17), on a

1

2

l∫
0

(=x (ut (x, s)))2 dx+
c5

2

l∫
0

u2 (x, T ) dx

≤
(c6

2
+
c8

2
+
c7

2

)∫
Qs

u2dxdt

+

(
c2

3

2c0

+
c8

2
+

c2
4

2c0

+
c7

2

)∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt,
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l∫
0

(=x (ut (x, s)))2 dx+ c5

l∫
0

u2 (x, T ) dx

≤ (c6 + c8 + c7)

∫
Qs

u2dxdt

+

(
c2

3

c0

+ c8 +
c2

4

c0

+ c7

)∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt. (2.18)

L’inégalité (2.18) peut être écrite sous la forme

min {1, c5}

 l∫
0

(=x (ut (x, s)))2 dx+

l∫
0

u2 (x, T ) dx


≤ max

{
c6 + c8 + c7,

c2
3

c0

+ c8 +
c2

4

c0

+ c7

}∫
Qs

u2dxdt+

∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt

 ,
l∫

0

(=x (ut (x, s)))2 dx+

l∫
0

u2 (x, T ) dx

≤ K

∫
Qs

u2dxdt+

∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt

 . (2.19)

où

K =
max

{
c6 + c8 + c7,

c23
c0

+ c8 +
c24
c0

+ c7

}
min {1, c5}

.

On introduise maintenant la nouvelle fonction ν définie par

ν (x, t) =

T∫
t

uτdτ

= u (x, T )− u (x, t) ,

ν (x, s) = u (x, T )− u (x, s) (2.20)

= u (x, T ) .

L’inégalité (2.19) devient
l∫

0

(=x (ut (x, s)))2 dx+

l∫
0

υ2 (x, s) dx

≤ K

∫
Qs

(ν (x, s)− ν (x, t))2 dxdt+

∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt

 , (2.21)
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On obtient donc

l∫
0

(=x (ut (x, s)))2 dx+

l∫
0

υ2 (x, s) dx

≤ K

∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt+ 2

∫
Qs

ν2 (x, s) dxdt+ 2

∫
Qs

ν2 (x, t) dxdt


≤ 2K

∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt+

∫
Qs

ν2 (x, s) dxdt+

∫
Qs

ν2 (x, t) dxdt

 ,

donc

l∫
0

(=x (ut (x, s)))2 dx+ [1− 2K (T − s)]
l∫

0

υ2 (x, s) dx

≤ 2K

∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt+

∫
Qs

ν2 (x, t) dxdt

 . (2.22)

En choisissant s0 > 0, pour que s ∈ [T − s0, T ] et 1− 2K (T − s) = 1
2
, on a

l∫
0

(=x (ut (x, s)))2 dx+

l∫
0

υ2 (x, s) dx

≤ 4K

∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt+

∫
Qs

ν2 (x, t) dxdt

 , (2.23)

pour tous s ∈ [T − s0, T ] .

Si on suppose

H (s) =

∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt+

∫
Qs

ν2 (x, t) dxdt, (2.24)

puis il en résulte (2.23) et (2.24) que

− ∂H

∂s
≤ 4KH, (2.25)

l’inégalité (2.25) implique que

0 ≤ 4KHe4Ks +
∂H

∂s
e4Ks

donc
∂

∂s

(
He4Ks

)
≥ 0. (2.26)
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Intégration de (2.26) sur (s, T ) et H (T ) = 0, donne
T∫
s

∂

∂s

(
He4Ks

)
ds ≥ 0,

alors

H (T ) e4Ks −H (s) e4Ks ≥ 0,

donc

H (s) e4Ks ≤ 0. (2.27)

Donc,il résulte de (2.27) que ω = 0 presque partout dans QT−s.Suivez cette méthode étape par

étape, on prouve que ω = 0 presque partout dans Q.

Ceci réalise la preuve de la proposition 2.2.

Théorème 2.2 Si les conditions C1 et C2 sont satisfait, alors pour tout F = (f, ϕ) ∈ H et pour tout

f ∈ L2 (Q) , ϕ ∈ L2 (0, l) , il existe une solution unique et forte u = L
−1

(F) = L−1 (F) du problème

(1.1)tel que

‖u‖B ≤ C ‖Lu‖H ,

où C est une constante positive indépendante de u.

Preuve. On prouve la densité dans le cas général.

Nous savons que H = L2 (Q) × L2 (0, l) est un espace de Hilbert, alors l’image de l’opérateur L

est dense dans H signifie que l’orthogonalité d’un vecteur Ψ = (ω1, ω2) ∈ H à l’ensemble R (L) ,

implique que

(Lu,Ψ)H = ({Lu, lu} , {ω1, ω2})H
= (Lu, ω1)L2(Q) + (lu, ω2)L2(0,l)

= 0. (2.28)

Implique que (ω1, ω2) = 0.

En mettant u ∈ D0 (L) dans (2.28) , on a

(Lu, ω1)L2(Q) = 0, ∀u ∈ D0 (L) . (2.29)

Donc, en vertu de la Proposition2.2, il résulte de (2.29) que ω1 = 0.

Alors l’équation (2.28) prend la forme

(lu, ω2)L2(0,l) = 0. (2.30)

R (l) l’image de l’opérateur de trace l est dense dans l’espace L2 (0, l) , donc ω2 = 0.

Par conséquence Ψ = 0, donc R (L)⊥ = {0} , Ainsi R (L) = H.

2.5. Existence de solution 44



Chapitre 3

Sur un système couplé d’équations

hyperbolique avec des conditions non

locale

Dans ce chapitre, on étudie un problème aux limites a valeur initiale pour un système unidimen-

sionnel d’équations hyperbolique avec des conditions non locale. On prouve l’existence et l’unicité

de la solution généralisée forte.

3.1 Position du probléme

On considére un problème mixte avec des conditions non locale pour un système couplé hyper-

bolique avec des conditions intégrales de la forme{
L1 (u, v) = utt − (a (x, t)u)xx − h (x, t) v = f (x, t) ,

L2 (u, v) = vtt − (b (x, t) v)xx − k (x, t)u = g (x, t) ,
(3.1)

dans la région

Q = (0, l)× (0, T ) = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T} ,

Pour h (x, t) = 0 et k (x, t) = 0, le système (3.1) se découple et on obtient deux équations

hyperbolique indépendantes, est une équation d’onde.
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On compléte (3.1) avec les conditions initiales
l1u = u (x, 0) = φ1 (x) , 0 < x < l,

l1v = v (x, 0) = φ2 (x) , 0 < x < l,

l2u = ut (x, 0) = ψ1 (x) , 0 < x < l,

l2v = vt (x, 0) = ψ2 (x) , 0 < x < l,

(3.2)

et les conditions intégrales aux limites

l∫
0

udx = 0,

l∫
0

xudx = 0,

l∫
0

vdx = 0,

l∫
0

xvdx = 0. (3.3)

on suppose que 
c0 ≤ a (x, t) ≤ c1, c2 ≤ b (x, t) ≤ c3,

∂a
∂t
≤ c4,

∂b
∂t
≤ c5, k (x, t) ≤ c6,

∂k
∂t
≤ c7, h (x, t) ≤ c8,

∂h
∂t
≤ c9,

ci, i = 1, ..., 9

(3.4)

3.2 Reformulation du problème (Formulaire d’opérateur)

On reformule le problème (3.1) − (3.3) comme une équation d’opérateur de résolution de pro-

blème

JU = G = (G1, G2) , J : B → H, (3.5)

où U, JU et G sont respectivement des paires

U = (u, v) , JU = (J1U, J2U) , G = (G1, G2) , (3.6)

J1U = {L1 (u, v) , l1u, l2u} ,

J2U = {L2 (u, v) , l1v, l2v} , (3.7)

G = JU = ({f, φ1, ψ1} , {g, φ2, ψ2}) . (3.8)

D (J) =
{
U = (u, v) ∈

(
L2 (Q)

)2
: ut, vt, ux, vx, uxx, vxx, utx, vtx, utxx, vtxx ∈ L2 (Q)

}
, (3.9)

satisfaisant les conditions aux limites (3.2) et (3.3).

B est l’espace de Banach obtenu par D(J) par rapport à la norme finie

‖U‖2
B = ‖u(x, τ)‖2

C(0,T ;L2(0,l)) + ‖v(x, τ)‖2
C(0,T ;L2(0,l)) . (3.10)
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H est l’espace de Hilbert

H = B1 ×B2, (3.11)

B1 = L2 (Ω)× L2 (Ω)× L2 (Q) ,

B2 = L2 (Ω)× L2 (Ω)× L2 (Q) , (3.12)

muni de la norme

‖G‖2
H = ‖JU‖2

H = ‖φ1 (x)‖2
L2(Ω) + ‖ψ1 (x)‖2

L2(Ω) + ‖f‖2
L2(Q)

+ ‖φ2 (x)‖2
L2(Ω) + ‖ψ2 (x)‖2

L2(Ω) + ‖g‖2
L2(Q) . (3.13)

3.3 Estimation a priori et ses conséquences (Unicité de solu-

tion)

Théorème 3.1 Pour toute U = (u, v) ∈ D (J), on a l’estimation a priori

‖U‖2
B ≤ C ‖JU‖2

H , (3.14)

où C est une constante positive indépendante de U.

Preuve. On considére le produit scalaire dans L2 (Qτ ) de l’equation (3.1) et les opérateurs :

−=2
x (ut) et −=2

x (vt) respectivement, où Qτ = (0, l)× (0, τ) , 0 ≤ τ ≤ T,on obtient(
L1 (u, v) ,−=2

x (ut)
)
L2(Qτ )

+
(
L2 (u, v) ,−=2

x (vt)
)
L2(Qτ )

= −
(
utt,=2

x (ut)
)
L2(Qτ )

+
(
(a (x, t)u)xx ,=2

x (ut)
)
L2(Qτ )

+
(
h (x, t) v,=2

x (ut)
)
L2(Qτ )

−
(
vtt,=2

x (vt)
)
L2(Qτ )

+
(
(b (x, t) v)xx ,=2

x (vt)
)
L2(Qτ )

+
(
k (x, t)u,=2

x (vt)
)
L2(Qτ )

=
(
f (x, t) ,=2

x (ut)
)
L2(Qτ )

+
(
g (x, t) ,=2

x (vt)
)
L2(Qτ )

. (3.15)

En utilisant les conditions aux limites (3.2) et (3.3) et intégration par parties, on peut évaluer les
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termes sur le côté gauche de (3.15) comme suit

−
(
utt,=2

x (ut)
)
L2(Qτ )

= −
∫
Qτ

utt=2
x (ut) dxdt

= −
τ∫

0

[
=2
x (ut)=x (utt)

]l
0
dt

=0

+

∫
Qτ

=x (ut)=x (utt) dxdt

=
1

2

∫
Qτ

∂

∂t
(=x (ut))

2 dxdt

=
1

2

l∫
0

[
(=x (ut))

2]τ
0
dx

=
1

2

l∫
0

(=x (ut (x, τ)))2 dx− 1

2

l∫
0

(=x (ψ1 (x)))2 dx, (3.16)

(
(a (x, t)u)xx ,=2

x (ut)
)
L2(Qτ )

=

∫
Qτ

(a (x, t)u)xx=2
x (ut) dxdt

=

τ∫
0

[
=2
x (ut) (a (x, t)u)x

]l
0
dt

=0

−
∫
Qτ

(a (x, t)u)x=x (ut) dxdt

integ par partie

=

τ∫
0

[=x (ut) a (x, t)u]l0 dt

=0

+

∫
Qτ

a (x, t)uutdxdt

=
1

2

∫
Qτ

∂

∂t

(
a (x, t)u2

)
dxdt− 1

2

∫
Qτ

∂a (x, t)

∂t
u2dxdt

=
1

2

l∫
0

[
a (x, t)u2 (x, t)

]τ
0
dx− 1

2

∫
Qτ

∂a (x, t)

∂t
u2dxdt

=
1

2

l∫
0

a (x, τ)u2 (x, τ) dx− 1

2

l∫
0

a (x, 0)φ2
1 (x) dx

−1

2

∫
Qτ

∂a (x, t)

∂t
u2dxdt , (3.17)
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(
h (x, t) v,=2

x (ut)
)
L2(Qτ )

=

∫
Qτ

h (x, t) v=2
x (ut) dxdt

=

τ∫
0

[
h (x, t)=2

x (ut)=x (v)
]l

0
dt

=0

−
∫
Qτ

h (x, t)=x (v)=x (ut) dxdt

−
∫
Qτ

∂h (x, t)

∂x
=x (v)=2

x (ut) dxdt

= −
∫
Qτ

h (x, t)=x (v)=x (ut) dxdt−
∫
Qτ

∂h (x, t)

∂x
=x (v)=2

x (ut) dxdt, (3.18)

−
(
vtt,=2

x (vt)
)
L2(Qτ )

= −
∫
Qτ

vtt=2
x (vt) dxdt

= −
τ∫

0

[
=2
x (vt)=x (vtt)

]l
0
dt

=0

+

∫
Qτ

=x (vt)=x (vtt) dxdt

=
1

2

∫
Qτ

∂

∂t
(=x (vt))

2 dxdt

=
1

2

l∫
0

[
(=x (vt))

2]τ
0
dx

=
1

2

l∫
0

(=x (vt (x, τ)))2 dx− 1

2

l∫
0

(=x (ψ2 (x)))2 dx, (3.19)
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(
(b (x, t) v)xx ,=2

x (vt)
)
L2(Qτ )

=

∫
Qτ

(b (x, t) v)xx=2
x (vt) dxdt

=

τ∫
0

[
=2
x (vt) (b (x, t) v)x

]l
0
dt

=0

−
∫
Qτ

(b (x, t) v)x=x (vt) dxdt

integ par partie

=

τ∫
0

[=x (vt) b (x, t) v]l0 dt

=0

+

∫
Qτ

b (x, t) vvtdxdt

=
1

2

∫
Qτ

∂

∂t

(
b (x, t) v2

)
dxdt− 1

2

∫
Qτ

∂b (x, t)

∂t
v2dxdt

=
1

2

l∫
0

[
b (x, t) v2 (x, t)

]τ
0
dx− 1

2

∫
Qτ

∂b (x, t)

∂t
v2dxdt

=
1

2

l∫
0

b (x, τ) v2 (x, τ) dx− 1

2

l∫
0

b (x, 0)φ2
2 (x) dx

−1

2

∫
Qτ

∂b (x, t)

∂t
v2dxdt , (3.20)

(
k (x, t)u,=2

x (vt)
)
L2(Qτ )

=

∫
Qτ

k (x, t)u=2
x (vt) dxdt (integ par partie)

=

τ∫
0

[
k (x, t)=2

x (vt)=x (u)
]l

0
dt

=0

−
∫
Qτ

k (x, t)=x (u)=x (vt) dxdt

−
∫
Qτ

∂k (x, t)

∂x
=x (u)=2

x (vt) dxdt

= −
∫
Qτ

k (x, t)=x (u)=x (vt) dxdt−
∫
Qτ

∂k (x, t)

∂x
=x (u)=2

x (vt) dxdt, (3.21)
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En substituant les inégalités (3.16)− (3.21) en (3.15), on a :

1

2

l∫
0

(=x (ut (x, τ)))2 dx− 1

2

l∫
0

(=x (ψ1 (x)))2 dx+
1

2

l∫
0

a (x, τ)u2 (x, τ) dx

−1

2

l∫
0

a (x, 0)φ2
1 (x) dx− 1

2

∫
Qτ

∂a (x, t)

∂t
u2dxdt

−
∫
Qτ

h (x, t)=x (v)=x (ut) dxdt−
∫
Qτ

∂h (x, t)

∂x
=x (v)=2

x (ut) dxdt

+
1

2

l∫
0

(=x (vt (x, τ)))2 dx− 1

2

l∫
0

(=x (ψ2 (x)))2 dx+
1

2

l∫
0

b (x, τ) v2 (x, τ) dx

−1

2

l∫
0

b (x, 0)φ2
2 (x) dx− 1

2

∫
Qτ

∂b (x, t)

∂t
v2dxdt

−
∫
Qτ

k (x, t)=x (u)=x (vt) dxdt−
∫
Qτ

∂k (x, t)

∂x
=x (u)=2

x (vt) dxdt

=
(
f (x, t) ,=2

x (ut)
)
L2(Qτ )

+
(
g (x, t) ,=2

x (vt)
)
L2(Qτ )
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1

2

l∫
0

(=x (ut (x, τ)))2 dx+
1

2

l∫
0

a (x, τ)u2 (x, τ) dx

+
1

2

l∫
0

(=x (vt (x, τ)))2 dx+
1

2

l∫
0

b (x, τ) v2 (x, τ) dx

=
(
f (x, t) ,=2

x (ut)
)
L2(Qτ )

+
(
g (x, t) ,=2

x (vt)
)
L2(Qτ )

+
1

2

l∫
0

a (x, 0)φ2
1 (x) dx

+
1

2

∫
Qτ

∂a (x, t)

∂t
u2dxdt+

1

2

l∫
0

(=x (ψ1 (x)))2 dx+
1

2

l∫
0

b (x, 0)φ2
2 (x) dx

+
1

2

∫
Qτ

∂b (x, t)

∂t
v2dxdt+

1

2

l∫
0

(=x (ψ2 (x)))2 dx+

∫
Qτ

k (x, t)=x (u)=x (vt) dxdt

+

∫
Qτ

∂k (x, t)

∂x
=x (u)=2

x (vt) dxdt+

∫
Qτ

h (x, t)=x (v)=x (ut) dxdt

+

∫
Qτ

∂h (x, t)

∂x
=x (v)=2

x (ut) dxdt. (3.22)

En utilisant les conditions (3.4), l’inégalité de Cauchy et l’inégalité de Poincaré

‖=xu‖L2(Q) ≤
l2

2
‖u‖L2(Q) . (3.23)

3.3. Estimation a priori et ses conséquences (Unicité de solution) 52



Chapitre 3. Sur un système couplé d’équations hyperbolique avec des conditions non locale

∫
Qτ

(=x (u))2 dxdt =

∫
Qτ


x∫

0

u

︸︷︷︸
dξ

cauchy−schwartz


2

dxdt

≤
∫
Qτ


 x∫

0

dξ

 1
2
 x∫

0

(u)2dξ

 1
2


2

dxdt

=

∫
Qτ

 x∫
0

dξ

 x∫
0

(u)2dξ

 dxdt
=

τ∫
0

l∫
0

x x∫
0

(u)2dξ

 dxdt
=

τ∫
0

l∫
0

[
x ‖u‖2

L2(0,x)

]
dxdt

=

τ∫
0

l∫
0

[
x ‖=ξ (u)‖2

L2(0,x)

]
dxdt

=

τ∫
0

‖u‖2
L2(0,x)

[
x2

2

]l
0

dt

=

τ∫
0

l2

2
‖=ξ (u)‖2

L2(0,x) dt

≤
τ∫

0

l2

2
‖u‖2

L2(0,l) dt

=
l2

2

∫
Qτ

(u)2 dxdt,
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on obtient

1

2

l∫
0

(=x (ut (x, τ)))2 dx+
c0

2

l∫
0

u2 (x, τ) dx

+
1

2

l∫
0

(=x (vt (x, τ)))2 dx+
c2

2

l∫
0

v2 (x, τ) dx

≤ c1

2

l∫
0

φ2
1 (x) dx+

c4

2

∫
Qτ

u2dxdt+
1

2

l∫
0

(=x (ψ1 (x)))2 dx+
c3

2

l∫
0

φ2
2 (x) dx

+
c5

2

∫
Qτ

v2dxdt+
1

2

l∫
0

(=x (ψ2 (x)))2 dx+
c6

2

∫
Qτ

(=x (u))2 dxdt

+
c6

2

∫
Qτ

(=x (vt))
2 dxdt+

c7

2

∫
Qτ

(=x (u))2 dxdt+
c7l

2

2

∫
Qτ

(=x (vt))
2 dxdt

+
c8

2

∫
Qτ

(=x (v))2 dxdt+
c8

2

∫
Qτ

(=x (ut))
2 dxdt+

c9

2

∫
Qτ

(=x (v))2 dxdt

+
c9l

2

2

∫
Qτ

(=x (ut))
2 dxdt+

1

2

∫
Qτ

f 2 (x, t) dxdt+
l2

2

∫
Qτ

(=x (ut))
2 dxdt

+
1

2

∫
Qτ

g2 (x, t) dxdt+
l2

2

∫
Qτ

(=x (vt))
2 dxdt. (3.24)
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En utilisant les inégalités suivantes,

1
2

l∫
0

(=x (ψ1 (x)))2 dx ≤ l2

4

l∫
0

(ψ1 (x))2 dx,

1
2

l∫
0

(=x (ψ2 (x)))2 dx ≤ l2

4

l∫
0

(ψ2 (x))2 dx,

c6
2

∫
Qτ

(=x (u))2 dxdt ≤ c6l2

4

∫
Qτ

u2dxdt,

c7
2

∫
Qτ

(=x (u))2 dxdt ≤ c7l2

4

∫
Qτ

u2dxdt,

c8
2

∫
Qτ

(=x (v))2 dxdt ≤ c8l2

4

∫
Qτ

v2dxdt,

c9
2

∫
Qτ

(=x (v))2 dxdt ≤ c9l2

4

∫
Qτ

v2dxdt.

(3.25)
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on transforme (3.24) a

1

2

l∫
0

(=x (ut (x, τ)))2 dx+
c0

2

l∫
0

u2 (x, τ) dx

+
1

2

l∫
0

(=x (vt (x, τ)))2 dx+
c2

2

l∫
0

v2 (x, τ) dx

≤ c1

2

l∫
0

φ2
1 (x) dx+

c3

2

l∫
0

φ2
2 (x) dx+

l2

4

l∫
0

(ψ1 (x))2 dx

+

(
c4

2
+
c6l

2

4
+
c7l

2

4

)∫
Qτ

u2dxdt+
l2

4

l∫
0

(ψ2 (x))2 dx

+

(
c5

2
+
c8l

2

4
+
c9l

2

4

)∫
Qτ

v2dxdt

+

(
c6

2
+
c7l

2

4
+
l2

2

)∫
Qτ

(=x (vt))
2 dxdt

+

(
c8

2
+
c9l

2

4
+
l2

2

)∫
Qτ

(=x (ut))
2 dxdt

+
1

2

∫
Qτ

f 2 (x, t) dxdt+
1

2

∫
Qτ

g2 (x, t) dxdt. (3.26)

L’inégalité (3.26) peut être écrite comme :

‖u (x, τ)‖2
L2(0,l) + ‖v (x, τ)‖2

L2(0,l)

+ ‖=x (ut (x, τ))‖2
L2(0,l) + ‖=x (vt (x, τ))‖2

L2(0,l)

≤ δ(‖φ1 (x)‖2
L2(0,l) + ‖φ2 (x)‖2

L2(0,l) + ‖ψ1 (x)‖2
L2(0,l) + ‖ψ2 (x)‖2

L2(0,l)

+ ‖u‖2
L2(Qτ ) + ‖v‖2

L2(Qτ ) + ‖=x (ut)‖2
L2(Qτ ) + ‖=x (vt)‖2

L2(Qτ )

+ ‖f‖2
L2(Qτ ) + ‖g‖2

L2(Qτ )), (3.27)

où

δ =
max

{
l2

4
, c1

2
, c3

2
, α1, α2, β1, β2,

1
2

}
min

{
c0
2
, c2

2
, 1

2

} , (3.28)
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et

α1 =

(
c4

2
+
c6l

2

4
+
c7l

2

4

)
,

α2 =

(
c5

2
+
c8l

2

4
+
c9l

2

4

)
,

β1 =

(
c6

2
+
c7l

2

4
+
l2

2

)
,

β2 =

(
c8

2
+
c9l

2

4
+
l2

2

)
. (3.29)

On applique maintenant le lemme de Gronwall a (3.27) pour obtenir

‖u (x, τ)‖2
L2(0,l) + ‖v (x, τ)‖2

L2(0,l)

+ ‖=x (ut (x, τ))‖2
L2(0,l) + ‖=x (vt (x, τ))‖2

L2(0,l)

≤ δeδT

[
‖φ1 (x)‖2

L2(0,l) + ‖φ2 (x)‖2
L2(0,l) + ‖ψ1 (x)‖2

L2(0,l)

+ ‖ψ2 (x)‖2
L2(0,l) + ‖f‖2

L2(Qτ ) + ‖g‖2
L2(Qτ )

]
. (3.30)

Si on écarte 3ème et 4ème termes du côté gauche de (3.30), on a les deux inégalités

‖u (x, τ)‖2
L2(0,l) ≤ λ ‖JU‖2

H , (3.31)

‖v (x, τ)‖2
L2(0,l) ≤ λ ‖JU‖2

H , (3.32)

où λ = δeδT ,

JU = ‖φ1 (x)‖2
L2(0,l) + ‖φ2 (x)‖2

L2(0,l) + ‖ψ1 (x)‖2
L2(0,l)

+ ‖ψ2 (x)‖2
L2(0,l) + ‖f‖2

L2(Qτ ) + ‖g‖2
L2(Qτ ) .

En prenant la borne supérieure par rapport à τ dans (0.T ) dans (3.31), (3.32) et les ajouter côte

à côte, on obtient :

sup
0≤τ≤T

‖u (x, τ)‖2
L2(0,l) + sup

0≤τ≤T
‖v (x, τ)‖2

L2(0,l) ≤ 2λ ‖JU‖2
H , (3.33)

donc

‖U (x, τ)‖2
B = ‖u (x, τ)‖2

(0,T ;L2(0,l)) + ‖v (x, τ)‖2
(0,T ;L2(0,l)) (3.34)

≤ C ‖JU‖2
H .
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Proposition 3.1 L’opérateur J : B → H admet une fermeture J.

Preuve. La preuve peut être présentée comme dans le chapitre 2.

Corollaire 3.1 Une solution forte du problème (3.1), (3.2) et (3.3) est unique et dépend continue-

nement des données G = ({f, φ1, ψ1} , {g, φ2, ψ2}) ∈ H.

Corollaire 3.2 L’image R
(
J
)

de l’opérateur J est fermé dans H et égal a la fermeture R (J) de

R (J) , c’est R
(
J
)

= R (J).

Preuve. La preuve presentée comme dans le chapitre 2.

3.4 Existence de la solution

Proposition 3.2 Si, pour certaint fonctoin W = (ω1, ω2) ∈ (L2 (Q))
2 et pour toute elements

U ∈ D0 (J) = {U / U ∈ D (J) : l1u = l2u = l1v = l2v = 0} ,

on a

(L1u, ω1)L2(Q) + (L2v, ω2)L2(Q) + (l1u, ω3)L2(Ω)

+ (l2u, ω4)L2(Ω) + (l1v , ω5)L2(Ω) + (l2v , ω6)L2(Ω)

= 0. (4.1)

puis W égal a zéro presque partout dans Q.

où les fonctions a (x, t) , b (x, t) , h (x, t) , k (x, t) satisfont les conditions
∂3a
∂t3
≥ c10,

∂3b
∂t3
≥ c11,

∂2a
∂t2
≤ c12 ,

∂h
∂t
≤ c13,

∂2h
∂x∂t
≤ c14,

∂2b
∂t2
≤ c15,

∂k
∂t
≤ c16,

∂2k
∂x∂t
≤ c17.

(4.2)

Preuve. D’aprés la relation (4.1) retient pour toute élément de D0 (J) , on prend un élément

U = (u, v) sous la forme suivant

Soit

U =


(0, 0) , 0 ≤ t ≤ s T∫
s

(t− τ) uττdτ ,

T∫
s

t∫
s

(t− τ) vττ dτ

 , s ≤ t ≤ T,

tel que (utt, vtt) est la solution de systéme{
−=2

x (utt) = E1 (x, t) ,

−=2
x (vtt) = E2 (x, t) ,

(4.3)
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où

E1 (x, t) =

∫ T

t

ω1 (x, s) ds,

et

E2 (x, t) =

∫ T

t

ω2 (x, s) ds.

Il est claire que {
ω1 = ∂

∂t
=2
x (utt) ,

ω2 = ∂
∂t
=2
x (vtt) ,

(4.4)

car de (4.3) on a :

−=2
x (utt) =

∫ T

t

ω1 (x, s) ds

∂

∂t

(
=2
x (utt)

)
=

∂

∂t

(∫ t

T

ω1 (x, s) ds

)
∂

∂t
=2
x (utt) = ω1 (x, s) |tT

∂

∂t
=2
x (utt) = ω1 (x, t)

et le même pour ω2 (x, t) .

Lemme 3.1 La fonction W = (ω1, ω2) defini par (4.4) et en (L2 (Q))
2
.

Preuve. On utilise l’opérateur de régularisation Jε de la forme

(Jεu) (x, t) =
1

ε

∫ +∞

−∞
W

(
s− t
ε

)
u (x, s) ds,

où

W ∈ C∞0 (0, T ) ,W (t) ≥ 0,

et ∫ +∞

−∞
W (t) dt = 1.

on applique l’opérateur Jε et ∂
∂t

sur la premiére équation dans (4.3) , on trouve :

∂

∂t

(
−=2

x (utt)
)

=
∂

∂t

{
−=2

x (utt)− Jε
(
−=2

x (vtt)
)}

+
∂

∂t
Jε (E1 (x, t)) ,

car

Jε (E (x, t)) =
1

ε

∫ +∞

−∞
W

(
s− t
ε

)
E1 (x, t) ds

=
1

ε

∫ +∞

−∞
W

(
s− t
ε

)(
−=2

x (utt)
)
ds

= Jε
(
−=2

x (utt)
)
.
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alors ∥∥∥∥ ∂∂t (−=2
x (utt)

)∥∥∥∥2

L2(Q)

≤ 2

∥∥∥∥ ∂∂t (−=2
x (utt)

)
− Jε

(
−=2

x (utt)
)∥∥∥∥2

L2(Q)

+2

∥∥∥∥ ∂∂tJεE1 (x, t)

∥∥∥∥2

L2(Q)

.

On utilise les propréties de l’opérateur Jε,

‖Jεu− u‖L2(Ω) −→ε→0
0 (i.e) Jεu −→

ε→0
u dans L2 (Ω) ,

∥∥∥∥ ∂∂t (−=2
x (utt)

)∥∥∥∥2

L2(QT )

≤ 2

∥∥∥∥ ∂∂t [Jε (E1 (x, t))]

∥∥∥∥2

L2(QT )

.

Jεu −→
ε→0

u dans L2 (QT )

et la norme de ∂
∂t

(−=2
x (utt)) dans L2 (QT ) est borné, on conclure que

ω1 ∈ L2 (QT ) .

De même façont on applique Jε et ∂
∂t

sur la deuxiéme équation dans (4.3), on conclure que

ω2 ∈ L2 (QT ) .

Par conséquence

W = (ω1, ω2) ∈
(
L2 (Q)

)2
.

Maintenant on remplaçent (ω1, ω2) donneé par (4.4) en (4.1), on obtient :

(L1 (u, v) , ω1)L2(Q) + (L2 (u, v) , ω2)L2(Q)

=

(
utt,

∂

∂t
=2
x (utt)

)
L2(Q)

−
(

(a (x, t)u)xx ,
∂

∂t
=2
x (utt)

)
L2(Q)

−
(
h (x, t) v,

∂

∂t
=2
x (utt)

)
L2(Q)

+

(
vtt,

∂

∂t
=2
x (utt)

)
L2(Q)

−
(

(b (x, t) v)xx ,
∂

∂t
=2
x (vtt)

)
L2(Q)

−
(
k (x, t)u,

∂

∂t
=2
x (vtt)

)
L2(Q)

= 0. (4.5)
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Intégration par partie de chacun terme de (4.5) :(
utt,

∂

∂t
=2
x (utt)

)
L2(Q)

=

∫
Q

utt
∂

∂t
=2
x (utt) dxdt

=

T∫
s

[
=x (utt)

∂

∂t
=2
x (utt)

]l
0

dt−
∫
Q

∂

∂t
=x (utt)=x (utt) dxdt

integrale par part

= −
l∫

0

(=x (utt))
2 |Ts dx+

∫
Q

=x (utt)
∂

∂t
=x (utt) dxdt

= −
∫ T

0

(=x (utt))
2 |Ts +

1

2

∫
Q

∂

∂t
(=x (utt))

2 dxdt

= −
∫ l

0

(=x (utt))
2 |Ts dx+

1

2

∫ l

0

(
=x (utt)

2) |Ts dx
= −1

2

l∫
0

(=x (utt))
2 |Ts dx

= −1

2

l∫
0

(=x (utt) (x, T ))2 dx+
1

2

l∫
0

(=x (utt) (x, s))2 dx

=
1

2

l∫
0

(=x (utt) (x, s))2 dx, (4.6)

−
(

(a (x, t)u)xx ,
∂

∂t
=2
x (utt)

)
L2(Q)

≤
l∫

0

∂a (x, T )

∂t
u (x, T ) dx− 1

2

l∫
0

∂2a (x, T )

∂t2
u2 (x, T ) dx

+
1

2

∫
Qs

∂3a (x, t)

∂t3
u2 (x, t) dxdt−

∫
Qs

∂a (x, t)

∂t
u2
t (x, t) dxdt

+
1

2

∫
Qs

a (x, T )u2
t (x, T ) dxdt

−1

2

∫
Qs

∂a (x, t)

∂t
u2
t (x, t) dxdt, (4.7)
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−
(
h (x, t) v,

∂

∂t
=2
x (utt)

)
L2(Q)

= −
∫
Q

h (x, t) v
∂

∂t
=2
x (utt) dxdt

integration par partie

= −
T∫
s

h (x, t)=x (v)
∂

∂t
=2
x (utt) |l0dt

+

∫
Qs

∂h (x, t)

∂x
=x (v)

∂

∂t
=2
x (utt) dxdt

+

∫
Qs

h (x, t)=x (v)
∂

∂t
=x (utt) dxdt

=

l∫
0

h (x, t)=x (v)=x (utt) |Ts dx −
∫
Qs

h (x, t)=x (vt)=x (utt) dxdt

−
∫
Qs

∂h (x, t)

∂t
=x (v)=x (utt) dxdt

+

l∫
0

∂h (x, t)

∂x
=x (v)=2

x (utt) |Ts dt

−
∫
Qs

∂h (x, t)

∂x
=x (vt)=2

x (utt) dxdt

−
∫
Qs

∂2h (x, t)

∂x∂t
=x (v)=2

x (utt) dxdt

= −
∫
Qs

h (x, t)=x (vt)=x (utt) dxdt

−
∫
Qs

∂h (x, t)

∂t
=x (v)=x (utt) dxdt

−
∫
Qs

∂h (x, t)

∂x
=x (vt)=2

x (utt) dxdt

−
∫
Qs

∂2h (x, t)

∂x∂t
=x (v)=2

x (utt) dxdt , (4.8)
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(
vtt,

∂

∂t
=2
x (vtt)

)
L2(Qs)

=

∫
Qs

vtt
∂

∂t
=2
x (vtt) dxdt

integration par partie

=

T∫
s

∂

∂t
=2
x (vtt)=x (vtt) |l0dt−

∫
Qs

=x (vtt)
∂

∂t
=x (vtt) dxdt

= −1

2

∫
Qs

∂

∂t

(
=x (vtt)

2) dxdt
= −1

2

l∫
0

=x (vtt)
2 |Ts dx

= −1

2

l∫
0

(=x (vtt) (x, T ))2 dx+
1

2

l∫
0

(=x (vtt) (x, s))2 dx

=
1

2

l∫
0

(=x (vtt) (x, s))2 dx, (4.9)

−
(

(b (x, t) v)xx ,
∂

∂t
=2
x (vtt)

)
L2(Qs)

= −
∫
Qs

(b (x, t) v)xx
∂

∂t
=2
x (vtt) dxdt

= −
T∫
s

∂

∂x
(b (x, t) v)

∂

∂t
=2
x (vtt) |l0dt

+

∫
Qs

∂

∂x
(b (x, t) v)

∂

∂t
=x (vtt) dxdt

=

T∫
s

∂

∂t
=x (vtt) b (x, t) v |l0dt−

∫
Qs

b (x, t) v
∂

∂t
vttdxdt

= −
l∫

0

b (x, t) vvtt |Ts dx+

∫
Qs

∂b (x, t)

∂t
vvttdxdt

+

∫
Qs

b (x, t) vtvttdxdt,
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−
(

(b (x, t) v)xx ,
∂

∂t
=2
x (vtt)

)
L2(Qs)

=

l∫
0

∂b (x, t)

∂t
vvt |Ts dx−

∫
Qs

∂2b (x, t)

∂t2
vvt dxdt

−
∫
Qs

∂b (x, t)

∂t
v2
t dxdt+

∫
Qs

b (x, t) vtvtt dxdt

=

l∫
0

∂b (x, t)

∂t
vvt |Ts dx−

∫
Qs

∂2b (x, t)

∂t2
vvtt dxdt

−
∫
Qs

∂b (x, t)

∂t
v2
t dxdt+

1

2

∫
Qs

b (x, t) (vt)
2 dxdt

=

l∫
0

∂b (x, t)

∂t
vvt |Ts dx−

∫
Qs

∂2b (x, t)

∂t2
vvttdxdt

−
∫
Qs

∂b (x, t)

∂t
v2
t dxdt+

1

2

l∫
0

b (x, t) v2
t |Ts dx

−1

2

∫
Qs

∂b (x, t)

∂t
v2
t dxdt

=

l∫
0

∂b (x, T )

∂t
v (x, T ) vt (x, T ) dx

−1

2

l∫
0

∂2b (x, T )

∂t2
v2 (x, T ) dx+

∫
Qs

∂3b (x, t)

∂t3
v2dxdt

−1

2

∫
Qs

∂b (x, t)

∂t
v2
t dxdt+

1

2

l∫
0

b (x, T ) v2
t (x, T ) dx

−1

2

∫
Qs

∂b (x, t)

∂t
v2
t dxdt, (4.10)
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−
(
k (x, t)u,

∂

∂t
=2
x (vtt)

)
L2(Qs)

= −
∫
Qs

k (x, t)u
∂

∂t
=2
x (vtt) dxdt

= −
T∫
s

k (x, t)=x (u)
∂

∂t
=2
x (vtt) |l0dt

+

∫
Qs

∂k (x, t)

∂x
=x (u)

∂

∂t
=2
x (vtt) dxdt

+

∫
Qs

k (x, t)=x (u)
∂

∂t
=x (vtt) dxdt

=

l∫
0

k (x, t)=x (u)=x (vtt) |Ts dx−
∫
Qs

∂k (x, t)

∂t
=x (u)=x (vtt) dxdt

−
∫
Qs

k (x, t)=x (ut)=x (vtt) dxdt

+

l∫
0

∂k (x, t)

∂x
=x (u)=2

x (vtt) |Ts dx

−
∫
Qs

∂k (x, t)

∂x
=x (ut)=2

x (vtt) dxdt

−
∫
Qs

∂2k (x, t)

∂x∂t
=x (u)=2

x (vtt) dxdt

= −
∫
Qs

k (x, t)=x (ut)=x (vtt) dxdt

−
∫
Qs

∂k (x, t)

∂t
=x (u)=x (vtt) dxdt

−
∫
Qs

∂k (x, t)

∂x
=x (ut)=2

x (vtt) dxdt

−
∫
Qs

∂2k (x, t)

∂x∂t
=x (u)=2

x (vtt) dxdt, (4.11)
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En substituant les inégalités (4.6)− (4.11) en (4.5), on obtient :

1

2

l∫
0

(= (utt) (x, s))2 dx+
1

2

∫
Qs

∂3a (x, t)

∂t3
u2dxdt

+
1

2

l∫
0

a (x, T )u2
t (x, T ) dx+

1

2

l∫
0

(=x (vtt) (x, s))2 dx

+
1

2

∫
Qs

∂3b (x, t)

∂t3
v2dxdt+

1

2

l∫
0

b (x, T ) v2
t (x, T ) dx

= −
l∫

0

∂a (x, T )

∂t
u (x, T )ut (x, T ) dx+

1

2

l∫
0

∂2a (x, T )

∂t2
u2 (x, T ) dx

+

∫
Qs

∂a (x, t)

∂t
u2
tdxdt+

1

2

∫
Qs

∂a (x, t)

∂t
u2
tdxdt

+

∫
Qs

h (x, t)=x (vt)=x (utt) dxdt+

∫
Qs

∂h (x, t)

∂t
=x (v)=x (utt) dxdt

+

∫
Qs

∂h (x, t)

∂x
=x (vt)=2

x (utt) dxdt+

∫
Qs

∂2h (x, t)

∂x∂t
=x (v)=2

x (utt) dxdt

−
l∫

0

∂b (x, T )

∂t
v (x, T ) vt (x, T ) dx+

1

2

l∫
0

∂2b (x, T )

∂t2
v2 (x, T ) dx

+

∫
Qs

∂b (x, t)

∂t
v2
t dxdt+

1

2

∫
Qs

∂b (x, t)

∂t
v2
t dxdt

+

∫
Qs

k (x, t)=x (ut)=x (vtt) dxdt+

∫
Qs

∂k (x, t)

∂t
=x (u)=x (vtt) dxdt

+

∫
Qs

∂k (x, t)

∂t
=x (ut)=2

x (vtt) dxdt

+

∫
Qs

∂2k (x, t)

∂x∂t
=x (u)=2

x (vtt) dxdt. (4.12)

En utilisant les conditions (3.4) et (4.2) sur les coefficients et l’inégalité de Cauchy avec ε,

c10 ≤
∂3

∂t3
a (x, t) ,
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alors
1

2

∫
Qs

∂3

∂t3
a (x, t)u2dxdt ≥ c10

2

∫
Qs

u2dxdt,

c10

2

∫
Qs

u2dxdt ≤ 1

2

∫
Qs

∂3a (x, t)

∂t3
u2dxdt, a.1

comme

c0 ≤ a (x, t)

donc

c0

2

l∫
0

u2
t (x, T ) dx ≤ 1

2

l∫
0

a (x, T )u2
t (x, T ) dx, (a.2)

comme

c11 ≤
∂3b (x, t)

∂t3

donc
c11

2

∫
Qs

v2dxdt ≤ 1

2

∫
Qs

∂3b (x, t)

∂t3
v2dxdt, (a.3)

comme

c2 ≤ b (x, t) ≤ c3

donc

c2

2

l∫
0

v2
t (x, T ) dx ≤ 1

2

l∫
0

b (x, T ) v2
t (x, T ) dx, (a.4)

on a
∂a (x, t)

∂t
≤ c4

donc

l∫
0

∂a (x, T )

∂t
u (x, T )ut (x, T ) dx ≤ c4

l∫
0

u (x, T )ut (x, T ) dx

≤ c4ε1

2

l∫
0

u2 (x, T ) dx+
c4

2ε1

l∫
0

u2
t (x, T ) dx, (a.5)

∫
Qs

∂a (x, t)

∂t
u2
t (x, t) dxdt ≤ c4

∫
Qs

u2
t (x, t) dxdt, (a.6)

1

2

∫
Qs

∂a (x, t)

∂t
u2
t (x, t) dxdt ≤ c4

2

∫
Qs

u2
t (x, t) dxdt, (a.7)
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on a
∂2a (x, t)

∂t2
≤ c12

donc

1

2

l∫
0

∂2a (x, T )

∂t2
u2 (x, T ) dx ≤ c12

2

l∫
0

u2 (x, T ) dx, (a.8)

on a

h (x, t) ≤ c8

donc ∫
Qs

h(x, t)=x (vt)=x (utt) dxdt ≤ c8

∫
Qs

=x (vt)=x (utt) dxdt

≤ c8ε2

2

∫
Qs

(=x (vt))
2 dxdt+

c8

2ε2

∫
Qs

(=x (utt))
2 dxdt, (a.9)

on a
∂h (x, t)

∂t
≤ c13

∫
Qs

∂h (x, t)

∂t
=x (v)=x (utt) dxdt ≤ c13

∫
Qs

=x (v)=x (utt) dxdt

≤ c13ε3

2

∫
Qs

(=x (v))2 dxdt+
c13

2ε3

∫
Qs

(=x (utt))
2 dxdt, (a.10)

comme
∂h (x, t)

∂x
≤ c9

donc ∫
Qs

∂h(x, t)

∂x
=x (vt)=2

x (utt) dxdt ≤ c9

∫
Qs

=x (vt)=2
x (utt) dxdt

≤ c9ε4

2

∫
Qs

(=x (vt))
2 dxdt+

c9

2ε4

∫
Qs

(
=2
x (utt)

)2
dxdt, (a.11)

et
∂2h(x, t)

∂t2
≤ c14
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donc ∫
Qs

∂2h(x, t)

∂t2
=x (v)=2

x (utt) dxdt ≤ c14

∫
Qs

=x (v)=2
x (utt) dxdt

≤ c14ε5

2

∫
Qs

(=x (v))2 dxdt+
c14

2ε5

∫
Qs

(
=2
x (utt)

)2
dxdt, (a12)

et
∂b(x, t)

∂t
≤ c5

donc
l∫

0

∂b(x, T )

∂t
v(x, T )vt (x, T ) dx ≤ c5

l∫
0

v (x, T ) vt (x, T ) dxdt

≤ c5ε6

2

l∫
0

(v (x, T ))2 dx+
c5

2ε6

l∫
0

(vt (x, T ))2 dx, (a.13)

∫
Qs

∂b (x, t)

∂t
v2
t (x, t) dxdt ≤ c5

∫
Qs

v2
t (x, t) dxdt, (a.14)

1

2

∫
Qs

∂b(x, t)

∂t
v2
t (x, t) dxdt ≤ c5

2

∫
Qs

v2
t (x, t) dxdt, (a.15)

et on a
∂2b (x, t)

∂t2
≤ c15

alors

1

2

l∫
0

∂2b (x, T )

∂t2
v2 (x, T ) dx ≤ c15

2

l∫
0

v2 (x, T ) dx, (a.16)

et

k (x, t) ≤ c6

donc ∫
Qs

k (x, t)=x (ut)=x (vtt) dxdt ≤ c6

∫
Qs

=x (ut)=x (vtt) dxdt

≤ c6ε7

2

∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt+

c6

2ε7

∫
Qs

(=x (vtt))
2 dxdt, (a.17)

et
∂k (x, t)

∂t
≤ c16
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donc ∫
Qs

∂k (x, t)

∂t
=x (u)=x (vtt) dxdt ≤ c16

∫
Qs

=x (u)=x (vtt) dxdt

≤ c16ε8

2

∫
Qs

(=x (u))2 dxdt+
c16

2ε8

∫
Qs

(=x (vtt))
2 dxdt, (a.18)

et
∂k (x, t)

∂x
≤ c7

alors ∫
Qs

∂k (x, t)

∂t
=x (ut)=2

x (vtt) dxdt ≤ c7

∫
Qs

=x (ut)=2
x (vtt) dxdt

≤ c7ε9

2

∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt+

c7

2ε9

∫
Qs

(
=2
x (vtt)

)2
dxdt, (a.19)

et enfin
∂2k (x, t)

∂x∂t
≤ c17

donc ∫
Qs

∂2k (x, t)

∂x∂t
=x (u)=2

x (vtt) dxdt ≤ c17

∫
Qs

=x (u)=2
x (vtt) dxdt

≤ c17ε10

2

∫
Qs

(=x (u))2 dxdt+
c17

2ε10

∫
Qs

(=x (vtt))
2 dxdt, (a.20)
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on obtient

1

2

l∫
0

(=x (utt) (x, s))2 dx+
c10

2

∫
Qs

u2dxdt+
c0

2

l∫
0

u2
t (x, T ) dx

+
1

2

l∫
0

(=x (vtt) (x, s))2 dx+
c11

2

∫
Qs

v2dxdt+
c2

2

l∫
0

v2
t (x, T ) dx

≤ c4ε1

2

l∫
0

u2 (x, T ) dx+
c4

2ε1

l∫
0

u2
t (x, T ) dx+

c12

2

l∫
0

u2 (x, T ) dx

+c4

∫
Qs

u2
tdxdt+

c4

2

∫
Qs

u2
tdxdt+

c8ε2

2

∫
Qs

(=x (vt))
2 dxdt

+
c8

2ε2

∫
Qs

(=x (utt))
2 dxdt+

c13ε3

2

∫
Qs

(=x (v))2 dxdt

+
c13

2ε3

∫
Qs

(=x (utt))
2 dxdt+

c9ε4

2

∫
Qs

(=x (vt))
2 dxdt

+
c9

2ε4

∫
Qs

(
=2
x (utt)

)2
dxdt+

c14ε5

2

∫
Qs

(=x (v))2 dxdt

+
c14

2ε5

∫
Qs

(
=2
x (utt)

)2
dxdt+

c5ε6

2

l∫
0

v2 (x, T ) dx

+
c5

2ε6

l∫
0

v2
t (x, T ) dx+

c15

2

l∫
0

v2 (x, T ) dx

+c5

∫
Qs

v2
t dxdt+

c5

2

∫
Qs

v2
t dxdt

+
c6ε7

2

∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt+

c6

2ε7

∫
Qs

(=x (vtt))
2 dxdt

+
c16ε8

2

∫
Qs

(=x (u))2 dxdt+
c16

2ε8

∫
Qs

(=x (vtt))
2 dxdt

+
c7ε9

2

∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt+

c7

2ε9

∫
Qs

(
=2
x (vtt)

)2
dxdt

+
c17ε10

2

∫
Qs

(=x (u))2 dxdt+
c17

2ε10

∫
Qs

(
=2
x (vtt)

)2
dxdt. (4.13)
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De plus on a :

1

2

l∫
0

(=x (utt) (x, s))2 dx+
c10

2

∫
Qs

u2dxdt

+
c0

2

l∫
0

u2
t (x, T ) dx+

1

2

l∫
0

(=x (vtt) (x, s))2 dx

+
c11

2

∫
Qs

v2dxdt+
c2

2

l∫
0

v2
t (x, T ) dx

≤
(c4ε1

2
+
c12

2

) l∫
0

u2 (x, T ) dx+
c4

2ε1

l∫
0

u2
t (x, T ) dx

+
(
c4 +

c4

2

)∫
Qs

u2
tdxdt+

(c8ε2

2
+
c9ε4

2

)∫
Qs

(=x (vt))
2 dxdt

+

(
c8

2ε2

+
c13

2ε3

)∫
Qs

(=x (utt))
2 dxdt

+
(c13ε3

2
+
c14ε5

2

)∫
Qs

(=x (v))2 dxdt

+

(
c9

2ε4

+
c14

2ε5

)∫
Qs

(
=2
x (utt)

)2
dxdt

+
(c5ε6

2
+
c15

2

) l∫
0

v2 (x, T ) dx+
c5

2ε6

l∫
0

v2
t (x, T ) dx

+
(
c5 +

c5

2

)∫
Qs

v2
t dxdt+

(c6ε7

2
+
c7ε9

2

)∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt

+

(
c6

2ε7

+
c16

2ε8

)∫
Qs

(=x (vtt))
2 dxdt

+
(c16ε8

2
+
c17ε10

2

)∫
Qs

(=x (u))2 dxdt

+

(
c7

2ε9

+
c17

2ε10

)∫
Qs

(
=2
x (vtt)

)2
dxdt. (4.14)
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Il est facile de vérifier que :

l∫
0

u2 (x, T ) dx =

∫ l

0

[
u2 (x, T )− u2 (x, s)

]
dx =

∫
Qs

u2
tdxdt

donc

l∫
0

u2 (x, T ) dx =

∫
Qs

u2
tdxdt

alors
∫ l

0

u2 (x, T ) dx ≤
∫
Qs

u2 (x, t) dxdt+

∫
Qs

u2
t (x, t) dxdt , (4.15)

est le méme pour

l∫
0

v2 (x, T ) dx :

l∫
0

v2 (x, T ) dx =

∫ l

0

[
v2 (x, T )− v2 (x, s)

]
dx =

∫
Qs

v2
t dxdt

donc

l∫
0

v2 (x, T ) dx =

∫
Qs

v2
t (x, t) dxdt

alors

l∫
0

v2 (x, T ) dx ≤
∫
Qs

v2 (x, t) dxdt+

∫
Qs

v2
t (x, t) dxdt, (4.16)

par l’utilisation de l’inégalités (4.15), (4.16) et on choisie ε1 = c1
2c4
, ε6 = c3

2c10
, ε2 = ε3 = ε4 = ε5 =

ε7 = ε8 = ε9 = ε10 = 1,et aussi l’inegalité de Poincarre

∫
Qs

(
=2
x (u)

)2
dxdt ≤ l2

2

∫
Qs

(=x (u))2 dxdt.
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(4.14) devient :

1

2

l∫
0

(=x (utt) (x, s))2 dx+
c10

2

∫
Qs

u2dxdt

+
c0

4

l∫
0

u2
t (x, T ) dx+

1

2

l∫
0

(=x (vtt) (x, s))2 dx

+
c11

2

∫
Qs

v2dxdt+
c2

4

l∫
0

v2
t (x, T ) dx

≤
(c0

4
+
c12

2

)∫
Qs

u2dxdt+

∫
Qs

u2
tdxdt


+

(
3c4

2

)∫
Qs

u2
tdxdt+

(c8

2
+
c9

2

)∫
Qs

(=x (vt))
2 dxdt

+
(c8

2
+
c13

2

)∫
Qs

(=x (utt))
2 dxdt

+
(c13

2
+
c14

2

)∫
Qs

(=x (v))2 dxdt

+
l2

2

(c9

2
+
c14

2

)∫
Qs

(=x (utt))
2 dxdt

+
(c2

4
+
c15

2

)∫
Qs

v2dxdt+

∫
Qs

v2
t dxdt


+

(
3c5

2

)∫
Qs

v2
t dxdt

+
(c6

2
+
c7

2

)∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt

+
(c6

2
+
c16

2

)∫
Qs

(=x (vtt))
2 dxdt

+
(c16

2
+
c17

2

)∫
Qs

(=x (u))2 dxdt

+
l2

2

(c7

2
+
c17

2

)∫
Qs

(=x (vtt))
2 dxdt. (4.17)
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Maintenant on utilise l’inégalité de Poincaré :∫
Qs

u2dxdt ≤ 4T 2

∫
Qs

u2
tdxdt, (4.18)

preuve de cet inégalité

∂u2

∂t
= 2uut

t∫
s

∂u2

∂t
dt = 2

t∫
s

uutdt

u2 (x, t)− u2 (x, s) = 2

t∫
s

uutdt (on applique Cauchy avec ε)

u2 (x, t) ≤ 2

ε
2

t∫
s

u2dt+
1

2ε

t∫
s

u2
tdt


u2 (x, t) ≤ ε

t∫
s

u2dxdt+
1

ε

t∫
s

u2
tdxdt (on integrant sur Qs)

T∫
s

l∫
0

u2dxdt ≤ ε

T∫
s

 t∫
s

l∫
0

u2dxdt

 dt+
1

ε

T∫
s

 t∫
s

l∫
0

u2
tdxdt

 dt

≤ ε

T∫
s

dt

∫
Qs

u2dxdt+
1

ε

T∫
s

dt

∫
Qs

u2
tdxdt

≤ ε (T − s)
∫
Qs

u2dxdt+
T − s
ε

∫
Qs

u2
tdxdt

∫
Qs

u2dxdt ≤ εT

∫
Qs

u2dxdt+
T

ε

∫
Qs

u2
tdxdt on prend ε =

1

2T∫
Qs

u2dxdt ≤ 1

2

∫
Qs

u2dxdt+ 2T 2

∫
Qs

u2
tdxdt, (4.19)

(
1− 1

2

)∫
Qs

u2dxdt ≤ 2T 2

∫
Qs

u2
tdxdt

∫
Qs

u2dxdt ≤ 4T 2

∫
Qs

u2
tdxdt
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en utilisant (4.18) et (4.17), on obtient :

(c0

4
+
c12

2

)∫
Qs

u2dxdt+

∫
Qs

u2
tdxdt

 ≤
(c0

2
+
c12

2

)4T 2

∫
Qs

u2
tdxdt+

∫
Qs

u2
tdxdt


≤

(c0

2
+
c12

2

) (
4T 2 + 1

) ∫
Qs

u2
tdxdt, (b.1)

(c2

4
+
c15

2

)∫
Qs

v2dxdt+

∫
Qs

v2
t dxdt

 ≤
(c2

4
+
c15

2

)4T 2

∫
Qs

v2
t dxdt+

∫
Qs

v2
t dxdt


≤

(c4

4
+
c15

2

) (
4T 2 + 1

) ∫
Qs

v2
t dxdt, (b.2)
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en remplaçant dans (4.17) :

1

2

l∫
0

(=x (utt) (x, s))2 dx+
c10

2

∫
Qs

u2dxdt

+
c0

4

l∫
0

u2
t (x, T ) dx+

1

2

l∫
0

(=x (vtt) (x, s))2 dx

+
c11

2

∫
Qs

v2dxdt+
c2

4

l∫
0

v2
t (x, T ) dx

≤
[(

4T 2 + 1
) (c0

4
+
c12

2

)] ∫
Qs

u2
tdxdt

+

(
3c4

2

)∫
Qs

u2
tdxdt

+
(c8

2
+
c9

2

)∫
Qs

(=x (vt))
2 dxdt

+
(c8

2
+
c13

2

)∫
Qs

(=x (utt))
2 dxdt

+
(c13

2
+
c14

2

)∫
Qs

(=x (v))2 dxdt

+
l2

2

(c9

2
+
c14

2

)∫
Qs

(=x (utt))
2 dxdt

+
[(c2

4
+
c15

2

) (
4T 2 + 1

)] ∫
Qs

v2
t dxdt

+

(
3c5

2

)∫
Qs

v2
t dxdt

+
(c6

2
+
c7

2

)∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt

+
(c6

2
+
c16

2

)∫
Qs

(=x (vtt))
2 dxdt

+
(c16

2
+
c17

2

)
Qs

(=x (u))2 dxdt

+
l2

2

(c7

2
+
c17

2

)∫
Qs

(=x (vtt))
2 dxdt. (4.20)
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En collectant des termes similaires et en utilisant l’inégalité de Poincaré et nous négligeons la

deuxiéme et le cinquiéme termes dans le coté gauche de (4.20), on a:(c8

2
+
c9

2

)∫
Qs

(=x (vt))
2 dxdt ≤ l2

2

(c8

2
+
c9

2

)∫
Qs

v2
t dxdt, (c.1)

(c6

2
+
c7

2

)∫
Qs

(=x (ut))
2 dxdt ≤ l2

2

(c6

2
+
c7

2

)∫
Qs

u2
tdxdt, (c.2)

(c16

2
+
c17

2

)∫
Qs

(=x (u))2 dxdt ≤ l2

2

(c16

2
+
c17

2

)∫
Qs

u2dxdt

≤ 4T 2l2

2

(c16

2
+
c17

2

)∫
Qs

u2
tdxdt, (c.3)

(c13

2
+
c14

2

)∫
Qs

(=x (v))2 dxdt ≤ l2

2

(c13

2
+
c14

2

)∫
Qs

v2dxdt

≤ 4T 2l2

2

(c13

2
+
c14

2

)∫
Qs

v2
t dxdt, (c.4)

(4.20) devient :

1

2

l∫
0

(=x (utt) (x, s))2 dx+
1

2

l∫
0

(=x (vtt) (x, s))2 dx

+
c0

4

l∫
0

u2
t (x, T ) dx+

c2

4

l∫
0

v2
t (x, T ) dx

≤
[

(4T 2 + 1)
(
c0
4

+ c12
2

)
+ 3c4

2

+ l2

2

(
c6
2

+ c7
2

)
+ l2

2
4T 2

(
c16
2

+ c17
2

) ] ∫
Qs

u2
tdxdt

+

[
l2

2

(
c8
2

+ c9
2

)
+ l2

2
4T 2

(
c13
2

+ c14
2

)
+
(
c2
4

+ c15
2

)
(4T 2 + 1) + 3c5

2

]∫
Qs

v2
t dxdt

+

[
c8

2
+
c13

2
+
l2

2

(c9

2
+
c14

2

)]∫
Qs

(=x (utt))
2 dxdt

+

[
c6

2
+
c16

2
+
l2

2

(c7

2
+
c17

2

)]∫
Qs

(=x (vtt))
2 dxdt. (4.21)
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On introduise maintenant la nouvelle fonction δ définie par

δ (x, t) =

T∫
t

uττdτ , (4.22)

Tel que

ut (x, t) = δ (x, s)− δ (x, t)

=

T∫
s

uττdτ −
T∫
t

uττdτ

=

T∫
s

uττdτ +

t∫
T

uττdτ

= ut (x, t)− us (x, s)

= ut (x, t)

(i.e) ut (x, t) = δ (x, s)− δ (x, t) , (4.23)

et

ut (x, T ) = δ (x, s)

=

T∫
s

uττdτ

= ut (x, T )− ut (x, s)

= ut (x, T )

(i.e) ut (x, T ) = δ (x, s) , (4.24)

Et la fonction :

γ (x, t) =

∫ T

t

vττdτ , (4.25)
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telle que

vt (x, t) = γ (x, s)− γ (x, t)

=

T∫
s

vττ dτ −
∫ T

t

vττ dτ

=

T∫
s

vττdτ +

∫ t

T

vττ dτ

=

T∫
s

vττdτ

= vt (x, t)− vt (x, s)

= vt (x, t)

(i.e) vt (x, t) = γ (x, s)− γ (x, t) , (4.26)

et

vt (x, T ) = γ (x, s)

=

T∫
s

vττdτ

= vt (x, T )− vt (x, s)

= vt (x, T )

(i.e) vt (x, T ) = γ (x, s) , (4.27)

d’apres (4.24) et (4.27) on a :

c0

4

l∫
0

u2
t (x, T ) dx =

c0

4

l∫
0

δ2 (x, s) dx, (*)

c2

4

l∫
0

v2
t (x, T ) dx =

c2

4

l∫
0

γ2 (x, s) dx, (**)

d’apres (4.23) on a :

u2
t (x, t) = (δ (x, s)− δ (x, t))2

= δ2 (x, s) + δ2 (x, t)− 2δ (x, s) δ (x, t)

≤ 2
(
δ2 (x, s) + δ2 (x, t)

)
,

donc
∫
Qs

u2
tdxdt ≤ 2

∫
Qs

δ2 (x, s) dxdt+

∫
Qs

δ2 (x, t) dxdt

 , (***)
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de méme façont on obtient :∫
Qs

v2
t dxdt ≤ 2

∫
Qs

γ2 (x, s) dxdt+ 2

∫
Qs

γ2 (x, t) dxdt, (****)

donc :

1

2

l∫
0

(=x (utt) (x, s))2 dx+
1

2

l∫
0

(=x (vtt) (x, s))2 dx

+
c0

4

l∫
0

δ2 (x, s) dx+
c2

4

l∫
0

γ2 (x, s) dx

≤ α1

2

∫
Qs

δ2 (x, s) dxdt+ 2

l∫
0

δ2 (x, t) dxdt


+α2

2

∫
Qs

γ2 (x, s) dxdt+ 2

∫
Qs

γ2 (x, t) dxdt


+β1

∫
Qs

(=x (utt))
2 dxdt

+ β2

∫
Qs

(=x (vtt))
2 dxdt

 , (4.28)

où

α1 =
(
4T 2 + 1

) (c0

4
+
c12

2

)
+

3c4

2
+
l2

2

(c6

2
+
c7

2

)
+
l2

2
4T 2

(c16

2
+
c17

2

)
,

α2 =
l2

2

(c8

2
+
c9

2

)
+
l2

2
4T 2

(c13

2
+
c14

2

)
+
(c2

4
+
c15

2

) (
4T 2 + 1

)
+

3c5

2
,

β1 =
c8

2
+
c13

2
+
l2

2

(c9

2
+
c14

2

)
,

et

β2 =
c6

2
+
c16

2
+
l2

2

(c7

2
+
c17

2

)
,
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l’inégalité (4.28) devient :

min

{
1

2
,
c0

4
,
c2

4

}


l∫
0

(=x (utt) (x, s))2 dx+

l∫
0

(=x (vtt) (x, s))2 dx

+

l∫
0

δ2 (x, s) dx+

l∫
0

γ2 (x, s) dx



≤ max {α1, α2, β1, β2}



2

∫
Qs

δ2 (x, s) dxdt+ 2

∫
Qs

δ2 (x, t) dxdt

+2

∫
Qs

γ2 (x, s) dxdt+ 2

∫
Qs

γ2 (x, t) dxdt

+

∫
Qs

(=x (utt))
2 dxdt+

∫
Qs

(=x (vtt))
2 dxdt


,

l∫
0

(=x (utt) (x, s))2 dx+

l∫
0

(=x (vtt) (x, s))2 dx

+

l∫
0

δ2 (x, s) dx+

l∫
0

γ2 (x, s) dx

≤ k



2

∫
Qs

δ2 (x, s) dxdt+ 2
∫
Qs
δ2 (x, t) dxdt

+2
∫
Qs
γ2 (x, s) dxdt+ 2

∫
Qs

γ2 (x, t) dxdt

+

∫
Qs

(=x (utt))
2 dxdt+

∫
Qs

(=x (vtt)) dxdt


, (4.29)

où

k =
max {α1, α2, β1, β2}

min
{

1
2
, c0

4
, c2

4

} .

Pour continuer, on utilise les inégalités

2

∫
Qs

δ2 (x, s) dxdt = 2

T∫
s

l∫
0

δ2 (x, s) dxdt = 2

T∫
s

dt

l∫
0

δ2 (x, s) dx

2

∫
Qs

δ2 (x, s) dxdt = 2 (T − s)
l∫

0

δ2 (x, s) dx, (4.30)
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et

2

∫
Qs

γ2 (x, s) dxdt = 2

T∫
s

l∫
0

γ2 (x, s) dxdt

2

∫
Qs

γ2 (x, s) dxdt = 2

T∫
s

dt

l∫
0

γ2 (x, s) dx

2

∫
Qs

γ2 (x, s) dxdt = 2 (T − s)
l∫

0

γ2 (x, s) dx, (4.31)

Ainsi, l’inégalité (4.29) devient :

l∫
0

(=x (utt) (x, s))2 dx+

l∫
0

(=x (vtt) (x, s))2 dx

+

l∫
0

δ2 (x, s) dx+

l∫
0

γ2 (x, s) dx

≤ k



2 (T − s)
l∫

0

δ2 (x, s) dx+

∫
Qs

δ2 (x, t) dxdt

+2 (T − s)
l∫

0

δ2 (x, s) dx+

∫
Qs

δ2 (x, t) dxdt

+

∫
Qs

(=x (utt))
2 dxdt+

∫
Qs

(=x (vtt))
2 dxdt


,

l∫
0

(=x (utt) (x, s))2 dx+

l∫
0

(=x (vtt) (x, s))2 dx

+ [1− 2k (T − s)]

 l∫
0

δ2 (x, s) dx+

l∫
0

γ2 (x, s) dx



≤ 2k


∫
Qs

δ2 (x, t) dxdt+

∫
Qs

γ2 (x, t) dx

+

∫
Qs

(=x (utt))
2 dxdt+

∫
Qs

(=x (vtt))
2 dxdt

 , (4.32)
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En choisissant s0 > 0, pour que s ∈ [T − s0, T ] et 1− 2K (T − s) = 1
2
, on a :

l∫
0

(=x (utt) (x, s))2 dx+

l∫
0

(=x (vtt) (x, s))2 dx

+
1

2

 l∫
0

δ2 (x, s) dx+

l∫
0

γ2 (x, s) dx



≤ 2k


∫
Qs

δ2 (x, t) dxdt+

∫
Qs

γ2 (x, t) dxdt

+

∫
Qs

(=x (utt))
2 dxdt+

∫
Qs

(=x (vtt))
2 dxdt

 ,

l∫
0

(=x (utt) (x, s))2 dx+

l∫
0

(=x (vtt) (x, s))2 dx

+

l∫
0

δ2 (x, s) dx+

l∫
0

γ2 (x, s) dx

≤ 4k


∫
Qs

δ2 (x, t) dxdt+

∫
Qs

γ2 (x, t) dxdt

∫
Qs

(=x (utt))
2 dxdt+

∫
Qs

(=x (vtt))
2 dxdt

 , (4.33)

∀s ∈ [T − s0, T ] .

Soit

H (s) =

∫
Qs

(=x (utt))
2 dxdt+

∫
Qs

(=x (vtt))
2 dxdt

+

∫
Qs

δ2 (x, t) dxdt+

∫
Qs

γ2 (x, t) dxdt, (4.34)
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tellque

H ′ (s) =
∂

∂s


∫
Qs

(=x (utt))
2 dxdt+

∫
Qs

(=x (vtt))
2 dxdt

+

∫
Qs

δ2 (x, t) dxdt+

∫
Qs

γ2 (x, t) dxdt



=



l∫
0

δ2 (x, t) |Ts dx+

l∫
0

γ2 (x, t) |Ts dx

+

l∫
0

(=x (utt))
2 |Ts dx+

l∫
0

(=x (vtt))
2 |Ts dx

 ,

on prend H (T ) = 0

H ′ (s) = −



l∫
0

(=x (utt) (x, s))2 dx+

l∫
0

(=x (vtt) (x, s))2 dx

+

l∫
0

δ2 (x, s) dx+

l∫
0

γ2 (x, s) dx

 ,

et d’apres (4.33) on a :

−∂H
∂s
≤ 4KH,

−∂H
∂s

e4Ks ≤ 4KHe4Ks,

0 ≤ 4KHe4Ks +
∂H

∂s
e4Ks,

donc
∂

∂s

(
He4Ks

)
≥ 0. (4.35)

Intégration de (4.35) sur (s, T ) et H (T ) = 0, donne

T∫
s

∂

∂s
H (s) e4ks ≥ 0

H (s) e4ks|Ts ≥ 0

H (T ) e4kT −H (s) e4ks ≥ 0

−H (s) e4ks ≥ 0,

donc

H (s) e4ks ≤ 0, (4.36)
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(i.e)

H (s) = 0, ∀s ∈ [T − s0, T ] .

Ainsi

=x (utt) = =x (vtt) = δ (x, t) = γ (x, t) = 0. (4.37)

Donc, ω = 0 presque partout dans QT−s0 .Suivez cette méthode étape par étape, on prouve que

ω = 0 presque partout dans Q.Ceci réalise la preuve de la proposition 3-2.

Théorème 3.2 Pour tout (f, g) ∈ (L2 (Q))
2
, ϕ1, ϕ2, ψ1, ψ2 ∈ L2 (0, l) , il existe une solution unique

et forte U = J
−1

(F) = J−1 (F) du problème (3.1)tel que

‖U‖B ≤ C ‖JU‖H ,

où C est une constante positive indépendante de U. et

F = ({f, ϕ1, ψ1} , {g, ϕ2, ψ2}) , U = (u, v) .

Preuve. Pour prouver R (J) = H il suffait montrer que R (J)⊥ = {0} .
Suppose que

Ψ = (G1, G2)

= ({ω1, ω3, ω4} , {ω2, ω5, ω6}) ∈ R (J)⊥ .

(JU,Ψ)H =

(
({L1 (u, v) , l1u, l2u} , {L2 (u, v) , l1v, l2v})

+ ({ω1, ω3, ω4} , {ω2, ω5, ω6})

)
= (L1 (u, v) , ω1)L2(Q) + (L2 (u, v) , ω2)L2(Q) + (l1u, ω3)L2(0,l)

+ (l2u, ω4)L2(0,l) + (l1v, ω5)L2(0,l) + (l2v, ω6)L2(0,l)

= 0. (4.38)

Il faut prouver que Ψ = 0 .

Si on prend U ∈ D0 (J) dans (4.38), on obtient :

(L1U, ω1)L2(Q) + (L2U, ω2)L2(Q) = 0, (4.39)

qui déja montrée dans la proposition 3-2, telle que ω1 = ω2 = 0 et (4.38) devient

(l1u, ω3)L2(0,l) + (l2u, ω4)L2(0,l)

+ (l1v, ω5)L2(0,l) + (l2v, ω6)L2(0,l)

= 0, (4.40)
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depuis la quantité dans (4.40) est independante, les ranges R (l1) et R (l2) d’opérateurs de trace

l1, l2 sont respectivement dense dans L2 (0, l)

(ie)

R (l1) = R (l2) = L2 (0, l) ,

⇔
R (l1)⊥ = R (l2)⊥ = {0}

alors

ω3 = ω4 = ω5 = ω6 = 0,

dans (4.40) et par consequence

Ψ = (G1, G2) ({ω1, ω3, ω4} , {ω2, ω5, ω6}) = 0,

d’ou

R (J)⊥ = {0} ,

alors

R (J) = H,

Donc U est une solution unique et forte du problème (3.1) .
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Conclusion

Le but de notre travail a été l’étude de l’existence et l’unicité des solutions de deux problèmes

aux limites. Le premier étant un problème initial de valeur limite avec des conditions intégrales

pour une équation parabolique et le deuxième un problème initial de valeur limite pour un

système unidimensionnel d’équations hyperbolique.

La méthode utilisée pour le traitement de ces problèmes est la méthode des inégalités de

l’énérgie ( dite : méthode des éstimations à priori ou méthode d’analyse fonctionnelle) qui est

considèrée comme une méthode éfficace pour l’étude de l’existence et l’unicité de la solution.
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