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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions les systemes dynamique a
temps discret a travers les étapes suivantes:

1) La notion d’un systeme dynamique a temps discret et
quelques autres notions comme: les points fixes, la
stabilité autour ces points, les orbites et leurs stabilité.

2) Chaos topologique observé dans ce type des systemes.

3) Chaos dans l'application du produit: Chaos au sens de
Devaney et ses conditions.

4) Application mélangée, faiblement mélangée et
universalité.

Mots clés:

Chaos, systeme dynamique discret, transitivité, sensibilité,
entropie positif, application mélangée, universalité.



Abstract

In this memory, we study dynamical systems in the discrete
time through the following steps:

1) Gives the general concepts of dynamical systems in the
discrete case and some other concepts such as: fixed points,
stability around these points, the orbits and their stability.

2) Topological chaos observed in this system type.

3) Chaos in the product maps: Chaos in the sens of Devaney
and its conditions.

4) Mixing map, weakly mixing map and universality.
Key words:

Chaos, discrete dynamical system, transitivity, sensibility,
positive entropy, mixing map, universality.



uadla

DA e adaiall (e ) 8 ASaabipall Aakai) Al jay Lidd 5 S0al o280 &
Al s yal)

Llal Jie 5 ,aY) anlaall sy g adaiiie (1) 53 oSaaliall allaill o sgia (1
\.AJ\)S.&»:U C’_i\)\.md\ Jalaill oa d); J\J.‘L\-u:‘)“ c:*\_u\:ﬂ\

ASalial) Lalai) e g sill 138 8 A Sl A gl g ghall i i) (2

Aala]) dualdl) 9 i Ja adaliall .i:ﬁ\)ﬂ\ cadaliaall .L:S\)ij\ (4
+daalidal) cilalsly

Apliall o gall A8 cdpaeil) (adaia (pe ) 13 A ja dakail ¢ ia gl
Al alall dddalisall Jasl JAl



Table des matieres

1 Définitions et préliminaires sur les systemes dynamique
1.1 Définition mathématique d’un systéme dynamique . . ... ... ... ... . ...
1.1.1 Systemes dynamiques discrets . . . . . . . . . . ..ol
1.1.2 Notion d’orbites (ou trajectoire) . . . . . . . . . . . . ..
1.1.3 Pointsfixes . . . . . . . . . i i e e e e
1.1.4 Points périodiques et p-cycles . . . . . . .. ... o
1.1.5 Etudedelastabilité ... ... ... ... ... ... ... .. . .. ...,

2 Chaos topologique

2.1 Définitions existantes du chaos et d’autres propriétés . . . . . . ... ... ... ..
2.1.1 Définitionsduchaos . . . . . ... ... ... e
2.1.2 Autres propriétés et une premiere discussion . . . . .. ... ... ... ..

2.2 Résultats €nérauxX . . . . . . . . v i e e e e e e e e e e
2.2.1 ChaosausensdelLiYorke . . . . . .. ... ... ... . ... ...,
2.2.2 Sensibilité . . . ...
2.2.3 Mélangefaible . . . . . . . ... e
2.2.4 Entropi€ poSitive . . . . . . . o .ot e e e e e e
2.2.5 Degrésdechaos . .. ... ... . ... ..

2.3 Applications d’intervalle en dimensions 1et2 . . . ... ... ... ... ......

3 Chaos dans les applications des produits
3.1 Sous-conditionsdechaos. . . . . . ... . . . . .. ... ...

3.2 Chaosdanslesproduits . . . . . . .. . ... ...

15
15
15
17
19
19
21
21
22
22
22



4 Applications de mélange 33
4.1 Applications faiblement mélangées . . . . . ... ... ... ... ... 35
4.2 Universalité . . . . . . . . . e e e 40

4.3 Conclusion



Introduction Générale

Un systéeme dynamique déterministe est une structure qui évolue au cours de temps peut alors
se modéliser de deux facon distinctes : Une évolution continue dans le temps représentée par
des équations diffirentielles ordinaires et une évolution discrete dans le temps. I’ étude théorique
de ces modeles discrets est fondamentale, car elle permet de mettre en évidence des résultats
importants, qui se généralisent souvent aux évolutions dynamiques continues. Elle est représentée
par le modele générale des équations aux différence finie.

Historiquement, la notion du temps dans I’étude des modeles physiques et mathématiques a été
établie par Galilée, qui le premier adoptait cette notion dans I'’étude de la chute des corps et le
mouvement de la terre autour du soleil. Cette insertion du temps dans ’étude des équations est ce
qui se nommera I'étude des systemes dynamiques. Les premieres questions relevant des systemes
dynamiques concernaient la mécanique, une des questions majeures qui a motivé la recherche
mathématique est le probleme de la stabilité du systeme solaire. Les systéemes dynamiques sont
développés et spécialisés au cours du XIXe siecle. En effet, vers la fin de ce siecle le mathémati-
cien, physicien et philosophe francais Henri Poincaré avait déja mis en exergue le phénomene de
la sensibilité aux conditions initiales, il montra dans son étude du systéme solaire qu’il existe
des orbites stables et d’autres instables et que parfois, une tres faible perturbation dans le sys-
téme pouvait générer un changement d’état d’'une orbite. Il s’est rendu compte que des causes
parfaitement semblables pouvaient ne pas entrainer les mémes effets. Toujours au XIXe siecle,
le mathématicien russe Alexandre Lyapunov effectue des recherches sur la stabilité du mouve-
ment. Il introduit I'idée de mesurer de I'écart entre deux trajectoires ayant des conditions initiales
voisines, lorsque cet écart évolue exponentiellement, on parle de sensibilité aux conditions ini-
tiales. En 1963, le météorologue Edward Lorenz expérimentait une méthode lui permettant de
prévoir les phénoménes météorologiques. C’est par pur hasard qu’il observa qu'une modification
minime des données initiales pouvait changer de maniére considérable ses résultats. Lorenz
venait de mettre en évidence le phénomene de sensibilité aux conditions initiales. Les systemes
répondant a cette propriété seront, a partir de 1975, dénommés systémes chaotiques. C’est donc
au cours des années soixante dix que la théorie du chaos a pris son essor. Evidemment, les travaux
des prédécesseurs de Lorenz ont donc été trés importants pour la compréhension du chaos, mais
il faut souligner que ce qui va permettre aux scientifiques une compréhension plus accrue des
systemes chaotiques : Il ordinateur. En effet, les systémes régissant un comportement chaotique
sont nécessairement non linéaires et, sans ordinateur, leur résolution est en général impossible.
Finallement, un systéme dynamique décrit I’évolution des phénomenes qui évoluent au cours du

temps. Le terme "systeme" se refére a un ensemble des variables d’état (dont la valeur évolue




au cours du temps) et aux interactions entre ces variables. I ensemble des variables d’état d'un
systéme sert a structurer un espace mathématique appelé "espace des phases", cette illustration

permet de distinguer un comportement régulier d'un comportement purement aléatoire.




Chapitre 1

Définitions et préliminaires sur les

systemes dynamique

1.1 Définition mathématique d’un systeme dynamique

Soient X un espace métrique (généralement X = R" ), T est 'ensemble (R, Z ou N) et f une ap-
plication continue f: X x T'— X telque (z,t) — f(x,t). Letriplet (X, T, f) est appelé systéme
dynamique si :

f(z,0)=z,Vre X

f(f(z,t1),t2) = fx,ty +t2), V1,00 €T
avec :
X : Espace de phases. I espace des phases est une structure correspondante a 'ensemble de
tous les états possibles du systeme considéré. Ce peut étre un espace vectoriel, ou un espace
mesurable...etc.
T : Espace temporel.
f : Le flot du systéme dynamique ou encore (fonction d’évolution).
Dans le cas ou le temps T est continu, le systéeme (X, T, f) est dit continu. Dans le cas ou le temps
T est discret, le systeme (X, 7, f) est dit discret.

1.1.1 Systémes dynamiques discrets
Définition 1.1 Un systéme dynamique discret est un systéeme d’équations algebriques récurrentes
définis par :

Tp41 = f(.iUk,C), keN
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Ol z;, € R”, le vecteur d’état a linstant ty, c le vecteur des parameétres, f la fonction de récurrence
qui définit la dynamique du systeme discret. Si nous associons a cette dynamique un état initial x,

nous pourrons avoir une solution unique.

Etant donnée une condition initiale z, de I'état du systeme, le premier état suivantest: x; = f (),
le second état, qui suit immédiatement le premier, est: x5 = f (21) = f (f (20)) = f* (z0), etainsi

de suite, de telle sorte que le n-iecme état est donné par : z,, = f (z,_1) = ... = f" (x0) .

Exemple 1.1 Soit x un capital placé a un taux d’interet r composé annuellement et pour n > 1

désignons par x,, le capital aprés n années. Alors on a :

xr1 = xo+rre=(l+7)x0
e = w+re;=14+r)x
r, = (1+7)"

on obtient le systéeme dynamique discret : f : R x N — R donné par :
(z,n) = (1+7r)"z
Il est obtenu en itérant la fonction :
f: R—-R

r — (1+nrx

1.1.2 Notion d’orbites (ou trajectoire)

L orbite positive de = par le systeme dynamique f est définie par :
O] = {f*(2), k€ N}

Si f est bijective, on définit I'orbite de x par :
Of ={f"(x), ke Z}

Ainsi que l'orbite négative :
Ol ={f*(x), ke N}

1.1. Définition mathématique d'un systeme dynamique E
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1.1.3 Points fixes

Définition 1.2 Soit f: D — D, D C R" une application continue. Un point z* € R" est point fixe
du systéme dynamique (X, T, f) si
fa®) =2

Les deux théoremes suivantes donnent respictivement I’existence et I'unicité des points fixes :

Théoreme 1.1 (de Brouwer) : Toute applicatoin continue f: B® — B" avec B" = {x € R",||z|| < 1}

admet un point fixe, c’est-a-dire : Uéquation f (x) = 2 admet une solution dans B".

Théoreme 1.2 (de contraction de Banach) : Soit f : B*> — B? une application continue, ou B? est

le disque unitaire fermé B? = {x € R?, ||z|| < 1}, et supposons que :

[f (z1) = f (@2)|| < Allzy — 22|

pour tout vecteur (z1,x,) € B? etuncertain 0 < \ < 1. Alors il existe un point fixe unique x* € B2
De plus on a
lim f"(z) = a*, Vo € B?

n—-+o0o

1.1.4 Points périodiques et p-cycles

S’il existe n > 1 tel que f" (z) = x, on dit que x est un point périodique. La période d’un point

périodique x est le plus petit entier n > 1 tel que
[ (@) =

Un ensemble de p points {zg,zy,...,z,_1} forme un cycle d’ordre p (ou une orbite périodique

d’ordre p ou encore un p-cycle) si :

( le:f(xi), Z:O,,p—l

1.1. Définition mathématique d'un systeme dynamique
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1.1.5 Etude de la stabilité

Définition 1.3 Un point fixe attractif (ou stable) de f: 1 — I, I C R est un point fixe x* de f tel

qu’il existe un voisinage de x* tel que pour tout u, dans ce voisinage la suite (u,,) définie par ug

neN
et un1 = f (uy,), converge vers ™.

Définition 1.4 Un point fixe x* de f: 1 — I, I C R est répulsif (ou instable) si
Vag € I, 3e >0, tel que pour |z* — xo| < € alors |z* — f(xy)| >> 0.

Pour résumer, un point fixe z* est attractif si la suite (f” (z))y dans un voisinage de z*, converge

vers x* tandis qu'il est répulsif si cette suite s’en éloigne.

Définition 1.5 Considérons une application non-linéaire f : R — R on définit le multiplicateur m
de f au point fixe x* comme suit :

m = f' (%)
Il est clair que m est la pente de la tangente au point fixe x* de f qui détermine le type (ou la nature)

de point fixe.

Théoreme 1.3 Supposons que x* est un point fixe de x,,, = f (z;), alors le point fixe est :
1. Attractif si |m| <1 .

2. Répulsif si |m| > 1 .

3. Indifférent si |m|=1 .

4. Super stable si m =0 .

Preuve. Nous utilisons la formule de Taylor au voisinage de x* :

fla) = f@)+m(z—a)+0((z—a"))

= 2 +m(z—2")+0((z —z%)°)

et

= 2°+m?(z —2%) + 0(2)

fPle) = 2" +mP(z—27)+0(2)

1.1. Définition mathématique d'un systeme dynamique E
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Ainsi I'éloignement par rapport a z* est multiplié par m a chaque itération (d’ou le nom multipli-
cateur donné a m). Apres p itérations, le point = voisin de z* se trouve a la distance m? (z — z*).
1. Par hypothese, nous avons :

f (") = [ (o)

Tr* — Xo

<1

Im| = lim

xro—x*

Pour z, suffisamment proche de z*, on a
|f(@%) = [ (z)] < |2" — o
Comme z* est fixe nous obtenons
2% — f (20)| < |2" — xo]

Pour un z, proche de z*, f (zy) est encore plus proche de z*, en répétant cet argument, f2 ()
sera encore plus proche de z* etc. Ainsi, la suite (z,,), définie par z, et z,,; = f (z,) converge
vers p, le point p est donc attractif.

2. Au contraire, le point fixe x* peut étre répulsif, la preuve de cette assertion est une adaptation
évidente de I'assertion précédente.

3. Si |m| =1 la nature de z* dépend des termes d’ordre supérieur a 1 du développement de
Taylor et nous ne pouvons pas conclure la nature du point fixe.

4. Si m =0 le terme du premier ordre disparait completement donc l'attraction est plus forte

d’oti le nom super attractif. m

Théoreme 1.4 Soit f:R"™ — R", pour déterminer la nature de point fixe x* il faut falloir trouver
les valeurs propres de la matrice Jacobienne D f (z*) = J (x*) .

Le point fixe x* est :

1. Stable si toutes les valeurs propres de J (x*) sont a Uintérieur du disque unité (leurs modules sont
inférieurs a 1).

2. Instable si U'une de ces valeurs propres de J (x*) a un module supérieur a 1.

Comme les points fixes peuvent étre attractifs ou répulsifs, de méme, une orbite périodique est
soit attractive soit répulsive et le théoréme suivant décrit la stabilité d’'une orbite périodique. En

dimension 1, le critére pour qu'un cycle soit attractif ou répulsif vient de la régle de chaine. En

effet, la dérivée de fP au point x s’écrit :

(") (zp) = f' (@p1) o f (1) ' (20)

Mais 1z, = x, on endéduit que lavaleur (f7)'(z,) estlaméme pour toutes les dérivées et (f7)" (x;)

?

1.1. Définition mathématique d'un systeme dynamique E
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i=0,1,2,...,p — 1, notée m,. On définit le multiplicateur du cycle m, par :

my = ()" (o)

Théoreme 1.5 Pour f:R — R, lecycle {xg,x1,29,...,2 1} €st:
1- super attractif (ou super stable) si m,, = 0,

2- attractif (ou stable) si |m,| < 1,

3- répulsif (ou instable) si |m,| > 1,

4-indifférent si |m,| = 1,

Exemple 1.2 Soit f(z) = —32% + 2z + 1, le point 0 est 3-périodique car f(0) =1, f(1) =2, f(2) =0

ona f'(0)=2, f(1)=—1, f'(2) =1 et (#3)(0) = f/(0)f'(1)f(2) = £ > 1 ainsi 0 est un point
3-périodique répulsif.

En général, si f: R"” — R", on calcule les valeurs propres );,i =1,2,...,n de la matrice jaco-
bienne de fP. Si \; sont réelles :

(1) Vi=1,2,...,n, |\| <1, il sagit d’'un noeud attractif.

(2) Vi=1,2,....n, |\| > 1, il sagit d'un noeud répulsif.

(3) Fi,j, 1<i<n,1<j<ntelque |\| <1 et|)\]>1, ilsagitdun noeud col.

Si \; sont complexes :

(1) Vi=1,2,....n, |\| <1, il sagit d'un foyer attractif.

(2) Vi=1,2,...n, |\|> 1, il sagit d'un foyer répulsif.

Définition 1.6 Un point fixe +* de z,.; = f (z,) est un point hyperbolique si |%L (z*)| # 1. Plus
généralement, en dimension n, x* est un point hyperbolique si aucune des valeurs propres de D f(z*)

a un module égal a 1.

Définition 1.7 Le bassin d’attraction d’un point fixe x* d’'une application f est formé par 'ensemble
des conditions initiales ug pour lesquelles la suite (u,),cy définie par u, ., = f(u,) converge vers le

point d’équilibre x*.
Voyons maintenant un exemple qui montre bien I'utilité des définitions précédentes.

Exemple 1.3 Prenons un exemple linéaire des systémes dynamiques de la forme :

Tpe1 =axp +0 @)

1.1. Définition mathématique d'un systéme dynamique
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ol a et b sont des constants. L application definie par () a un point fixe 1* = - a # 1. Supposons
que b= 0; i.e., 13,1 = ary < 13, = a*xy : Si |a| < 1 alors a* — 0 quand k — oo, donc z;, — 0.
Si |a] > 1 alors a* — oo quand k — oo, donc z;, — oo. Si a =1 alors zy = x; = 25 = ...; donc
xp =9, Yk € N.Si ¢ = —1 alors g = —x; = 29 = ...; donc z;, = (—1)kx0, d’ott la solution oscille.

Maintenant, pour b # 0 on a:

r1 = axo+b
To = axr1+b
= a(arg+0b)+0b
= d’rg+ba+1)
T3 = axy+b
= a(a®xo+b(a+1))+b
= a3$0+b(a2+a+1)
Te = axs3+b
= a(a®zo+b(a®>+a+1))+b
= a4x0+b(a3+a2—|—a+1)

Donc
k—1
Ty = G,k{L'O + bZaJ
=0
En appliquant la formule de série géométrique on obtient :

a’“mﬁ—b(%),sia#l,
T —

afzy + kb, sia=1

(1) Pour |a| <1:a* — 0 quand k — oo, donc

b
1—a

Ty — o=

Donc x* est un point fixe stable (i.e., un attracteur), voir Fig. 1 et Fig. 2.

1.1. Définition mathématique d'un systéme dynamique
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Figure 1. I’ évolution des itérées de Figure 2. I évolution des itérées de
I'application x;; = ax) + b pour I'application x,; = ax;, + b pour
O0<a<l1 —-1<a<0.

(2) Si |a| > 1, alors a* — oo quand k — oo, donc

b b
$k:ak<x0_1—a)+(1—a>

si zy # 12 alors |z;| — oco. Voir Fig. 3 et Fig. 4.
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- Figure 4. I’ évolution des itérées de
Figure 3. L évolution des itérées de lapplication x4, = ax), + b pour
I'application zy1 = axy + bpoura > 1 a< —1.

(3) Si ¢ =1 alors
xk:ak$0+kb:$0+kb

Si b0 alors |r;| — oo. Voir Fig. 5, sinon z;, = z, Vk.

1.1. Définition mathématique d'un systéme dynamique
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Figure 5. Il évolution des itérées de

I'application x| = ax) + b pour

a=1
(4) Si ¢ = —1 alors
ry = —$0+b
1 1
To = l‘0+b —54—5 = 29
r3 = —.130+b

Ty = X9

Donc z, oscille entre 2y et —x, + b. Il y a un cas particuliere qui implique que

b_ b b
5 1-(-1) 1-a °

g —

C’est le méme point fixe qu’on avait déja vu, voir Fig. 6.

1.1. Définition mathématique d'un systéme dynamique
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Figure 6. I évolution des itérées de

I'application xy 1 = axy + b pour a = —1

1.1. Définition mathématique d'un systéme dynamique



Chapitre 2

Chaos topologique

2.1 Définitions existantes du chaos et d’autres propriétés

On appelle définition du chaos une définition qui a été explicitement ou implicitement inventé
comme tel par quelqu’un. Cela ne signifie pas qu’il faut automatiquement accepte-le. Le choix des
autres propriétés définies dans cette section est plus arbitraire, mais certaines explications sont
donnés en temps voulu, il peut s’agir de propriétés dites chaotiques, ou de propriétés détermi-
nistes, ou de propriétés dont le caractére doit étre examiné. Ici, quelques-uns sont présentés et
discutés. Pour qu'ils soient valables techniquement, il suffit de considérons un systeme dynamique
topologique (X, f) et supposons que X est un espace métrisable muni de la métrique d, et que f
est une auto-application continue de X, aucune hypothese de compacité ou de surjectivité n’est
strictement nécessaire. Néanmoins, quand on veut explorer les liens entre les diverses propriétés,
il est utile supposer que X est compact. C’est ce que nous ferons pratiquement tout le temps.
Dans toutes les classes particulieres des systéemes dynamiques que nous considérons, I'espace est
compact.

Soit donc (X, f) un systeme dynamique (pour lequel X est simplement un espace métrique
et f: X — X est continu). Par une application factorielle de (X, f) a (Y, g), on entend une
application continue ¢ : X — Y telle que ¢ o f = g o ¢, comme habituel dans la théorie, dans

cette situation (X, f) est appelée une extension de (Y g).

2.1.1 Définitions du chaos

Examinons d’abord les cinq définitions du chaos ci-dessus :
Chaos aux sens de Li-Yorke : La premiere définition topologique du chaos était celle de Li

et Yorke. Un sous-ensemble S de X contenant au moins deux points est appelé un ensemble

15



Chapitre 2. Chaos topologique

brouillé si pour tout z,y € S avec x #y, ona:

fim infd( (). (1) = 0, M
et
fim sup d(/(@). (1) > 0. @

L origine de la définition est dans l'article [1] de Li et York. Le premier argument proviennent
de la théorie de la transformation d’intervalle, a la lumiére de laquelle elle a probablement été
introduite. Pour de telles application, 'existence d’une paire brouillée implique I'existence d'un
ensemble incompréhensible [2] et il est pas trés loin d'impliquer toutes les autres propriétés que
ont été qualifiés chaotiques dans ce contexte. Pour un apercu des résultats connus, voir [3]. Comme
nous le verrons dans la section suivante, en général, la propriété de Li-York passe plusieurs tests
théoriques en tant qu’exigence élémentaire du chaos : Le chaos de Li-York a été adopté et étre une
condition nécessaire a de nombreuse autres propriétés chaotiques.

Sensibilité : La dépendance sensible aux conditions initiales est plutot intuitivement une pro-
priété chaotique. De nos jours, il est généralement défini comme suit : (X, f) est dit sensible
s’il existe une constante de sensibilité » > ( tel que pour tout z € X, et tout ¢ > 0, on puisse
trouver y avec d (z,y) < e et n tel que (d(f"(z), f*(y)) > n). Lidée initiale est due a Lorenz. A
I'origine dans [4], Guckenheimer a introduit cette définition pour les applications d’intervalle, avec
une exigence supplémentaire que la propriété conserve un ensemble avec une mesure positive de
Lebesgue. Plus tard, les auteurs ont préféré la définition plus forte ci-dessus, qui s’étend a tous
les espaces métriques et ne contient aucune hypothese probabiliste. Comme le chaos de Li-Yorke,
la sensibilité est une conséquence de plusieurs autres propriétés chaotiques, mais ce n’est pas
équivalent de loin.

Heuristiquement, I'idée est tres intéressante. Voici une relation élémentaire entre métrique et
prévisibilité. Dans un systeme sensible avec une sensibilité constante 7, aussi proche quun point
x se trouve a un point y, méme si on peut calculer l'orbite de y précisément, il est impossible de
prédire avec une précision meilleure que n comment 1’orbite de = se comporte a long terme sous
les itérations de I'application. Méme parmi les non-scientifiques, cette propriété est largement
connu sous le nom effet papillon, certainement en partie a cause de la saveur poétique de la
phrase.

Chaos aux sens d’Auslander-Yorke : Plus tard, Auslander et Yorke [5] ont emprunté la version
forte, purement topologique, de la sensibilité et de déduit leur définition du chaos en I'associant
a la transitivité. C’est ce qu’on appelle le chaos de Auslander-Yorke. Par transitivité de (X, f), on

entend que pour deux sous-ensembles ouverts non vides U et V' de X, on peut trouver un
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entier n > (0 tel que U N f~"(V) # @. La transitivité est équivalente a l'existence d’une orbite

dense, C’est-a-dire celle d’un point z € X tel que {z, f(z),..., f*(z),...} est dense en X.

;
La définition d’Auslander et York associe une propriété, la sensibilité qui évoque fortement I'indé-
termination ou le désordre, est une autre transitivité qui ne 'est pas.

Chaos aux sens de Devaney : Encore plus tard, Devaney introduisit sa propre définition du
chaos [6], dans la suite, il s’appelle Devaney Chaos. Il repose sur trois hypothéses. Une application
est dite chaotique dans son sens si elle est sensible, transitive et si X contient un ensemble dense
de points f-périodiques : autrement dit, s’il est chaotique aux sens d’Auslander-Yorke avec des
orbites périodiques denses. Pas beaucoup plus tard Banks [7| ont remarqué que la transitivité et
les orbites périodiques denses impliquent la sensibilité. Le méme a été prouvé a nouveau, en
supposant la compacité, par Glasner et Weiss [8].

Entropie positive : Dans [9], sans utiliser le mot chaos, Furstenberg a choisi d’appeler détermi-
niste tous systéeme dynamique compact a une entropie topologique 0. Ultérieurement, Glasner et
Weiss [8], 'entropie positive est proposée comme un critére essentiel du chaos.

L entropie topologique positive est une propriété forte. Considérons un systeme dynamique topo-
logique (X, f) avec X compact. Pour toute couverture finie C de X, prenons N (C) la cardinalité

minimale d’une sous-couverture de C . Soit

C=Cvficv..v f~»=¢c

¢ (Cn) = N (C")

Le taux de croissance exponentiel de la fonction ¢, (C,n) est I'entropie topologique de C, et I'en-
tropie topologique h (X, f) de (X, f) estle supremum de I'entropies topologiques de couvertures
ouvertes finies. Bowen a introduit d’autres définitions dans le cadre non compact [10], ils sont

équivalents a celui ci-dessus dans le cas compact.

2.1.2 Autres propriétés et une premiere discussion

Une théorie tres convaincante de la dynamique topologique existe seulement en partant du prin-
cipe que l'espace X, en plus d’étre métrique, est également compact. Les résultats concernant les
propriétés chaotiques, mais pas tous, sont obtenus dans cette hypothése. La surjectivité intuitive
évoque la notion physique d’équilibre. La surjectivité ne semble pas étre une hypothéese essentielle
s’agissant du chaos. Gardez a I'esprit le fait que la transitivité implique surjectivité. Au contraire,
le chaos, la sensibilité, 'entropie de Li-Yorke ont un sens méme lorsque la transformation n’est
pas continue. Dans les dynamiques topologiques, il est nécessaire de supposer que 'action est

surjective, mais il faut toujours la possibilité de restreindre I'action de f a I'ensemble w-limite
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de (X, f), ce qui entraine la perte de certaines informations sur le comportement général de la
transformation.

Cependant, quand f n’est pas continue on doit s’assurer que le chaos ou la sensibilité de Li-Yorke
se produit également dans I'ensemble de w-limite, ce qui n’est pas toujours le cas. Il serait non
possible d’appeler la transitivité une propriété chaotique. Ceci est mieux illustré par les rotations
irrationnelles du cercle : Ce sont des applications transitives, tout en étant des isométries, ce qui
les empéche de satisfaire les criteres populaires de la chaoticité. De plus, ils sont des modeles
adéquats pour le mouvement d’'une roue de bicyclette autour de son centre, qui est I'un des
phénomenes les plus ordonnés que I'on puisse observer. Quoi qu’il en soit, transitivité ainsi que
des orbites périodiques denses impliquent une sensibilité, ce qui est une propriété chaotique,
méme si elle est tres faible. Notez que si la transitivité est a peine liée au chaos, la non-transitivité
implique intuitivement un certain degré d’ordre [11].

La minimalité : Est une propriété plus forte. Un syst¢tme dynamique (X, f) est appelé minimal
s’il n’existe pas de sous-ensemble fermé et f-invariant S C X sauf X et 'ensemble vide. Cette
propriété a un sens surtout dans le cas compact : N'importe quel point d’'un systeme compact
minimal a une orbite dense. La minimalité semble étre transversale au chaos. Son principal intérét
pour nous est qu’il interdit I'existence de toute orbite périodique lorsque X n’a pas de points isolés,
il joue également un role essentiel dans la disjonction de deux systémes.

En résumé, avoir des orbites périodiques denses n’est pas beaucoup plus chaotique que la transi-
tivité, ce est illustré dans la dynamique symbolique dans [12] et [13].

Ici, nous devons examiner une propriété classique qui n’a jamais été choisie comme définition
du chaos : Mélange faible, elle implique a la fois le chaos de Li-Yorke [14] et, trivialement, la
sensibilité, c’est beaucoup plus forte que la transitivité et plus faible que I'entropie positive. Enfin,
il joue un role dans certains théoremes de disjonction impliquant également des propriétés déter-
ministes. Il est défini en tant que transitivité du systeme de produit cartésien (X x X, f x f).

Il y a longtemps, Furstenberg a découvert que cette propriété est équivalente a la transitivité de
toutes les puissances cartésiennes finies (X x X x ... x X, f x f x ... x f) [9] : Ce n’est pas sim-
plement une propriété de paires d’applications, mais concerne conjointement un certain nombre
de fonctions. Cela illustre le fait que le mélange faible est vraiment beaucoup plus fort que la
transitivité. La plupart de ses signification et conséquences disparaissent quand on supprime ’hy-
pothése de compacité sur X. Ensuite, cela implique toujours la sensibilité.

Définissons enfin deux propriétés déterministes fortes : Le premier est 'équicontinuité, contredit
la sensibilité et le chaos de Li-Yorke, l'autre, est la distalité, ne contredit que le chaos de Li-Yorke

et les deux jouent un réle important dans la dynamique topologique générale.
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Définition 2.1 Un point d’équicontinuité x de (X, f) est tel que pour tout ¢ > ( il existe 5 > ( tel
que si y € X avec d(xz,y) <n puis d(f"(x), f*(y)) < ¢ pour toute puissance n > 0. Le systéme

(X, f) est appelé équicontinu si, pour tout z € X, tout ¢ > 0 ilya n > 0 telque d(x,y) < n implique
que d (f" (z), f™ (y)) < e pour tout entier n. Sur un espace compact, un systeme est équicontinu si

et seulement si tous ses points sont des points d’équicontinuité.

Il y a des systemes a points d’équicontinuité, méme transitifs, qui ne sont pas équicontinus
8,15, 16).

Définition 2.2 (X, T) est appelé distal si, chaque fois que z # v, il existe § > 0 tel que
d(f" (x), " (y)) = & pour tout n.

Equicontinuité implique la distalité, ce n’est pas complétement évident. Les deux propriétés ont
été étudiées de maniere approfondie. Leur importance dans la théorie est développée dans [17, 18].
Lequicontinuité interdit toute sorte de sensibilité. Plus précisément, dans un systéeme équicon-
tinuy, il n’existe aucun points de sensibilité, c’est-a-dire aucun point x tel qu’il existe ¢ > 0 tel que
pour 7 > (0 onpuisse trouver y € X etnavec d(x,y) <n et d(f"(z), f"(y)) > e. Intuitivement,
équicontinuité est déterministe ainsi que sa version la plus faible, ayant des points d’équiconti-
nuité.

Un autre probleme est celui des attracteurs et des ensembles w-limites. Lorsque X est compact,

I'ensemble w-limite de (X, f) est juste l'intersection N>, f" (X), c’est-a-dire I’attracteur maxi-

;
mal. Un petit ensemble de limite, ou l'existence d’'un ou plusieurs petits attracteurs a l'intérieur
de X, peuvent étre considérés comme des caractéristiques d’ordre. Les propriétés topologiques
des ensembles de limites sont importants dans certains contextes particuliers, par exemple dans
les dynamiques a une dimension ou le systeme soit attiré par un ensemble de Cantor est corrélé

a des propriétés chaotiques.

2.2 Résultats généraux

Tous les résultats indiqués dans cette section ne sont valables que lorsque X est compact. Alors

prenons la compacité comme hypothese permanente.

2.2.1 Chaos au sens de Li-Yorke

Comparaison de définition de Yorke avec d’autres définitions existant sur le terrain, la renforcant
et laffaiblissant, trouvant le contraire propriétés, et refaire la méme chose avec les propriétés

nouvellement introduites, mais pas trop systématiquement.

2.2. Résultats généraux
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La condition de Li-Yorke est évidemment faible. On ne peut pas s’attendre a ce que des en-
sembles brouillés en disent long sur la dynamique de transformation : leur définition repose sur le
brouillage ou non de couples, c’est-a-dire sur le comportement des orbites, indépendamment de
ce qui se passe dans I'application. Des propriétés plus fortes comme un mélange faible ou entropie
positif peut étre exprimée en termes de comportement des voisinages de paires, et certainement
des propriétés des orbites articulaires ne peuvent pas suffire a les caractériser.

Le chaos de Li-Yorke est une propriété partielle. Selon la liste des exigences de la section précé-
dente, il serait utile étre mieux si une extension d’un systeme chaotique aus sens de Li-Yorke était

également chaotique, en fait c’est faux :

Exemple 2.1 1 (Blanchard et Huang) : L article [19] décrit un systéme symbolique minimal (Z, o)
qui est borné et il ne contient que des ensembles brouillés liés, et en particulier une paire brouillée
récurrente (z,2') . Soit (Y,o0 x o) C (Z x Z,0 x o) la fermeture de Uorbite de (z,2') sous o x o :
On voit facilement qu’il s’agit d’un systéme transitif n’ayant que des ensembles brouillés, et il n’est pas
minimal car il contient la diagonale A . Définir une application de facteurs 7 : (Y,0 x o) — (X, f) en
réduisant tous les points de A\, en un point fixe. (X, f) est transitive en tant que facteur de (Y,o x o),
et contient un point périodique : Cela implique un chaos de Li-Yorke [20]. Ainsi (Y,o x o) est une

extension chaotique et non-Li-Yorke du systéme chaotique (X, f).

Comparons le chaos de Li-Yorke avec d’autres définitions. Il est prouvé dans [20] que le chaos
de Devaney implique Li-Yorke chaos. En fait, le chaos de Li-Yorke résulte de la transitivité et de
I'existence d’un seul orbite périodique. Le chaos d’Auslander-Yorke ne implique le chaos Li-Yorke.
Dans l'autre sens, le chaos de Li-Yorke, qui n’est pas une définition globale, ne peut impliquer la
propriété globale de la sensibilité : I union d’un systeme chaotique de Li-Yorke et d’'un systéme

équicontinu en dimension un. Un contre-exemple est donne dans [15] :

Exemple 2.2 Le théoréme 4.2 de [15] énonce Uexistence d’un systéme transitif (X, f) équicontinuité,
selon le théoréme 4.1 du méme article, contiennent un point fixe, Uexistence de U'équicontinuité des
points dans (X, f) empéchent la sensibilité, alors par [20] la transitivité est un point fixe impliquent

un chaos de Li-Yorke.

Un autre test de la valeur de ’hypothese de Li-Yorke est que tous les systémes pour lesquels il est
connu de ne pas détenir ont de fortes caractéristiques déterministes : Pour ne citer que les plus
remarquables, leur entropie est 0 et ils ne peuvent pas mélanger faiblement. Lorsqu’il n’y a pas de
jeu brouillé indénombrable, quelques autres propriétés chaotiques peuvent étre conservées.

Le chaos distributionnel a été introduit dans [21] comme un autre moyen de renforcer le chaos

de Li-Yorke en une propriété importante. D’autres versions non équivalentes ont été proposées
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ultérieurement. La conclusion est que le chaos de Li-Yorke empéche un systeme d’étre essentielle-

ment ordonné, mais ne garantir qu’il est plus que superficiellement chaotique.

2.2.2 Sensibilité

La sensibilité est I'une des hypotheses d’Auslander-Yorke et Devaney chaos, et nous savons déja
que cela ne peut pas étre comparé au chaos de Li-Yorke. C’est une propriété globale, et il n’est pas
difficile de formuler des propriétés partielles correspondantes significatives. I’ équicontinuité est
un évident contraire de la sensibilité, comme nous ’avons vu plus haut. En outre un systeme tran-
sitive qui n’est pas sensible a des points d’équicontinuité [8|. La distalité n’est pas une hypotheése
contraire, puisque tout systéme distal minimal qui n’est pas équicontinu est sensible [15]. Mélange
faible implique la sensibilité : Une conséquence immédiate de la densité de paires brouillées dans

I'application cartésien.

2.2.3 Mélange faible

Un mélange faible est une propriété globale. Cela implique le chaos de Li-Yorke et plus encore un
systéme de mélange faible contient toujours un ensemble brouillé dense et incalculable [14] : Ce
résultat est le premier qui a été prouvé sur le chaos de Li-Yorke dans le cadre général. Un mélange
faible contredit fortement la distalité, puisqu'un systeme distal n’a pas de paires brouillées.

Il serait utile d’afficher une propriété chaotique partielle correspondante a un mélange faible.
Dans [13], la notion d’ensemble faiblement mélangé, dérivée d’'un résultat dans [22], est intro-

duite :

Définition 2.3 A est un sous-ensemble faiblement mélangé de X si et seulement si pour tout k € N,
tout choix de sous-ensembles ouverts non vides V;,--- .V, de Aet Uy,--- ,U, de X avec ANU; # @,
i=1,2,--- k, il existe m € N tel que T™(V;) N U; # & pour chaque 1 <i < k.

Ce définition est assez compliquée. Des versions plus simples peuvent étre trouvées un jour. Un
systeme (X, f) est appelé partiellement mélange faible si X contient un sous-ensemble de mé-
lange faible. Un mélange faible est équivaut au fait que 'ensemble X est un ensemble faiblement
mélangé. Il est également prouvé que I'entropie positive implique un mélange faible partiel, ce qui
implique a son tour le chaos de Li-Yorke. Le mélange faible partiel est un bon candidat pour étre la
notion partielle correspondante au mélange faible. Il est encore inconnu si elle est conservée sous
les extensions. Mais la notion d’ensembles sensibles définie dans [31] est un autre candidat. Les

deux notions ont été introduites assez récemment et leurs relations ne sont pas encore connues.
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2.2.4 Entropie positive

Un systeme a entropie positive est généralement considéré comme chaotique par les mathéma-
ticiens. Les systemes dynamiques topologiques a entropie 0 ont été appelés déterministes dans
[9].

2.2.5 Degrés de chaos

Il y a tellement de relations entre les propriétés chaotiques énumérées ci-dessus (peut-étre met-
tant de c6té le chaos d’Auslander-Yorke) et leurs contraires qui fondent une théorie abstraite du
chaos semble raisonnable :

— Entropie positive —- Mélange faible partiel —- Chaos de Li-Yorke,

et 'autre ne contenant que des notions générales, chacune impliquant la notion correspondante
dans la premiere échelle :

— Entropie positive uniforme —- Mélange faible —- Ensemble dense et brouillé.

L existence d’'un ensemble dense et embrouillé est une propriété globale tres faible, mais on ne
peut pas la remplacer par I'existence d’'un ensemble résiduel brouillé, qui n’est pas impliqué par
un mélange faible et peut ne pas étre vraiment une propriété chaotique. Une tentative d’échelle
inverse du déterminisme serait

— Equicontinuité —- Distalité — Entropie 0.

Comme la distalité, ainsi que I’équicontinuité, exclut le chaos de Li-Yorke, cette échelle inverse ne
suit pas celle des propriétés partielles de maniere symétrique. En ce qui concerne I'incohérence.
Avec la sensibilité comme hypothese la plus faible, on peut tracer une échelle globale de chaos :
— Entropie positive uniforme —>- Mélange faible —- Sensibilité,

puis une hypothétique d’échelle partielle du chaos :

— Entropie positive — Mélange faible partiel —- Sensibilité partielle,

ou la seconde implication est facilement vérifiée a condition de choisir une définition suffisam-
ment faible de sensibilité, et enfin

— Equicontinuité —- Distalité —> Entropie 0

2.3 Applications d’intervalle en dimensions 1 et 2

Il est frappant de voir comment le chaos peut revétir différentes caractéristiques lorsque 1'on se
limite a certaines classes de systémes dynamiques. I’ existence d'un ensemble dense de points

périodiques est implicitement ou explicitement considéré comme une propriété chaotique dans
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de nombreux articles. Comme expliqué ci-dessus, cela ne peut pas étre considéré comme vrai en
théorie.

C’est dans le domaine des applications d’intervalle que la transition au chaos a été observé pour la
premiere fois dans des familles & un parametre de transformations unimodales f (z) = az (1 — ).
Comme le parametre a augmente, il a apparait des points avec période 2, puis 4, et ainsi de suite
jusqu’a ce que soudainement a une valeur ou le systeme a une infinité des points périodiques et
devient chaotique aux sens de Li-Yorke. Juste apres cette valeur la transformation devient sensible
avec une entropie positive et un certain degré de transitivité. Le comportement des transforma-
tions unimodales sont extrémement utiles pour comprendre 'apparition soudaine d'un désordre
dans les systemes. Néanmoins, en termes abstraits, la conception selon laquelle toutes les caracté-
ristiques du chaos apparaissent simultanément certains seuils sont trompeurs. En considérant tout
le domaine de la dynamique topologique, on a le sentiment qu’il existe des moyens de progresser
moins brutalement dans les échelles de la chaoticité.

Dans la classe relativement large des applications d’intervalles, la dynamique varie dans des li-
mites étroites et diverses situations chaotiques. Les propriétés topologiques sont fortement cor-
rélées. Ils ont fait 'objet d’enquétes approfondies depuis les années soixante, comme on peut le
voir dans [23], et les relations fortes existants entre les propriétés chaotiques sont passées en revue
dans [3] en raison de la littérature existante, et comme les propriétés des applications d’intervalles
sont assez largement connues.

Dans de nombreux exemples d’attracteurs étranges, chaotiques et non chaotiques, ’espace sous-
jacent a la dimension 2, applications triangulaires du carré, c’est-a-dire : des applications conti-
nues de la forme F(z,y) = (f(z),9(z,y)),z,y € [0,1], ont été utilisés pour obtenir des exemples
avec diverses propriétés. Souvent, le but est de montrer que les propriétés qui ne se produisent

jamais simultanément parmi les applications d’intervalle peuvent le faire dans la dimension 2.

2.3. Applications d'intervalle en dimensions 1 et 2



Chapitre 3
Chaos dans les applications des produits

Dans ce chapitre, nous discutons les conditions sur les applications se répercutent sur leurs pro-
duits. Nous donnons d’abord un contre exemple montrant que le produit de deux applications
chaotique (au sens de Devaney) ne doit pas nécessairement étre chaotique. Nous remarquons en-
suite que si deux applications (ou méme I'une d’entre elles) présentent une dépendance sensible
aux conditions initiales, leur produit en fait de méme propriété. Si deux applications possedent
des points périodiques denses, leur produit le fait également. De I'autre c6té, le produit de deux
applications topologiquement transitives ne doit pas nécessairement étre topologiquement transi-
tif. Nous donnons alors des conditions suffisantes dans lesquelles le produit de deux applications
chaotiques est chaotique au sens de Devaney [24].

Soit X et Y deux espaces métriques et f: X — X ,¢g:Y — Y deux applications que nous
supposons non pas continues en général, mais chaotiques au sens de Devaney. Il est naturel de
demander si leur produit f x g est également chaotique (dans le méme sens), nous montrons
par un contre exemple que la réponse est négative. Nous discutons ensuite le transfert des
sous-conditions du chaos et enfin donnons quelques conditioins simples et suffisantes rendant
le produit chaotique. Ces conditions sont remplies pour de nombreuses applications chaotiques
connues.

Rappelons maintenant les conditions du chaos pour une application pas nécessairement continue

f: X — X, X étant un espace métrique avec distance d. Le systeme dynamique discret (X, f) et

I'application f sont utilisés comme synonymes dans cet mémoire, de sorte que des expressions
telles que "I'application f est chaotique" ou "le systeme dynamique discret (X, f) présentent le

chaos" sont utilisés dans le méme sens.

Définition 3.1 (Dependance sensible aux conditions initiales) : Une application f: X — X (pas

nécessairement continue) est applée sensiblement dépendre aux conditions initiales s’il existe ¢ > ( telle
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que, pour toute x € X, et pour toute voisinage U de x, il existe x' € U et un entier n > (0 tel que

d(f " (x), f" (")) > e

Définition 3.2 (Transitivité topologique) : Une application f : X — X (pas nécessairement conti-
nue) est applée topologiquement transitive si pour toute paire de sous- ensemble ouverts non vides U
et V de X, il existe un entier n > 0 tel que f"(U)NV # .

Définition 3.3 (Chaos au sens Devaney [24]) : Une application f: X — X (pas nécessairement
continue) est applée chaotique si elle est sensiblement dépendre aux conditions initiales, elle est topolo-
giquement transitive et, en outre ses points périodiques sont denses dans X, i.e., chaque sous-ensemble

ouvert non vide contient un point périodique.

Remarque 3.1 Pour un espace métrique X non fini (c’est a dire, card(X) = oo ) et une application
f: X — X, la transitivité topologique et la densité des points périodiques impliquent la dépen-

dance sensible aux conditions initiales (voir [25],[26]).

Remarque 3.2 La condition "transitivité topologique" est parfois remplacée par ou utilisée fausse-
ment comme synonyme de la condition "existence d’une orbite dense". Elles ne sont jamais équivalentes
pour des espaces métriques séparables complets sans points isolés. Pour une discussion a ce sujet voir
[27]. Il existe une vaste littérature sur la transitivité et environ une douzaines de notions connexes,

dont nous n’utiliserons que quelques-unes dans la suite.

Maintenant, étant donné deux applications f: X — X et g: Y — Y surles espaces métriques

X, Y avec les métriques d; et d, respictivement, consédirons leur produit :

fxg : XxY—=XxY

(f xg)(x,y) = (f(2),9(y))
avec la métrique de produit sur X x Y, i.e.,
d ((.CC, y) > (33,7 y,)) = d; (.I', :E,) + do (y> y,))

I exemple suivant montre que le produit de deux applications chaotiques ne doit pas nécessaire-
ment étre chaotique.
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Exemple 3.1 Soit f:[0,2] — [0,2] avec

(2241, pour0 <z <1

f(x)=4q —20+43, pour ; <z <1

{ —x+2, pourl <z <2

Alors Uapplication f est chaotique mais f x f :[0,2] x [0,2] — [0,2] x [0, 2] est non chaotique.

Preuve. Sur la Figure 7, les graphesde f et f2? = fo f sont montrés.

f f?

Figure 7. Le graphe de f et f x f respictivement.

Premie¢rement, montrons que I'application f est chaotique. Comme (card [0,2] = co) et I'appli-

cation f est continue donc d’aprés [25] il suffit de montrer qu’elle est topologiquement transitive
et admet des points périodiques denses. Posons

;

4z +3, pour 0 <z < 1

glsz‘[O,l] =
4z —3, pour 3 <z <1

L 92:f2‘[1,2]:35
Utilisons le fait que gy, g» sont des applications chaotiques (ce sont des applications de tente).
Transitivité topologique : Ona f (U) C [0,2], f?(U) C [0,2]..., f*(U) C [0,2], alors

f* (U)nV # @ pour toute paire d’ensemble ouvert non vide U, VV C [0, 2] et pour toute entier
K >0.
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Densité des points périodiques : Soit (a,b) un intervale quelconque tel que (a,b) C [0,2], 1 est
un point périodique dans (a,b) si 1 € (a,b), sinon (a,b) C (0,1) ou (1,2). Dans le premier cas
il y a un point périodique de g, dans (a,b) qui est aussi un point périodique de f dans l'autre
cas utilisez go. Donc 'application est montrée comme chaotique, mais f x f non chaotique car
elle n’est pas topologiquement transitive. Si on prends U = (0,1) x (0,1) et V = (0,1) x (1,2), il
n’existe aucune entier k£ > 0 tel que f*(U)NV # @, car f (U) C (1,2) x (1,2),

f2(U) C(0,1) x(0,1),
f3U)c(1,2) x(1,2), f*U)c(0,1) % (0,1)....., nous concluons que :

FEW) c(0,1) x (0,1) sik paire

fEWU) c(1,2) x (1,2) sik impaire

donc (f x f)*(U) ne croise jamais avec V = (0,1) x (1,2) ,V&>0. m

Dans la section suivante, nous discuterons des sous-conditions du chaos et dans la derniére sec-
tion, nous donnerons quelques conditions suffisantes pour qu'une application de produit soit
chaotique :

3.1 Sous-conditions de chaos

Dans cette section, nous discutons de la maniere dont les sous-conditions du chaos se préserve

sur les produits et inversement.

Lemme 3.1 Soit X etY deux espaces métriques avec les métriques d, et dy respictivement, f: X — X
et g: Y — Y étre pas nécessairement des applications continues.

i) Si f ou g est sensiblement dépendre aux conditions initiales alors f x g: X x Y — X x Y est
sensiblement dépendre aux conditions initiales.

i) Si f xg: X xY — X x Y est sensiblement dépendre aux conditions initiales alors au moins

U'un des facteurs f ou g est sensiblement dépendre aux conditions initiales.

Preuve. i) Supposons que f est sensiblement dépendre aux conditions initiales alors nous allons
montrer que méme est vrai pour f x g. Soit p = (x,y) € X x Y un point quelconque et W n’im-
porte quel voisinage de p. Alors il existe un voisinage ouvert U de = dans X et V' de y dans Y tel

que U x V c W. Comme f est sensiblement dépendre aux conditions initiales, il existe ¢ > ( tel

3.1. Sous-conditions de chaos
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que pour un certain z’ € U et un entier n > ( I'inégalité d, (f " (x), f ™ (2')) > ¢ est vrai. Pour

toute 3 €V, p' = («/,y') appartienta IV et

d((f xg9)" ), (f xg)" () = di(f" (@), f" () +d2(9" (). 9"¥))

> di(f"(x), f" (@) > e

Cela signifie que f x g est sensiblement dépendre aux conditions initiales.
ii) Supposons que f et g, toute les deux ne sont pas sensiblement dépendre aux conditions
initiales, cela signifie que pour tout ¢ > 0, il existe » € X tel que pour un certain ensemble

ouvert U C X contenant x I'inégalité
dy (f" (), f" () <

est vrai pour toute 7/ € U et toute entier positif n. De méme, il existe y € Y tel que pour un

certain ensemble ouvert I/ C Y contenant y, I'inégalité

da (9" (y), 9" (¥)) <
est vrai pour toute 3 € VV et toute entier positif n. Alors nous obtenons

d((f xg)"®),(f xg)" @) =di(f" (@), f" (') +da(9" (v),9" (V) <¢

pour (z2/,y') € U x V. Cela signifie que f x g n’est pas sensiblement dépendre aux conditions
initiales, contredire ’hypothese. m
Maintenant, nous montrons que la densité des points périodiques se préserve sur les produits et

inversement :

Lemme 3.2 Soit X et Y deux espaces métriques avec les métriques d, et d, respictivement, f: X — X
et g: Y — Y des applications (pas nécessairement continue). L ensemble des points périodiques
de f x g estdense dans X x Y siseulement si pour f et g toute les deux, les ensembles des points

périodiques dans X et Y sont denses (dans X, resp. Y').

Preuve. Supposons que I'ensemble des points périodiques de f est dense dans X et 'ensemble des
points périodiques de g est dense dans Y. Nous allons voir que ’ensemble des points périodiques
de f x g est dense dans X x Y. Soit W C X x Y un ouvert non vide quelconque. Alors il
existe des ouverts non vides U C X et V C Y avec U x V C W. Par supposition, il existe un

point z € U tel que f ™ (z) =z avec n > (0. De méme, il existe y € V tel que ¢" (y) =y

3.1. Sous-conditions de chaos
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avec m > 0. Pour p = (z,y) € W et k = mn nous obtenons :
(f x9) ) =(f x9)" (x,9) = (@), 8" (W) = (2,9).

cela signifie que W contient un point périodique et 'ensemble des points périodiques de f x g
est dense dans X x Y. Réciproquement, soit / C X et V C Y deux ouverts non vides alors

U x V. est un sous-ensomble ouvert non vide de X x Y. Comme I'ensemble des points pério-
diques de f x g est dense dans X x Y, il existe un point p = (z,y) € U x V' tel que

(f x9)"(z,y)=(f"(z),9" (y)) = (z,y) pour un certain n. De cette derniere inégalité nous ob-
tennons: f"(z) =z pour x €U et ¢g"(y)=y
pour ycY. =m

D’apres les lemmes 3.1 et 3.2, dépendance sensible aux conditions initiales et densité des points
périodiques reportent des facteurs aux produits. Cependant, la transitivité topologique ne peut
pas étre reportée sur les produits comme dans 'exemple 3.1. Linverse de cette situation est ce-

pendant vrai :

Lemme 3.3 Soient f: X — X et g:Y — Y des applications (pas nécessairement continues) et
supposons que le produit f x g est topologiquement transitif sur X x Y. Alors les applications f et

g sont toutes les deux topologiquement transitives sur X et Y respectivement.

Preuve. Nous montrons la transitivité de f, la transitivité de g peut étre montrée de la méme ma-
niere. Soit U7, V] ensembles ouverts non vides dans X.Lesensembles U =U; xY et V=V, xY
sont ouverts dans X x Y. Comme f x g est transitif, il existe un entier positif k tel que

(f x 9)*(U)NV # @. Les égalités

(fxgHU)NV = [f5(U) x g"(V)] N [VA x Y]

= [fAU)NW] x ["(Y)nY]

implique que [f*(U;) NVi] x [¢¥(Y)NY] # @, donc [f*(Uy) NV;] # @. Ainsi, f est topologique-
ment transitif. m

D’apres les lemmes 3.1 et 3.2, a partir de deux applications chaotiques f et g, leur produit f x g est
sensible-dépendant dans les conditions initiales, il possede des points périodiques denses, mais
on peut avoir des probléemes de transitivité topologique comme nous I'avons vu dans 'exemple
3.1. Nous donnons maintenant quelques conditions suffisantes pour la transitivité topologique du

produit. Nous rappelons d’abord une définition :

3.1. Sous-conditions de chaos
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Définition 3.4 Soit f: X — X une application (non nécessairement continue) sur lespace mé-
trique X. Si pour tout sous-ensembles ouverts non vides U,V C X, il existe un entier positif n, tel

que pour tout n >ny, f(U)NV # @, alors f est appelé mélange topologique.

Il est clair que le mélange topologique implique la transitivité topologique. Il existe une notion

encore plus forte qui implique le mélange topologique.

Définition 3.5 Soit f : X — X une application (pas nécessairement continue) sur lespace mé-
trique X. Si pour tout sous-ensemble ouvert non vide U C X, il existe un entier positif n, tel que

pour tout n > ny, f*(U) = X, alors f est appelé localement éventuellement onto.

Remarque 3.3 Les applications chaotiques les plus connues sont localement éventuellement onto et
par conséquence topologiquement mélangées.Voici quelques exemples de telles applications :
(1) lapplication logistique :  f:[0,1] — [0,1], f(z) = 4z(1 — z).
(2) Uapplication du boulanger :
2z, 51 0<zx< %
B:0,1] — [0,1], B(z) =
2¢ — 1, si %Sxﬁl.

(3) lapplication doublant de cercle :
D:S'— S D) =20
(4) Uapplication de décalage :
Sy >, S(s05152...) = s15....

(5) Plus généralement, tout polyndme complexe sur son ensemble de Julia (voir [24] a la page 288).

Lemme 3.4 Le produit de deux applications topologiquement mélangées est un mélange topologique.

Preuve. Soit f: X — X et g:Y — Y deux mélanges topologiques des applications.

Soit W, W, C X x Y, il existe des ensembles ouverts U;, U, C X et V;, 1, C Y, tels que

Uy x Vi C W, et Uy x V, C W,. Par hypothese, il existe n; et n, tels que f*(U;) N U, # @ pour

n>mny et ¢g"(V1)NVy # @ pour n > ny. Pour n > ng = max{n;,ny} ona:
[(f x g)" (Ur x Vi)] N (U2 x V2)

= /" (Uh) xg" ()N (Uz x V3)

= [ (U) N0 x [¢" (Vi) N Vo] # @.

3.1. Sous-conditions de chaos



Chapitre 3. Chaos dans les applications des produits

ce qui signifie que f x g se mélange topologiquement. m

3.2 Chaos dans les produits

Dans cette section, nous donnons quelques conditions suffisantes pour qu'une application de pro-

duit soit chaotique.

Théoreme 3.1 Soit f: X — X et g:Y — Y deux mélanges pas nécessairement continus, chao-

tiques sur les espaces métriques X et Y. Alors f x g: X xY — X x Y est chaotique.

Preuve. lapplication f x g dépend avec sensibilité des conditions initiales par le lemme 3.1, elle
a un point périodique dense par le lemme 3.2 et il se mélange topologiquement par le lemme 3.4
et donc topologiquement transitif. Ainsi, les trois conditions du chaos au sens de Devaney sont

remplies. m

Exemple 3.2 Multipliez deux applications quelconques sous la remarque 3.1 (Elles sont localement

éventuellement onto et par conséquent mélange topologique).

Remarque 3.4 Lapplication du produit D x D : S' x 81 — S x S ou D : S' — S* est Uap-
plication de doublage D(f) = 20, est utilisé pour construire la fonction Lattes-Betcher sur la sphere
de Riemann, dont lensemble de Julia est la sphére entiére [28]. On définit R : C., — C, par

R=Po(DxD)oP ' ot P:S!'x 8" — C, est la fonction elliptique de Weierstrass par

— (412
T 4z(22-1)

rapport au réseau entier. Il se trouve que R est la fonction rationnelle R(z)

Nous pouvons exiger la propriété de mélange topologique pour une seule des fonctions, au prix

d’exiger continuité pour l'autre :

Théoreme 3.2 Soit X un espace métrique f : X — X, une application continue et chaotique,
g : Y — Y une application pas-nécessairement chaotique et topologiquement mélangée sur Uespace

métrique Y. Alors f x g: X x Y — X x Y est chaotique.

Preuve. Il suffit de montrer que f x ¢ est topologiquement transitif. Il suffit évidemment de mon-
trer cela pour ensembles ouverts de la forme U x V. Alors, donnons deux ensembles U; x V;

et U, x V, avec U;, U, ouverts dans X et Vj, V5, ouverts dans Y. Comme ¢ se mélange topolo-
giquement, il existe ny > 0 avec ¢g"(V;) NV, # @ pour tout n > ny. Sur l'autre part, il existe un
point périodique = € U; dont l'orbite entre dans U, (voir par exemple [29]). Ainsi, si on dénote la
période de x par p, il existe k avec 0 < k < p et fk(x) € U,.

Cela implique que f™*+*(z) € U, pour tout positif entier m. Choisissez maintenant m tel que

3.2. Chaos dans les produits
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| =mp+k > ngy. Alorsnousavons ¢'(V;) NV, # @ etil existe un point y € V; avec g'(y) € V.
Maintenant, pour le point (z,y) € U; x V;, on obtient (f x g)!(x,y) € Uy x V5. Donc f x g est
topologiquement transitif. m
Nous pouvons donner encore une autre condition suffisante (pour que le produit soit chaotique)

a laide de la propriété suivante (utilisé dans la preuve ci-dessus).

Définition 3.6 Soit X un espace métrique et une application pas nécessairement continue f: X — X,
on dit que f a la propriété Touchey sur X si on donne U et V, sous-ensembles ouverts non vides de
X, il existe un point périodique x € U et un k non négatif tel que f*(x) € V, c’est-a-dire si chaque
paire de sous-ensembles ouverts non vides de X partage une orbite périodique. (Si f est continu et X

non fini, alors cette propriété implique un chaos au sens de Devaney [25]).

Théoreme 3.3 Soit X un espace métrique et supposons que Uapplication (non nécessairement conti-
nue)

f: X — X a la propriété Touchey. Soit g : Y — Y une application non nécessairement conti-
nue, chaotique et topologiquement mélangée sur Uespace métrique Y. Alors f x g: X x Y — X x Y est

chaotique.

Preuve. Comme ¢ dépend avec sensibilité aux conditions initiales, il en va de méme de f x g. De
l'autre c6té, la propriété Touchey implique la densité des points périodiques de f, par conséquent,
comme les points périodiques de g sont également denses, nous avons une densité des points
périodiques de f x g. La transitivité de f x g peut étre vue comme dans la preuve précédente.
u

Remarque 3.5 Nous notons que les applications de produits sont une source simple et utile pour des
exemples et des contre-exemples dans le chaos. En fait, dans [30] le contre-exemple montrant cette
densité de points périodiques et la dépendance sensible aux conditions initiales n’impliquent pas que
la transitivité topologique soit définie dans la forme du produit. Lautre contre-exemple dans [30] qui
montre que la transitivité topologique et la dépendance sensible aux conditions initiales n’‘impliquent
pas une densité des points périodiques pourraient plus facilement et naturellement étre construits
de cette maniere aussi : Soit Ty : S' — S T)\(0) = 0 + 2\ mod 27 soit rotation irrationnelle du
cercle et D : S — S'. D(0) = 20 mod 2, Uapplication doublant le cercle. Puis Uapplication du
produit
TyxD:S'x 8 — 8t x st

n’a pas de points périodiques, mais il est topologiquement transitif et dépend aux conditions initiales

avec sensibilité.

3.2. Chaos dans les produits
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Nous revenons a la discussion sur les applications topologiquement transitives. I’ application de
tente et I'application de doublage ont une forme forte de transitivité : 7" (U) intersects V' pas
seulement pour certains valeurs de n mais pour tous n suffisamment grands n € N. Cette pro-

priété porte un nom spécial.

Définition 4.1 Un systéme dynamique T : X — X est appelé mélange si pour toute paire U,V de

sous-ensembles d’ouverts non vides de X, il existe un certain N > ( tel que
T" (U) NV # @ pour toute n > N.

Exemple 4.1 Comme indiqué ci-dessus, Uapplication de tente et Uapplication de doublage se mé-
langent. Un exemple de systéme topologiquement transitif qui ne mélange pas sera donné dans

lexemple 4.2.

Comme dans le cas de la transitivité topologique, on obtient :

Proposition 4.1 La propriété de mélange est préservée sous la quasiconjugaison.

Les applications de mélange ont une propriété de parmanence remarquable. Pour décrire cela,
nous devons définir des produits des applications. Soient S: X — X et T:Y — Y des sys-
temes dynamiques, le produit certesien X x Y est muni de la topologie de produit qui est induite
par la métrique

d ((mlv yl) ) (5132, y2)) =dx (371, 1’2) +dy (y1, yz)

ol dy et dy désignant les métriques en X et Y respictivement. Une base pour la topologie est

formée par les produits U x V de sous-ensembles ouverts non vides / ¢ X and V C Y.

33
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Définition 4.2 Soient S: X — X et T: Y — Y des systemes dynamiques. Alors Uapplication
S x T est définie par :

SXT : XxY — XxY, (SxT)(x,y) = (Sz,Ty)
et S x T est clairement continue, et pour les itérées nous avons que :
(SxT)"=S"xT"
Le produit de plus de deux espaces ot applications sont définis de maniére similaire.

Proposition 4.2 Soitent S : X — X et T :Y — Y des systémes dynamiques. Alors nous avons
ce qui suit :

i) Si S x T a une orbite dense alors S et T aussi;

1) S S x T est topologiquement transitif alors S et T aussi;

iii) Si S x T est chaotique alors S et T aussi;

iv) Si S et T sont topologiquement transitifs et qu'aumoins l'un d’entre eux se mélange alors S x T
est topologiquement transitif;

v) S x T se mélange si et seulement si S et T sont tous les deux mélange.

Preuve. Evidemment, S et 7' sont quasiconjugués a S x T selon les applications (x,y) — z
et (z,y) — y respictivement. Ainsi les résultats de conservation obtenus jusqu’ici impliquent (i),

(77) et (i77). Les affirmations (iv) et (v) découlent directement de I'identité :
(SxT)"(Up x U) N (Vi x Vo) = (S™(Uy) NVy) x (T" (Ug) N V)

et le fait que la transitivité topologique et la propriété de mélange peut étre testé sur une base de
la topologie. m

En général, il n’est pas nécessaire que le produit de deux applications topologiquement transitives
soit topologiquement transitif, méme si S = 7', comme le montrent les exemples suivants, il est

donc nécessaire d’ajouter des conditions supplémentaires, comme dans les versions précédentes.

Exemple 4.2 Soit T : T — T, z — ¢z unerotation de cercle. Puis (T x T)" (21, z3) = (€721, €% 2y) ,
et nous observons que le quotient de deux coordonneés est a indépendant de n. On voit facilement
que T x T ne peut pas étre topologiquement transitif. D’autre parts, on sait que toute rotation irra-
tionnelle est topologiquement transitive. Cela montre également qu’aucune rotation irrationnelle se

meélange .
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4.1 Applications faiblement mélangées

Aprés avoir examiné la question de savoir si un produit de deux systémes topologiquement tran-
sitifs est topologiquement transitif, on peut se demander quand le produit d’'une application topo-
logiquement transitive avec lui-méme est encore topologiquement transitif. Nous avons vu dans
I'exemple 4.2 que ce n’est pas toujours le cas. Par contre, pour toute application de mélange 7, le

produit 7" x T est topologiquement transitif. Cela nous amene a la notion suivante :

Définition 4.3 Un systéme dynamique T : X — X est appelé mélange faible si T x T est topolo-

giquement transitif.

Puisque les produits U x V' des ensembles ouverts non vides U,V C X forment une base de la
topologie de X x X, T se mélange faiblement si et seulement si pour tout ensemble de 4-tuple

Ui,Us, V1, V3 d’ensembles ouverts non vides, il existe un certain n > ( tel que
T (Uy)NVi # @ and T" (Us) N Vs # @.
Remarque 4.1 Pour tout systéme dynamique on a :
Mélange —> Mélange faible — Transitivité topologique

Remarque 4.2 Par Exemple 4.2, toute rotation de cercle irrationnelle est topologiquement transitive,
mais ne se mélange pas faiblement. D’autre part, il n’est pas facile de construire des exemples des

applications faiblement mélangées qui ne mélangent pas.

Proposition 4.3 La propriété de mélange faible est préservée sous la quasiconjugaison.

Preuve. Si ¢ : Y — X définit une quasiconjugaisonde S:Y — Y a T : X — X alors ¢ x ¢ définit

une quasiconjugaisonde S x S a T x7T. m

Proposition 4.4 Soient S: X — X et T :Y — Y dessystémes dynamiques. Si S x T se mélange

faiblement, il en est de méme pour S et T.

Afin de formuler les arguments impliquant un mélange des applications, nous introduisons les

concepts utiles suivants :

Définition 4.4 Soit T : X — X un systéme dynamique. Alors, pour tous les ensembles A, B C X,

l'ensemble de retour de A a B est défini comme suit :

Nr(A,B)=N(A,B)={neN ;T"(A)NB+o}.

4.1. Applications faiblement mélangées
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On supprime habituellement Uindice T quand cela ne crée aucune ambiguité. Dans cette notation T est
topologiquement transitif (ou mélange) si est seulement si pour toute paire U,V de sous ensembles
ouverts non vides de X, U'ensemble de retour N est non vide (ou cofinite respictivement) et T’ mélange

faiblement si et seulement si pour tout quadruplet Uy, U,, V1, Vo C X des ouverts non vides on a :
N(Uh‘/l)mN(UQ?‘/Q)#@

Notez également que si 7" est topologiquement transitif, les ensembles de retour N méme infinis
pour tout ensemble ouvert non vide U, V. Incidemment, nous observons que plus les ensembles
A et B sont grands, plus le retour N (A, B) est grand également.

Notre objectif est de donner plusieurs caractérisations de la propriété de mélange faible. Pour ce
faire, nous allons fournir un lemme utile qui, en raison de sa forme, appelle I'astuce a 4-ensemb]es.

Nous notons que les ensembles de retour N (A, B) font référence a 7.

Lemme 4.1 (Astuce a 4-ensembles) : Soit T : X — X un systéme dynamique,
et soit Uy, Uy, V1, Vo C X des ouverts non vides,

(a) S’il existe une application continue faisant la navette avec T telle que :
SU)NU £ et S(V)NVy # 2,
Alors, il existe des ensembles ouverts non vides U, C Uy, V| c V; tels que
N(Uy,V;) C N (Uy, Vo) and N(V;,Uy) C N (Va, Ua).

Si, de plus, T est topologiquement transitif alors N(Uy, Vi) NN (Us, V) # @.

b) Si T est topologiquement transitif, alors

N(U,Us) NN (Vi, Vo) # @ = N(U1,Vi) N N (Us, V2) # @.

4.1. Applications faiblement mélangées
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Uy~ v

Figure 8. Astuce a 4-ensembles.

Fastuce 4-ensembles, si simple soit-elle, implique déja un résultat important, a premiere vue assez
surprenant : Dés que le produit 7 x T est topologiquement transitif, tout produit 7' x --- x T

supérieur I'est également.

Théoreme 4.1 (Furstenberg) : Soit T : X — X un systeme dynamique faiblement mélangé. En-

suite, le produit de n fois T x ... x T' se mélange faiblement pour chaque n > 2.

Preuve. Etant donné que le produit de n fois se mélangeant faiblement équivaut a ce que le
produit de 2n fois soit topologiquement transitifs, il suffit de montrer que chaque produit de
n fois T x --- x T est topologiquement transitif pour 7n > 2. Nous procédons par induction, le
cas de n = 2 étant trivial par définition. Ainsi, supposons que le produit n fois 7" x ... x T soit
topologiquement transitif. Pour prouver la transitivité topologique du produit correspondant (n +
1), nous devons montrer que, étant donné que les ensembles ouverts ne sont pas vides Uy, Vi, C
X, k=1,...,n+1, Nous avons :
Mt N(Ui, Vi) # @ )

En effet, depuis que 7" mélange faiblement, il y a quelques m € N tels que 7 (U,) N U, # @ et

T"(V,) NV,,1 # @. L astuce de 4-ensembles donne alors I'existence d’ensembles ouverts non
vides U’ c U, V! c V,, avec N(U/,V!) C N(U,,V,) N N(Uy,,1,V,11). Dautre part, 'hypothese
d’induction implique que

MPZIN (U, Vi) NN (UL, V) # 2,
ce qui implique (**). m
Les résultats suivants montrent que, dans la définition du mélange faible, on peut réduire les

quatre ensembles ouvertes a trois, puis a deux ensembles ouvertes.

4.1. Applications faiblement mélangées
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Figure 9. Mélange faible (Proposition 4.5
et 4.6)

Proposition 4.5 Un systéme dynamique T : X — X mélange faiblement si et seulement si pour

tout ensembles ouverts non vides U,V;,V, C X, nous avons
N(U, V) N N(U, V) # 2.

Preuve. Il suffit de montrer la suffisance de la condition. Ainsi, laissez U;, U,, V;, Vo C X étre des
ensembles ouverts arbitraires. Par hypothese il y a certain n € N(Uy, Vi) N N(Uy, V;). En parti-
culier, U = U, NT"(U,) et T-"(V,) sont des ensembles ouverts non vides. Par une autre ap-
plication de I'hypothese, nous trouvons m € N(U,V;) N N(U,T—"(V,)). En particulier, il existe
certain z € U avec T™x € T—"(V,). Nous concluons alors que 7™z = T"T™x € V, et Tz € Us,

ce qui rapporte que m € N(U, Vi) N N(Us, V,). m

Proposition 4.6 Un systéme dynamique T : X — X mélange faiblement si et seulement si pour

les ensembles ouverts non vides U,V C X, nous avons
N (U U)NN((UV) # .

Preuve. Il suffit de montrer que la condition énoncée implique la condition de la Proposition 4.5.
Ainsi que, U, V;,V, C X soient des ensembles ouverts arbitraires et non vides. Par hypothese,
il existe certain n € N tel que U; = U N T~ (V) soit un ensemble ouvert non vide. Puisque les
applications topologiquement transitives ont une point dense, I’hypothese implique également
que 7" (V,) est non vide et ouvert, donc il existe un m € N (U;,U;) N N (U, T~ (V,)) . Donc,
ilya a,y € U, avec T™z € U, et T"T™y € V,. Nous avons alors cela 7"7T™z € V;, qui implique
que n+m € N (U, Vi) NN (U, V,), comme nous le souhaitons. m

4.1. Applications faiblement mélangées
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Nous caractérisons enfin la propriété de mélange faible en termes de taille des ensembles de
retour N (U,V) ou, de maniere équivalente, en termes de transitivité topologique de certaines
sous-suite (7™*),, pour la notion de transitivité topologique pour une suite d’applications. Nous

renvoyons a la section suivante :

Définition 4.5 Une suite strictement croissante (ny), des entiers positifs est appelé syndétique si :

sup(ng1 — ng) < 00.
k>1

De méme, un sous-ensemble A de N est appelé syndétique si la séquence croissante d’entiers positifs
se forme A est syndétique, ou de manieére équivalente, si son complément ne contient pas d’intervalles

arbitrairement longs.

Théoreme 4.2 Soit T : X — X un systeme dynamique. Ensuite, les assertions suivantes sont équi-
valentes :

i) T mélange faiblement ;

it1) pour toute paire U,V C X d’ensembles ouverts non vides, N (U, V) contient des intervalles arbi-
trairement longs,

iii) pour toute suite syndétique (ny), , la suite (T™), est topologiquement transitive.

Preuve. i) = ¢7) : Soient U,V C X des ouverts non vides, et soit m» € N. Comme dans la preuve
de la Proposition 4.6, chaque ensemble 7% (V) k = 1,...,m, est non vide et ouvert. D’apres le
théoréme de Furstenberg, 'application de produit de m fois 7" x ... x T est topologiquement

transitive, il existe un certain n € N tel que
T (UNT*(V)#£@fork=1,..m.

Cela implique que 7"** (U) NV # @ pour k =1,...,m.
i1) = 1) : Par la Proposition 4.5, il suffit de montrer que, étant donné les sous-ensembles ouverts
non vides U, V;,V, C X, N (U, Vi) N N (U, V;) # @. Tout d’abord, par (i7) il y a un certain

m € N (Vy,Vs) et il existe un ensemble ouvert non vide V3 C V; tel que 7™ (V3) C V,. Aussi
par (i7) il y a un certain k € N tel que k + j € N (U, V3) pour j =0, 1,...,m. En particulier, nous
avons k+m € N (U, V;) et

TH™(U)YN Ve D TF™(U)NT™ (V) D T™ (T (U) N V3) # 2.

Nous concluons que k +m € N (U,V;) NN (U, V3) .

i1) <= 1ii) : Cela découle immédiatement des définitions et du fait qu'un sous-ensemble de
N contient des intervalles arbitrairement longs si et seulement si elle répond a toutes les suites
syndétiques. La condition (i:) dans ce résultat montre bien a quel point le mélange est faible entre

la transitivité topologique et le mélange. m

4.1. Applications faiblement mélangées
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4.2 Universalité

Les concepts de base introduits jusqu’a présent dans ce chapitre permettent une généralisation.
Porbite d'un point = sous une application 7" s’obtient en appliquant les itérés 7", n = 0,1,2, ..., de
T a x. Au lieu de cela, on pourrait penser a appliquer des applications arbitraires 7,,, n =0,1,2, ...,

x, dans ce cas nous n’avons méme pas besoin que 7, sont des auto-applications.

Définition 4.6 Soit X et Y des espaces métriques, et soit T, : X — Y, n € N, des applications

)

continues. Ensuite, Uorbite de x sous (T,,), est défini comme suit :
orb (x,(T,,)) = {T,z ;n € N}.

Un élément 1 € X s’appelle universel pour (T),) s’il y a une orbite dense sous (T,,),

Un exemple intéressant et non trivial est fourni par la série universelle de Taylor : On peut montrer
qu’il existe une fonction infiniment différentiable f: R — R avec f (0) = 0 tel que, pour toute
fonction continue g : R — R avec ¢ (0) = 0, il existe une suite croissante (ny), des entiers po-

sitifs tels que :
ng
f(0) ,
> Tt g (2)
v=0

uniformément sur tout sous-ensemble compact de R. Dans ce cas, 7, est 'application qui associe
a f son polynéme de Taylor de degré n a 0.

Nous pensons qu’il existe une différence de philosophie entre universalité et dynamique topolo-
gique : Dans le premier, on s’'intéresse aux éléments universels et a leurs propriétés, tandis que
dans le second, I'accent est mis sur plutot une application et ses propriétés.

Cependant, I'étude de la dynamique d’'une seule application nécessite parfois de regarder les
orbites sous des suites générales des applications, le Théoréme 4.2 en a déja fourni un exemple.
Pour cette raison, nous examinons briévement ici la maniere dont les concepts et les résultats de

ce chapitre peuvent étre généralisés la notion de I'universalité.

Définition 4.7 Soient T, : X — Y, n € N des applications continues entre les espaces matriciels

X etY. Puis (T,,), est appelé topologiquement transtif si pour toute paire U C X and V C Y des

ensembles ouverts non vides, il y a n > (0 tel que :
T, ({U)NV # @,

il se mélange si la méme chose est vraie pour tous les n suffisamment grands, et il se mélange faible-

ment si (T,, x T,,), est topologiquement transitif sur X x X.

4.2.  Universalité

Q-
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Maintenant, bon nombre des résultats de ce chapitre s’étendent, du moins sous des hypotheéses

appropriées, a des suite générales.

Théoreme 4.3 (Critére d’'universalité) : Soit X un espace métrique complet, Y un espace métrique
séparable et T, : X — Y, n € N, des applications continues. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

i) (T},),, est topologiquement transitif.

i1) Il existe un ensemble dense des points x € X tel que orb (x,(T,)) est dense en Y.

Si l'une de ces conditions est vérifiée alors l'ensemble des points de X dont Uorbite est dense est un

G's-ensemble dense.

Preuve. Supposons que (ii) soit valable. Si U et V' sont des ensembles ouverts non vides de

X et Y, respectivement, alors il existe » € U avec une orbite dense sous (7,) , alors qu’il en

"o
existe n > 0 avec T,z € V. Cela implique (7).

Limplication inverse et le fait que 'ensemble des points a une orbite dense est un (Gs5-ensemble
dense peut étre prouvé exactement comme dans la preuve du théoréme de transitivité de Birkhoff.
u

En général, les résultats sur les itérations des applications ont de bonnes chances de s’étendre aux
suites (7,,), sielles consistent a faire la navette pour les auto-applications 7,, : X — X avec des
points dense. Par exemple, pour telles suite, le théoreme de transitivité de Birkhoff a une analogue

parfait.
Remarque 4.3 Si nous définissons les ensembles de retour
N(A,B)={neN; T,(A)NB # o}

alors la partie (a) de lastuce de 4-ensembles reste valable pour les suite (T,,), d’auto-applications
si Uapplication S bascule avec tous T,, n > 0, ainsi que la partie (b) pour les navetteurs d’auto-
applications. En conséquence, le théoréme de Furstenberg s’applique également aux suite de navetteurs

(T,,), de méme que la Proposition 4.5.

4.3 Conclusion

La notion du chaos reste tres utile a nos jours dans plusieurs domaines. En effet, en physique,
en mathématique et en météorologie évidemment, mais aussi en biologie et chimie, en astro-
physique, en économie et sciences sociales..., bref dans une diversité de domaines. Par exemple,

en biologie, dans I'étude de populations, les savants ont remarqué que la croissance présente

4.3. Conclusion
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un comportement chaotique. Bien qu’en chimie pour I'étude des gaz et des particules comme le
mouvement brownien. D’autre part, en astrophysique, lors d’intégrations numériques (pour de
grandes durées mais qui sont toujours largement inférieures a I’age du systéme solaire) des mou-
vements des planetes proches du Soleil comme Mercure, Vénus, la Terre et Mars, il a été remarqué
que ces systemes sont trés sensibles aux conditions initiales et que par conséquent la prévision
de 'emplacement de celles-ci dans le futur lointain est tout simplement impossible. De plus, des
physiciens ont récemment remarqué que la Terre, si elle n’avait pas de lune, aurait une rotation
chaotique. Ce qui signifierait que sur Terre, il n’y aurait plus ce systéme régulier des saisons tel que
nous le connaissons. En outre, en économie, '’étude de marché montre que la bourse est un sys-
téme chaotique (au sens technique...). Enfin, et surtout, dans la cryptographie, la découverte des
signaux chaotiques, ces signaux de nature trés imprévisibles et qui ne semblaient pas étre faciles
a controler, ils sont déterministes mais fortement sensibles aux conditions initiales et présentent
une allure pseudo-aléatoire. Ces propriétés peuvent étre affinées pour simuler les caractéristiques
d’un bruit blanc ou d’un autre signal aléatoire, ce qui fait du chaos un phénomeéne tres intéressant

pour cacher des signaux d’informations afin de transmettre ceux-ci d'une maniere sécurisée.

4.3. Conclusion
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