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Résumé

Le but de ce travail est d’étudier quelques problemes mixtes non locaux par la méthode
des inégalités énergétiques(estimation a priori).
Le premier probleme est '’équation hyperbolique de deuxiéme degré en combinant une
condition classique et une autre integrale.

Le deuxieme une équation parabolique avec une condition classique.



Abstract

The objective of this work is to study some mixed problem non local by the Inequality
energy method (priori estimate).

The first problem is an hyperbolic equation of second ordre combining a classical and
an integral contraint.

The second is a parabolic equation with classical condition
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Introduction générale

Plusieurs phénomenes physiques aussi que des phénomenes en biologie et en écologie
peuvent étre modelés par des problemes mixtes non-locaux (des problémes avec de contraintes
non-locales comme des conditions intégrales). Autrement dit, les problemes mixtes non-locaux
sont généralement inspirés de la physique moderne et des sciences technologiques et
évidemment, ils décrivent plusieurs phénomenes biologiques physiques. Dans quelques
catégories de problémes, on ne peut pas mesurer les données a chaque point de la frontiere,
mais il suffit de connaitre la valeur moyenne de la solution sur le domaine. Les conditions
aux limites non-locaux peuvent apparaitre dans des problemes pour modeler le débit d’eau, la
théorie de la transmission, le génie chimique, la théorie de controéle, les sciences médicales, les
sciences de vie, etc. C’est la raison pour laquelle ces problémes mixtes non-locaux ont beaucoup
attiré I'attention ces dernieres années,pas seulement en ingénierie, mais aussi en mathématiques.

La résolution des problemes mixtes ayant des contraintes non-locales a commencé au
début des années soixante, ot Canon [6] a utilisé la méthode potentielle pour prouver que
I’équation parabolique homogene associée a des conditions classiques et non- classique est bien
posée.

Ensuite, Kamynin [18] a généralisé les résultats obtenus par Canon en utilisant un systéme
d’équations intégrales. Mouravei et Philinovsku [41] ont utilisé le principe de maximum,
en combinant un Neumann et une condition intégrale pour I’équation de chaleur. Lonkin [16]

a étudié également d’autres cours de problemes mixtes avec des conditions intégrales.

Fapplication des analyses fonctionnelles, la méthode énergétique, la méthode des
équations intégrales singulieres sont généralement difficiles a appliquer dans la résolution
des problémesde ce type. Notez que I'étude théorique des problémes non-locaux est liée a
de grandes difficultés.

Cette méthode a été utilisée pour la résolution des problemes mixtes relatifs aux équations
différentielles elliptiques [24], paraboliques [16, 24], équations
hyperboliques [24, 30, 34, 41, 43], pluri-paraboliques [29], pluri-hyerboliques [33], équations
non classiques, équations opérationnelle [18], et les problemes de transmission .

Un modele avec une contrainte non-locale dans des problemes de thermoélasticité a été
dérivé de [47]. Ces contraintes non-locales (conditions intégrales) peuvent représenter une
moyenne, une énergie totale ou une masse totale.

Dans ce mémoire, nous avons appliqué la méthode d’estimation a priori
(la méthode d’inégalité énergétique) pour certains problémes linéaires mixtes avec une valeur

aux limites non-locale. Nous avons principalement prouvé 'existence, 'unicité




et la dépendance continue de la solution sur les données fournies (nous avons montré que les
problémes posés sont bien posés).

Le mémoire est organisé comme suit : dans le premier chapitre, nous donnons quelques
notions de la théorie des espaces fonctionnels, la théorie des opérateurs, quelques inégalités
importantes que nous utilisons dans les chapitres suivants.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions un probléme mixte pour des équations
hyperboliques de deuxieme degré en combinant une condition classique et une autre intégrale.
A la base d’'une estimation a priori, nous prouvons 'unicité de la solution du probleme donné.
Pour I'existence de la solution on prouve que 'image de 'opérateur généré par le probleme étudié
est dense.

Par conséquent, nous prouvons l’existence et 'unicité d’une solution forte généralisée du
probleme donné.

Dans le troisiéme chapitre, nous investissons une équation parabolique avec une condition
classique. Nous prouvons l'existence et 'unicité de la solution forte généralisée du probleme
donnée.

Pour la résolution des différents problémes posés, nous suivons le schéma suivant :

Nous écrivons d’abord le probléme posé dans un formulaire appelé opérateur formel :

Lu=F (0.1)

Ou l'opérateur L est considéré de I'espace de Banach B vers un espace de Hilbert H qui est

choisi convenablement. Nous établissons ensuite une estimation a priori pour 'opérateur L.
|lulls < cl[Lul|m, Yu € D(L), (0.2)

Ou D(L) est le domaine de définition de L.

Lestimation (0, 2) peut étre obtenue en choisissant un certain multiplicateur M« qui est
en général un opérateur itégro-différentiel et en utilisant des intégrations par parties
appropriées.

Nous devons mentionner ici que, jusqu’a présent, il n’y a pas de méthode générale pour la
construction de tel opérateur multiplicateur Mw. Nous montrons alors que 'opérateur L est
fermable et nous dénotons par L sa fermeture.

Nous définissons une solution forte de probleme donné comme la solution de I'’équation

d’opérateur.

Lu=F, Yue D(f) (0.3)




Nous étendons l'estimation (0, 2) a I'ensemble des solutions u € D(L) (solution forte) par

passage a la limite, nous avons I'estimation a priori.

[[ull < c||Lul|g Yu € D(L) (0.4)

Ainsi, nous prouvons l'unicité d’une solution forte et la fermeture de I'image R(L) de
Popérateur dans 'espace H et R(L) = R(L).
Finalement, la solvabilité de chaque probleme donné, nous prouvons la densité de 'image
R(L) de I'opérateur L dans H, et par conséquent 'existance de solution du probleme

considéré.



Chapitre 1

Notations préliminaires

1.1 Espace linéaire

Soit X un ensemble des élements dénoté : z,y, ...... On suppose que chaque paire
des élements (z,y) peut étre combiné par un opération nommeée addition pour donner

un autre élément z denoté z = x + y.

On suppose aussi que chaque nombre réel « et chaque élement = peut étre combiné
par une opération notée multiplication pour donner un autre élement y denoté par y = ax.
Fensemble X avec ces deux opérations est nommé un espace linéaire si les axiomes suivants
sont satisfaits :
r+y=y+uz @)

v+ (y+z)=(r+y) +=z (2)

Il y a dans X un élement unique, denoté par 0 est nommé I’élement neutre tel que :
x + 0 = z pour chaque x 3

Pour chaque = € X correspond un éléement unique, denoté par —z tel que

r+(—x)=0
a(z+vy) = ar + ay (5)
(v + B)r = ax + Sz (6

10
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(af)z = a(Bz) (7)
le==z 8)
0.z =0 9

quelque soient «, 5 sont des nombres réels et x, y sont des élements dans X.

Définition 1.1 (Opérateur linéaire) Soient X et Y deux espaces linéaires (tous les deux réel ou

complexes).

Soit A une fonction de domaine D(A) dans X et image R(A) dans Y.

Alors A est nommé un operateur linéaire si D(A) est un sous espace de X et si

1. A(l’l + ZL‘Q) = AZL‘l + AZL‘Q
2. A(ax) = aAx.
quelque soit « est un scalaire et x1, x5, x3 sont des vecteurs dans D(A).

Si D(A) = X, nous disons souvent que A est un operateur linéaire de X dans Y.

Un sous ensemble important du domaine de A est Uespace nul de A, N(A) oul

N(A)={x € D(A) : Az =0}
Théoreme 1.1 Soit A un operateur linéaire sur D(A) dans X et image R(A) dans Y, ou X et Y

sont des espaces linéaires.

Alors A~1 existe si et seulement si N(A) = 0. ou A™! existe, il est un operateur linéaire.

Définition 1.2 (Fonctionnelle linéaire) Soit X un espace linéaire réel (resp complexe) et soit Y
un champ scalaire associé avec X. A un operateur linéaire sur X sur'Y est nommé alors fonctionelle

linéaire.

1.1. Espace linéaire
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1.2 Espace Normé

Définition 1.3 (La norme) : Soit X un espace véctoriel réel (resp complexe).

Une norme sur Uespace linéaire X, est (Real-value function) une fonction a valeur réelle

||.]| : X — [0, 00], dont la valeur a x est denoté par ||x|| et a les propriétés :

Loflz+yll < fl=l] +[lyll

2. oxl] = |al|lz|
pour tous les scalaire «

3. [zl = 0
4. ||lz||] # O0siz#0

Définition 1.4 (Espace linéaire normé) Un espace linéaire (X, ||.||) sur lequel une norme est dé-

finie est nommé un espace linéaire normé.

Définition 1.5 (Espace complet) Lespace normé X est complet si toute suite de Cauchy dans X

converge vers un élement sur X (i.e) a une limite lequel est un élément de X.

1.3 Espace de Banach

Définition 1.6 (Espace de Banach) Si un espace linéaire normé X = (X, ||.||) est complet, il est

nommé un espace de Banach.

Théoreme 1.2 Soit X un espace linéaire normé. Alors il existe un espace linéaire Y tel que Y est

complet et X est un sous ensemble dense de Y. Jusqu’a Uisométrie, U'espace Y est unique.

Définition 1.7 (Achévement) : l'espace Y donné par théoreme(1.2) est nommé achévement (par-
tition) de X.

1.4 Espace de Hilbert

Définition 1.8 (Espace préhilbertien) : Un espace linéaire complexe X est dite espace préhilbertien
si pour chaque paire des élément =,y de X, il existe un nombre complexe associé (x,y) est dit le

préhilbertien de x et y avec les propriétés suivantes :

1.2. Espace Normé
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Lz4+y+2) = (2,2)+(y,2),Vr,y,2€ X

dont le bar denoté conjugué complexe.

3.(ax,y) = o(z,y),Va
4. (z,x) > 0,V e X et(z,x) =0 x=0.

Iespace préhilbertien est un cas special de ’espace linéaire normé. C’est exprimé par le lemme

suivant.

Lemme 1.1 Soit X un espace linéaire muni de produit scalire. Alors Uexpression ||z|| = +/(z,x),Vz €

X, définie une norme sur X.

Définition 1.9 (espace de Hilbert) Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien (un espace
linéaire normé) complet.

Une distance sur H est donnée par :

|z =yl = V(z =y, 2 —y).

Par conséquent, les espaces préhilbertiens sont des espaces normés, et les espaces de Hilbert

sont des espaces de Banach.

1.5 Orthogonalité-Complément Orthogonal

Définition 1.10 (Orthogonalité) Soit H est un espace de Hilbert (plus généralement un espace

préhilbertien). On dit que deux éléments de H, x et y sont orthogonaux (ou x est orthogonal a i) si
(z,y) =0

et on écrit x 1 y. De méme, pour Uinclusion
A BCH

on écrit
xrlysizxla Va€eA

1.5. Orthogonalité-Complément Orthogonal
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Définition 1.11 (Complément orthogonal) Pour chaque sous-espace M de H, on définit le com-
plément orthogonal par :
M*={zeH | (r,y) =0,Yy € M}

lequel est l'ensemble de tous les vecteurs orthogonaux a M.
Il est clair que M+ est un sous-espace fermé. Si M est aussi fermé, alors H est un somme directe de
M et M~ :

H=M®M".

Théoreme 1.3 Soit H un espace de Hilbert. Un sous-espace M de H est dense si et seulement si
M+ = {0}.

Théoreme 1.4 (Complétion) Pour tout espace normé (espace Préhilbertien) X, il existe un espace
Banach (Espace de Hilbert) X et une isométrie A de X sur un sous-espace W de X qui est dense dans
X : lespace X est unique, sauf pour les isométries.

Les concepts suivants sont tres utiles pour étudier des opérateurs non bornés.

1.6 Opérateurs fermés
Définition 1.12 Le graphe d’un opérateur linéaire A : X — Y est Uensemble des paires ordonnées :
I'(A) ={(z,Az) |[r€e D(A)}C X xY
On note que le graphe est un sous-espace de X x Y.
Lemme 1.2 Lopérateur A est une extension de A si et seulement si
r(ﬁ):;r(A)

Définition 1.13 On dit qu'un opérateur A est fermé si son graphe est fermé dans le sous-ensemble
de X xY.

Définition 1.14 On appelle A est fermable s’il posséde une extension fermée. Chaque opérateur fer-
mable admet une plus petite extension fermée qu’on appelle sa fermeture et noté par A.

Le lemme suivant est une conséquence directe de la définition d’'un opérateur fermé.

Lemme 1.3 Un opérateur A est fermé si et seulement si il a les propriétés suivantes. Si pour toute
suite suite x,, € D (A) tel que

l.x, — =«

1.6. Opérateurs fermés
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et
2. Az, — f
alors
1. ze€ D(A)
et
2. Av = f

On a une caractérisation similaire d’un opérateur fermable.

Lemme 1.4 Un opérateur A fermable si pour toute suite x, € D (A) tel que =, — 0, on a soit
1. Az, — 0

ou

2. lim Az, n'existe pas

n—oo

Corollaire 1.1 Si A est fermable, alors

['(A) = T(A).

1.7 Eespace de Sobolev

Définition 1.15 Soit Q2 € R™ un ensemble ouvert, k un entier non négatif et soit 1 < p < oo, alors
on définit W} (Q) pour étre l'ensemble de toutes les distributions u € L? (Q) tel que D*u € LP (Q)

pour |a| <k, ot a € N, a = (a1, 9, ....,qn), a; €N, i=1,n

n
la] = Z a; D
i=1

olal

o (%) o
0x{'0x5>...0xon

et

LP(Q) = {u : mesurable | / |u(z)|Pde < oo}
Q
L% () = {u : mesurable |3C tel que |u(z)] < C  sur Q}.

LP (Q) est un espace complet pour la norme

1
||uum>—( / |u<x>\ﬁdx) Cl<p<oo
Q

1.7. Eespace de Sobolev
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et L™ (2) est un espace complet pour la norme :

L (Q) = suplu () |

€
k s e .
En W (2), on définit une norme par :
HUH%/II;(Q) = Z HDQUHLP(Q)a
la|<k
< oo
el oy = max |07l 10,
et pour p = 2, on définit un produit scalaire par :
(u,v) whQ) = /Da x)D%(z)dz.

|| <K

Pour WY} (Q) on utilise également la notation H* ().

1.8 Formule de Green

On suppose que 2 est un domaine borné de classe C*> dans R", et u,v € C? (). les suivants

sont appelés formules de Green :

9 yg — / (vAu + VoVu) de, (10)
Q
ou ov
/ (v% - u%)dS /Q(UAU — ulv)dz, 11)

ol dS désigne la mesure de surface sur 0f).
En effet, les formules de Green (10) et (11) tiennent plus généralement pour u,v € C? (Q) N
C' (Q), a condition que les
intégrales sur (2 et 0f) converge.
Cas spéciaux :

1) Si on prend v = 1dans (10), on obtient :

—dS / Au dzx,
Q

o0 0
2) Sion prend u = v dans (10), on obtient :

/ u%dS / (ulu + |Vul?) da.
ov Q

1.8. Formule de Green
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1.9 Régularisation des opérateurs

Soit I une fonction de classe C*°, avec les variables ( tel que :

W(¢)>0W =0, si [¢|=1,

et
e ) 1
[ wew = [ wie
—00 -1
= 1.
On dénote par :
1 _ /
W (x,2') = =W <I i )
3 3
Pour toute > 0,on a:
/ W (z,2")dx’ = / W, (z,2") dx
et

We(z,2') =0, si|z—2a'| >e.

On définit 'opérateur de lissage (smoothing operator) J. : L? () — L? (Q) par la formule :

(Jv) (z) = /_ T W (0 ()
_ /| Wl ey

ou Q = (a,b) C Retv e L*(Q). Cet opérateur a les propriétés suivantes :
P1. La fonction J.v € C* siv € L* (), et

B , -
a{L‘_m (ng) = JE(&E_mU)7 si veC (Q) .

P2.Siv € L?*(Q), alors

1.9. Régularisation des opérateurs
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|[Jev = v||r2() — 0, quand & — 0,

et

1Je0]l2 ) < [[ol]z20)-

P3. Siae C(Q) etve L?(Q), alors

|aJov — Jo(aw)||2() — 0 quand € — 0.

P4. Sia € C'(Q) etv e L? (), alors

H% (aov — J(aw)) [|r2@) — 0 si e =0

1.10 Des inégalités importantes

1.10.1 Lemme de Gronwall :

Si fi(7)(i = 1,2,3) sont des fonctions non négatives sur (0,7"), fi(7), f2(7) sont des fonctions
intégrables, et f3(7) est une

fonction non décroissante sur (0,7), alors si

Sofi+ fa < f3+cSsfa,

alors

Sefi 4 f2 S expler) f3(7)

ou
%‘ri: T'L' d7 -:7 .
fe [ fwa a=12

1.10.2 Inégalité de I’'intégrale Cauchy-Shwartz :

Pour tout u,v € L? (f2), on a I'inégalité suivante :

/Q u(z)v(z)dr < ( /Q uQ(x)dx>

est appelé inégalité de I'intégrale de Cauchy-Shwartz.

ol
o=

([ )

1.10. Des inégalités importantes
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1.10.3 Inégalité de Cauchy :

Pour touta,b € R,ona:
1 1
b< —la|®>+ =|b|*.
ab < Slaf* + 5

1.10.4 Inégalité de Cauchy avec ¢ :

Linégalité suivante :

€ 1
b< —lal> + —|b|? beR
a _2|a| +2€||, a,beR,

satisfait pour tout € > 0.

1.10.5 Inégalité de Young :
La généralisation de I'inégalité de Cauchy-Shwartz est notée inégalité de Young qui est don-

née par :

1 -1,
ab < —|a|p+p—|b|%, a,beR, p>1
p p

1.10.6 Inégalité deYoung avec ¢ :

Pour tout € > 0, on a I'inégalité :

1 —1b
ab < —]&ta|p+p—|—|pr
p p €

laquel est la généralisation de Cauchy avec .

, a,beR, p>1

1.10.7 Inégalité de Holder :

Pour tout u € L () et v € L7 (), on a I'inégalité suivante :

/Qu(x)v(x)dx < (/Q |U(x)|”dgp>; </Q |U<$>|p;dx>p;1

olp > let  + . = 1 Cette inégalité est la généralisation de l'inégalité de l'integrale de Cauchy-

Shwartz.

1.10. Des inégalités importantes



1.10.8 Inégalité de Poincaré :

Pour tout u € W} (), on a linégalité :

/u%xﬁC’é/uidw
Q Q

ou C, est une constante dépendant seulement de ).

1.10.9 Inégalité Elémentaire

l ) 63
| @y e < Gl (0 I,

¢ 2 2 62 2
[ @) e < I8 €0

l
/O (S, (6w) dr < 4|S, (6u) |22,

20



Chapitre 2

Sur un probleme mixte pour une équation

hyperbolique avec une condition intégral

Ce chapitre est consacré a Uétude d’'une équation hyperbolique du seconde ordre
en combinant une condition classique et une condition intégrale pondérée. On prouve

Uexistance et Uunicité d’'une solution forte généralisé du probléme donné.

2.1 Position du probleme

On étudie le probléme mixte non locale suivant pour une équation hyperbolique de seconde
ordre. On cherche une fonction

u:@Q — R tel que:

Pu 0 ou
Lu = ﬁ — %(CLCL',t)%) = f(x,t) dans Q = x [O,T] , (21.1)
lu=u(z,0)=p(r), Llu=u(r0)=1(x), (2.1.2)
u,(0,) = 0, (2.1.3)
¢
/udx =0, (2.1.9)
0
ou Q = [0,/], et a(z,t) est une fonction donnée satisfaisant les conditions :
da da D%a d%a
<a<ecp, — < ey — <y <0 — < 1.
Co >~ a x> (g, at > Co, 81’ > (s, 8t2 > g, al’at > Cs, (215)

21
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et ¢; i = 0 — 5 sont des constantes positives.
pour étudier (2.1.1) — (2.1.4), on utilise 'espace de Hilbert L?(Q) et 'espace de sobolev W, (Q)

avec la norme associé :
lullfy ) = ullzaig) + [ual72ig) + [luell72q)-
Le probléme (2.1.1) — (2.1.4) peut étre considéré comme résolvant 'équation opérateur

Lu = (Lu,liu,lu)
= (f7 (p7 w)?

ol L est un opérateur non borné défini sur B vers H, ou B est un espace de Banach

de fonction u € L?(Q) ayant la norme finie définie par :

lulfy = suwp {Iful@,7)IZ0 }

0<r<T

et H est 'espace de Hilbert obtenu en complétant 'espace L?(Q) x L*(Q) x L*(Q) par rapport a

la norme définie par :

1Zully = 1 (@)[Z2q) + lle(@)lT2g) + 1f1122q)
au probleme (2.1.1) — (2.1.4), on assigne 'opérateur L = (L, {1, {5) avec le domaine de définition :

u € L*(Q), tel que gy, Ug, Uy, Ugt, Uze € L*(Q)
¢

u.(0,t) =0, /udx =0

0

D(L) =

2.2 Dunicité de la solution

Théoreme 2.1  Si la fonction a(x,t) satisfaisant les conditions (2.1.5), alors pour tout u € D(L) il

existe une constante positive K indépendante de u tel que on a Uestimation a priori :
lulls < K[ Lul | (2.2.1)

Preuve. considérant le produit scalaire dans L?(Q,) de ’équation (2.1.1) et Popérateur integro-

différentiel :
Mu = —32(uy), (2.2.2)

2.2. L'unicité de la solution
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ou

z &

= //U(n, t)dndg,

et @, =Q x (0,7)avec 7 € (0,7), on obtient

(Mu, Lu)

0
= (utt7 _%i(ut))LQ(QT) - (a_<a(x> t)%% _%i(ut))lg(@r)
= (=S%(w), Lu) (2.2.3)

On considére séparément les intégrales de I'égalité (2.2.3). En intégrant par partie et en

prenant en compte les
conditions (2.1.2) — (2.1.4)

(uee, =2 () 12,y =

/ utt\s (ug)dzdt

Qr
/ utt )} dt+/%x(utt)%$<ut)dl’dt
0

Qr

/é[%m(ut)%x(ut)]g dr — /%m(utt)%m(ut)dxdt

Qr

(S,0)%dz, (2.2.4)

2.2. L'unicité de la solution
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(o0l )30, =82 (w)
= /(%(a(m,t)%)%i(ut)dxdt
o

T

= / [a(z, t)u, S (ue )]Z dt — /a(m,t)uxgx(ut)da:dt

Qr

= / a(x, t)u, (uy)] dt + /8 a(z, 1), (ur) )udzdt
T

0 Q-
= /auutdxdt + /a—augx(ut)d:cdt
T
Qr Q-
da - 0
= /%u%x(ut)dmdt + [au2] dx — /a(au)udazdt

o\& O\N

= /—u\sx wg)dxdt + au da: — /—quxdt — /auutda:dt

14

1
= /—u\sz ug)dxdt + —/ au? d:v — —/—ugdxdt

0

[\]

= %/CL(QZ,T)U (x,7)dx — %/a(:c,O)uz(x,O)d:c,

0

—= / 94, 2 4vdt + / %u%x(ut)dxdt

¢
1

_ §/a(x (7)o — %/a(w 0) dx

——/@UQd dt + /—u\sz ug)dzdt. (2.2.5)

2.2. L'unicité de la solution
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La substitution de (2.2.4) et (2.2.5) en (2.2.3), donne
¢

/ZL‘T (z,7)dx

0

¢
1
= §/a(x 0)p?dz + = / )dx + = /—quxdt

/—u\sw w)dxdt — /f (2.2.6)

N —
N —

¢
/(%mut(x 7))%dx +
0

a l'aide de l'inégalité de cauchy ( ab < 3|a|® + 3[b?) et les conditions sur les coefficients (2.1.5),

on trouve
¢ ¢
L[« 2 Co 2
5 (Spue(z, 7))°de + 5 [ u (z,T)dx
0 0
1 / 1 /
< 5/(S$ut(1’,7))2da§ + §/a(x,7)u (x,7)dz,
0 0
¢ ¢
1/a 2dx + 1/(% V)?dr + 1/—u2dxdt
2 2) 77 2
0 0 Qr
—/@u% (ug)dxdt — /f%Q(u
8:(: x\ Wt \Wt
Qr Qr
. ¢ ¢
€1 2 C2 | C3 2
< — L4 2
< 2/ Vda + / dx—l—(2+2)/ud;1:dt
0
/|\$$ ug) [Pdadt + /|f| dxdt + = /| ug) [Pdxdt.
Alors
. ¢ ¢
5/ (x,7) dx—l—%o/u (x,7)dx
0 0
< / dg;+—/ 2dx + ( )/ dxdt

—/|\sx ug) |Pdxdt + = /|f| dxdt + = /| uy) |*dadt, (2.2.7)

2.2. L'unicité de la solution
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en vertu des inégalités suivantes :

l
[@enre < SISl

¢
62

/ W)2dr < —|lu(z,t)|] (2.2.8)
2 2o’

0

les premiers et les derniers termes du c6té droit de (2.2.7) peuvent étre estimés comme suit :

¢
1 [ ) 102 )
5 | Se(@@))de < 5ol[(@)]ia0)
0
¢
2 9
< I W(z) dr
0
(2.1
1/ 162 ,
5 [wldndt < 358w
QT
2 9
la combinaison de (2.2.7) et (2.2.9), donne
¢ ¢
(Spu(z, 7)) 2dw + co/u2(x, T)dx
0 0
¢
62
< 5/ dx—l—c/gpdx—i— 02+03)/u2dxdt
0 0 Qr
+(c3 + 5)/\%m(ut)]2dxdt+ /|f\2d:cdt, (2.2.10)

2.2. L'unicité de la solution



Chapitre 2.
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implique :

IN

IA

IA

min(1, ¢p) (j(%xut(x,T))2dx + /£u2(x,7)d$)

L

/(%xut(x,T))zd:U + cojuz(x,T)dx

0

¢ ¢
€2
E/w(x)Qda: + cl/go2dx + (co + 03)/u2daﬁdt

0 0 Qr
62
+(c3 + E)/|%x(ut)|2dxdt+ /|f|2dxdt
¢

¢
2 2
max(%a c1, (c2 +¢3), (cs + %)7 1)(/¢($)2d00 + /(,Dle’ + /u2dxdt
0

0 Q-

+/\%m(ut)]2da:dt+ /|f|2dmdt)

Q- Qr

il découle de (2.2.10) que :

ou

¢ ¢
/ (z,7 2dx+/ >(z,7)dx
0 0

< C’(/w( da:+/£g02da:+/|f|2dxdt)
0 0 Qr

+C(/u2d:vdt + /]Sx(ut)Idedt), (2.2.11)
Qr Qr

max(%, c1, (2 +¢c3), (s + %), 1)

¢= min(1, ¢o)

(2.2.12)

Application de Lemme de Gronwalls :

alors :

tel que :

Srfir fo(T) < f3(T) + ¢S4 fo

Sy f14f2(7) < exp(er) f5(7)

2.2. L'unicité de la solution
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fa(7) :/g(%ggut(x,T))de+ju2(x,7)dx,

y4 l
f3(7) = 0(/¢(x)2da; + /<p2d:c + /|f|2dxdt),
0 0 Q-
et
Srfe = /Udedt + /\%x(ut)ﬁdxdt,
Qr Q-
donc
l l
[Guute o+ [uiwr)aa
0 0

i ¢
< Cexp(CT)(/w(x)2da: + /g02dx + /]f\Qd:Udt). (2.2.13)
0 0 Qr
Si on élimine le premier terme du c6té gauche de (2.2.13), on obtient :
‘ ¢ ‘
/uQ(:z:,T)d:E < Cexp(CT)(/w(a:)zdx + /gdex + /|f]2dxdt), (2.2.14)
0 0 0 Q-

puisque la coté droite de (2.2.14) ne dépend pas de 7, en prenant la borne supérieure de chaque
partie en respectant
7 € [0,7], on obtient

sup (/éuQ(:c,T)dx)

0<r<T
¢ ¢

< Oexp(CT)(/¢(x)2dx+/cp(a:)2da:+/|f|2da;dt)
Qr

0 0

implique :

sup{ |Ju(z, 7)||Z20,0}
0<7<T

< M([¢@)1L2@dr + [le @)Lz dr + [| £z drdt), (2.2.15)

2.2. L'unicité de la solution
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ou
M = Cexp(CT).
D’ol I'éstimation (2.2.1) avec
K= \/Eexp(%).
u

Proposition 2.1 Lopérateur L de B vers H admet une fermeture.

Preuve. Soit u,, € D(L) une suite tel que :

u, — 0dans B, (2.2.16)
et
Lu, — F=(f,¢,¢)dans H, (2.2.17)

alors il faut montrer que ¥ =0, (i.e) f =0, = 0,9 = 0.
Puisque (2.2.16) est verifié, on a :

u, — 0dans D'(Q), (2.2.18)

n—oo

ou D'(Q) est 'espace de distribution sur Q).
En vertu de la continuité de la dérivation de D'(Q) dans D’(Q), (2.2.18) implique que :

Lu, — 0dans D'(Q), (2.2.19)
Selon (2.2.17),on a
Lu, — fdans L*(Q). (2.2.20)

Alors
Lu, — fdans D

n—oo

En vertu de I'unicité de la limite dans D’((), on conclut de (2.2.19) et (2.2.21) que
f=0.
selon (2.2.17), on conclut également que :

(iu, — ¢ dans L*(0,/), (2.2.22)

n—oo

2.2. L'unicité de la solution
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Des que l'injection canonique de L?(0,7) dans D/(0, ¢) est continue, on déduit que :
liu, — o dans D'(0,7), (2.2.23)

de plus, puisque (2.2.16) est vérifié et

||€1un||L2(0’g) S ||un||B, ‘v’n, (2224)
ona

(1u, — 0dans L*(0,7), (2.2.25)
d’ou

lyu, — 0dans D'(0,7). (2.2.26)

En vertu de I'unicité de la limite dans D’(0, ¢), on conclut de (2.2.23) et (2..2.26) que ¢ = 0.
En utilisant la méme procédure, on peut montrer que ¢ = 0.

Donc F = 0. Cela prouve la proposition (2.1). =

Définition 2.1 Soit L est la fermeture de L, et D(L) son domaine .

Une solution de I'équation opérateur Lu = F , Yu € D(L) s’appelle la solution forte du
probléme (2.1.1) — (2.1.4).
En prenant la limite, ’éstimation (2.2.1) peut étre étendu a la solution forte, c’est a dire on a
I'inégalité
Jullz < C||Lull|g, Vu € D(L). (2.2.27)

De I'inégalité (2.2.27), on a

Corollaire 2.1 La solution forte du probléme (2.1.1) — (2.1.4) quand elle existe, est unique et dépend

continuement du donné
F=(f,0,1)cH.

Corollaire 2.2 Limage R(L) de Uopérateur L est fermé dans H et égal @ R(L), Cest a dire :

R(T) = R(L)

Preuve. Tout d’abord, on prouve que R(L) est fermé.

Soit F € R(L), alors il existe une suite (uy,),eny dans D(L) tel que :

Lu, — F dans H,

n—oo

2.2. L'unicité de la solution
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puisque (2.2.27) implique

lunlls < C||Ltn||r, Y0 € N,

alors on déduit que la convergence de Lu,, dans H implique la convergence de u,, dans B, dire

Uy — U dans B,

n—oo

Puisque L est fermé, (u,,) est une suite dans D(L) et

U, — U dans B,

n—oo

Lu, — F dans H,

n—oo

alors u € D(L) et Lu = F cest a dire F € R(L). dou, R(L) est fermé dans H.

‘Maintenant, on prouve :

R(L) = R(L).
Puisque L est une extension de L, alors

ou I'(L) est le graphe de L,

d’ou,

R(L) € R(L),
ce qui implique

R(L) € R(L),
mais R(L) est fermé, d’ou

R(L) € R(L)

D’autre part, soit
F €R(L),

c’est a dire

alors

2.2. L'unicité de la solution
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c’est a dire il existe une suite (u,,, Lu,),ey dans T'(L) tel que :

(tpn, Luy) — (u,F), dans H,

n—oo

Cest a dire

||(unﬂLun) - (u> f)HH

||t = ulf + || Lun — FlF — 0.
n—o0

D’ou,
Lu, — JF dans H,

mais

u, € D(L)Vn,
alors on a

F eR(L),

et donc

R(L) C R(L)
D’ou

R(L) = R(L)

2.3 La solvabilité du probleme

Maintenant, on établit le résultat principal concernant I’existence de la solution du probleme

donné.

Théoreme 2.2 Pour tout F = (f,¢,v) € H, il existe une solution unique forte u = L 'F=L1F
du probléme (2.1.1) — (2.1.4) ou Uestimation

lulls < Cl|F|ln

est satisfait pour une constante C' indépendante de w.
Preuve. De (2.2.27) on conclut que l'opérateur L agissant de D(L) dans R(L) a un inverse
L', et de Corollaire 2.2, on conclut du I'image R(L) de 'opérateur L est fermé dans H.

Alors, on va prouver la densité de 'ensemble R(L) dans 'espace H (i,e) R(L) = H.

pour cela, on a besoin de la proposition suivante. m

2.3. La solvabilité du probleme
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Proposition 2.2 Si pour quelque fonction g € L*(Q) et pour tout

u € Do(L) ={ue D(L) : lyu =0,lyu =0},

nous avons :
(ﬁu, g)LQ(Q) =0 (231)

alors g disparait presque par tout dans Q.
Preuve. La relation (2.3.1) est valable pour tout élément de Dy(L). Utilisant ce fait, on peut
I'exprimer sous une forme spéciale.

D’abord définir la fonction ¢ par :

T

p(x,t) = /g(x, v)dv (2.3.2)
Soit uy; une solution de I'’équation :
= Q% (un) = ¢(,1) (2.3.3)
et soit :
0, 0<t<s,
t
u(x,t) = 2.3.4
(@.2) /(t—T)uTTdT s<t<T, ( )
il découle de (2.3.2) et (2.3.3), on a:
gz, t) = 32 (us) (2.3.5)

Maintenant, on montre que g(z,t) € L*(Q). =

Lemme 2.1 La fonction g(z,t) définie par (2.3.5) est dans L?*(Q).

Preuve. On applique les opérateurs p. et % a(233),ona:

0 0

apa [%2 (utt)} - apa [90(1’, t)]

0 0 0 o o2

atpa [ (utt)} - apa [90<l'7t)] + a [ps‘gx(utt) - ‘gzpa(utt)} )
alors

120 (92 By < 20150p. [ ) I
8tp : Witz = =ligyle v 2@

o)
+2||§ 937 (uae) — S2p2 (usr)] ||i2<Q)'

2.3. La solvabilité du probleme
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En utilisant les propriétés de 'opérateur p_, on obtient :

|20 [9200)] gy < 2l oo Lo, 111

2@’

puisque p.h — h comme ¢ — 0 dans L*(Q)) et la norme atpg (32 (uy)] est borné dans L?(Q), on

conclut que
0
ot [02(%75)} = i(uttt) S Lz(@)-
Maintenant, remplacant g dans (2.3.1) par sa représentation (2.3.5), on a :

0 0
(g, %i(uttt))LQ(Q) - (%(a(%t)a—?;), %i(uttt))Lz(Q) =0, (2.3.6)

calculant chaque terme dans (2.3.6), on obtient :

(Utu (Uttt))LZ(Q) = /Utt\F (Uttt)dl’dt
Q

= / Utt uttt)]ﬁdt - /%x(utt)%x(uttt)dxdt

Q

z Utt \fz Utt)]TdfF

/ S
Q
= / \fz utt \Sx utt)] dx + /%x(utt)%x(uttt)dxdt
Q Q
1 T
5 [\sm(utt) j|s dlL’

Q

1 1
= 5/ S (2, T))*dw + 5/(§$utt(x,5))2d$
Q
1 2
il (Seup(z,s)) dr (2.3.7)
Q

2.3. La solvabilité du probleme
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0 ou
(o (1) 5, B2 ) 1

_ 3 @ 2
= /Qax(a(x,t)ax)\sx(uttt)dxdt

T
= —/ [a(:v,t)um%i(uttt)}édt
—i—/ a(x, ) u, Sy (g )dadt
T ) a
= / [auS, ()] dt — / u—(aS, (ug) ) ddt
s Qs 833

T
= / [au%x(uttt)]ﬁdt— / autydrdt

— / @u\sx (uyy)dxdt
Q

L Ox
0
= —/ [auutt] da:+/ uy— (au)dxdt
da
— . %U\S:p(uttt)dxdt

= — / [auutt] dx + / auudrdt
Q s
Oa da
+/5 auuttdxdt — /QS %U%z(uttt)dmdt

= /[aut] dx — /utg(aut)dxdt
Q QS at

da da
+ o Euuttdxdt /QS %u%x(uttt)d:vdt

= /[aut] da:—/ ausupdxdt —/ %ufdxdt
Q . s Ot

oa da
0. auuttdxdt - /QS %u%x(uttt)dmdt

1 1
= —/ [auﬂTd:v——/ @ufdxdt
2 Q 3 s

6—uuttdxdt / —u\sm (wyye)dadt
0s Ot

o2 da g
= 5 aut Dl — S td:vdt—l— ; o Sda:

2 0a da .

1 o1 T 1 Oa da
= 5/Q[aut]sdx—— o a uidzx dt—l—/ [Eutu]sda:

2.3. La solvabilité du probleme
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da d*a da
—/ au?dwdt—/ ﬁuutdxdt—/ au%x(uttt)dmdt
Qs Qs Qs
= %/a(x,T)uf(x,T)dx—%/a(x,s)uf(m,s)dw
Q Q
3 da
B Eutd xdt + 8 (x, T)ut(z, Tu(z, T)dx
Qs
- gj(a: s)ug(z, s)u(z, s)dx

uutd:vdt / —u\sm Uy )dxdlt
Qs
1
_/ a(z, T)ui(z, T)dx — —/ ufd:vdt
2 Jo
da 0%a
—(x, T T T —
+/§; ot (x, )Ut(flf, )U(IB, )dflj /Q 12 uutdwdt

T
[—u\sx utt] dx—i—/ 2(a—u)\sx(utt)d:z:dzf

ot oz
= % a(x, T)ul(z )dx—g/s%ufd dt
da
5 (x, T)uy(x, T)u(z, T) dx—/ a2uutdxdt
da
e u(z, TSy (uge(z, T))dx

u\sw utt)dxdt—i—/ —ut\sm(utt)dxdt

1 )
5 a:Tuthdx——/—GQd dt (2.3.8)

2

g— (x, T)uy(x, T)u(z, T)dx — o g 5 uupdrdt

-,
%
A
“hat
|,
I,
o,
5

uSS, utt)dxdt—i—/ —aut%m(utt)dl‘dt.

81}(9 Qs aﬂf

2.3. La solvabilité du probleme
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La substitution de (2.3.7) et (2.3.8) en (2.3.6) donne
1 2 1 2
5 (Spu(z, s)) de + 3 a(x, T)uy (x,T)dx
Q

——/ da 2d1’dt—|—/%(m,T)ut(:v,T)u(a:,T)dm
s Q

& (utt)da:dt

— —uutdxdt—i- /S axatu\sm

0. OF

/ —ut\sx Uy )dxdt

_ (2.3.9)
c’est a dire :
1 2 1 2
— | (Spuu(z,s))de+ = | alz, T)u;(x,T)dx
2) 2 /o
3 [ Oa 9%a
= §/$Eufd:cdt+/Q wuutda:dt
a da
8x8tU\sz(utt)dxdt — /Q %ut\sm(utt)da:dt
g&(x Ty (z, T)u(z, T)dz, (2.3.10)

ou Qs =0 x[s,T].
En utilisant les conditions sur les coefficients de (2.3.5), et utilisant I'inégalité de Cauchy — ¢,
on estime les quatres

derniers termes dans (2.3.10) comme suit :

2
/ %uutdxdt < oy / uudrdt
Qs s

1
< 048—1 wldrdt + cy— ufdxdt, (2.3.11)
2 Qs 281 Qs

0%a
_ /Qs Gxatugzwtt)dxdt < C5/Su%x(utt)da;dt

1
52 | wldedt +es— | (Spun)?dzdt,  (2.3.12)
2 Jo, 2e3 Jo,

E]

—/ @utgm(utt)dxdt < 03/ w Sy (ugy ) dadt
Qs @l’

IA

1
038—3 / 2dxdt + c3— (Spuy ) dadt, (2.3.13)
2 R 253 Qs

2.3. La solvabilité du probleme
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da

- —(x, T)uy(z, T)u(z, T)dr < CQ/Qut(:E,T)u(x,T)da;

1
< 62%/U2<$,T)dl’+02—/U?(ZL’,T)dJ}, (2.3.14)
2 Q 264 Q
Maintenant, en combinant les inégalités (2.3.11) — (2.3.14) et en prenant ¢; = 5 = €3 =
1,64 = %, on obtient :

1

5/(%xutt(x,s))2dw +%/u?(w,T)dm
J Q

1

1
5/(%zutt(:€,s))2dm + i/a(:c,T)uf(x,T)da:
Q
0

3 [ da , d*a
— §/sautdmdt+/Q BT —uudxdt

& ('U/tt)dl'dt —

IN

. %Ut %x (utt ) dxdt

a
0, 0zt

0a

q Ot

3 1 1
—02/ Uy 2dxdt + 04—/ uldxdt + c4—/ u?dxdt
2 S 2 s 2 Qs

1 1
+c5—/ U dmdt+c5§/ (St ) 2dxdt

/ 2dxdt + 03—/ (Spty ) dadt

s

—(z, T)u(z, T)u(z, T)dz

IN

2

+2 dem—i——/uth)d
Co

implique

1
—/(%xutt(:ﬁ, s))de—l—%/uf(x,T)dx
Q

2
Q

IN

3¢ Cy C3 2 Cyq 05/ 2
— 4+ =4+ = dxdt — 4+ = dxdt 2.2
<2+2+2)/qut$ jL(2+2)QS“:'j (2.2)

2
W) [ @i+ & [ iy (23.15)
2 2 Qs Co Jo

Maintenant, on utilise I'inégalité de Poincaré et les inégalités élementaires ci-dessous :

/u2(x,T)dx§/ u2dxdt+/ urdzdt, (2.3.16)
Q Qs Qs

/u2da:dt§4T2/ u?dmdt, (2.3.17)
Q Q

2.3. La solvabilité du probleme
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pout transformer (2.3.15) a

sachant que :

ou

alors :

implique

IA

IA

IN

IA

IA

1

5/(<‘Iutt(w, 5))2dx + % / uf(:v,T)dx

J Q

3¢ €4 C3 9 €4 G 2/ 2
— + — 4+ = dedt +4(— + =T dxdt

2

+(@ + %)/ (Spuy ) drdt + 0—2(/ u2dxdt+/ uldwdt)
Qs Qs Qs

2 2 Co
3¢y €4 C3 c% 2 2
(5 + 5+ +2+2cates)T?) | uidedt
2 2 2 Co Qs

2

—{—T2 urdzdt + (C—3 + ﬁ) / (Sptuy)2dadt,
Co Qs 2 2 s

/ wdrdt < C’?z/ uldzdt,
Qs Qs

-,
1 o~ 2 Co 2
5 (Spu(z, s)) dr + 7 | (z,T)dx
) )
3¢a @ ey G & 2
(7 0} 5—1———|—T(——|—2Tc4+2Tc5)) uydxdt
Co Co Qs

+(9+C—5) / (Spuy ) drdt
2 27 Ja,

1 ¢

mm?fﬂ/ﬁwmwwm+éﬁ@ﬂ@)

1
5 [ Geutesae + 2 [ it i
Q

Q

3 2 2
BeLa B S @ o 4 oTe) / Pdrdt
2 2 2 Co Co Qs

+(§ + 0—5)/ (Spuy ) drdt
Qs

2 2
(362—0—64+63+03+T(C%+2T +2Tes) (c3+c5))
max(— + — + — + = = c cs), (—+ —
2 22 g co ! AR R

(/ ufdxdt—i—/ (Spus ) *drdt),
Qs s

(2.3.18)
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c’est a dire
/(%xutt(a:,s))Qdm —|—/uf(w,T}d:1:
Q
Q

< / uldxdt + / (Spug)dadt), (2.3.19)
Qs

ol
c2 c2 c
max(%2 + G + 9 + 2+ T(2 + 2Tcy +2T¢s), (5 + F))
min(1, ¢)

Maintenant, on introduit la nouvelle fonction v(z, ¢) définie par :

’)/:

T
v(x,t) :/ UrrdT
t

alors

v(z,t) = w(z,T)—w(z,t)

w(z,t) = wv(z,s) —v(z,t)
car :

v(x,t) = u(x, T) — uy(x, t),
donc

v(x,s) —v(x,t) = w(x,t) — u(x, s)

implique

v(z,s) = w(x,T)— w(z,s)

= w(x,t)
et
v(x,s) = u(x,T)

car :

w(z,s) =

donc I'inégalité (2.3.19) devient :

/(%xutt(:ﬁ,s))Qdm +/sz(a:, s)dx

Q

< o /Q (0(z, 5) — v, 1)) 2dwdt + / (S 2ddt),

s

2.3. La solvabilité du probleme
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implique
/(gl‘utt(st))zdx“‘/'UQ(.I',S)dI‘
A Q
< ’Y(/ (%mutt)dedt—i—/ v?(z, 8)dxdt
s Qs

+/QSU (z,t)dxdt — 2/Sv(x,s)v(33,t)d:1:dt).

Si on applique l'inégalité de C'auchy sur les derniers termes a droit de (2.3.20), on a :

/(%xutt(:p,s))Qdm+/Qv2(a:,s)dx

Q
< 7(/ (%mutt)Qda:dt—i—/ UQ(:C,S)d:L’dt—l—/ v* (2, t)dadt
s Qs Qs
+/ UQ(%’,S)d:z:dt—l—/ v?(z,t)dzdt)
Qs Qs
< 29 / (Swuy) dedt + / v*(z, s)dwdt + / v*(z, t)dzdt)
s Qs Qs
implique
/(%xutt(x,s))2d:c —1—/1)2(:1:, 3)dx—2’y/ v*(x, s)dxdt
Q Qs
Q
< 29( / (Spuy ) dodt + / v2(z, t)dadt)
s Qs
implique

/ (Spug(@, s))2dz + (1 — 24(T — 5)) / v (z, s)da

Q
Q
< 27(/ (%xutt)Qda:dt+/ v (z,t)dxdt). (2.3.21)
s Qs

Si so > 0 satisafait 1 — 2v(T" — s9) = 1, alors (2.3.21) implique

/ (Sutin(z, 5))2da +% /Q 2z, s)da

Q

< 27(/ (%wutt)zdxdt+/ v (, t)dwdt),
s Qs

2.3. La solvabilité du probleme
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imlique
/(%xutt<x>5>)2dm+/U2(£L',S>d.fl,"
2 Q
< 2 [Guuate )P+ [ o s)da
2 0
< 47(/ (%xutt)2d$dt+/ v (, t)dwdt),
s Qs
alors
/(gmutt(fﬂ,S))QdI+/v2($,s)dx
A Q
<

47(/ (%xutt)2d$dt+/ v (, t)ddt),
s Qs

pour tout s € [T — s9, T

Si on note la somme des inégalités a droit de (2.3.22) par L(s),(i,e)

L(S):/ (%xutt)zdxdt+/ v?(z, t)dxdt,

s Qs
on a
dL d
. _</ (gxutt)2dl’dt+/ U2(x,t)dxdt)
ds ds" Jo, Os
d (T ) d [T ,
= — S dx)dt + — ,t)dz)dt
ds Js (/Q(\s tar) ) Jrals s (/Qv(:p )dz)
Td dT
= /S %(/ﬂ(c\xuttfdx)dt—i—E/Q(%mutt(:ﬂ,T))de
d
s (Spuy(r, s))*de
Q
Td A
—i—/s g(/ﬂvz(x,t)dx)dt—i—g 902(1:,T)d:v
d
_d_s v (x, s)dx
S Ja
= _/(%mutt(iﬂas))Qdﬁ—/UQ(x,s)dx,
Q Q
implique
L
/(%mutt(%«?))Qdﬁ%—/v2($,3)d$:—d—,
Q Q ds

ce qui implique que :
9L )
ds — 1

(2.3.22)

(2.3.23)

2.3. La solvabilité du probleme
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implique
dL

< 4~L
0 <4y (S>+d8

d’ou L
exp(4ys)—— + 4y exp(4ys)L(s) 2 0
c’est a dire p
p (exp(4vs)L(s)) > 0, (2.3.24)
en intégrant (2.3.24) sur [s, 7], on obtient :

exp(4vys)L(s) <0, (2.3.25)

si suite alors de (2.3.25) que
g(xz,t) =0

presque par tout dans Q7
Procédant de cette maniere étape par étape, on prouve que g = 0 presque par tout dans Q.

Maintenant, on retourne au théoréme de preuve (2.3.1). on va prouver que
R(L)=H
Depuis H est I'espace de Hibert, et si

(Lu,G)g = (Lu,g)r2q) + (L1v, 91) r2(0.0) + (L2t G2) 12(0,0) (2.3.26)

ou
G = (9791792) S R(L>L7

il faut montrer que

G = (9,91.92)
— ()’

en mettant u € Dy (L) dans (2.3.26), on a
(Lu, 9)12(q) = 0, (2.3.27)

en vertu de la proposition 2.2, on conclut que

2.3. La solvabilité du probleme



Alors (2.3.26) prend la forme

(51% 91)L2(0,e) + (52% 92)L2(0,€) =0.

Puisque les quantités ¢;u et /yu peut disparaitre indépendamment et les images des opéra-
teurs de trace /; et {5 sont

denses dans I'espace de Hilbert L? (Q)), respectivement, alors

g1 = g = 0.
Donc
G =0,
et ce donne
R(L)* = {0},
D’ou
R(L)=H
ceci termine la preuve du théoreme (2.2). n
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Chapitre 3

Sur un probleme mixte pour une équation

parabolique avec conditions classiques

Ce chapitre est consacré a Uétude dune équation parabolique linéaire du quatriéme
ordre avec les conditions classiques. Nous prouvons Uexistance et l'unicité d’une solution

forte généralisée du probléme donné.

3.1 Position du probleme

On étudie le probléme mixte suivant pour une équation parabolique du quatriéme ordre.
On cherche pour une fonction «:Q — R tel que

ou ou 0%u 3 0*u

Lu = ot Mor “ox? N 39 N YDt
= f(z,1) (3.1.1)
lu = u(x,0) = p(z), (3.1.2)
u(0,t) = 0,
0*u
?(O’t) = 0,
u(l,t) = 0,
0*u

45
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Dans ce domaine borné

Q = Qx|[0,T]
= (0,1) x [0,77,

et ou f, p sont des fonctions et ay, as, a3 et oy sont des constantes positives.
Pour étudier le probléme (3.1.1) — (3.1.3), nous utilisons 'espace de Hilbert L?(Q), et I'espace
de Sobolev W;*(Q) avec la

norme associée :

[ullfy200g) = llZ2ig) + el Z2iq) + l[ttael[12(q)-

le probléme (3.1.1) — (3.1.3) peut etre considéré comme résolvant 'équation opérateur

Lu = (Lu,lu)
= (fr0),

ou L est un opérateur non borné défini sur B vers H, ou B est un espace de Banach

de fonction v € L*(Q) ayant la norme finie définie par :
lull = S {lluz, Dllz200 } + [ullf200)
et H est 'espace de Hilbert L?(0,¢) x L?(Q) avec une norme :
1 Zull; = lel720. + 1f]172qp
pour le probléme (3.1.1) — (3.1.3), on assigne 'operateur L = (£, /) avec un domaine

de définition

D(L) - { u € L*(Q), tel que } |

2
Uty Ugy Uggy Uzt Uzzr s Uzzzx S L (Q)

satisfaisant les conditions aux limites (3.1.3).

3.2 LDunicité de la solution

Théoreme 3.1  Pour toutes fonctions u € D(L), il existe une constante positive K indépendante

de u tel que

3.2. L'unicité de la solution
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2 2 2 2
s {lute, sy |+ iz < Ko@) +1/ls)  G21)

Preuve. Considérant le produit scalaire dans L?(Q,) de 'equation (3.1.1) et l'opérateur

Mu = u, (3.2.2)
avec
QT = Ox (OaT)
= (0,1) x (0,7),7 € (0,T)
on obtient
ou
(Mu, Lu) 2.y = (u,u)r2q,) — (al%,U)L%QT)
0%u
—(azg5, w2 + (asu, u)rgn
*u
+(OJ4@7U)L2(QT), (3.2.3)

on considére séparément les intégrales de I’égalité (3.2.3).on intégrant par partie et on prenant
en compte les conditions
aux bord (3.1.3),on obtient :

3.2. L'unicité de la solution
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(uta U)L2(Q7—) -

— (a1=—,u

ox

/ wudxdt
QT
T
= / / wudxdt
00
I T
1
= 5//2utudxdt
0 0

N
1
= 5/(/2utudt)dx
0

JL2Q,) =

S —— uQ(Z,t)dtJr% / w?(0, t)dt

2

(3.2.4)

(3.2.5)

3.2. L'unicité de la solution
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0%u

- (QQ@’ U)L2<QT)

2
— [ oy 8—uudxdt

or?
Qr
l T82
u
ag//amzudxdt
00
I T

—ag//umudxdt

00
I T T

az//uid:cdt — 042/ [ugulp dt
00 0

T

oy [udrdt — ao | (u(l, t)ug (0, 1)
frinf
—u(0, t)u,(0,t))dt

Qo / uidxdt

Qr
O‘2||Uw||2L2(QT); (3.2.6)

(agu,u)r2Q,) = ag/uuda:dt

Q-
- OZ:J,HU/H%Q(QT), (3.2.7)

3.2. L'unicité de la solution
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o*u 0*u
(CM@, u)L2(QT) = Q4 @udxdt
Qr
= ay / Uppa - WAL
Qr

T

= 014/ [ux:ca;u]é dt — a4/uxumxd:rdt
0 Q-

= —oy [ UpUpgdrdt

Qr

—

= —Oé4

[u$ux$]f) dt + a4/ [u2,] ddt
QT

o\\‘

= oy / [uix} dzdt
Q-

= 044HUMH%2(QT)'

Substitution (3.2.4) — (3.2.8) dans (3.2.3)

l l

1 1

§/u2(a:,7')dx - 5/902(37)@7 + QZHUrHi?(QT)
0 0

+043||U||i2(QT) + a4||“w||%2(627)

= /fudxdt. (3.2.9)
Qr

En utilisant 'inégalité de Cauchy
1 1
b< =la]* + =|b]?
ab < Slaf? + 5o
On obtient :

1 1
/fud:cdt < §y|fy|iQ(QT) + §|yu||iz(QT) (3.2.10)
Qr

a partir de (3.2.9) et (3.2.10) on a :

2

1
sllu(@ 2@ + alltallizg,) + asllullzz,) + callualll, , |

IA

1 1 1
S 1Baon + 5l B + 5llelRao,) (3.2.11)

3.2. L'unicité de la solution
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Il découle de(3.2.11) que :

||U($a7)||2L2(Q) + ||Ux||%2(QT) + ||U||i2(QT) + ||Um||i2(QT)
< C(||f||%2(QT) + ||U||%2(QT) + ||90H%2(Q))>
ou
B 1
~ 2min(1, ag, a3, ay)’

Application de Lemme de Gronwalls :

S frefa(T) < f3(T) + €Sr fo,

alors
Srf14fa(7) < expler) f(7),

a (3.2.12), donne :

HU(x’T)’lL?(Q) + !|U||3V§,O(QT) < CHfH%F(QT) + CHSOH%%Q)

+c/||u(:z:,7')|]2Lz(Q)dt, (3.2.12)
0
implique :
lu(z, )2 + ullfy200.) < cexpler)([I£l72q,) + [l¢lli2@); (3.2.13)
tel que
Sefi = Ml 2o fo(7)

= |u(z, 7)|[2(0), f3(7)
= (20, + Nl 220

comme le coté droit de (3.2.14) ne dépend pas de 7, en prenant la limite supérieure des deux
cotés et en respectant
7€ (0,77, on obtient :

sup | |[u(@, 7)[72(0) + HuHiV;,o(QTJ < cexp(cT)([|fIlz2r) + 1€l Z2(@)

0<r<T
implique
2 2
su u(x, T + ||u ,
OSTET{ || )||L2(Q)} [lullfy200)
< CGXP@T)(HJCH%?(QT) + H90||%2(Q))

3.2. L'unicité de la solution
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donc
||u(x77—)||2C(O.T,L2(O,Z)) + ||U||%,V22,0(Q)
< K(||fl172gr) + l#ll720) (3.2.15)
ou
K = cexp(cT).
n
Proposition 3.1 Lopérateur L de B vers H est fermable.
Preuve. Soit u,, € D(L) une suite tel que :
u, — 0Odans B (3.2.16)
et
Lu, — F=(f,¢)dans H. (3.2.17)
On montre que
F=0,
(i.e)
f=0, e =0
Puisque (3.2.16) est verifié, on a :
u, — 0dans D'(Q) (3.2.18)
ou D'(Q) est Uespace de distribution sur Q.
En vertu de la continuité de derivation de D'(Q) dans D'(Q), (3.2.18) implique que
Lu, — 0dans D'(Q) (3.2.19)
Selon (3.2.17),0on a
Lu, — fdans L*(Q), (3.2.20)
alors
Lu, — fdans D'(Q), (3.2.21)

n—oo

3.2. L'unicité de la solution
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en vertu de lunicité de la limite dans D/(Q), on conclut de (3.2.19) et (3.2.21) que

f=0,

selon (3.2.17), on conclut également que

tu, — dans L*(0,1), (3.2.22)

n—oo

du fait que Uinjection canonique L*(0,1) — Dr(0,1) est continue, on en déduit que :

lu, — ¢ dans D'(0,1), (3.2.23)
de plus, puisque (3.2.16) est satisfé et

ngnHLQ(h,l) S HunHB, Vn, (3224)
ona

tu, — 0 dans L*(0,1), (3.2.25)
de la

lu, — 0 dans D'(0,1). (3.2.26)

En vertu de lunicité de la limite dans D/(0,1), on conclu de (3.2.23) et (3.2.26) que ¢ = 0.
donc F = 0.Cela prouve la poposition 3.1. m

Soit L la fermeture de L, et D(L) son domaine.

Définition 3.1 la solution de 'équation
Lu=F,

pour tout v € D(L)
est appelée solution forte de probléme (3.1.1) — (3.1.3).

Par passage a la limite, on prolonge Uestimation (3.2.1) aux solutions fortes
l|lullp < c||Lul|z, Yu € D(L). (3.2.27)
A partir de cette inégalité on a

Corollaire 3.1 La solution de probléme (3.1.1) — (3.1.3) quand elle existe est unique et depend conti-
nument du données.
F=(fp)€H

3.2. L'unicité de la solution
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Preuve. Cunicité de solution est due a I'inégalité (3.2.1).

Pour la dépendance continue de la solution forte du données

F=(fy)eH.

On suppose qu’il existe une solution forte

u=(L)"'F,
du probléme
Lu=F,
et si de plus
Uy = (z)ilFa

est une autre solution du meme probléme, avec second membre £, On a :

[l —ua|* < el[L(u—w)|[* = el | F — A,

Ce qui signifie qu'une faible variation du second membre F' n’entraine qu’une faible variation de

solution. m

Corollaire 3.2 Limage R( L) de Uopérateur L est fermé dans H est égal a R(L), (i.e)

R(L)=R(L)
3.3 Solvabilité du probleme

Maintenant, on est en une position de situer le resultat générale du probléme posé (3.1.1) —
(3.1.3).

Théoréme 3.2 Pour tout

F=(f¢) €H,
il existe une seul solution forte
u = (L)'F
- 77,

3.3. Solvabilité du probleme
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de probléme (3.1.1) — (3.1.3) ot Uestimation
lullp < cl|F[m,

est satisfé,et c est une constante positive ne depent pas de u.
Preuve. De (3.2.27) on conclut que Uoperateur L de domaine D(L) dans R(L) a un inverse L ', et
de corollaire 3.2.5 , on conclut que l'image R(L) de Uopérateur L est fermé dans H.

Alors on va prouver la densité de U'ensemble R(L) dans Uespace H. (i.e)

R(L) = H.
pour ¢a on a besoin la proposition suivante : m
Proposition 3.2 Si pour certain fonction g € L*(Q) et pour tout
{u€ Do(L) =ue D(L): lu=0},
ona

(L’u,g)LQ(Q) =0, (3.3.1)

Alors g s’annulent presque partout dans ().
Preuve. La relation (3.3.1) est verifié pour chaque élément de Dy(L).En utilisant ce fait, on
peut Uexprimer sous une forme spéciale.

Premiérement, on définit la fonction o par

T
o(o.t) = [ (a0 (33.2)
t
Soit
T
Uy = /g(ww)dv, (3.3.3)
t
Et soit
0, 0<t<s,
t
b)) = 3.34
ww,1) /quT, s<t<T ( )
il découle de (3.3.3),(3.3.4), que
g(x,t) = —uy (3.3.5)

3.3. Solvabilité du probleme
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Lemme 3.1 La fonction g(z,t) définit par (3.3.5) est dans L*(Q).
Preuve. La preuve peut etre établie comme dans le chapitre 2 .

Maintenant, remplagant g dans (3.3.1) par son representation (3.3.5), les relations (3.3.2) —
(3.3.4)

<8u_ ou 82u+ N 84u_ )
ot Mor  “ogr TN T Mg TQ
-0 (3.3.6)
Calculant chaque terme dans (3.3.6), on obtient :
(ut, —utt)LQ(Q) = —/Ututtdfﬂdt
Q
1T
= —//ututtdxdt
00
I T
= //ututtdxdt
0 s
!
= /ututtdxdt—/[uﬂf,
QS O
alors
1
—Q/Ututtdl'dt = —/ [U?]Z,
Q 0
d’ott
— | wupdxdt = ! [(uQ)]de
t Ut = 5 t)]
Q Q
1 2
= -3 (ug(z, T))*dx + = [ (w(z, s))*dz
Q Q
1 2
= 5 (u(z, 8)) dx (3.3.7)
Q

3.3. Solvabilité du probleme
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(e, —us)r2Q) = /aluxuttdxdt
Q

I T

= al//uwuttdxdt

0 0
l

= al/[uxut]sTdm — oy [ wugdxdt

0 Qs
l

= al/[umut]zdx — oy

UpUgpdrdt

@\

0
!
= al/[ux(T, 2)u(T, x) — ug(s, v)u(s, x)|de — al/utuxtdxdt
0 Q

= —al/utuxtda:dt
UpUgpdrdt

= - [u?]f)dt—i—al

Q
T

_ 211

= —al/[ut]odt—i-al
/T

S O

[wpu, g da — al/uxuttdxdt
Q

alors
T
Z/Ozluxuttdxdt = —al/[uf]édt
Q s
T
/alumuttdmdt = —7041 [u?]hdt
Q s
T
= [ [t ) (e Ddt

“ 2wy (8, ult, 1) — 2uq(t, 0yu(t, 0))7

— 0 (3.3.8)
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<_a2ua::1:a _utt)

/ QU Uppdxdt

Q
I T
ag//umuttda:dt
0 s
!
T
042/ (Ui Uss], — ag/utuwtdxdt

0 Qs

—0ry / UpUgprdTdl

Qs
T

—042/ [ugpug] dt + a2/umu$tdxdt

S Qs

oo / Ut UprdTdt

(043% _utt)L2(Q)

= ag/u.uttd:vdt

!
= —ag/ [u.ut]STda: + a3/ut.utd:cdt
0

Qs

= ozg/ufdxdt,

(3.3.9)

(3.3.10)

3.3. Solvabilité du probleme
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Substitution de (3.3.7) — (3.3.11) dans (3.3.6) donne

(a4uzzxxa _utt)LQ(Q) - _/a4uxa:xxuttdxdt
Q
T
= oy / [umxutt]f) dt + ay / Ugpa U drdt
s Qs
T
- 054/ [umxuttw]ﬁ) dt — a4/umxuttwwdxdt
S Qs
l
= 044/ [utxwuxx]zdx + 064/Ufmxd$dt
0 Qs
= / u?, drdt. (3.3.11)
Qs
1 2 2
5 (we(z, s)) dr + aq [ ug,drdt
Q Qs
+as / urdzdt + oy / uf, drdt
Qs Qs
_ 0 (3.3.12)

Il suit de (3.3.12) que

g(x,t) = —uy

pour tout (z,t) € Qs = Q x [s,T].

Procédant de cette fagon étape par étape le long des cylindres de hauteurs on prouve que g = 0 p.p

dans Q).

Pour completer la preuve de théoreme (3.3.1), on suppose que pour certains élément

G =(g9,91) € R(L)",

3.3. Solvabilité du probleme



(L'U/, G)H = (;C'U/, g)LQ(Q) + (ﬁu, 91)L2(0,l) (3313)
=0

On doit prouver que
G=0

. Si on supose que u € Dy(L) dans (3.3.13), on a

(Lu,g)Lz(Q) =0, Yue DU(L) (3.3.14)

En vertu de proposition (3.3.2), on conclut que

S
Il
e

Ainsi (3.3.13) prend la forme

(b, g1)12(04) = 0. (3.3.15)

Puisque l'image R(L) de Uopérateur trace ( est dense dans L*(0,1), alors la relation

(3.3.15) implique que

g1 =0.
Par conséquent
G =0,
et cela donne
R(L)* = {0}
de la
R(L)=H

cela complete la preuve de théoréme (3.2). m
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Conclusion
Dans ce mémoire nous avons appliqué la méthode de I'estimation a priori pour montrer
I'unicité de deux probleme pour une équation hyperbolique du seconde ordre en combinant une
condition classique et une condition intégrale et une équation parabolique
linéaire du quatriéme ordre avec les conditions classiques.
Notre objectif ultime aprés ce travail de ce mémoire est de traiter d’autres problemes mixtes

non locaux plus compliqués non linéaires avec conditions non locales.
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