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Résume

Dans ce travail, nous nous intéressons a I’étude des phrases
dynamiques chaotiques tridimensionnelles en les analysant
et en mettant en évidence certaines caractéristiques
importantes telles que la recherche de points fixes et de
points de stabilité. Et pour prouver I'anarchisme de ces
phrases dynamiques pour certaines valeurs des modes de
complexité, en trouvant des valeurs pour le Lyapunov de la
phrase, D'autre part, I'analyse dynamique de ces phrases
était basée sur les diagrammes et les valeurs de Lyapunov,
ou sur la valeur maximale des valeurs de Lyapunov pour la
phrase dynamique, ainsi que sur les schémas en cascade
correspondant aux valeurs de média de cette phrase. Et
ensuite, vérifiez les résultats en utilisant une simulation
numeérique via Matlab.

Mots clés

Phrases dynamiques, chaos, Points de stabilité, Lyapunov,
Bifurcation, Matlab.



Abstract

In this work we are interested in studying the three-

dimensional chaotic dynamic sentences by analyzing them
and highlighting some important characteristics such as
finding fixed points and points of stability. And to prove the
anarchism of these dynamic sentences for certain values of
the diffuse modes, by creating values for the Lyapunov of
the sentence, And the dynamic analysis of these sentences
was based on Lyapunov's diagrams and values, or the
maximum value of the Yabonov values for the dynamic
sentence, as well as the cascading schemes according to the
media values of this sentence. And then verify the results
using numerical simulation through Matlab.

Kev words

Dynamic sentences, Chaos, Stability points, Lyapunov,
Bifurcation, Matlab.
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Introduction Générale

En mathématiques et en physique, la théorie du chaos traite du comportement de certains sys-
temes dynamiques non linéaires qui, dans certaines conditions, présentent un phénomeéne appelé
chaos, caractérisé par une sensibilité aux conditions initiales. Le chaos en tant que phénomene
non linéaire important a été étudié en mathématiques, en génie et dans de nombreuses autres
disciplines.

En général, un systeme chaotique est un systeme dynamique déterministe non linéaire qui se
distingue par son imprévisibilité due a son extréme sensibilité aux conditions initiales.

Depuis que Lorenz a découvert le premier systéme chaotique autonome tridimensionnel [1], de
nombreux autres systémes chaotiques ont été introduits et analysés, nous mentionnons les sys-
temes de Rossler, Chen et Lii [2, 3,4]. En raison de la grande puissance des trois dimensions dans
les applications technologiques, physiques, la cryptologie, synchronisation, et ainsi de suite [5—9],
la recherche de l'attracteur chaotique du systeme dynamique chaotique en trois dimensions a de-
venir un sujet central.

Enfin ce mémoire présente I'analyse et la dynamique de quelques systéemes chaotiques tridimen-
sionnels [10,11]. Pour l'analyse de ces systémes nous cherchons les points d’équilibres de ces
systemes et leurs stabilités selon la matrice Jacobéenne et les valeurs propres correspondantes, et
nous étudions la dissipative de ces systémes. Les comportements dynamiques de ces systemes sont
étudiés en utilisons les diagrammes des variations des exposants de Lyapunov et les diagrammes
de bifurcations selon les parametres de bifurcations de ces systemes.

Ce mémoire contient les quatre chapitres suivants :

le premier chapitre a pour principal objectif d’introduire quelques notions sur les systemes dy-
namiques et la théorie du chaos.

Le deuxieme chapitre est consacré aux attracteurs et exposants de Lyapunov.

Le troisieme chapitre contient quelques exemples de 3D systemes chaotiques continus et dis-
crets.

Dans le quatriéme chapitre nous contrerons a I'analyse et la dynamique de quelque 3D systémes

chaotiques continus.




Chapitre 1

Généralités sur les systemes dynamiques

discrets et continus

Le premier chapitre présente quelques notions préliminaires sur les systemes dynamiques (discrets

et continus) et leurs propriétés caractéristiques.

1.1 Les systemes dynamiques

En général, un systeme dynamique décrit des phénomenes qui évoluent dans '’espace et /ou de
temps. Ils sont développés et spécialisés au cours du XIXe siecle. Le terme " systeme " fait référence
a un ensemble de variables d’état (dont la valeur évolue au cours du temps) et aux interactions
entre ces variables.

Un tel systeme dynamique présente deux aspects, son état et sa dynamique;c’est-a-dire son évo-
lution en fonction du temps [12]. Les systémes dynamiques sont classés en deux catégories :

- Systeme dynamique a temps discret :

Tpy1 = F(zp;p);xep, e RPetp e R r e NJk=1;2;3; ...

- Systéme dynamique a temps continu :

d
d_j:(;(t,x,v) otz e R"veR ,netreN

1.1.1 Systéeme dynamique a temps discret

Un systéme dynamique discret est un systeme d’équations algébriques récurrences définies :

Tpe1 = F (v, 1), k€N (1.1

8



Chapitre 1. Généralités sur les systémes dynamiques discrets et continus

Ou z (k) = =, € U C R" le vecteur d’état a I'instant ¢,.u € V' C RP le vecteur des parametres.
F' la fonction de récurrence définit la dynamique du systéme discret. Si nous associons a cette

dynamique un état initial x, = 2 (0) nous pourrons avoir une solution unique de F.

Exemple 1.1 (Le systéme de Hénon) ce modeéle provient d’une simplification du systéme de Lorenz
sur deux dimensions. Il s’exprime de la facon suivante :

r=y+1—ax?

Y (1.2)

y = bx
Ot a et b deux parametres réels, ou la valeur de la constante a contr6lé la non-linéarité de l'ité-
ration, et celle de b traduit le role de la dissipation. Les valeurs habituellement utilisées pour a, b
sonta=14etb=0.3.

1.1.2 Lespace des phases

Etant donné limplémentation possible d’un modéle décrivant I'évolution temporelle d’un systéme
a partir des équations caractéristiques, nous pouvons donc construire un ensemble de variables
d’état associé a ce systeme. Un espace mathématique, appelé espace des phases est affecté a
I'ensemble des variables d’états précédemment introduits. Cet espace mathématique est donc
multidimensionnel et constitue toutes les valeurs possibles que peut prendre la sortie d'un systeme

en fonction de ses parametres.

1.1.3 Le portrait de phases

C’est une représentation géométrique de la dynamique d’un systeme. Il peut s’agir d'une représen-
tation unie, bi, ou tridimensionnelle, voire méme multidimensionnelle. Chaque axe compris dans
le portrait de phase correspond a une variable d’état a un instant donné. ensemble de points re-
présentant I’évolution du systeme génere des trajectoires caractéristiques du systeme. En utilisant

le portrait de phase nous pouvons identifier I'attracteur correspondant a un systéme.
Définition 1.1 Un point fixe X* est un point de Uespace d’état vérifiant X* =T (X*).

Cycle d’ordre &

C’est la généralisation d'un point fixe ’orsqu’on considére la récurrence obtenue apres & applica-

tions de 7T notées T (¥

1.1. Les systémes dynamiques ﬂ
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Les k pointes X/, ¢ = 1,2,...,k avec k > 1, appartenant a un cycle d’ordre k vérifiant les deux

relations :

Xr = TW(Xy

7

X; # TO(X)si0<s<k

avec :

TH® —=ToTo..oT
| L ——
k fois

ar
En dimension N = 1, le multiplicateur d’'un point fixe X*est A = 7"/ (X*) avec T/ = - et le
x

multiplicateur d’un cycle d’ordre k
k
(X7, X3, X;) est A= [[7"(X7)
1 =1

Un point fixe ou un cycle est dit :
- attractif (ou stable) si || < 1.
- répulsif (ou instable) si [\ > 1.
Exemple 1.2 (La fonction logistique).
On considere ’équation définie par la relation suivante :
2(n+1) = Ae(n)(1 — 2(n)), A € 0,4|

Ona f(x) = Xx(1 —z) et f'(z) = A(1 — 2z). Cette équation a deux points fixes :
o = (g\ Il est attractif si 0 < A\ < 1.

-1
ca=——. Il est attractif si 1 < A < 3.

Si A > 3, ces deux points fixes sont répulsifs.

Remarque 1.1 En dimension N > 1, pour discuter si un point fixe (ou un cycle) est attractif ou non,
il faut calculer les valeurs propres de la matrice Jacobienne DT (z) = J (z).
e Si toutes les valeurs propres sont a Uintérieur du disque unité, le point fixe (ou le cycle) est stable.

e Si une de ces valeurs propres a un module plus grand qu’un, le point fixe (ou le cycle) est instable.

1.1.4 Systéme dynamique a temps continu
Un systéme dynamique a temps continu est décrit par un systeme d’équations différentielles :
X'(t)=G(t,X (1)) (1.3)

Ou G de classe C! : R" x RT—R" définit la dynamique du systeme continu.

1.1. Les systémes dynamiques
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Définition 1.2 Une solution de I'équation (1.3) est une application dérivable définie sur un intervalle
ouvert non vide I C R*
xr = I —R"
t — x(t)
et vérifiant, pour tout t € I,
(t,z(t)) e I xR"
et
2 (t) =G (t,z(t)).
e A chaque couple (X (0), t,), nous pouvons associer une solution unique du systéme défini a laide
de l'équation (1.3).
e Lorsque G dépend explicitement du temps (1.3) est dit non autonome, dans le cas contraire on dit

que (1.3) est autonome.

Dans un systeme a N variables, 'expression (1.3) devient :

( dx
Hi) o
E = G2 (t,$1,$2,---7$N) (1.4)
dx
\ d_tjv = GN (t,x17x27 JxN)

Dans ce systeme, z1, ..., xy possedent des conditions initiales connues.

Définition 1.3 Soit xy une condition initiale et X (¢, () la solution de (1.3), Uensemble des points

{Vt € R; (t,x0)} estla trajectoire dans Uespace d’état passant au z, a Uinstant initial.
Définition 1.4 On appelle orbite du systéme (1.3) Uensemble {X (t); t € R}.

Exemple 1.3 (Le systéme de Rossler)

C’est un systeme de 3 équations différentielles non linéaires. Ces équations différentielles défi-
nissent un systéme dynamique continu et tridimensionnel qui présente des caractéristiques chao-

tiques. Les équations de ce systeme sont :

@y

;T Y

—‘z:x—kay (1.5)
d—jzb+z(m—0)
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Ou z, y est z sont les variables d’état du systeme, a, b et c sont des parametres réels. Les parameétres
et les conditions initiales de I'équation (1.5) ont été choisis de la maniere suivante: a« = 0,2,
b=0,2,etc=>5,7,avec (xg, Yo, 20) = (3,2, —2). Ce systeme est autonome car I’équation (1.5) n’a

pas de dépendance explicite par rapport au temps t.

-10

12 i i i i
-10 -5 0 5 10 15

Fig 1.1 : Illustration d’une trajectoire particuliere du systeme de Rossler.

Définition 1.5 Un point fixe (ou critique, ou singulier; ou stationnaire) de Uéquation ' = F (z) et

un point X* de Uespace de phase vérifiant F' (X*) = 0.

1.2 Chaos

La théorie du chaos traite des systémes dynamiques déterministes qui présentent un phénomene
fondamental d’instabilité appelé "sensibilité aux conditions initiales", ce qui les rend non prédic-
tibles en pratique sur le "long" terme. Le chaos est défini généralement comme un comportement
semblant aléatoire (ou imprévisible) d'un systeme dynamique défini par des équations détermi-

nistes.

1.2.1 Définitions du chaos

Il n’y a aucune définition standard du chaos néanmoins, les dispositifs du chaos incluent :

¢ La non-linéarité. Si le systéme est linéaire, il ne peut pas étre chaotique.

e Le déterminisme. Un systeme chaotique a des régles fondamentales déterministes (plutot que
probabilistes).

e La sensibilité aux conditions. De tres changements sur I’état initial peuvent mener a un com-

portement radicalement différent dans son état final.

1.2. Chaos



Chapitre 1. Généralités sur les systémes dynamiques discrets et continus

e Limprévisible. En raison de la sensibilité aux conditions initiales, qui peuvent étre connues
seulement a un degré fini de précision.
e Lirrégularité. Ordre caché comprenant un nombre infini de modeles périodiques instables.

Définition 1.6 Soit un ensemble V. Lapplication f : V — V est dite chaotique sur V si :
1. f posséde une sensibilité aux conditions initiales.
2. f est topologiquement transitif.

3. Les points périodiques sont denses dans V.

Définition 1.7 (Devaney, 1989). Lapplication f : J — J posséde une sensibilité aux conditions

initiales s’il existe 6 > 0 tel que, pour un certain x € J et un certain voisinage V' C J de x, il existe
yeVitelque: |f*(z)—f "yl >0

Définition 1.8 f : V — V est dite topologiquement transitive si pour n’importe quelles paires

d’ensembles ouverts U, J C V il existe un nombre entier k > 0 tel que : f*(U)NJ #0 .
Définition 1.9 Un sous-ensemble U de V est dense dans V' si: U =V .

Définition 1.10 Un systéme dynamique a une dépendance sensible aux valeurs initiales si, quand
on considére 2 valeurs initiales = (0) et y (0) qui sont proches Uune de Uautre, alors x (k) et y (k)

peuvent étre éloinyés l'une de Uautre, i.e., pour chaque ¢ > 0, tel que : |z (0) —y (0)| < € alors :
limtsup |z (k) —y (k)| > ¢ .

x1
20 —x2
— 3

151

10

x1,x2, and x3

(52

T
C;

-10

15 i i i i i
0 50 100 150 200 250 300

Fig 1.2 : Lévolution de x,y, z par rapport a t pour le systéme de Rossler avec:
(20, Y0, 20) = (1.5, =2, 1).

1.2. Chaos
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1.2.2 La section de Poincaré

Henri Poincaré a apporté une contribution tres utile pour I'étude des systemes chaotiques. Parmi
ces contributions on trouve les sections de Poincaré. Elle est un outil trés fréquemment utilisé pour
étudier les systemes dynamiques et notamment les trajectoires périodiques. Faire une section de
Poincaré revient a couper la trajectoire dans I'espace des phases, afin d’étudier les intersections
de cette trajectoire (en dimension trois, par exemple), avec un plan. On passe alors d’un systeme
dynamique a temps continu a un systéme dynamique a temps discret. Les mathématiciens ont bien
stir démontré que les propriétés du systéme sont conservées apres la réalisation d’'une section de
Poincaré judicieusement choisie.

La méthode de Poincaré permet simultanément de discrétiser le systeme et de réduire sa dimen-
sion en conservant les mémes propriétés topologiques, plus précisément elle remplace 'analyse
des trajectoires d’un systeme dynamique dont I'espace des phases est de dimension n par celle
de la suite des points d’intersection successifs : po, p1, ps, ...d’'une trajectoire ¢ (¢, zo) avec un hy-
perplan ) de dimension (n — 1), ce dernier peut €tre quelconque. Mais un bon choix permet

d’obtenir les sections aisément exploitables. Chyperplan  est appelé la section de Poincar€.

Exemple 1.4 La section de Poincaré la plus naive est de couper la trajectoire dans l'espace des phases

par un plan (en dimension trois) ou par une droite (en dimension deux).

1.8F

16f - : Lk - *

z(t)
-

0.81 - *

*
* kK

0.6 g

0.4r - : S - %
¥

0.2} # : :
R
2 1 0 1 2 3 4
X(t)

,,%%*%

WO

Fig 1.3 : Section de poincaré du systeme (1.5) pour ¢ = 1.5.
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Fig 1.4 : Section de poincaré du systéme (1.5) pour ¢ = 0.8.

1.3 Théorie de bifurcation

Un systeme est dit structurellement stable sur une portion de I'espace de parametres si une petite
perturbation du systéme ne modifie pas son comportement global sur cette portion. A la valeur
particuliere du parametre ou la solution change subitement de nature, le systeme est dit structu-
rellement instable ce qui autorise un brusque changement au niveau de la nature de la solution.

Ce phénomene est appelé bifurcation et les points ot il se produit sont les points de bifurcation.

1.3.1 Diagramme de bifurcation

Le diagramme de bifurcation est un outil efficace pour évaluer rapidement ’ensemble des solu-
tions possibles d’un systeme en fonction des variations de 'un de ses parametres. Il permet de
repérer les valeurs particulieres du parametre qui induisent des bifurcations. C’est un diagramme
qui porte les valeurs du parameétre en abscisse et les valeurs particulieres d'une des variables

d’état en ordonnée lorsque le régime permanent est atteint.

1.3.2 Scénario de transition vers le chaos

Il existe plusieurs scénarios qui décrivent le passage du point fixe au chaos. On constate dans
tous les cas que I'évolution du point fixe vers le chaos n’est pas progressive, mais marquée par des

changements discontinus qu’on appelle "bifurcations". Une bifurcation marque le passage soudain

1.3. Théorie de bifurcation



Chapitre 1. Généralités sur les systémes dynamiques discrets et continus

d’un régime dynamique a un autre, qualitativement différent. On peut citer trois scénarios de

transition vers le chaos :

- Lintermittence vers le chaos :

un mouvement périodique stable est entrecoupé par des bouxoées de turbulence. Lorsqu’on aug-
mente le parametre de controle, les bounées de turbulence deviennent de plus en plus fréquentes,

et finalement, la turbulence domine.

- Le doublement de période :

il est caractérisé par une succession de bifurcations fourches. A mesure que la contrainte aug-
mente, la période d’'un systéme forcé est multipliée par deux, puis par quatre, puis par huit, ...,
etc; ces doublements de période sont

de plus en plus rapprochés ; lorsque la période est infinie, le systéme devient chaotique.

La turbulence dans les bruides peut apparaitre suivant ce scénario.

- La quasi-périodicité :

elle intervient quand un deuxieme systeme perturbe un systéme initialement périodique. Si le
rapport des périodes des deux systemes en présence n’est pas rationnel, alors le systéme est dit
quasi périodique.

Pour illustrer les comportements d’un systeme dynamique nous prenons comme exemple I'appli-

cation définie par 'expression suivante :

Ty = flag) = zp(a — z) (1.6)

Pour construire le diagramme de bifurcation de ces figures on a choisi pour chaque valeur de
a € [0,4] une séquence de 500 échantillons avec une période de transition de 50 échantillons.
Suivant la valeur de a (parametre de bifurcation) et la valeur initiale de x, de la suite xy, celle-ci
présente des comportements tres différents :

-Pour a € [0, 3[ et xy = 0.2 I'évolution de suite x; converge rapidement vers un point fixe et stable

du plan (zy, zx41)

1.3. Théorie de bifurcation
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Fig 1.5 : Diagramme de bifurcation de la suite (1.6) pour a € [0, 3[ et 2y = 0.2

-Pour a € [3, 3.45] nous remarquons que la suite converge vers une solution périodique. Dans ce

cas, la trajectoire converge vers un cycle d’ordre 2.

Fig 1.6 : Diagramme de bifurcation de la suite (1.6) pour a € 3, 3.45]

33.05 3.13.15 3.23.25 3.33.35 3.4

-On augmentant la valeur de a la nouvelle suite converge vers une solution périodique avec

doublement de période.
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Chapitre 1. Généralités sur les systémes dynamiques discrets et continus

0.8 o
0.7 |
0.6 |
T
0.5 T T ]
T
‘-"‘-\—\_._.__
0.4 T __
—_— ———::__.'::'_.__ :-:

3.46 3.48 3.5 3.52 3.54 3.5¢6

Fig 1.7 : Diagramme de bifurcation de la suite (1.6) pour la valeur a € [3.45,3.57]

-Pour a > 3,57 la suite x; ne représente plus une structure ordonnée. Donc le systeme devient

chaotique.

Lo T s T o T o Y o s T s T o
L S " L T B = o

3.63.65 3.73.75 3.83.85 3.93.95 4

Fig 1.8 : Diagramme de bifurcation de la suite (1.6) pour a > 3.57

1.4 Conclusion

Ce chapitre contient quelques notions fondamentales qui caractérise les systemes dynamiques
dont nous présentons les différents types des systemes dynamiques (discrets et continus) et leurs
propriétés caractéristiques, puis nous parlerons sur la théorie du chaos et ces dispositifs, la section

de Poincaré avec quelques exemples, la théorie des bifurcations et les routes vers le Chaos.

1.4. Conclusion



Chapitre 2
Attracteurs et exposants de Lyapunov

Ce chapitre est consacré aux attracteurs et les exposants de Lyapunov. Dans la premiere partie,
nous donnons quelques définitions sur les ensembles attractants et les différents types d’attrac-
teurs et particulierement aux attracteurs étranges (chaotiques), celles qui sont caractérisés I'évo-
lution des systémes chaotiques. La deuxiéme partie est consacrée aux exposants de Lyapunov qui

sont souvent utilisé pour déterminer si un systéme est chaotique ou non.

2.1 Attracteurs et ensembles attractantes

2.1.1 Ensemble invariant

Définition 2.1 Un ensemble M C [ est dit invariant par un champ de vecteurs si toute solution x (t)
du systéme différentiel associé au champ de vecteurs issus de M vérifie x (t) C M pour tout t pour

lequel cette solution est définie.

2.1.2 Ensemble attractant

Définition 2.2 Un ensemble invariant fermé A est un ensemble attractant s’il existe un voisinage U

tel que :

FU)cU
{ (2.1)

Vo e U, F (z) "3 4

Définition 2.3 Le bassin d’attraction (ou simplement le bassin) d’un ensemble attractif A est Uen-

semble ouvert de tous les points x € R™ tels que :

F®) () "2 4
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Fig 2.1 : Bassin d’attraction ( en bleu ) de 'attracteur de Hénon poura = 1.4 et b = 0.3

'attracteur est représenté en jaune

2.1.3 Attracteurs

Définition 2.4 Un ensemble attractif est appelé attracteur lorsqu’il est topologiquement transitif.

Définition 2.5 Un ensemble A est un attracteur si :

1) pour tout voisinage U de A, il existe un voisinage V de A tel que toute solution x (z¢,t) = ¢, (x¢)
restera dans U si xq € V.

2) N, (V)=A,t>0.

3) Il existe une orbite dense dans A.

Différents types d’attracteurs

Il y a deux types d’attracteurs :
1-Attracteur régulier Ils caractérisent 'évolution des systemes non chaotiques.

2-Attracteurs étranges (chaotiques) Les attracteurs étranges sont des formes géométriques
complexes qui caractérisent I’évolution des systemes chaotiques. Iattracteur étrange se caractérise
par :

1. la sensibilité aux conditions initiales (deux trajectoires de l'attracteur initialement voisines
finissent toujours par s’éloigner 'une de l'autre, ceci traduit un comportement chaotique).

2. La dimension D de l'attracteur est fractale (non entiere) avec 2 < D < n ( ce qui justifie
I'adjectif étrange).

3. Lattracteur est de volume nul dans 'espace des phases.

2.1. Attracteurs et ensembles attractantes
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Définition 2.6 Un sous-ensemble borné A de Uespace des phases est un attracteur étrange ou chao-
tique pour une transformation T' de Uespace s’il existe un voisinage R de A; c’est-a-dire que pour tout

point de A il existe une bille contenant ce point et contenue dans R vérifiant les propriétés suivantes :

- attraction R : est une zone de capture, ce qui signifie que toute orbite par 7" dont le point initial
est dans R ; est entierement contenu dans R : de plus, toute orbite de ce type devient et reste
aussi proche de A que l'on veut.

- Il est contenu dans un espace fini. Son volume est nul. Sa dimension est fractale (non entiére).
- Presque toute trajectoire sur 'attracteur a la propriété de ne jamais passer deux fois sur le méme
point : chaque trajectoire est presque stirement apériodique.

- Deux trajectoires proches l'instant ¢ voient localement leur distance augmenter une vitesse ex-

ponentielle (sensibilité aux conditions initiales).

0.4
0.3
0.2 ¢
0.1
y 0
-0.1
-0.2
-0.3
-0.4

Fig 2.2 : Lattracteur étrange de Hénon pour a = 1.4 et b = 0.3.
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-15 10 -5 0 5 10 15

. [ 8
Fig 2.3 : Lattracteur étrange de Lorenz pour a = 10 et r = 28 et b = 3

2.2 Les exposants de Lyapunov

Iévolution d’un systéme chaotique est difficile a quantifier, vu la divergence entre les trajectoires
sur un attracteur. Une méthode utilisée pour mesurer la vitesse de la divergence ou convergence
dans un systéme, consiste au calcul des exposants de Lyapunov. Alexandre Lyapunov a développé
une quantité permettant de mesurer la divergence des trajectoires qui sont voisins au départ,
cette quantité est appelée "exposant de Lyapunov" qui est souvent utilisé pour déterminer si un

systeme est chaotique ou non.

2.2.1 Cas d’une application discréte unidimensionnelle

Soit une application discrete f de R dans R qui applique z,, sur z,,.;. Choisissons deux conditions
initiales trés proches, soit z( et zy + ¢ et regardons comment se comportent les trajectoires qui
en sont issues. Supposons qu’elles s’écartent en moyenne a un rythme exponentiel. On pourra
trouver un réel \ tel qu’apres n itérations on a :

[f " (w0 +¢) = [ (20|

3

1f™ (w0 + ) — f™ (20)] = ce™ doun) =1In
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etpoure — (Qona:

D\ o h1|f (o +¢€) — f7 (w0)] :ln‘df (z0)
£ dx o
~ 1 df " (xo) df "' (xo) df ' (x0)
A2 —In .
no|df =t (xo) df ™2 (x0) dxg
L df (wa1) df (wa—s) df (@0)] o 15, |df (@)
= ] . =~ — |
A n n‘ dz, _1 dz,, _a dxg n; . dz;
Finalement pour n — +ooon a:
= lim —Z In|f'(z;)] (2.2)

n—-4oon,

df (z:)
dl‘i )
A est appelé exposant de Lyapunov il indique le taux moyen de divergence :

avec la notation f' (z;) =

- Si A > 0 alors il y a une sensibilité aux conditions initiales.
- Si A < 0 les trajectoires se rapprochent et on perd I'information sur les conditions initiales.

Appliquant la formule précédente pour z; = x* tel que z* est le point d’équilibre, il faut que

A=Inl|f’(z")].
Exemple 2.1 (Lapplication logistique)
fx;) =4z (1 —x;); 2 €]0,4]

En appliquant la formule (2.2) pour calculer Uexposant de Lyapunov de f.

A = lim E In|f'(x;)]

n—--+oon,
=0

= lim —Zln|4 (1 —2xz;)|

n—-+oomn,

Soit A =In4 > 0 d’ott le comportement est chaotique.

2.2.2 Cas d’une application discrete multidimensionnelle

Soit f une application discrete de R”™ dans R™ défini par :

Tp41 = f (xn>

2.2. Les exposants de Lyapunov
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Un systéeme m-dimensionenel possede m exposants de Lyapunov, chacun d’entre eux mesure le
taux de divergence suivante un des axes du systeme, de sorte qu’en moyenne un hypervolume

initial V) évolue selon une loi de type :

V= ‘/06()\1+)\2+~--+/\m)n

Pour avoir du chaos, il est nécéssaire qu’au moins un \; soit positif, pour avoir étirement selon au
moins un axe. Mais il faut aussi que la somme des \; soit négatif. Puisque, dans le cas contraire,
le volume initial finirait par remplir tout I'espace dans lequel il est immergé et on n’aurait plus
un attracteur de faible dimension, ce qui signifie qu’'on n’aura pas du chaos déterministe. Tout
d’abord nous devons calculer les )\;. Dans ce but, nous fixons une hyper sphere dans notre espace
m-dimensionenel de rayon ¢ (petit) de conditions initiales, et examinons son évolution. Comme

précédemment, nous nous intéressons a :

[ (2o +¢) = f" (x0)

Posons x, = xg + €, on a le développement en série limité d’ordre 1 de f ™ () au voisinage de z;
0 0

suivant :

dr* (x
Ty — X, = %00)(3:0 —z})

~ J(Jio) J(ffl) J(xn> (xO - fEb)

117 @) (2o — )

=1

Q

On note HJ (x;) par J " (xy), ainsi

i=1
T, —x, = J" (x) (o — x})

J™(zo) dénote la matrice jacobienne de f" au point z,. Il s’agit d’'une matrice carrée m x m, si

elle est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible P, telle que D! = P, 'J"P,, D! est

une matrice diagonale des valeurs propres w; (f " (z9)),i=1,...,m de J".

On définit alors les m exposants de Lyapunov de la maniére suivante :

1
Ai= lim —In|u; (f" (x0))], i=1,2,....m (2.3)

n—-+oon,

Pour le point d’équilibre z* la formule (2.3) devient :

N =Inu; (x|, i=1,2,...m 2.4

2.2. Les exposants de Lyapunov



Chapitre 2. Attracteurs et exposants de Lyapunov

2.2.3 Cas d’une application continue multidimensionnel

Pour un systéme différentiel de dimension n défini par f tel que :

dx

= = f(x(t) telquet € R, x(t) € R"

Iexposant de Lyapunov dans la direction i est donné par :

L Jm® -]
M= M e &) e ()] (22)

Différents algorithmes ont été développés pour calculer les exposants de Lyapunov, 'un des algo-
rithmes utilisés pour le calcul est celui-ci appelé algorithme de Wolf.

Cet algorithme permet de calculer les exposants de Lyapunov a partir du calcul effectif de la
dévergence de deux trajectoires apres ¢ pas de temps par rapport a la perturbation introduite
parallélement, et ce au sein d’un attracteur, les étapes de I’algorithme sont :

1. Changement du parametre de controle,

2. Choix aléatoire d’une condition initiale,

3. Création d’une nouvelle trajectoire a partir courante a laquelle on ajoute une perturbation,

4. Evolution dans l'attracteur de ces deux trajectoires voisines et calcul de la moyenne de la
divergence renormalisée entre ces deux trajectoires,

5. Réajustement de I'écart, permettant ainsi a chaque pas de temps de I'évolution du point précé-
dant le calcul d'une moyenne de la divergence,

6. Retour au point (5) effectué selon un nombre donné,

7. Retour au point (1),

8. Dessin de 'exposant de Lyapunov le plus grand en fonction du parametre de controle donné.

Exemple 2.2 (Le systéme de Vaidyanathan)

dx

o el

g—i = —crz + py? (2.6)
2

o —b

at Y

Les exposants de Lyapunov du systéme (2.6) pour a = 40, b = 26, ¢ = 160, p = 0.3 et une condition
initiale (xo, Yo, 20) = (1,1,1) avec At = 0.5; le nombre de pas 1000 sont :

A =~ 11.301265, Ay =~ 0, A3 =~ —48.078110.

2.2. Les exposants de Lyapunov
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20

Exponents de Lyapunov

O —
1

1 n - L BT n 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
t(s)

=50

Fig 2.4 : Variations des exposants de Lyapunov pour le systéme de Vaidynathan (2.6)

2.2.4 Caractérisation d’un attracteur par le signe des exposants de Lyapu-

nov

Un exposant de Lyapunov positif indique que selon la direction qu’il représente la divergence
entre deux trajectoires voisines augmente exponentiellement avec le temps. Il s’agit donc bien la
d’une caractérisation d’'un attracteur étrange. Les différents types d’attracteurs d’un systeme de
dimension n en fonction des signes des exposants de Lyapunov sont représentés dans le tableau

ci-dessous.

Type d’attracteur | Signe des exposants de Lyapunov

Point fixe 0> XA > X >\,
CYCIG /\1 = 0, 0> )\1 > /\2 > )\n
Tore /\1 :/\220,0>/\3 Z)\4 2)‘71

Attracteur étrange | \; > 0,>_ \; <0
Table.(1). Caractérisation des attracteurs par le signe des exposants de Lyapunov.

2.2.5 Utilisation au calcul de dimension de l’attracteur

Le terme de dimension est souvent implicitement associé a celui de coordonnée, c’est-a-dire de
variable nécessaire pour décrire la position d'un élément d’un ensemble. La dimension par défini-
tion est un nombre entier.

-Le point est un attracteur de dimension 0.

-La dimension d’une courbe fermée ou une ligne est 1.

2.2. Les exposants de Lyapunov
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Il ya un lien, entre les exposants de Lyapunov et la dimension de I'attracteur, si tous les exposants
sont positifs la sphere de conditions initiales va remplir tout 'espace, mais s’ils sont tous négatifs
la sphere va se contracter en un point.

(a) Dimension de Mori : Soient m, le nombre des exposants de Lyapunov qui sont nuls, m
le nombre d’exposants positifs, A, la moyenne des exposants positif et A_ celle des exposants

négatifs. La dimension de Mori est donnée par la relation suivante :

At
D: 1 re——
mo + m4 + ‘)\7|

(b) Dimension de Kaplan et Yorke : soit j, un entier positif tel que :

jo+1

JZO)\Z' >0et Z)\Z <0
=1 =1

La dimension de Kaplan et Yorke est donnée par la relation suivante :

Jo
>
Diy =jo ++——
|)‘j0+1|

Exemple 2.3 pour le systéeme de Vaidyanathan (2.6)

La dimension de Kaplan et Yorke est donnée par :

A+ A
Dpy =2+ % — 223769
3

Il existe aussi d’autres dimensions fractales comme la dimension de Lyapunov, la dimension
d’Hausdorff, la dimension de corrélation.

Tous ces dimensions sont tres proches les unes des autres et satisferont les propriétés suivantes :
1-SiAC Balorsd(A) <d(B).

2-SiA=¢alorsd(A) =0.

3-d(Ax B)=d(A) xd(B).

4- Si f est une application différentiable sur A alors d (A) = (f (A)).

2.3 Conclusion

Ce chapitre est consacré aux attracteurs et les exposants de Lyapunov. Dans la premiere partie,
nous donnons quelques définitions sur les ensembles attractants et les différents types d’attrac-
teurs et particulierement aux attracteurs étranges (chaotiques), celles qui sont caractérisées 1'évo-
lution des systemes chaotiques. La deuxiéme partie est consacrée aux exposants de Lyapunov qui

sont souvent utilisé pour déterminer si un systéme est chaotique ou non.

2.3. Conclusion



Chapitre 3

Quelques exemples de 3D systemes

chaotiques

Dans ce chapitre, nous présentons quelques exemples de systemes chaotiques tridimensionnels.

3.1 Cas continu

Exemple 3.1 (Systéme de Lorenz)

En 1963, Edward Lorenz a proposé un systeme différentiel a comportement chaotique pour cer-

taines valeurs de parametres. Ce systéme est défini par les équations suivantes :

dz

? =a(y — )

gl]_@t/ — rr—y— 2 (3.1)
2

pri —bz +zy

Ci-dessous l'attracteur de Lorenz pour les valeurs suivantes a = 10, r = 8/3, b = 28.

28
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5 10 15 20 25 30 35 40 45

z

Fig 3.1 : Digramme de I'attracteur de Lorenz pour les valeurs a = 10,7 = 3, b = 28.

Exemple 3.2 Considérons le systéme tridimensionnel chaotiques définit par :

dx

T —axr + myz

_Zt/ =cy —dxz (3.2)
d—i = —bz + ey?

Ici, x, y, =z sont les variables d’état et a, b, ¢, d, e, m sont des parametres constants positifs. Le
nouveau systeme (3.2) Comprends deux termes de produit croisé quadratiques et un terme carré.
Lorsque a = 16, b =5, ¢ = 10, d = 6, e = 18 et m = 0.5, le systeme (3.2) est chaotique avec les
exposants de Lyapunov L; = 1.86852 > 0, L, = 0, L3 = —17.73664 < 0. Les portraits de phase

correspondantes sont représentés sur les figures 3.2.

-0.80.60.40.2 00.20.40.60.8
X
Fig. 3.2 : Projection de l'attracteur du systéme (3.2) dans le plan (z, z) pour a = 16, b = 5, ¢ = 10,
d=06,e=18 m = 0.5.

3.1. Cas continu
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<
1 1 1
w N | ol o | N w

-0.8-0.6-0.4-0.2 0 0.20.40.60.8
X
Fig.3.3 : Projection de l'attracteur du systeme (3.2) dans le plan (z,y) pour a = 16, b = 5, ¢ = 10,
d=6,e=18, m =0.5.

0
y
)

Fig. 3.4 : Projection de l'attracteur du systeme (3.2) dans le plan (y, z) pour a = 16, b = 5, ¢ = 10,
d=06,e=18,m =0.5.

Exemple 3.3 Nous considérons systéme chaotique tridimensionnel présenté par Xuebing Zhang,
Honglan Zhu et Hongxing Yao[13]. Les équations différentielles autonomes qui décrivent le systéme

sont :

dx

? = —ar + by —yz

g—z—x—kxz, (3.3)
c_ —cz + y?

dt
ou z, y, z sont des variables d’état, a, b, ¢ sont des parametres constants du systeme (3.3). Le
systeme est chaotique pour : a = 10, b = 28, ¢ = 2
Les portraits de phase correspondantes sont représentés sur les figures 3.5, 3.6, 3.7

3.1. Cas continu
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80
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-20-15-10 -5 0 5 10 15 20
X

Fig 3.6 : Projection de l'attracteur du systeme (3.3) dans le plans (z, z) pour a = 10, b = 28, ¢ = 2.

) —~—————

10 20 30 40 50 60 70 80
4

Fig 3.7 : Projection de l'attracteur du systeme (3.3) dans le plans (z,y) pour a = 10, b = 28, ¢ = 2.

3.1. Cas continu
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Exemple 3.4 Nous proposons un nouveau systéme chaotique tridimensionnel obtenu par simple mo-

dification du systéme introduit dans [14], qui se présente sous la forme suivante :

d_at::a(y_x)_}_byz’

—?z:(c—a)aﬂ—cy—xz, (3.4
9 -

=Yz

ol a, b, c sont des parametres réels positifs avec b # 1. Dans ce mémoire, nous montrerons que le

systéme (3.4) est chaotique lorsque les paramétres du systéme a, b et ¢ pronent les valeurs a = 15,

b=8/3, ¢ = 10.

o = R W b

L N

Fig 3.8 : Projection sur planz — y de l'attracteur chaotique du systeme (3.4) pour : a = 15;
b=28/3;c=10.

14

1.2

08F---

0.6

0.4

0.2

o=}

Fig 3.9 : Projection sur plan x — z de l'attracteur chaotique du systeme (3.4) pour : a = 15; b
=8/3; ¢ = 10.

3.1. Cas continu
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3.2 Cas discret

Exemple 3.5 (systéme de Hénon )[15] ces derniéres années Hénon a proposé un systéme chaotique

tridimensionnel ; ce systéeme est défini par les équations suivantes :

Tn+1 = Yn
Yn+1 = Zn (35)
Zpy1 = Q@+ an + Yyn + Z?L

lorsque (z;y; z) € R? est 'espace d’état, et («; 3;7) € R? sont des parameétres de bifurcations.

T 1 1 y
-03 a 03 x 0.8 (k]

Fig 3.10 : Attracteur chaotique tridimensionnel de Hénon avec o« = 0.002, g = 0.7, v = 0.87.

3.2. Cas discret



Chapitre 4

Analyse et dynamique de quelques 3D

systemes chaotiques continus

Ce chapitre a pour objectif principal d’introduire 'analyse et la dynamique de quelques systemes
autonomes tridimensionnels continus qui possedent des comportements dynamiques extréme-
ment complexes pouvant générer un attracteur chaotique par analyse théorique et simulation
numérique détaillée. Nous analysons ces systemes au moyen de portraits de phase, du spectre des

exposants de Lyapunov et du diagramme de bifurcation du systéme.

4.1 Analyse et dynamiques du systéme chaotique (3.3)

4.1.1 Analyse du systeme chaotique (3.3)

De toute évidence, le systéme (3.3) n’est pas topologiquement équivalent au systéme Lorenz ori-
ginal ou a un autre systeme du type Lorenz. En effet, selon les efforts de Celikovsky et Chen

[16 — 18], le systeme de Lorenz généralisé a la forme suivante :

] 1o 00 0
@ _ z+xm | 00 -1 |z (4.1)
dt 0 Xs .

ot z = (1,25, 73)" , A\s € R et A sont 2 x 2 matricés réels.
a1 Q12
A= 4.2)
Q21 A22

34
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avec les valeurs propres \;, \; € R et satisfaisant A\, 3 < 0 et A\; > 0 alors que notre systeme (3.3)

Prends cette forme de maniere correspondante :

y 4 0 0 0O 00 —1
== s+m | 001 [z+m| 00 0 |2 (4.3)
dt 0 As
0 0O 01 0
il n’est immédiatement clair que le systéme (3.3) ne soit pas topologiquement équivalent au sys-

téme de Lorenz généralisé.

-Points fixes et leurs stabilités

d d d :
Les points fixes du systeme (3.3) sont par définition tel que % = % = % =0i.e.,
—axy + bxy — x9w3 =0
T+ r1r3 = 0 (44)

—cxs+ 123 =0

De I’équation 2 on obtient : x;1 = 0 ou 23 = —1

pour r; =0Oona:

(4.4) = { 72 (b—25) =0 (4.5)

—cx3+ a3 =0

:1:2:0\/363219

—cx3+ a3 =0
Alors :

S; =1(0,0,0), Sy = (0, Ve, b) , Sy = (O, —Vbe, b) sont des points fixes du systéme (3.3) .
pour r3 =0Oona:

- b+1)x2=0
(14) = | mrbFhe (4.6)
c+a3=0
T = (b+1)1‘2
= a
To =+/—CV Ty = —y/—C
Alors : .
S, = _(+Dy _67 —/—c, —1) , S5 = (% ”_C, Vv—c, —1) deux points fixes du systéme
a a
(3.3).

En conclusion :

4.1. Analyse et dynamiques du systéme chaotique (3.3)
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le systéme (3.3) A cinq points fixes comme suit :

(51 =1(0,0,0),
Sy = (0, \/_ b
Sy = o \/_ b
3 _(b+1) \/_ “4.7)
51 = V-
b+1
Teai= iy
\
Pour plus de simplicité, nous fixons les parametres :
a=10,b=28,c=2 (4.8)
Nous obtenons trois points d’équilibre réels :
S, = (0,0,0), S, = (0,7.4833,28), S = (0, —7.4833, 28) (4.9)

La stabilité des points d’équilibres est déterminée en linéarisant le flot au voisinage de ces points
et en calculant les valeurs propres, notées )\;, de la matrice Jacobéenne en ces points.

Pour le systeme (3.3) La matrice Jacobéenne s’écrie :

—a b—2z —y —-10 28—z —y
J=|1+2 0 z |=|1+2z 0 T (4.10)
0 2y —c 0 2y =2

Pour S, la matrice Jacobéenne est :

—a b 0 —-10 28 0
J1 = 1 0 0 | = 1 0 0 (4.11)
0 0 —c 0o 0 -2

et comme det(.JJ; — A\I) = 0, nous avons I'équation caractéristique, suivante :
NMa(a+e) N+ (ac—b) A —be= N +12)\% =8\ —56 =0 (4.12)

a pour racines les trois valeurs propres :

A =—12,2801 < 0, Ay =2,2801 >0, A3 =—-2<0 (4.13)

Ici A2 est un nombre réel positif et A\;, A3 sont deux nombres réels négatifs. Par conséquent,

I'équilibre S; (0,0, 0) et un point de selle. Donc ce point 5; (0,0, 0) est instable.

4.1. Analyse et dynamiques du systéme chaotique (3.3)



Chapitre 4. Analyse et dynamique de quelques 3D systémes chaotiques continus

Ensuite, la linéarisation du systéme (3.3) autour de 'autre équilibre tel que S5, S3 donne I'opéra-
tion caractéristique suivante.

Pour I’équilibre S; = (0, 7.4833,28) , il a une matrice Jacobéenne donnée par :

—10 0 —7.4833
Jo=1 29 0 0 (4.14)
0 15.9666 -2

Ses valeurs propres sont les racines du polynéme caractéristique :

det (Jo — A1) = N* + 12A% + 20\ + 3465 (4.15)

Alors, les valeurs propres correspondant au point d’équilibre S, = (0, 7.4833, 28) sont :
A1 = —19.5088 < 0, Ay = 3.7544 4 12.3448i, A3 = 3.7544 — 12.3448: (4.16)

Ici A\;est un nombre réel négatif, A\, et \3 une paire de valeurs propres de conjugués complexes
avec des parties réelles positives. Donc, le point d’équilibre S, est un point focal de selle instable.

Pour le point d’équilibre S;, la matrice Jacobéenne devient :

—-10 0 7.4833
J3=1 29 0 0 (4.17)
0 —159666 —2

Nous avons I'équation caractéristique, suivante :

A2+ 1202 4+ 20\ + 3465 = 0 (4.18)

Par conséquent, les valeurs propres correspondantes de S5 sont :

A1 = —19.5088 < 0, \g = 3.7544 + 12.34487, A3 = 3.7544 — 12.3448¢ (4.19)

Le résultat montre que \; est un nombre réel négatif )\, et A3 est un couple conjugué complexe
et que leurs parties réelles sont positives. Donc, le point d’équilibre S3 aussi est un point de
focalisation selle instable.

Panalyse ci-dessus montre que les trois points d’équilibre du systeme non linéaire sont tous centrés

sur la selle.

4.1. Analyse et dynamiques du systéme chaotique (3.3)
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-Dissipation du systéme

Pour le systéme (3.3), nous avons :

Vo=—a—c=—12 (4.20)
ce qui implique que le systeme (3.3) est un systéme dissipatif, et sa contraction exponentielle
d
d—: = exp’12

Cela implique que chaque volume contenant la trajectoire diminue a zéro puisque ¢ — oo a un
taux exponentiel.

Par conséquent, toutes les orbites du systéme sont finalement confinées a un sous-ensemble spé-

cifique de volume nul et le mouvement asymptotique s’instable sur un attracteur.

-Exposants de Lyapunov du systeme (3.3)

Selon le théoreme du chaos non linéaire, les exposants de Lyapunov mesurent les vitesses et
d’exponentielles de divergence et convergence des trajectoires proches dans I'espace des phases
du systeme (3.3).

Soit a = 10,b = 28 et ¢ = 2 et la condition (z; (0),x2 (0),z3(0)) = (7.2,7.8,2.3). Par une analyse
numérique est théorique détaillée, selon I'algorithme de Wolf [19]; les valeurs des exposants de

Lyapunov du systeme sont obtenues de la maniére suivante :
Az1 = 2.46,\pp = 0, A3 = —14, 45. (4.21)

Par conséquent, la dimension de Lyapunov de ce systéme est :

1 J
Dp=j4+ —-—— AL = 2,17 4.22
L=1] |)‘LJ'+1|ZZ:1:L ( )

(a) (b)

Fig 4.1 : Portraits de phase du systéme (3.3) , a = 10, b =28, c= 2. (a) : Vue 3D sur les plans

x—y—z. (b) : Projection sur plan x-y . (¢) : Projection sur plan x-z . (d) : Projection sur plan y — z.

4.1. Analyse et dynamiques du systéme chaotique (3.3)
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4.1.2 Dynamiques du systéme (3.3)

-Comportement dynamique du systeme (3.3) pour : o = 10, b = 28 et ¢ varié

Le spectre des exposants de Lyapunov du systéme (3.3) par rapport au parametre c est illustré
4 la figure 4.2. Evidemment, lorsque ¢ € [0.1,13], lexposant maximal de Lyapunov est positif ;
le systeme (3.3) est chaotique (par exemple, avec ¢ = 6, selon la méthode de Runge - Kutta, le
portrait de phase est représenté sur la figure 4.4(a). Lorsque ¢ € |13, 50|, 'exposant maximal de
Lyapunov est égal a zéro; le systeme (3.3) est en orbite périodique. Figure 4.4(b), (c) montre
I'orbite périodique lorsque ¢ = 16 et ¢ = 50.

Lorsque ¢ € ]152,200], 'exposant maximal de Lyapunov est négatif, le systeme (3.3) converge vers
un équilibre représenté a la figure 4.4(d), ou ¢ = 158.

En dessinant le diagramme de bifurcation par rapport a ¢, le résultat est présenté a la Fig 4.3.
Lorsque ¢ augmente, la Fig.4.3 montre clairement le processus de dégénérescence de du nouvel
attracteur chaotique vers la région de solution périodique, comme indiqué, par exemple, sur les
figures 4.4(a), (b), (c), ou le systeme en orbite dégénere par bifurcations de doublement de

période inversdynamiques du systeme (3.3) .

-Comportement dynamique du systéme (3.3) pour : a = 10, b = 28 et ¢ varié

Le spectre des exposants de Lyapunov du systéme (3.3) par rapport au parametre c est illustré
4 la figure 4.2. Evidemment, lorsque ¢ € [0.1,13], exposant maximal de Lyapunov est positif ;
le systéme (3.3) est chaotique (par exemple, avec ¢ = 6, selon la méthode de Runge -Kutta, le
portrait de phase est représenté sur la figure 4.4(a). Lorsque ¢ € |13, 50], 'exposant maximal de
Lyapunov est égal a zéro; le systeme (3.3) est en orbite périodique. Figure 4.4(b), (c) montre
I'orbite périodique lorsque ¢ = 16 et ¢ = 50.

Lorsque ¢ € ]152,200], 'exposant maximal de Lyapunov est négatif, le systeme (3.3) converge vers

un équilibre représenté a la figure 4.4(d), ou ¢ = 158.

Lyapunty mipedsnis

Fig 4.2 : Spectre des exposants de Lyapunov du systeme (3.3) par rapport au parametre
c € [0.200] avec a = 10, b = 28.

4.1. Analyse et dynamiques du systéme chaotique (3.3)
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25 an

Fig 4.3 : Digramme de bifurcation du systeme (3.3) en fonction du parameétre ¢ € [0.30] avec
a =10, b= 28.

Fig 4.4 : Portraits de phase du systéme (3.3), a = 10, b = 28. (a) : Projection sur plan x-z, ¢ = 6 .
(b) : Projection sur plan x-z, ¢ = 16. (¢) : Projection sur plan x-z, ¢ = 50. (d) :Vue 3D sur les plans

X-y-z, c = 158.

-Comportement dynamique du systeme (3.3) pour : a = 10, ¢ = 2 et b varié

La figure 4.5 montre le spectre des exposants de Lyapunov du systéme (3.3) par rapport au
parametre b. Evidemment, lorsque b € [0,7], le systéme est stable et converge vers un équilibre,
comme le montre la figure 4.7(a). Lorsque b € |7, 10.5], 'exposant max de Lyapunov est toujours
égal a zéro, ce qui implique que le systeme a une orbite périodique, comme illustré a la Fig. 4.7
(b) o b = 9. Lorsque b € ]10.5,106] , 'exposant max de Lyapunov est positif, ce qui implique
que le systeme est chaotique et lorsque b > 106, le systeme évolue finalement vers une orbite
périodique, comme illustré a la Fig.4. 7 (c), (d).

En tracant le diagramme de bifurcation par rapport a b, le résultat est présenté a la Fig. 4.6. Avec
b croissant,

La figure 4.6 montres clairement la création du chaos a partir de bifurcations a période double

et, d’autre part, il existe un processus de dégénérescence du nouvel attracteur chaotique vers la

4.1. Analyse et dynamiques du systéme chaotique (3.3)
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région de solution périodique, ou le systéme dégénere par bifurcations a période doublée. En fait,
I'ensemble du processus d’évolution contient deux processus distincts : premiérement, le nouvel
attracteur chaotique dégénere progressivement en région de solutions périodiques. Deuxieme-
ment, le processus de dégénérescence est souvent soudainement modifié par le retournement et

la localisation de I'orbite du systeme.

Lyapunoy gxponents

b

Fig 4.5 : Spectre des exposants de Lyapunov du systeme (3.3) par rapport au parametre
b € [0.200] avec a = 10, ¢ = 2.

Fig 4.6 : Digramme de bifurcation du systeme (3.3) en fonction du parametre b € [0.200] avec
a=10,c=2.

Fig 4.7 : Portraits de phase du systéme (3.3), a = 10, ¢ = 2. (a) : Vue 3D sur les plans = — y — z,
b= 6. (b) : Projection sur plan z — y, b = 9. (¢) : Projection sur plan x — z, b = 106. (d) :

Projection sur plan y — z, b = 190.
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-Comportement dynamique du systéme (3.3) pour : b = 28, ¢ = 2 et q varié

Le spectre des exposants de Lyapunov du systeme (3.3) par rapport au parametre a est présenté a
la Fig. 4.8.

Quand a € |0, 4.35], 'exposant maximal de Lyapunov est égal a zéro, ce qui implique que le sys-
teme a une orbite périodique, comme illustré a la Fig. 4.10 (a), ou a = 4. Quand a € ]4.35,17.3],
Lexposant maximal de Lyapunov est positif, le systéme est chaotique comme indiqué a la Fig.
4.10 (b), ol @ = 15. Quand a € ]17.3,18.3], I'exposant maximal de Lyapunov est égal a zéro a
nouveau, le systeme dégénere en région de solutions périodiques comme le montre la figure 4.10
(), et quand un a € |18.3,26], le systeme redevient chaotique. Quand a € ]26,41], le systeme a
une orbite périodique, comme le montre la figure 4.10 (d) Quand a > 41, 'exposant maximal de

Lyapunov est négatif, I’orbite du systéme converge vers un équilibre.

Lyapumnoy exponents
b s
o [=]

Fig 4.8 : Spectre des exposants de Lyapunov du systeme (3.3) par rapport au parametre
a € [0.50] avec ¢ = 2, b = 28.

Fig 4.9 : Digramme de bifurcation du systeme (3.3) en fonction du parametre a € [0.45] avec
c=2,b=28.
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............

Fig 4.10 : Portraits de phase du systeme (3.3), ¢ = 2, b = 28. (a) : Projection sur plan z — z, a = 4.
(b) : Projection sur plan x — z, a = 15. (¢) : Projection sur plan z — z, a = 17.5. (d) : Projection sur

plan z — z, a = 30. (e) : Vue 3D sur les plans © — y — z, a = 44.

4.2 Analyse et dynamiques du systéme chaotique (3.4)

4.2.1 Analyse du systeme chaotique (3.4)

-Propriétés de base

Dans cette section, quelques propriétés de base du systeme (3.4) sont données. Nous commencons
par les points d’équilibre du systéme et vérifions leur stabilité aux valeurs initiales des parametres

a,b,c.

-Points d’équilibre

d d d
Les points fixes du systeme (3.4) sont par définition tel que d—f = d—‘z = d—j =0i.e.,

4.2. Analyse et dynamiques du systéme chaotique (3.4)
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aly —x) +byz =0,

(c—a)xr+cy—xz=0, (4.23)
xy —z=0.
donnent les cinq points d’équilibre :
bo = (07 07 0)
V2 a V2 [a s
Prs = <ig (s — 2a) e (s — 2ab + 4bc), F5 1\ e (s — 2ab + 4bc), ~%
= (4:4.049, £3.166, —12.819) (4.24)
V2 a V2 [a k
= | £X5 (k —2a) /= (k — 2ab + 4bc), F—=, [ — (k — 2ab + 4bc), — —
P24 ( " (k — 2a) e (k — 2ab+ 4bc), F 5\ e (k — 2ab + 4be), 5%
| = (£1.746, £1.256,2.194)
ou :
s = a+Va2b? — 2a2b + a2 — 2ab%c + 6abc + b2c® + ab — be = 68.366 (4.25)
E = a—Va2? —2a2b+ a? — 2ab2c + 6abc + b2c2 + ab — bc = —11.686
-Stabilité

Afin de vérifier la stabilité des points d’équilibre, nous dérivons la matrice Jacobéenne en un point

p(z,y, z) du systéme (3.4).

—a a+bz by —-15 15+ gz gy
Jp)=| c—a—=z c —x | =] —5-3 10 _r (4.26)
Y T -1 Y T —1
—a a 0 —-15 15 0
Pour pg, on obtient J(pg) = | c—a ¢ 0 = -5 10 0 avec équation polynomiale
0 0 —1 0 0 -1
caractéristique
2?4+ 6A% — TOA — 75 =0
qui a trois valeurs propres :
A= —1,A = —11.513, A3 = 6.513 (4.27)

Puisque toutes les valeurs propres sont réelles, le théoreme de Hartma-Grobman implique que pq

est un point de selle et instable selon le théoréme de stabilité de Lyapunov.

4.2. Analyse et dynamiques du systéme chaotique (3.4)
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En utilisant la méme méthode, les valeurs propres du Jacobéen en p; et p3 sont :
A1 = 3.3706 — 8.31847, Ay = 3.3706 + 8.318417, \3 = —12.741 (4.28)
alors p; et p3 sont deux points de selle instables. Les valeurs propres du Jacobéen en p, et p, sont :
Ap = 1.8884 + 3.3001%, Ay = 1.8884 — 3.3001¢z, A\3 = —9.7768 (4.29)

alors p, et py sont deux points sellés foyers instables car aucune des valeurs propres n’a de partie
réelle zéro et \;, A\, sont complexes.

-Dissipativité

Un systéme dynamique dissipatif vérifie la condition :

ox 0y 02
VV=—+-"+-—<0 4.30
ox * Jy * 0z ( )
Dans le cas du systeme (3.4), on a :
VV=c—(a+1)=-6 (4.31)
Pour a = 15,b = 8/3,¢ = 10, on obtient V¥ = —6 < 0 et donc la condition de dissipative est
vérifiée sur ce systéme. Egalement,
d
d—‘t/ = =@ ~ 0.0024788 (4.32)

alors le volume de lattracteur diminue d’un facteur de 0.0024788.

-Exposants de Lyapunov et dimension de Kaplan-Yorke

Les exposants de Lyapunov sont utilisés pour mesurer les taux exponentiels de divergence et de
convergence des trajectoires proches, ce qui est un caractere important pour juger si le systeme
est chaotique ou non. Iexistence d’au moins un exposant de Lyapunov positif implique que le
systeme est chaotique.
Pour les valeurs de parametres a = 15,b = 8/3 et ¢ = 10, les exposants de Lyapunov du nouveau
systeme chaotique (3.4) sont obtenus a l'aide de I'algorithme de Wolf [19] dans Matlab, comme
suit :

Ly =0.65581, Ly = —0.00085397, L3 = —6.655 (4.33)

Le spectre des exposants de Lyapunov est présenté a la Fig. 4.11.

4.2. Analyse et dynamiques du systéme chaotique (3.4)
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Fig 4.11 : Spectre des exposants de Lyapunov du systeme (3.4) pour : a = 15; b = 8/3; ¢ = 10.

Le spectre des exposants de Lyapunov [20] ayant un terme positif L, il s’ensuit que le nouveau
systéme chaotique 3D (3.4) est chaotique. La dimension de Kaplan-Yorke du systéme (3.4) est

calculée comme suit :
L+ Ly

= 2.0984. (4.34)
| L]

Dy =2+

4.2.2 Dynamique du systéeme (3.4)

Dans cette section, les comportements dynamiques du systéme (3.4) sont étudiés numériquement

a l'aide du spectre du plus grand exposant de Lyapunov et des diagrammes de bifurcation.

-Comportement dynamique du systeme (3.4) pour : b = 8/3; ¢ = 10; et a varié

La figure 4.12 montre le spectre des plus grands exposants de Lyapunov du systéme (3.4) selon
le paramétre a : a € [12, 22]; et comportements du systéme (3.4) sont soit chaotique, périodique
soit convergent vers 'un des équilibres. Quand a € [12.5, 16]; Lexposante maximale de Lyapunov
est positif, ce qui implique que le nouveau systéeme (3.4) est chaotique dans cet intervalle. La
Fig. 4.13 montre l'attracteur étrange quand a = 15. For a € [16.4, 16.8]; 'exposant maximal
de Lyapunov est presque toujours égal a zéro, ce qui implique que le nouveau systeme (3.4)
A une orbite périodique. La Fig. 4.14 montre 'orbite périodique quand « = 16.5. 'exposant
maximal de Lyapunov est négatif pour a € [18.5, 22| ce qui signifie que les trajectoires du nouveau
systeme (3.4) sont en chute pour converger vers 'équilibre. Cette dynamique est confirmée par le

diagramme de bifurcation de la Fig. 4.15.
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Fig 4.12 : Variation du plus grand exposant de Lyapunov du systéme (3.4) par rapport au
parametre a € [12, 22]; and b = 8/3; ¢ = 10.

Fig 4.13 : lattracteur étrange du nouveau systeme (3.4) lorsque : a = 15; b= 8/3; ¢ = 10.
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26

Fig 4.14 : Lorbite périodique du nouveau systeme (3.4) lorsque a = 16.5; b = 8/3; ¢ = 10.

10

X max

- : :
12 14 16 18 20 22
Bifurcation parameter a

Fig 4.15 : Diagramme de bifurcation du systeme (3.4) en fonction du parameétre a € [12, 22];
and b = 8/3; ¢ = 10.

-Comportement dynamique du systeme (3.4) pour : ¢ = 15; ¢ = 10; et b varié

La Fig. 4.16 montre le spectre des plus grands exposants de Lyapunov du systeme (3.4) par
rapport au parameétre b : évidemment, lorsque b € [0, 20] ; le comportement du systéme (3.4) est
en état chaotique pour toutes les valeurs de cette plage, a 'exception de certaines valeurs pour
lesquelles le systeme passe en état périodique. cette dynamique est confirmée par le diagramme
de bifurcation de la Fig. 4.17.
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Fig 4.16 : Variation du plus grand exposant de Lyapunov du systéme (3.4) par rapport au

parametre b € [0, 20]; eta=15;c =10
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Bifurcation pammeter b

Fig 4.17 : Diagramme de bifurcation du systeme (3.4) en fonction du parametre b € [0, 20]; et
a=15;c=10.

-Comportement dynamique du systéme (3.4) pour : « = 15; b = 8/3; et ¢ varié

Les Figs. 4.18-4.19 montre le spectre des plus grands exposants de Lyapunov et le diagramme
de bifurcation du systeme (3.4) par rapport au parametre ¢ € [5, 13]; et a = 15; b = 8/3. dans
¢ € [5,13]; soit le comportement du systéme (3.4) converge vers un équilibre unique, périodique
au chaotique.
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Fig 4.18 : Variation du plus grand exposant de Lyapunov du systéme (3.4) par rapport au
parameétre ¢ € [5, 13]; and a = 15; b = 8/3.
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Fig 4.19 : Diagramme de bifurcation du systeme (3.4) en fonction du parametre ¢ € [5, 13]; et
a=15;b=8/3.

Les figues. 4.20-4.21 représente I'attracteur chaotique du nouveau systeme (3.4) en vue 3D, alors
que sur les fig. 4.22-4.23-4.24-4.25-4.26, les projections 2D de I’étrange attracteur chaotique du
nouveau systeme chaotique (3.4) sur (z,y), (y,x), (z,2), (z,z), (y, 2), (z,y) plans, sont indiqués,

respectivement
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Fig 4.20 : Vue 3D sur 'éspace = — y — z de l'attracteur chaotique du nouveau systeme (3.4).

Fig 4.22 : Projection sur planx — y de l'attracteur chaotique du systeme (3.4) pour : a = 15;
b=28/3; c=10.
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Fig 4.23 : Projection sur plan y — = de 'attracteur chaotique du systeme (3.4) pour : a = 15;
b=28/3;c=10.

Fig 4.24 : Projection sur plan x-z de I'attracteur chaotique du systeme (3.4) pour : a = 15;
b=28/3;c=10.
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Fig 4.25 : Projection sur planz — = de l'attracteur chaotique du systéme (3.4) pour : a = 15;
b=28/3; c=10.
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Fig 4.26 : Projection sur planz — x de l'attracteur chaotique du systeme (3.4) pour : a = 15;
b=28/3;c=10.

4.3 Conclusion

Ce chapitre présente I'analyse et la dynamique des systemes chaotiques tridimensionnelle. Pour
I'analyse quelques propriétés de base du nouveau systeme chaotique sont données, telles que
les points d’équilibre, la stabilité des points d’équilibre, le spectre des exposants de Lyapunov, la
dimension de Kaplan-Yorke. La dynamique du systéme chaotique 3D est également étudiée nu-
mériquement a 'aide des diagrammes de plus grands exposants de Lyapunov et des diagrammes

de bifurcation. Les résultats sont validés par simulation numérique avec Matlab.

4.3. Conclusion
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Conclusion Génerale

La théorie du chaos est 'une des théories principales des systemes dynamiques, car son impor-
tance pour décrire le comportement pour ces systemes. Lanalyse et la dynamique des systemes
dynamiques chaotiques ont été étudiés dans nombreux travaux. Le but éssentiel dans ce travail est
de donner une idée générale sur 'analyse et la dynamique de quelque 3D systemes chaotiques. Le
premier est un chapitre préliminaire contient les notions fondamentaux concernons les systemes
dynamiques (discrets et continus) et le deuxieme est consacré aux attracteurs et les exposants de
Lyapunov.

Dans le troisieme chapitre, nous considérons quelques systemes chaotiques trimensionnelle avec
quelque détaillent. Dans le quatrieme chapitre, nous présentons l'analyse et la dynamique de
quelque 3D systémes chaotiques.

Pour I'analyse de ces systemes nous cherchons les points d’équilibre de ces systemes et leurs sta-
bilités selon la matrice jacobéenne et les valeurs propres correspondantes, ensuite, nous étudions
la dissipativité du systeme considéré et nous cherchons les exposants de Lyapunov en utilisant
I'algorithme de Wolf pour confirmer que ces systémes sont chaotiques.

Les comportements dynamiques de ces systemes sont étudiés en utilisons les diagrammes des
variations exposants de Lyapunov et les diagrammes de bifurcations selon les parametres de bi-

furcations de ces systemes.

4.3. Conclusion
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