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Résumeé

L’objectif de ce mémoire de fin d’études est basé¢ sur la problématique

générale qui porte sur la détection du chaos dans les systemes
dynamique non linéaires. Plus précisément, nous nous intéressons aux
systemes dynamiques continus non linéaires, dont leurs formulations
sont données par des équations différentielles avec la présence d’un
parameétre de bifurcation , et aussi nous nous intéressons aux systemes
dynamique discrets non lineaires, dont leurs formulations sont données
par des fonctions récurrentes avec la présence d’un parametres de
bifurcation, (ultérieurement, sera plusieurs parameétres dans le cas
multidimensionnel), ou une petite perturbation aux conditions initiales
résulte un grand écart entre les observations a long terme, c'est d'ici la
notion de l'imprévisibilité a lieu. En appliguant les outils de
quantification du chaos, plusieurs exemples de systemes sont détectés

chaotiques, pour un tel ensemble de parameétres.

Les mots clés : systeme dynamique, bifurcation, stabilité, chaos, les

exposants de lyapunov, attracteurs, application Logistigue, modéle de

lozi, modele de Hénon, modele de Lorenz.




Abstract

The purpose of this final memory is focused on the general
problem of discovering chaos in nonlinear dynamical systems. More
specifically, we are interested in nonlinear continuous dynamical
systems, whose formulas are presented by differential equations with
the splicing parameter, and we are also interested in separate nonlinear
dynamical systems, whose formulas are presented by repetitive
functions with the parameters of the diffraction (later, Many parameters
in the case of multi-dimensional), or a small disturbance in the initial
conditions lead to a large gap between the long-term observations, it is
here to the idea of unpredictability occur. Through the application of
quantitative measurement tools for chaos, many examples of anarchic

systems are detected chaotic, for a set of parameters

Keywords: dynamical system, bifurcation, stability, chaos, lyapunov

exponents, attractors, Logistic application, Lozi model, Hénon model,

Lorenz model.
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Notations

R I’ ensemble des nombres réels.
N I ensemble des nombres naturels.
7 I ensemble des nombres entiers.
R™ R" I ensemble des parties de R
x* Points fixes.
Df(x) La dérivée de la matrice jacobienne.
t, k Indices.
P Période.
mp Multiplicateur.
£ Valeurs propres.
S.C.1 Sensibilité aux conditions initiales.
d La distance.
[ Parametre de controle.
Dy, Dimension de Lyapunov.
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Introduction Générale

Les systémes dynamiques se sont développés durant le X 7X®™¢ si¢cle ; effectivement, vers la fin
de ce siécle, le mathématicien physicien et philosophe francais Henri Poincaré! avait déja mis
en exergue le phénomene de la sensibilité aux conditions initiales, il montra dans son étude du
systeme solaire qu’il existait des orbites stables et d’autres instables et que parfois, une tres faible
perturbation dans le systeme pouvait générer un changement d’état d’une orbite. Il s’est rendu
compte que des causes parfaitement semblables pouvaient ne pas entrainer les mémes effets.
Puis, plusieurs recherches sur la sensibilité du mouvement ont été réalisées, Alexandre Lyapu-
nov?, le mathématicien russe qui avait introduit I'idée de mesurer 1'écart entre deux trajectoires
ayant des conditions initialement voisines, lorsque cet écart évolue exponentiellement il s’agit
de la sensibilité aux conditions initiales, et Edward Lorenz® météorologue américain analysait
le comportement d’un systéme dynamique non-linéaire inspiré d’'un modele de 'atmosphere ter-
restre. En proportion de différentes valeurs des parametres, un nouveau comportement dyna-
mique était souligné. Les trois variables d’état du systéme, donnant lieu a déterminer I’évolution
des masses d’air, agissaient une activité intermittente, imprévisible. Edward Lorenz soutenait
que, dans les systémes non-linéaires de petites différences dans les conditions initiales repro-
duisent a long terme des systemes complétement différents. C’est d’ici les premiers pas pour
comprendre le chaos déterministe.

Plus généralement, un systeme dynamique décrit I’évolution des phénomenes qui évoluent au
cours du temps. Le terme "systeme" se référe a un ensemble des variables d’état (dont la valeur
évolue au cours du temps) et aux interactions entre ces variables. lensemble des variables d’état
d’un systeme sert a structurer un espace mathématique appelé "espace des phases" ; cette illustra-
tion permet de distinguer un comportement régulier d'un comportement purement aléatoire et
donc prévisible.

En raison de ses applications dans la télécommunication, la transmission sécurisée d’informa-
tions,et la cryptographie , les systemes dynamiques chaotiques jouent un role plus important,

car de nombreux modeéles mathématiques des processus physiques, des phénomenes biologiques,

'Henri Poincaré (1854-1912), est un mathématicien, physicien, philosophe et ingénieur francais. Il a réalisé des
travaux d’importance majeure en optique et en calcul infinitésimal. Ses avancées sur le probleme des trois corps en

font un fondateur de I'’étude qualitative des systemes d’équations différentielles et de la théorie du chaos.
2Alexandre Mikhailovitch Liapounov (1857-1918) est un mathématicien russe, il a apporté une grande contribu-

tion a 'analyse de la stabilité des systemes dynamiques linéaires ou non.
3Edward Norton Lorenz (1917-2008), est un scientifique américain, travaillant comme météorologue au "Massa-

chusetts Institute of Technology", il découvre par hasard, en 1963, que I'on peut obtenir un comportement chaotique
avec seulement trois variables, soit un systéme non linéaire a trois degrés de liberté.




des réactions chimiques et des systemes économiques, ont été définis a 'aide des systémes dyna-
miques. Par conséquent, il est important de considérer I’étude de ce type de systemes.

Suite a ce qui précede, notre mémoire est réparti sur quatre chapitres importants et liés 'un
de l'autre, dont le premier est consacré aux systemes dynamiques dans leurs généralité, comme
par exemple, les définitions de base, d’espace d’état, de systeme dynamique continu, de systeme
dynamique discret, des points fixes avec leurs classification et stabilité, en passant en deuxiéme
chapitre a la théorie de bifurcation, en etudions avec exemples tous les types de bifurcation.

Le troisiéme chapitre, nous fait une tournée vers les outils de mésure et de quantification du
chaos dans tel systeme, en décrivant les notions d’attracteur etrange, sensibilités aux conditions
initiales, exposant de Lyapunow.

Pour la bonne illustration du chaos dans les systemes dynamiques, nous citons dans le quatrieme

chapitre, quelques exemples universels des systemes dynamiques détecter chaotique .




Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Systeme dynamique

Un systeme dynamique décrit par une fonction mathématique présente deux types de variables :
dynamiques et statiques, les variables statiques appelés parametres du systeme, sont fixes, les
variables dynamique, encore sont les quantités fondamentales qui évolue au cours du temps de
maniére a la fois :

— Causale (c.a.d que son avenir ne dépend que des phénomenes du passé du présent).

— Déterministe(c.a.d qu’a une "condition initiale" donnée a I'instant présent va correspondre a

chaque instant ultérieur "un et un seul état futur" possible).[5]

Définition 1.1 Soient X un espace mathématique (géneralement X = R"™ ) T estl'ensemble ( R , Z ou

N ) et f une application continue

FiXxT— X

(z,t) — f (2,1)

on définit un systéme dynamique par le triplet (X, T,f) si Vx € X

f(@,0) =
f(f(.%’,tl),tg) = f($,t1+t2), Vi, to €T,

sachant que
X : Espace de phases.
T : Espace temporel.

f : Flot du systéeme dynamique ou encore (fonction d’évolution).[8]



Chapitre 1. Notions préliminaires

Définition 1.2 (Espace de phases) : De maniére simple, I’espace de phases est une structure cor-

respendante a 'ensemble de tout les états possible du systéme considére.

Définition 1.3 (Espace tomporel) : C’est 'ensemble des coordonnées nécessaire a la déscription

compléte d’un systeme. Cet espace peut étre continue ou discret.

Définition 1.4 (Flot) : On appelle flot d’un systéeme dynamique Uapplication continue [16]

o : I xR—=]
(x,t) — Py (z) = D(x,1).

Qui posséde les propriétes suivantes

q)t<$0) = X

Qs (v9) = Py(Ps(0), pourtoutt > s e R

Exemple 1.1 — Cas continue : (Loscillateur de Duffing)

dr
g
d—i:x—x?’—éy—i—’ycoswt

Ou 6, v, w sont des paramétres physiques réels (variables statiques) Uespace de phases est : R
lespace des paramétres est : R3.

— Cas discret : (U'application de Hénon)

{ka:yk—I—l—ax%

Y1 = bxy

Ou a, b sont des parametres réels, 'espace des phases est : R? | ’'espace des paramétres est : R? .

Remarque 1.1 On classifier un systéme dynamique par rapport au temps a deux catégories
— Systémes dynamiques continus.

— Systéemes dynamiques discrets.

1.1.1 Systéme dynamique continue

Un systéeme dynamique [9] dans le cas continue est représenté par un systéme d’équation diffé-
rentielle du premier order ( EDP parabolique ou équation différentielle ordinaire ) de la forme :
dz

x;:E:f(x,t,,u) oureR"etpyeR" (1.1)

1.1. Systeme dynamique E



Chapitre 1. Notions préliminaires

ol f:R" x Rt — R™ désigne la dynamique du systeme, avec une condition initiale :
To =2 (to)

1.1.2 Systeme dynamique discret

Soit f:D — D, D C R" une application continue et dérivable, f* désignela ke itéréede f

Cest -a-dire :

fola)=a, fH(z)=f(x), f2(2) = f(f (@), s fOl2) = f(f ().

Dans le pratique g, 21 = f (z0), 22 = f%(x), ..., représantent les valeures d’une certaine quan-
tité au temps 0, 1,2, ....

Ainsi la valeur de la quantité aux temps k + 1 est une fonction de sa valeur au temps & .

I application f est couramment appelée "systéme dynamique discret". [©]

Aussi on peut le représenter par 'ittération suivante :

= ), € R et p € RY
{ Trpr = f(xn, 1), x 2 (1.2)

z(0)=xz9€ D

1.2 Points fixes

a) Cas continue

Définition 1.5 On appelle un point d’équilibre (point fixe, critique, ou singulier ) de 1.1, tout point

x* de Uespace de phase vérifiant l'équation :
f(a*) =o.
b) Cas discret

Définition 1.6 Un point z*est appellé un point fixe ( point stationnaire ) de 1.2 si :

Géométriquement :

Les points fixes sont définies par l'intersection de la courbe de la fonction y = f(z) avec la droite

Yy = .

1.2. Points fixes



Chapitre 1. Notions préliminaires

y=2x

"4

y=x

Fig (1,1) : Représentation

géometrique des points fixes.

Remarque 1.2 Soit la matrice jacobienne :

%A ... Of
ox1 Ozn,
J=Df(x")=| : :
Ofn ... Ofn
Ox1 Oxn

Si la matrice jacobienne D f(x*) n’a pas des valeures propres dont le module soit égale a un, x* est
appelé point fixe hyperbolique.
oSi tout les modules des valeurs propres de D f(x*) sont égeaux a un, x* est appelé point fixe ellip-

tique.

1.3 Orbite (ou trajectoire)

Définition 1.7 Une trajectoire est une solution du systeme différentiel.

a) Cas continue
On considére le systeme dynamique continue 1.1 l'orbite est définie par :

O(xg) = {x(t); —00 < t < +00}.

b) Cas discret

1.3. Orbite (ou trajectoire)



Chapitre 1. Notions préliminaires

Pour tout point = d’'une fonction f, I'orbite directe et I'orbite arriére de = sont définies respective-

ment par :

01 = {f*x), keN}
o = {f*a),kez}

c -a-d 'ensemble des points {z, f(z), f?(x)...} et {x, f 1 (x), f3(x)...} .[12]
Remarque 1.3 Simplement, Uorbite direct de x sera appelé orbite de x, ou
O(z) = {x(0) = zo , z(1) = f(2(0)),..z(k) = f(z(k = 1)), z(k + 1) = f(x(k)), ..}

Représentation graphique de I’orbite de
Dans R on représente 'orbite issue d’un point xy par le graphe suivant :

Fig(1,2) : Représentation graphique de
'orbite.

1.4 Orbite périodique (ou p-cycle)

a) Cas continue
Soit le systeme dynamique continue 1.1, un point x est dit 7'—périodique

VEeR:z(k+T)=uxk) (1.3)

b) Cas discret

1.4. Orbite périodique (ou p-cycle)



Chapitre 1. Notions préliminaires

Un ensemble {x¢, z1, 22, ...,x,_1} forme un cycle d’ordre p ou ( orbite péripdique d’ordre p, ou
encore un p-cycle) si
f(z;) = xjpy pouri=0,1,2,3,....,p — 1.
{ f(p-1) = 0 }
Autrement dit, pour : = 0,1,2,3,...,p — 1 chaque point d'un cycle d’ordre p est un point fixe
pour fP ,ou fP(x;) = z; , et n'est pas un point fixe pour f* sik < p.
S’il existe k > 2 tel que f*(x) = x , on dit que z est un point périodique. La période d’'un point

périodique z est le plus petit entier £ > 2 tel que f*(z) =z .[12]

Remarque 1.4 — Une orbite périodique O(x) est toujours une suite de points périodique. Tous ces
points s’appellent point périodique de période p.
— Tout point fixe, étant point périodique de période p = 1, est un point périodique de n’import quelle

période.

1.5 Stabilité

1.5.1 Stabilité des point fixes

a) Cas continue

Définition 1.8 [aux sens de lyapunov] [17]Un point d’équilibre x est :
— stable si
Ve > 0,30 > 0: ||z(ty) — z|| < 6 = ||x(t, z(to)) — zo|| < &,Vt > 1. (1.3)

— Asymptotiquement stable si aprés une faible perturbation il revient a sa position d’equilibre quant
t — o0
Vo> 0:||lz(t) — x| < = tlimHa:(t, z(to) — xo|| = 0.

— Exponntiellemt stable si

Ve > 0,30 > 0: ||z(to) — z|| <9 = ||x(t, z(ty)) — mo|| < al|z(to) — || exp(—bt)Vt > to.

1.5. Stabilité



Chapitre 1. Notions préliminaires

— Le point d’équilibre xy est instable si U'équation (1.4) n’est pas satisfaite.

L

@ (b) ©

Fig (1,3) : (a) : instable, (b) : stable, (c) : asymptotiquement
stable.

Exemple 1.2 (n=2)

Soit le systeme :

() (-
y(t) Tosint — ygcost 0
Gl<e=1Ge)

Yo y(t)
<I<t)> H = [#(t)| + y(B)] = lzo cost = yosint] + |z sint = yo cost] < 2/zo] + o)
()

0
d'ott ®(t) = (O) est stable au sens de Lyapunov.

o))l

donc la solution n’est pas asymptotiquement stable.

Ve > 0;36 > 0 telle que :

<eVt>0

=2 < 26; onprenddgg;dzg

lim
t—4o00

= lim (22(t) +* () =22 + 2 =c>0-»0

t—+o00

b) Cas discret

1.5. Stabilité
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Définition 1.9 Un point fixe x* € D est stable si :

Ve > 0,30 >0,|zg — 2" <d=Vk>0: |z, —2"| <e.

— En dimension 1; Soit f: R — R le multiplicateur est la pente m, = f’(2*) de la tengente au

point fixe z* qui détermine la nature de point fixe (ou le type )

Théoreme 1.1 f: R — R supposons que x* un point fixe, alors :
1. Attractif (ou stable) si |m,| <1 ;
2. Répulsif (ou instable) si |m,| > 1 ;
3. Indifférent si |m,| =1 ;
4. Super attractif (super stable) si m, =0 .

On s’appelle my, : le multiplicateur de f au point z*.

Preuve. On utilise la fomule de Taylor au voisinage de x* :

fl@) = f@)+my(z—a")+0((x —2")?)
= 2" +my(r — %) + O((x — 2)?)
@) = [f@")+my(my(z —27)) + O0(2)
= " +ml(z —2")) + O0(2)

@) = o"+my(z —a")) +0(2)

Ainsi, 'éloignement par rapport a = est multiplié par m,, a chaque itération (d’ou le nom multipli-
cateur) donné a m,,.

Aprés  itération, le point z voisin de z* se trouve maintenant a la distance m”(z — z*).

1) Nous avons :

fl@) = f@)+my(z—a")+O((z — "))
fl@) = fa") = my(z —2")+O((x —")?)

LD — o 4 j0(@ - 0|

Pour z, proche suffisament de z*, on a :

|f(z") = f(ao)| < |z" — z0

1.5. Stabilité
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Comme z*est fixe nous obtenons :
2" — f(wo)| < |2" — 20|

Pour un x, proche de z*, f(z,) estencore plus proche de z*, par répétition augmentaire, f?(z,)
sera aussi plus proche de z*, etc....

Ainsi, la suite (z,)y définit par zo et x,,, = f(z,) converge vers z*, le point z* est donc
attractif.

2) Au contraire, d’apre I'assertion précédente il est évidente de prouver que le point fixe z* peut
étre répulsif.

3) Si |m,| =1, nous ne pouvons pas conclure quant a la nature du point fixe; »* dépent des
termes d’ordre supérieur a 1 du dévelppement de Taylor.

4) Si m, =0, le terme du premier ordre disparait complétement donc l'attraction est plus forte
d’ot le nom "super attractif".

tel que m, = f'(z*) . ®

- En dimension n; et si f:R” — R" pour décider si le point z* est attractif ou non, il faut

calculer les valeurs propres de la matrice jacobienne J(z*) = D f(z*)

Théoreme 1.2 Si toute les valeurs propres de J(z*) = D f(x*) sont a Uinterieur du disque unité, =*

est stable.

Si I'une de ces valeurs propres a un module plus grand que 1, x*est instable.

Exemple 1.3 Soit la fonction f défnie par :

f(z) =sinz,z € [0; =].

N

OnaVz € [0;3]; sinz < x et pour tout x, € [0; 3] , la suite itérée (xx) défnie par xy,y = f(x;) est
strictement décroissante minoré par 0 donc convergente vers une limite x*. Comme f est continue et

que f(z*) =ax* , x* =0 est Uunique point fixe de f sur [0; 5] qui est attractif.

1.5. Stabilité
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35 \ : .
250 S e -
1EE i LA
: //f’/ \ :
A I
0 ; ; ; ; ; I
a 05 1 15 2 245 3 348

Fig (1,4) : Le graphe de la fonction f.

Exemple 1.4 Soit la fonction :
g(z) =sinhz, z € [0; +o0].

Ona sinhz > x et pour tout x, € [0; +oo| , la suite itérée (x;) définie par w1 = g(wxy) est stricte-

ment croissante et non majorée donc divergente. Par conséquent, le point fixe z* = (0 de g est répulsif.

Fig (1,5) :Le graphe de la fonction g.

1.5.2 Stabilité des points périodiques

a) Cas continue
Dans cette section, nous nous interessons aux solution 7' périodique du ??
On convient de noter (¢, z,) avec ¢ : R x R" — R" | les trajectoires solutions du systeme ??

muni de la condition initiale z(0) = z,

1.5. Stabilité
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parmi les méthodes d’étude de stabilité des points périodiques du systéme ??, il existe la méthode
de la matrice de Monodormie :

La matrice de Monodormie

Le concept de 'approche par la matrice de monodormie est d’étudier I'influence d’une perturba-
tion des conditions initiales sur I'’évolution temporelle des solutions du systeme ??. Pour cela, on
considere z*(¢) une solution périodique particuliere du systéme ?? :

La stabilité de z*(¢) est evaluée par la détermination, aprés une période, de I'écart entre la tra-
jectoire de la solution périodique z*(t) et de la trajectoire issue d’une légere perturbation de la
condition initiale. Cette approche est détaillée dans Seydel (1988).

Soient (¢, xf) la trajectoire de la solution périodique z*(t) correspondant a la condition initiale z*(0) =
trajectoire de la solution ayant pour condition initiale x{ + vz, , 'évolution temporelle de I'écart

des trajectoires est donnée par :

va(t) = @(t, x5+ yw0) — @(t, 25).
En particulier, aprés une période on a :
12(T) = (T, x5+ vw0) — (T, 75).

En effectuant un développement en série de Taylor autour de z, on aboutit au premier ordre a :

_ Op(T', x5)

vz (T) .

YZo

On constate que I'écart entre les deux trajectoires a ¢t = 7" est 1ié a 'écart initial yz, par la matrice

Zo )

0p(T, x5) _ .. 1.4)
° 9" .. O
axé oxy

Ou &' et z{(i = 1, ...,n) représentent respectivement la i composante de ¢ et de z.

Il est facile d’'imaginer que les propriétés de la matrice 1.4, appelée Matrice de Monodormie, dé-
cideront de la stabilité du systéme 1.2 par I'intermédiaire de la croissance ou de 'amortissement

de la perturbation initiale.

Puisque (¢, x() représente la trajectoire de la solution de 1.2 ayant 7z, pour condition initiale, ¢(¢, ) °

également ce systéme, soit :
8¢Kt,x0)

5 = Fle(t ). ).
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Différencier cette équation par raport a la condition initiale xy donne alors :

ot Ox %) oxy

En remarquant ensuite que la condition Jy(0,z) = 7, conduit a

8SO(O’ IO)

=1
8x0

On met en évidence que la matrice de monodormie est identique a ®(7") ou ®(¢) vérifie

00 _ 9Fp(x",f) _
T oy ®,  ®(0)=1. (1.5)

La matrice de Monodormie 1/, € R" x R" associée a la solution 7" périodique z* de valeurs ini-

tiales z est définit par :
_ 690<T7 CC())
3:150 ’

Enfin, on montre (Seydel, 1988) que la matrice de monodormie posséde deux propriétés remar-

M, = ®(t)

quables :
oVkEN,(kZT):MU]f

e La matrice de Monodormie M, possede toujours £ = 1 comme valeur propre .

Théoreme 1.3 Soit x*une solution T périodique du flot 1.1 correspondant a une valeur de ~ fixée, la
matrice de monodormie M,(y) est encore définie par ®(T) ou ®(t) est solution du probléme matriciel
1.5 aux valeurs initiales.

Soit £;,1 = 1,...,n le spectre de valeurs propres de la matrice de monodormie,on convient, quitte a
les renumeéroter, que &,, correspond a la valeur propre égale a 1 de la matrice de monodormie. La
stabilité locale de la solution est alors déterminée par les n — 1 autre valeurs propres en appliquant
la regle suivante :

e |&;| < 1,pourtouti=1,...n— 1, alors, la solution périodique est linéairement stable.

o || > 1,siilexistei =1 <i<n—1,alors, la solution périodique est linéairement instable.
b) Cas discret
Théoreme 1.4 Soit x le point périodique d’'un cycle d’'ordre p. Si le spectre de la matrice D f?(x) est

continue a lUinterieur du cercle unité, le cycle est stable .

Si une des valeurs propres a un module plus grand que 1 le sycle est instable .
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— En dimension 1, si {zg,z1,...,7,-1} est un cycle d’ordre p, les derivées (f?)'(xi) pour i =

0,1,2,...,p — 1 son égales. En effet la dérivée de f? au point z, S’ecrit :

(fP)(z0) = (fofof...of)(x)

Mais zy = x,. On déduit que cette valeur (f?)'(x() est la méme pour tout les dérivées (f7)'(z;) ,
1=0,1,2,...,p—1:

my = (f?) () = e = (") (zp-1)
Ou m,, est appelée le multiplicateur du cycle {z, z1, ..., zp_1}.

Cette derniére détermine le type du cycle.

Théoréme 1.5 Pour f:R — R .le cycle {x¢, z1,...,2p_1} est:
1. Attractif (ou stable) si |m,| <1 ;
2. Répulsifsi |my| >1 ;
3. Indifférent si |m,| =1 ;

4. Super attractif si m, =0 .

Exemple 1.5 Soit f(z) = 32% + Sz +1

Le point 0 est 3-périodique car : f(0) =1, f(1)=2, f(2)=0.
Ona: f(0)=%. fi=3%. r@=7

et (£)0)=FOFOFER) = 2>

Ainsi 0 est point 3-périodique réplusif .

1.5.3 Types de points fixes et leurs stabilité

Géneralement, si f: R" — R" on calcule les valeurs propres ¢, 1 <i<n de la matrice jaco-
bienne de fP si ¢, sontréeles alors :

Vi=1,2,...n, |§] <1 ,ilsagitdun noeud attractif, donc stable .

Vi=1,2,...n, |§]>1,il sagit d'un noeud réplusif, donc instable.

Ji,j, 1<i<n, 1<j<n tq [§] <1 et |§]>1, il sagit d'un noeud col, donc instable.
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Si ¢, sont complexe :
Vi=1,2,..n, || <1,ilsagitdun foyer attractif, donc stable.
Vi=1,2,..n, || >1,ilsagit dun foyer réplusif, donc instable.

Noevl Clol v Fover

Fig (1,6) : Classification des points d’équilibre dans R?.

1.6 Linéarisation

a) Cas continue

Considérons le systeme dynamique non-linéaire définit par :

L1 fi
T

' = R(x), z = ’ , R= %
Tn fn

et soit 7y un point fixe de ce systeme .

(1.6)

Supposons qu'une petite perturbation ¢(t) soit appliquée au voisinage du point fixe. La fonction

R peut étre développée en série de Taylor au voisinage de point x, comme suite :

€ (t) + x5 = R(zy + €(t)) = R(xo) + Ja(zo)-€(t)

Avec Dpg(zo) est la matrice jacobienne de la fonction R définit par :

ox1 0xn
Dp(xo) = | :
ox1 0zn /) x=x

Comme R(z() = z alors 'équation 1.7 redevient :
€ (t) = Dg(xo).€(t)

L écriture 1.8 veut dire que le systeme 1.6 est linéarisé.

(1.7)

(1.8)

1.6. Linéarisation
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Théoreme 1.6 Si Dy(zo) admet des valeurs propres non nulle ou imaginnaires pures, alors il existe
un homémorphisme qui transforme les orbites du flot non-linéaire vers celles du flot lineaire dans
certain voisinage V de xy.

Ce théoreme va nous permettre de lier la dynamique du systéme nom lineaire 1.6 a la dynamique du

systéme lineaire 1.8.

b) Cas discret

Définition 1.10 Linéarisée agit d’étudier le comportement des trajectoires, au voisinage des points

d’équilibre (points fixes) d’un systéme non lineaire définie en dimension n par Uapplication suivante :

{ R =R (1.13)
Tp1 = f()

On suppose que z* ¢ R™ est un point fixe de f
(i.e) f(z*) = x* par négligence de termes du second ordre du développement du Taylor au voisinage

d’'un point x; out x = x* + ( pour ( assez petit, le systéme peut étre linéarisé. Alors, on peut écrire :
fl@)=2"+ FC+0(C)

sachant que ( = x — x* designe lécart par rapport au point fixe, et F = D f(z*) est la matrice jaco-

bienne de f au point x*. Donc par itération, on obtient :

f(x) =2+ F"¢C+ 0O(C) (1.9)

¢ — F¢ s’appelle application linéaire de f au voisinage du point fixe z*.
On dit alors que le systeme ?? est approximé au voisinage du point d’équilibre z* par le systeme
1.9.

1.7 Fonction de Lyapunov

La deuxiéme méthode de lyapunov permet I'analyse de la stabilité directement a partir des équa-
tion qui décrivent le systéme et ne nécessitent pas la détermination explicite de leurs solutions.
Nous introduisons une fonction continue V(z):R" — R* , dite de lyapunov, vérifiant : V' (x(t))
définie positive, c’est-a-dire :
V(z*) = 0.
{ V(x) > 0,Vx # x*.
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Le principe de la deuxiéme méthode de lyapunov consiste a remplacer 'étude de convergence de
x vers z* par celle de V(xz(t)) = V(x(t,to, x(ty))) -En effet, si V(x(t)) est définie négative pour
tout ¢ et pour z(t) au voisinage de z* tels que : V(z(t)) < 0, (V décroit le long de toutes les
trajectoires) nous pouvons alors conclure a la stabilité du point z*.

Il n’y a pas aucune méthode générale pour déterminer une fonction de lyapunov.Mais en méca-
nique et pour les systémes électriques on peut souvent utiliser I'énergie totale comme fonction de

lyapunov.

1.8 Section de Poincaré

Depuis Poincaré [1] [18], nous savons que nous pouvons restreindre 'étude des systémes dyna-
miques aux intersections successives des trajectoires avec une surface donnée.

Forganisation des intersections sur cette surface nous permet de qualifier la trajectoire associée.
Pour que ces sections puissent exister il faut que I'espace de phase soit borné, et la trajectoire
recoupe infiniment la surface considérée. Pour les systemes dynamiques, le premier cas non trivial
correspond a N = 3 ('espace de phase est de dimension 3). Nous sélectionnons dans cet espace
une surface de Poincaré Y, de dimension 2, et on considere les intersections successives Yy, Y,

Y, etc... de la trajectoire avec ¥ comme le montre le figure (1.7) :

Fig (1,7) : Méthode de détermination des

sections de poincarré.

1.8. Section de Poincaré
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Bifurcation

2.1 Introduction

L. aspect fondamental de I'etude des systemes dynamiques est la notion de bifurcation. Le terme
de bifurcation a était inroduit par Henri Poincaré au début du X Xe siecle dans ces travaux
sur les systémes différententielles. Pour certaines valeurs critiques des parametres de control du

systéme, la solution de I’équation différentielle change qualitativement ; on dit qu’il y a bifurcation

[9]

2.2 Définitions

Définition 2.1 La bifurcation signifie un changement qualitatif des propriétés d’un systéeme, telle que
la stabilite, le nombre de point d’équilibre ou la nature des regimes permanents, lors d’'une variation
quantitative d’un paramétre du systéme.[11]

— La valeurs des paremétre au moment du changement sont appelées valeurs de bifurcation.

Y )

Définition 2.2 Une bifurcation est une chagemant qualitatif de la solution ”x,” du systeme 1.1

et 1.2 Lorsqu’on modifie le parameétre de contrdle j et d’'une maniere plus précise la disparition ou

changement de stabilité et 'apparition de nouvelles solutions.
— La démarche pour étudier des systemes dynamique est la suivante :

1. Recherche des points fixes.
2. Etude de la stabilite des points fixes.

3. Diagramme de bifurcation.

24
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Définition 2.3 (Diagramme de bifurcation) un diagramme de bifurcation est une portion de les-
pace des parameétre sur laquelle sont représantées tous les points de bifurcation.

Ce diagramme résume toute linformation sur la bifurcation et permet de comprendre de ce comment
évolue le systeme.[9]

— Les logiciels actuels ne permettent pas de construire que des diagrammes de bifurcation en deux

dimensions.

Remarque 2.1 — Nous nous intéressons a des bifurcation locales, c-a-d ayant relatives a un point
d’équilibre d’un systéme continue ou a un points fixe d’'un systéeme discret. Létude de ce type de
bifurcation repose sur la théorie le Landau.

— Les ensembles des points des bifurcations de méme nature.

2.3 Les type de bifurcation

a) Cas continue :

2.3.1 Bifurcaton de noeud-col (pli ou fold bifurcation)

Une fonction linéaire ne change pas le nombre de racines. Le polynéme le plus simple qui change

de nombre des racines en fonction du paramétre . est le polyndme quadratique f (x) = u — 22 .

Consideron le systéme 1.1. Si on peut reécrire la fonction f sous la forme normle

f e, p)=p—a? 2.1)

étudions le comportement de I'équation :
Les points fixes sont :

=40
qui existent seulement pour p > 0 , leur stabilité est déterminée par :

flal) = =201 = =2 (& /) = £/
selon les signes de f’(z*) , on voit que z% = /i est stable, tandis que z* = —,/;i est instable.

Remarque 2.2 Méme étude pour: f(z,u) = —p—x*, f(z,u)=+pu+2*, flo,p) =—p+2* .

2.3. Les type de bifurcation
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Mais dans tous les cas, il y a une transition a © = 0 entre existence d’aucun point fixe et de deux

points fixes dont un est stable et 'autre instable.

Fig (2,1) : Diagramme de bifurcation noeud-col

danslecas f(z, p) = pu+ 22 .

2.3.2 Bifurcation de Fourche

Consideron le systeme 1.1. Si on peut réduire f (z, ) a un polyndéme cubique a ces quatre cas :
f(z,p) = pxr — 23 (2.2)
flz,p) = px+ 23 (2.3)

f (1) = —pa + 7
f (@) = —px — 2

L équation 2.2 s’appelle la forme normale dune bifurcation fourche supercritique.
Les points fixes sont :

2 x* =0 pour tout g
x*(,u—x*) =0=
" ==+/u pour p >0

Stabilité des points fixes

! ,pour z* =0

fr(@*) = p+ 327 =
p+3(—p)=—2p ,pour z* ==/

le point fixe 2* = 0 est donc stable pour ;1 < 0 et devient instable a = 0 , quand les branches
de nouveaux points fixes 2* = £,/ sont crées. ces nouvaeux points fixes sont toujours stables

quand ils existent .

2.3. Les type de bifurcation
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Fig (2,2) : Diagramme de bifurcation

fourche sup-critique.

Pour 2.3 qui est la forme normale d’'une bifurcation fourche sous-critique :
Les points fixes sont :

2 rz* =0 , pour tout pu
x*(g—x*):()#
¥ ==4/u , pour p<0

Stabilité des points fixes

, pour z* =0
friat) =p+3a =4 " g
pp+3(—p)=—2p , pour " ==+/u
le point fixe 2* = 0 est donc stable pour i < 0 et devient instablea ;=0 .
Mais par contaire le cas supercritique, les autre points fixes +,// existent dans la région ot z* = 0 est

stable, et sont toujour instable.

'

Fig (2,3) : Diagramme de bifurcation

fourche sous-critique.

2.3. Les type de bifurcation
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2.3.3 Bifurcation de Hopf

Par contre les bifurcations précédentes qui conduisent a des solutions stationnaires, la bifurca-
tion de Hopf donne naissance a des solutions oscillantes, 'espace des phases a maintenant deux

composantes et s’écrit dans le plans complexe.

Létude de la forme normal

iz

—yy A AL
o = H | Z|

En posant Z = Xe? et u=p, +ip; ,on obtient alors :

%:MI

La premiére équation n’est autre qu'une bifurcation fourche de parametre de controle .

/
AR ) W

lU I

./

Fig (2,4) : Diagramme de bifurcation de hopf.
b) Car discret

2.3.4 Bifurcation transcritique (Transcritical bifurcation) :

Théoreme 2.1 Soit une famille de fonctions f(u,z) . Supposons qu’il existe une couple (u*,z*) tel

que le systéeme

Tre1 = f (k1)

a un point fixe en x* :

2.3. Les type de bifurcation
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Sl ) =1
supposons aussi que
of

@ (I*nu*) 7é 0

alors on dit que le systeme subit au point x* une bifurcation transcritique .

Létude de la forme normal
Prenons le cas
f (g, ) = o + 2 (10— )
Les points fixe sont :
rr=0Va=pu

Stabilité des points fixe

of
ox*

0)=14u

le point fixe z* = 0 est stable si u < 0 et instable si y >0 .

=1

le deuxieme point fixe x* = p est stable si ;> 0 et instable si <0 .

e I
L1

//

A

Fig (2,5) : Diagramme de bifurcation

trancritique dans le cas

Tpy1 = T + T (1 — 1)

2.3. Les type de bifurcation
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Remarque 2.3 Méme étude pour : f (xp, p) = xp + x (—p + x1) |
f(@e, ) =K+ (0 + i)
S @, p) = e+ xp (—p — k).

Fig (2,6) : Diagramme de bifurcation
trancritique dans le cas

Tpe1 = T + o (0 + z8) -

2.3.5 Bifurcation de doublement de période (ou flip) :

Théoreme 2.2 Soit une famille de fonctions f(u,z) . Supposons qu’il existe une couple (u*,x*) tel

que le systeme

Try1 = f (k1)

a un point fixe en z* :

flar, p) =a

QI
8 [

supposons aussi que :

9uo (z*, w*) #0

9 0?
(3D (38)

alors on dit que le systeme subit au point p* une bifurcation de doublement de période.

2.3. Les type de bifurcation
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Létude de la forme normal

L. étude la forme normale d’une application a seul itérée :

prenons le cas :
[ (zg, p) = —xp + pay + 3.
Les points fixes sont :
r=0V x* =x+2—pu

nous avons donc un point fixe z* = 0 (noter que nous pouvons formellement trouver d’autres
points fixes z* = +./2 — p ). Mais ce sont des points fixes pas bon pour nous, car ils ne sont pas
présde z* =0 . En effet seulementen z* =0 .

Stabilité des points fixes

of L

au pu <0, le point est stable, et au x> 0 le point est instable. Nous ne voyons pas d’autre
bifurcation ici. Pour cels on a besoin de trouver d’aures bifurcations pour une application a double

itérée.

(1)
Fig (2,7) : Diagramme de bifurcation par
doublement de période
a) f (g, p) = =g + py + xf,
b) f(xy, p) = —xp — pay + 3 .

2.3. Les type de bifurcation
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Théorie du chaos

3.1 Bref historique sur le chaos

Il n’existe pas une définition du chaos adoptée de facon universelle dans la littérature, et plu-
sieurs interpretations sont données au phénomenes chaotiques, comme un indésirable aspect du
désordre, et aussi confusion, agitation, abime essentiel et aléatoire indésirable.

Nous citons plusieurs travaux qui prédispose I'invention de cette branche de mathémtiques dans
sa facon moderne, nous commencons par Henri Poincaré en 1889, dans le probléme des trois
corps, puis en 1908, I'idée de “chance” a été publié par Poincaré. En 1898, la divergence globale
des trajectoires dans I'espace de courbure négative a été inscrite par Jacques Hadamard, puis en
1908, la signification générale de son théoréme a été discuté par Pierre Duhem qui a déclaré que
les premieres conditions aléatoires introduites dans le théoreme d’Hadamard ne permettent pas

de prédire le systeme chaotique d’'une facon complete.

Ala fin du X 7.X'™e sjecle, Jacques Hadamard a réussi & prouver un théoréme sur la dépendance
sensible aux conditions initiales concernant le courant géodésique sur une surface de courbure
négative et le mouvement sans friction d’un point sur une surface.

Le comportement indécis “occasionnel” d’un circuit oscillatoire du tube électronique géré par une
équation différentielle non linéaire simpliste a été constaté par Bathazar Van Del Pol en 1927.
Environ treizeans apres, selon Mary Cartwright T6t et John Littlewood cette équation avait le
potentiel de démontrer des solutions sensibles a tous les chiffres dans ces conditions initiales.

En suivant la tradition de Poincaré, I'’étude des systémes hamiltoniens non linéaires a été poursuivi
par des nombreux mathématiciens comme Kolmogorov, Arnold et Moser entre les années 1920
et 1960.

Au début des années 1960, la désignation laborieuse des entrées et des productions de processeurs
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de données mentales constituait un facteur essentiel facilitant la révolution cognitive. Considé-
rer 'esprit comme un systeme cybernétique dynamique avait été I'approche la plus rapide selon
Miller,Gallanter et Pribram. En 1972, Newell et Simon ont proposé une nouvelle approche qui
a dénoncé la précédente en considérant I'esprit comme une régle basée sur un processeur de
symbole.

En 1960, Steve Smale a fourni des preuves mathématiques permettant d’établir des équations
différentielles avec une sensibilité générique. La fin des années 1960 a marqué le commencement
des simulations numériques des équations différentielles avec un comportement complexe sur les
calculatrices analogiques ensuite sur les calculatrices numériques.

Dans les années 1962, Edward Lorenz a remarqué un comportement complexe sensiblement
dependable des conditions initiales aprés avoir mené une simulation en ordinateur d'un ensemble
d’équations différentielles simplifiées pour une convection d’un fluide.

Une large série de champs a incorporé la théorie des systémes dynamiques dans le comportement
prédateur-proie, parole et langue, développement de I’enfant, et I'intelligence artificielle.

En 1977, Ilya Prigogine a remporté le Prix Noble en chémie. Il a focalisé sur I'entropie des
systemes ouverts. En d’autres mots, 'accumulation et '’écoulement de la matiére, I'énergie, ou
I'information entre le systeme et son environnement. Prigogine adévoilé a travers un systeme
dissipatif que I'évolution des structures complexes peut étre simple et organisé.

C’est en 1984 que T. Matsumoto et L.O. Chua [7] [15] avaient leurs premiere observation d'un
attracteur chaotique dans un circuit électronique trés simple, construit avec seulement une ré-
sistance non linéaire caractérisée par une fonction linéaire par morceaux a cinq segments. Le
développement de la théorie des circuits non linéaires a commencé a partir de cette observa-
tion, suivi par les circuits électroniques chaotiques. Matsumoto a vérifié la nature chaotique de ce
circuit avec ses expériences numériques.

Avec ses étudiants ils étaient parvenus a modifier les circuits de Rosenthal afin d’obtenir deux
résistances non linéaires terminales avec une fonction linéaire par morceaux qui deveraient étre
précocement désignés. ladaptation du circuit de Rosenthal a été réussite par Takumaso deux ans
apres dans le but d’en arriver a la non-linéarité requise.

La caractéristique principale du chaos est la sensibilité aux conditions initiales, si le systeme est
chaotique, alors il n’est pas possible de calculer avec précision I’évolution d’un cas particulier, car
une erreur négligéable est survenue aux observations de départ résulte des fluctuations énormes.
La théorie du chaos étudie le comportement des systemes dynamiques qui sont tres sensibles
aux conditions initiales, ce qui rend la prévision a long terme impossible en général. Cela se
produit méme si ces systémes sont déterministes, ce qui signifie que leur comportement futur est

entierement déterminé par leurs conditions initiales. Ce comportement est connu sous le nom du

3.1. Bref historique sur le chaos
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chaos déterministe, ou tout simplement le chaos.[10]

3.2 Definitions du chaos

Définition 3.1 f est dite avoir la propriété de sensibilité aux conditions initiales s’il existe § > 0 tel

que pour tel xy € X et tout € > 0 il existe un point yo € X et un entier k > 0 satisfaisant :

d(zo,y0) < & = d(f® (x0), fM(y0)) > 6
ou d représente la distance et f*) la k ieme itération de f.

Définition 3.2 f est topologiquement transitive si U et V étant deux ensembles non vides
ouverts dans X , il existe x, € U et un indice k € Z* , tel que pour f*)(z,) € V ou, de fagon

équivalente, il existe un indice k € 7+ tel que pour f*(U)NV # @.

Définition 3.3 On suppose que A est un ensemble et B est un sous-ensemble de A., pour n'importe
quel élément o € A , il existe un élément y dans le sous-ensemble B arbitrairament proche de a,
alors B est dense dans A. ( c’est-a-dire si la fermeture de B est égalea A: B = A ). Ce qui revient a
dire que b est dense dans A si pour tout a € A on peut trouver une séquence de points {b,} € B

qui convergent vers a.

Apré les définitions de base précédentes on est en position d’énoncer les définitions du chaos,[2]

— au sens de Li et Yorke

Définition 3.4 soit f: X — X une application continue sur un espace métrique (X;d) com-
pacte.On dit que f est chaotique dans le sens de Li et Yorke s’il existe un sous-ensemble dénom-

brable S de X vérifié les propriétés suivantes :

_limsup d(f"(x), f"(y)) >0 pourtout z,y€ S, = #y.

n—oo

_ limsup d(f"(x), f"(y)) =0 pourtout z,ye S, z=y .

n—oo

_ limsup d(f"(x), f"(p)) >0 pourtout z €S pourtout z €S, pe X,p périodique

n—oo

— au sens de Devaney

Définition 3.5 Une fonction f: 1 — I est dite constituée d’'une dynamique chaotique si :
(i) f posséde une sensibilité aux conditions initiales,
(ii) f est topologiquement transitive,

(iii) Lensemble des points périodiques de f est denses dans I.

3.2. Definitions du chaos



Chapitre 3. Théorie du chaos

Cette définition est certainement la plus intéressante car les concepts sur lesquels elle repose sont
facilement observables. De plus, elle s’applique a un trés grand nombre de systemes dynamiques

chaotiques et dans certains cas elle est méme facilement vérifiable. [17]

Définition 3.6 On peut introduire la notion d’'un systéme chaotique a lUaide d’un nouvel élément
géométrique. Cet élément est appelée "attracteur".

Un systéeme dynamique est potentiellement capable de donner lieu a un grand nombre de solutions
différentes, en fonction des valeurs des paramétres, ou encore des conditions initiales dans Uespace

des phases.

3.3 Routes vers le chaos

Il existe plusieurs scénarios qui décrivent le passage du point fixe au chaos.[4] On constate dans
tous les cas que I’évolution du point fixe vers le chaos n’est pas progressive, mais marquée par
des changements discontinus qu’on appelle "bifurcations". Une bifurcation marque le passage
soudain d’'un régime dynamique a un autre, qualitativement différent. On peut citer trois sénarios

de transition vers le chaos :

3.3.1 Par la doublement de période

Ce sénario de transition est sans doute le plus connu. Par augmentation du parametre de control
de l'experience, la fréquence du régime périodique double, puis est multipliée par 4, par 8, par
16, ...etc. Les doublements étant de plus en rapprochées, on tend vers un point d’accumulation au
quel on obtienderait hypothetiquement une frequence infinie. C’est a ce moment que le systéme

devient chaotique.[21]

3.3.2 Par intermittence

Ce sénario via les intermittences se caractérise par 'apparition erratique de bouffées chaotique
dans un systéme qui oscille de maniere réguliére. Le systeme conserve pendant un certain lapps
de temps un region périodique ou pratiquement périodique, c’est a dire un certain "régularité" et

il se destabilise brutalement, pour donner lieu a une sorte d’explosition chaotique.

3.3.3 Par quasi-périodicité

Ce sénario via la quasi-périodicité a été mis en évidence par les travaux théoriques de [20] Ruelle

et Takens. Dans un systeme dynamique a comportement périodique a une seule fréquence, si

3.3. Routes vers le chaos
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nous changeons un parametre alors il apparait une deuxiéme fréquence. Si le rapport entre les
deux fréquences est rationnelle comportement est périodique. Mais, si le rapport est irrationnel,
le comportement est quasi périodique. Alors, on change de nouveau le parametre et il apparait

une troisiéme fréquence et ainsi de suite jusqu’au chaos.

3.4 Caractéristiques du chaos

3.4.1 Sensibilité aux conditions initiales (S.C.I)

Sensibilité aux conditions initiales ou simplement sensitive cette proporiété a été observée pour
la premiére fois par E. Lorenz sur son modele meteorologique. Elle est connue sous le nom
populaire d’effet papillon. Pour un systéme chaotique préseque toujours, une tres petite erreur
sur la connaissance de I’état initiale ”"z,” dans I'espace des phases va se trouver rapidement
amplifiée.

On ditque f: I — I estsensible aux conditions initiales ou sensitive lorsque :

A >0Vrgel, e>0,3neN, yoel:|zg—yo| <d=|f"(x0) — [ (yo)| >

e 10 20 30 <40 50 S50 7O 80 SO 100

Fig (3,1) : Sensibilité aux conditions initiales de 'application logistique.

La sensibilité des trajectoires chaotiques aux conditions initiales est une autre caracteristique

permettant de reconnaitre un comportement chaotique.

3.4.2 Exposants de Lyapunov

Pour quantifier la sensibilité par rapport aux conditions initiales, on utilise souvent la notion de

"nombre de lyapunov" ou "exposants de Lyapunov".

3.4. Caractéristiques du chaos
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La divergence des trajectoires sur l'attracteur est rapide qui cause la difficulté a appréhender
I’évolution d’un flot chaotique, c’est pourquoi on essaye si c’est possible de mesurer ou estimer la

vitesse de divergence (convergence). cette derniere est donnée par 'exposants de Lyapunov .

Les exposant de Lyapunov permettent de caractériser le chaos temporel et plus particulierement

la sensibilité aux conditions initiales que peut présenter un attracteur étrange .

Lexposant de Lyapunov sert a mesurer le degré de stabilité d'un systéme et permet de quantifier
la sensibilité aux conditions initiales d’'un systéme chaotique.[11]
Cas d’une application discrete unidimensionnelle

Soit [ une application discrete définit de R dans R par :

Trp1 = f (1)

L exposant de Lyapunov qu’il indique le taux moyen de divergence est définie par :

k—1
A= lim L5 In(f) (@)

k—+o0 ¥ i T

Preuve. On choisit deux conditions initiales trés proches, soit d, la distance séparées z et z,, et

on regarde comment les trajectoires qui en sont issues. On sait que :

do = |y — o

aprés une iteration d, devient d;

d1 = |ZL‘/1 — T

aprés k iterations la distance évolue a d,,

dy, = |'/L‘;L - xn|

g—; - décrit ’évolution de l'erreur d; dans la 1%¢"¢ iteration :

di |2y —a|  [f (o) = f (@)l |f (mo +do) — f (20)]

do }x[)—x()! B !xé—xo‘ B do
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pour dy — 0

ot do) = S o)l _
i g = ds )

On suppose que les deux trajectoires X (zo,t) et X (z(,t) sécartent a un rythme exponentiel

ala 1% itération. On pourra alors trouver un réel \(x;) tel qu'apres 1 iteration :
dl — A(w1)

par comparaison avec la limite précédente

) = |f (a0)

en passant au logarithme, on trouve :

A(z1) = In|f' (20)]
A(z1) est appelé exposant de Lyapunov local, qui mesure la divergence ou la convergence
aprésla 1% iteration.
Lévolution de l'erreur apres k iterations :

dr  |x), — x| |fk(ff))—fk($o)| B ‘fk($0+d0>—fk($o)‘

do ‘1’6—1‘0} |ZEE)—JZO{ do

pour dy — 0

_ody | (o + do) — fF (o)
lim — = lim =
do—0 dg  do—0 dy

d k
T (w0)

l'erreur dj, tend vers une limite, un réel A qui représente I'exposant de Lyapunow.

lim - = e

do—0 0
d’otr :

k d k
Mo 12 (29)| = Ine* ~In c;lf_x (o)
par consequent
1. |df*
A P In c{_x ()

3.4. Caractéristiques du chaos
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Finalement, en faisant tendre k vers l'infini et en utilisant la regle de dérivation en chaine, on

obtient :

1
~ —1]
A o dz

df (" (o)) ‘
= Il @)1 @)l |7 @)l 1 a0
Ao~ %lnﬁ|f’(azi)|

donc on conclut

1
A~ lim —

i=k
k—oo N <
=0

i=k
I JJ1f (22)] (3.1)
=0
u
Appliquant la formule précedente pour x; = z* tel que z* est le point d’équilibre, on obtient :
A=Inl|f" (z")]

- Si |f'(z*)]<1=A<0, alore z* est asymptotiquement stable et la trajectoire issue d’une

condition initiale x (i.e {z; zzg ) est asymptotiquement stable au voisinage de z* .

- Si |f'(z*))]=1=AX=0, z* eststable et par conséquent la trajectoire de x, est péroidique
donc stable.

- Si |f'(z*)]>1=A>0, z* estinstable ainsi que la trajectoire issue de x .
— Si 29 € B(z*¢) alors I'exposant de Lyapunov A = In|f’ (z*)| .

- Si zy ¢ B(x*¢) alorsl’exposant de Lyapunov A estla moyenne de divergence exponentielle

donnée par :
A= lim E S In|f (a°)

Théoreme 3.1 - Si A > 0 alors il y a une sensibilité aux conditions initiales .

-Si A <0 les trajectoires se rapprochent et on perd Uinformation sur les conditions initiales.

3.4. Caractéristiques du chaos
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Preuve. La preuve de ce théoreme est bien détaillée dans [19]. =
Exemple 3.1 Lapplication logistique
fx;) =4x; (1 —2;) ; z; €10,1]

I'exposant de Lyapunov de f est:

A= lim 1 21n|4(1—2xz)|

n—oo

soit A =log2 >0 doule comportement est chaotique.

Cas d’une application discrete multidimensionnelle

Soit f une application discrete de R™ dans R™ qui applique z;, sur =, :

L exposant de Lyapunov est définie par :

A~ lim —Zln§ ‘f fL’g

k—>+oo

Preuve. On a le développement limité d’ordre 1 de f* (x,) au voisinage de z/, suivant :

we—ay ~ f*(zo) — fF (xf)

dfk (.I'o) /
dzo (2o — p)

J(a:o) J (1) .o J (2) (x — q)

H J (z;) (xg — xj) -

12

12

12

Ou sz'g J (z) = Df* (z) dénote la matrice jacobienne de f*(.) au point z, . Il sagit d'un ma-
trice carrée m x m . Si elle est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible P,, tel
que DEF =P 'J*P, estune matrice diagonale des valeurs propres &, (f*(zo)) ; i=1,m de

la matrice jacobienne. Alors on définit les m exposants de Lyapunov de la matrice suivante :

A~ lim —Zlnf ‘fk xo (3.2)

k—+oo k

\; Cest I'exposante de Lyapunov associé a la trajectoire issue de z, dans i“"* direction.

Sachantque 2/ =z+¢ . m

3.4. Caractéristiques du chaos
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Exemple 3.2 La transformation de boulanger

1 1

7 12 AN
/ l_h 02_.. )%1

1 1 1

MR,

. m\\\ . e

7 NN Frereseeees

0 1 1] 1 0 1

Fig (3,2) : La transformation de boulanger.

On défini la transformation de boulanger sur £ = [0, 1] x [0,1] par:

1
r — 2z (mod1) pour 0§x§§

—

(0<a<1)

1
—ay pour 0 <z <
y—>

12
§(ay+1) pour ééﬂcél

Le seul point fixe de f est zq = (0,0) .

Donc la matrice jacobiéenne de f au point x, donnée par :

2 0
J:
(0 %)

les valeurs propres de J de f*(x,) au point x, sont :

3! (fk (xo)) =2
A Vk e N (3.3)

&o (fk (550)) = %

appliquant la formule 3.2 dans 3.3 on obtient les exposants de Lyapunov

A = lim 1S iin2 = \; =In2
— 400
A= lim 13 In¢ = )\ =Int

k—+o00 n

= )\ >0 |, etle systéme est chaotique.

Résultat : Remplace x* par z; dans la formule 3.1 tel que z* est le point d’équilibre, on

obtient: A =In|a| ou «a = f'(2*) donc on a les cas suivants :

3.4. Caractéristiques du chaos
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-Si 0<|a|]<1= <0 et z* asymptotiquement stable.

- Si |a| >1=v>0 et z* instable.

- Si |a]=1= =0 danssecas z* estinstable par la défition de I'’exposant de Lyapunov.

C’est-a-dire 'exposant de Lyapunov résout le probleme de stabilité du point fixe dans le cas :

[f (@) =1

Cas d’une application continues multidimensionnelle

L un des algorithmes utilisé pour le calcul est celui appelé algorithme de wolf [23].

Celui-ci permet de calculer les exposant de Lyapunov a partir du calcul effectif de la divergece de
deux trajectoires aprés t¢ pas de temps. I’ algorithme fait en plus varier un parametre de controle
choisi pour permettre de visionner I’évolution de la sensibilité aux conditions initiales selon ce
dernier. Il faut remarquer que l'algorithme de wolf calcule I'exposant de lyapunov le plus gand.
Pour ce faire, il fait la moyenne des sommes des divergences normalisées, et puisque I'exposant
le plus grand aura la plus grande influence sur le systéme .

Les étapes de I'algorithme sont les suivantes :
1. Changement du paramétre de controle.
Choix aléatoire d’une condition initiale.

Evolution du systeme dans le but d’atteindre un attracteur.

> Wb

Création d’'une nouvelle trajectoire a partir de la trajectoire courante a laquelle on ajoute

une petite perturbation.

5. Evolution dans l'attracteur de ces deux trajectoires voisines et calculs de la moyenne de la

divergence renormalisée entre ces deux trajctoires.

6. Réajustement de 1’écart, permettant ainsi a chaque pas de temps de I'évolution du point

précédant le calcul d'une moyenne de la divergence.
7. Retour au point (5) effectué selon un nombre donné.
8. Retour au point (1).

9. Dessin de I'exposant de lyapunov le plus grand en fonction du paramétre de contréle donné.

3.4. Caractéristiques du chaos
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Dimension de Lyapunov

Un autre outil pour déterminer la structure géométrique d’un attracteur est la dimension de
Lyapunov, cet outil se base sur I'exposant de Lyapunov. Karlan et Yorke [22] ont suggéré de
caluculer la dimension de l'attracteur A est utilisant I’exposant de Lyapunov de la maniere
suivante :

Soient A\; > Ay > A3 > ... > \,, les exposants de Lyapunov d’un attracteur d’un systeme dyna-
mique

la dimension de Lyapunov D; est donné par

DY
DL :] + i=1""
[ Aj1

Ou j estle plus grand entier tel que
AMtHX+ 3+ +X20

sachant que A un attracteur représante dans un espace multidimensionnel de dimension m

3.4.3 Attracteur chaotique étrange

Le terme attracteur étrange est introduit pour la premiere fois par Takens et Ruelle (1971),
[ attracteur étrange est une caractérstique géometrique du chaos. Il n’existe pas une définition
régoureuse d’un attracteur étrange et toute les définitions qui on trouve dans la litterature sont

restrictives.[14][20]

Quelques définitions d’un Attracteur chaotique étrange

Définition 3.7 La figure qui représente U'ensemble des trajectoires en proie a un mouvement chao-

tique s’applle Uattracteur étrange .

Définition 3.8 Un attracteur étrange possédant un exposante de Lyapunov si A, > 0.

— D. Ruelle et E Takens [20] donnent la définion suivante :

Définition 3.9 Un attracteur étrange est caractérise par sensibilité aux conditions initiales.

— Guchenheimer et Holmes [13] donnent la définion suivante :

Définition 3.10 Un attracteur étrange est un attracteur contenant une orbite homocline transver-
sale.
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— Berge et al [16]; imposent une condition supplémentaire d'un type dimensionnel :

Définition 3.11 Un attracteur étrange est caractérisé par sensibilité aux conditions initiales et ayant

une dimension fractale .

Remarque 3.1 Il est clair que certains attracteurs ne sont pas généralement étranges.

| "‘t-:,-t__:?k,_ — :
0.5 e—
4 h ol -:..,l
. ot
20
N =
= it -
s ] 08 - A
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p — 2
g
-02 = .
5 D4 -1 -05 i] 05 1
yit) & () 5

Fig (3,3) : Attracteur étrange de Chua, Hénon.

Fig (3,4) : Attracteur étrange de Lorenz, Chen.

— [ attracteur chaotique classés en trois type principaux :

1. Attracteur de type Lorenz : Ces type des attracteurs ne sont pas strucurellement stable

mais leur orbites homoclines et hétéroclines sont strucurellement stable (hyperbolique)
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et aucune des orbites périodiques instables apparaissent sous les petites variations des

parametres, comme par exemple dans le systéme de Lorenz lui-méme

. Attracteur hyperbolique : Les attracteurs hyperboliques sont des ensembles limites stru-
curellement stable. Généralement, la plupart des systémes physiques connus n’appar-

tiennent pas a cette classe des systeme d’attracteur hyperboliques.

. Quasi-attracteur : Ces types d’attracteurs sont des ensembles limites renfremant des or-
bites périodiques de différents types topologiques et des orbites strucurellement instable

(par exemple les attracteurs générés par circuit de chua).[21] [15]

3.4. Caractéristiques du chaos
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Exemples des systemes dynamiques

chaotiques

4.1 Le chaos dans les systemes dynamiques continues

4.1.1 Modéle de Lorenz

En 1963, Lorenz a étudié numériquement un systéme de troi équqtions differentielles censé re-
présenter grossiérement la convection thermique dans 'atmosphére. (C’est un exemple célebre
de systeme differentiel au comportement chaotique pour certaines valeurs des paramétre.

Les équations du modéle :

Le systéeme dynamique implique 3 équations différentielle :

¥ = oy — )
Yy =rrx—y—uxz

2=y — bz

Lespace des phases est tridimentionnel.

Les valeurs de o designe le nombre de Prandtl, et b designe a I’élongation de la boite contenant
la fluide, les valeurs sont fixé respectivement a 10 et 8/3.

Le paramétre de contrdl est r qui est positif, phisiquement r est propotionnel au gradient ther-
mique vertical inposé au fluide .

— Equilibres du modéle :

On cherche les points d’équilibre (z,y, 2) vérifiant 2" = y' = 2 = 0, pour r < 1, il n’y a qu’un seul
point d’équilibre dans l'origine (0,0,0), et pour » > 1; il y a deux autre points :

on a
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( g =c(y—2)=0
Yy =re—y—zz=x(r—2)—y=0

Z=xy—bz=0

oy = ax r=1Y
— y(r—z):y — z=r—1
v —b(r—1)=0 y==xb(r—1)

donc les deux points sont :

(\/b(r - 1), \/b(r —1),r—1); (—\/b(r — 1), —\/b(r —1),r—1).

Létude de la stabilité des points d’équilibre repose sur le signe de la partie réelle des valeurs

propres de la matrice jacobienne DL obtenu en linéarisant le systéme autour d’'un point d’équi-
libre.

L. expression de la matrice jacobienne DL du systéme est :

x —o o 0
DLl y | =|r—2 -1 —x
z Y xr —b

Stabilité de 1’équilibre nul (au point (0,0, 0))

Au point (0,0,0) ; les valeurs propres ¢ de la matrice jacobienne DL :

-0 o 0
DL=|r» -1 0
0 0 =b
—0—¢& o 0
det (|[DL — £1,)) = r —1-¢ 0 — b+ [+ (e +1)+0(1—7)]=0
0 0 —b—¢

{§+b=0 {glzb
— - 5
(E+€&o+1)+o(l—71))=0 A=(1+0)—40(1—7)

& = —b
 —o—1—\/(6—12+4r0
& = :
o —1+ /(6 -1 +4r0
& = .
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Nous reportons les valeurs de o et b on obtient :

8
§& = —3
1 11
52 = —5\/407“’_81—?
1 11
53 = 5\/407"‘*’81—?

— Pour r < 1; les trois racines réelles sont négatives, {; < &, < £; < 0; I'’équilibre est donc noeud
stable.

— Pour r > 1; une des valeurs propres est positive £, : 'équilibre est donc instable (col).

— Il y a une bifurcation quand r = 1; I'équilibre est dit : maginal.

Stabilité des équilibre pour r > 1

Pour les deux autre points d’équilibre, les valeurs propres de la matrice jacobienne sont solutions

de '’équation en ¢ :

(o =OU=b- (1= +0r =D —o[r (b= +b(r-1)]=0

= PN =&+ (0 +b+ 1) +b(oc+71)¢+2ba(r —1) =0

selon les valeurs du paramétre 1, ce polynome peut avoir trois racines réelles négatives (les équi-
libres sont donc stables) ou bien une réelle et deux racines complexes conjuguées.

on peut chercher s’il existe une valeur critique de r pour laquelle les équations deviennent in-
stables, la déstabilisation de ces équations par changement de signe d’une valeur propre réelle
est imposible car si A = 0, on a forcément = 1, on peut donc chercher pour quelles valeur de r,
on paut obtenir deux racines iw et —iw de partie réelle nulle en réportant la valeur A = iw dans

I'équation

iw® + (o + b+ 1)iw? + b(o + r)iw + 2bo(r — 1) =0

on obtient les deux condition :

—w*(c+b+1)+2b(r —1)o =0
iw® + dwb(o 4+ 71) =0

L. élimination de w? entre les deux équations d’obtenir la valeur 7. critique :

4.1. Le chaos dans les systemes dynamiques continues
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2ab
ab+—1 b
de (1) ona:w? = gl
2ab
— =)
a+1+0D
de (1) ona: w?=wb(oc+r.) = w* = ww? dolt w? = b+ br,
alors
, —olotb+3)
‘" (o—-b—-1)
2ab
&b+—a+(j+b
w=F ab+b 5ab
a+1+0D

pour les valeurs o = 10 et b = 8/3; la valeur critique est . = % ~ 24.73 et w = F92, 64.

La déstabilisation des équilibres correspond a une bifurcation de hopf.Deux valeurs propres com-
plexes conjugées traversent 'axe des imaginaires lorsque le paramétre r franchit la valeur critique
T

Lorsque r < r. le systéme transite vers un régime chaotique. La trajectoire tourne autour I'un
des deux équilibres instables comme si elle y convergeait avant de basculer aléatoirement vers
l'autre équilibre pour y répéter le méme type de comportement.On montre que la distance entre
deux conditions trés proches s’amplifie trés rapidement.Toutes les trajectoires convergent vers

I'attracteur étrange.

50

40

Fig (4.1) : Attracteur de Lorenz.
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4.2 Le chaos dans les systemes dynamiques discrets

4.2.1 L application logistique

On présent ici un modéle de class de systeme dynamique non linéaire a temps discret. Ce modele
est applé application quadratique (ou logistique).
L équation logistique a été proposée par le biologiste May en 1979 pour représenter de maniere

trés simplifiée ’évolution annuelle d'une population d’insectes .

Tni1 = g (2n) = vy (1 — 22)

ve0,4] ; x, €[0,1] ot 0,1,2... (dénote le temps discret)
ou x, représente le pourcentage de population par rapport a une certaine valeurs maximale de
référence.

. . . I v (oo
— Le graphique de g est une parabole ayant orgine dans le points <§, Z) , concave et symétrique

par rapport a la droite verticale z = %
— Les points fixes sont obtenus en résolvant '’équation vx (1 — ) = x. Les racines sont 'origine
v—1

*

] =0; x5 =

— Notons aussi que les trajectoires ayant comme conditions initiales z (0) =1 et x(0) = — si

v
v >1 sont constantes pour n >1 .

— Au fur et a mesure que le parameétre a augmente, le comportement qualitative du systéme
change fortement.

— Afin de I'analyser il est important tenir en considération que :

g(@)=vr(l-2); ¢ (x) = v —2vz; ¢® () = —2v; g () = 0.

-10
-20 T
30

-40 -

// -50 1

-60 ——

Fig (4,2) : Le graphe de g(z).
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Etude de ’application logistique
Considérons I'application g qui est définie de [0, 1] dans lui-méme par l'itération suivante :

g(z,) =vx, (1 —x,)
Les points fixes sont :

;=0 ; pour v € [0, 4]
v (l—2)=10r= v—1
xy=——; pour vF#0
v

La stabilité
v pour ;=0

g (") =v—-2vr* = v—1
2—-v; pour Ty =

v

x est un point fixe attractif (resp stable) si seulement si v < 1 . Il est répulsif (resp insatable)
pour v > 1 , et on ne peut rien dire quant a sa nature pour v = 1
D’autre part, 3 est attractif si,

g7 (23)] = 12 —v| <1

- —-1<2-v<l

= l<wv<3
Donc z} est un point fixe attractif pour 1 < v < 3, et il répulsif pour v <1 et v >3 ,etonne
peut rien dire quant a sa nature pour v =1 et v =3
— Pour 3<v<4

Un cycle stable et attracteur d’'ordre 2 apparait.

1 1
e
[=X-] 3 i 1-1 3
(=] oz}l
(=34 3 ' \'v.
-~ g S
[=X-] 3
— (e1=] o
Zos 3
= oSk
o4
o4 F
(o] 3
#
ozl - | 03
.1 \ oz
() = R}
o oz 04 os os 1 o 5 w0 15 ] -1
(k) H

Fig (4,3) : I évolution des points fixes de I'application logistique pour v = 3.3 < 1 + /6
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-Les points fixes de ¢

Fig (4,4) : Le Graphe de ¢° (x,)

Ona
9® (2) =gog(z)=glg(2)] = glvz (1 - 2)] = v[vr (1 —2)] [L - (vz (1 - 2))]
g (z) =v*r (1 —2)(1 —vx (1 —2))
<
g () ==z (x S ; 1) (=v*2® + (v + %)z — (v* +v))
g (z) = 2 (V323 — (V2 +0%) +0?) =0
<~

9@ () =z (2 — =) (-2 + (V* + 0¥z — (VP +v)) =0

. . . . - v—1
a quatre solution distinctes zj , 3 et deux solutions additionnelles : z} =0 et z} = ;
v

v+14+/(v+1)(v—3)
2v

v+1—/(v+1)(v—23)
2v

T

W *

Ty =

Donc on a orbite périodique de période 2 . On peut conclure sa stabilité sachant qu’elle est stable

si |9/ (a3)¢/ (¢3)] < 1 ,ona:

g (x3) g (z3) = —v? +2v +4

4.2. Le chaos dans les systemes dynamiques discrets
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-Si ve }3, 1+ 6 [ le cycle est stable et attractif.

- Si v>1++6 :
Le comportement devient beaucoup plus complexe le cycle n’est plus stable est un cycle d’ordre
4 apparait.
A partir de ces valeur on assiste a un doublement de 'ordre de la période jusqu'a v = 3.569945
quand le systeme devient chaotique .

- Si v=35>1+6 :

Un cycle stable et attracteur d’ordre 4 apparait .

1 1
[L] 1]
[:7 ]
y 7]
or
p or
.,
[:7]
= _os
T
ios ¥
= v os
o4
o4
o3 4
o0z o o3
R} e o0z
o o1
o 0z 04 05 [T 1 o [] 10 15 o F=) a0

(k)

Fig(4,5) : I évolution des points fixes de 'application logistique pour
v=35>1+6.

- Si v=23.57

Un comportement chaotique apparait.
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Fig (4,6) : L évolution des points fixes de 'application logistique pour v = 3.57.

Sensibilité aux conditions initiales (S.C.I)
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Fig (4,7) : Sansibilite aux conditions initiales de I'application logistique ¢ (z,,) = 3.8z, (1 — z,,)
A) Pour zy = 0.8 ; B) Pour x7 = 0.8001 .
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Diagramme de bifurcation

09
08~
07
06—

05

03f-

02

o b

Fig (4,8) : Diagramme de bifurcation de I'application logistique.

Un diagramme de bifurcation consiste a représenter les états finaux x en fonction du parametre.

On peut alors constater les comportements de cette suite :

1. Si 0 <w<1,lesysteme finit par arriver a

x} =0 etne bouge alors plus.

2. Si 1 <wv <3, lesysteme se stabilise sur un point fixe z3 .

3. Si v=3,lediagramme se divise en deux branches, puis apres en quatre, puis huit, étc....

4. A partir de r = 3.57 , la periode n’est plus visible, c’est le chaos.

4.2.2 Application de Hénon

I’ astronome Michel Hénon permet de réagir rapidement et de produire un systeme trés simple.

Ce systéeme dynamique discret de dimention 2 , a temps discret car les points évoluent par étape

et non continument. Il est définie par la forme suivante :

Tpy1 = _aInQ + Yn +1

Yn+1 = bxn

“4.1)

a,b € R représentent des parametres de bifurcation.[3]

La valeur de la constante a control la non linéarité de l'itération, et celle de b traduit le role de

la dissipation. Les valeurs habituellements utilisées pour a , b sont a = 1,4 et b= 0,3 . L appli-

cation de Hénon est inversible, son inverse est :

4.2. Le chaos dans les systémes dynamiques discrets
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-1
Hl(x,y>=< ’ ', 2). 4.2)

La matrice jacobienne DH,; est:

—2ax 1
DH,, = 4.3)
b 0
Le déterminant de la matrice jacobiebnne est égale a |J| = —b . cette application posséde deux

points fixes hyperbolique définit par :

b—1+\/1—b +4a b—l—i—\/l—b + 4a
b—l—\/l—b —|—4a b—l—\/l—b + 4a

Py = (z1,1) = ,si0<b<1,

Py = (12,12) = ,si0<b< 1.
La stabilité
On peut facilement déterminer la stabilite locale de ces points par 'évaluation des valeurs propres

de la matrice jacobienne que définit en 4.3 ’équation caractéristique de matrice jacobienne est :

£ 4 2az6 —b =0

et leur valeurs propres sont :

& = —axr +va’x?+b, pour P;.
& = —ax —Va*x? + b, pour P,.

Si I'on calcule les valeurs absolues des valeurs propres, on constate que la plus petite des valeurs

propres est toujours inférieure a 1 , tandis que la plus grand est infériur, ou égale ou supérieure

\ . s . (. . (1=0) (1 e

a 1 suivant que |z| inférieure, égale ou supérieure a 5 ,on en déduit que le point fixe
a

P, est un point selle.
3(1—0)2

1 ,ona & (r1,y1) =b

) e : 3(1—10)2 .
L autre point fixe est stable si a < — = 0.3675 . Si a =

et & (wg, 1) = —1

4.2. Le chaos dans les systemes dynamiques discrets
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Sensibilité aux conditions initiales (S.C.I)
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Fig (4,9) : Les 100 premieres itérées de z,, avec a =1.4 et b= 0.3 avec

condition intials A = (z¢,y0) = (0,0) et B = (zo,y0) = (0.001,0.001) .
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Fig (4,10) : Les 100 premieres itérées de y, avec a=1.4 et b=0.3

avec condition intiale A = (x,y) = (0,0) et
B = (0, o) = (0.001,0.001) .
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Lexposants de Lyapunov

Fig (4,11) : lévolution de I'exposant de Lyapunov )\ de systéme
de Hénon en fonction de a

On fixe b=0,3, et on laisse a varie entre 0 et 1,4 .
A partir de la figure (4, 12) on obtient deux zones :
— une zone stable lorsque « varie dans I'intervalle [0;1,052] .

— une zone chaotique lorsque « varie dans l'intervalle ]1,052;1,4] .

Diagramme de bifurcation

1 02 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
a

Fig (4,12) : Diagramme de bifurcation de Hénon.

- Si —0,1225 < v < 0,3675 , les iterations convergent vers une point du plan.
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- Si 0,3675 <v <0,9 ,lesitérations tendent a constituer un suite (x,,y,) telle que (x2,,y2,)
converge vers un point et (ra,41,¥2,4+1) CONverge vers un autre point. On a donc deux points
limites, on observe un doublement de période.

- Si0,9 <wv < 1,02 on assiste a un nouveau doublement de période.

La période continue de doubler jusqu’a une valeur déterminée ou la trajectoire commene a
prendre une forme perticuliere.

Pour a > 1,02 , on ne distingue plus les cycles : le systéme est chaotique.

Attracteur de Hénon

L attracteur chaotique de Hénon pour les valeurs numériques a = 1,4 et b = 0, 3.

1.4' i

Fig (4,13) : Attracteur de Hénon

4.2.3 Modéle de Lozi

En 1978, René Lozi a introduit un systeme bidimentionnel ayant des équation et des attracteurs
semblent pareils a ceux du systeme célébre précité de Hénon. La seule difference entre ces deux
systéme est que le térme non-lineaire 2 du systeme de Hénon est remplacer par |z| dans
systeme de Lozi qui fait de ce systéme une application non differentielle.

— Déquation du modéle :

Tpy1 = _af|l'n| + Yn + 1
L(z,y):
Yn+1 = bxn

oll a et b sont des paramétrs réels

4.2. Le chaos dans les systemes dynamiques discrets
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Si a = 0, le model de Lozi est une application linéaire, donc on pose toujours a # 0.

0.8

0.6 B

04 -

N '
-1.5 -1 0.8 o 0.5 1 1.5

Fig (4,14) : Attracteur de Lozi pour
a=17etb=0.5.

— Le modele de Lozi est inversible ; son inverse est :

_ b~y
LY (z,y) = .
r—1+ 5|y|

Le déterminant de la matrice jacobienne est égale a |L| = —b , alors il y a contraction des aires
pour |b] < 1
Cette application posseéde deux points fixes hyperbolique définit par :
1 b
l+a—b"1+a—-10
1 b .
) ,51b < —a+1

P =
P2:(

) ,sib<a+1

l—a—-b'1—a—1»
On peut facilement déterminer la stabilité locale de ces points par '’évaluation des valeurs propres

de la matrice jacobienne :

I
DL(z) = Ox
b 0

— La stabilité :

L équation caractéristique de la matrice jacobienne est :
E+al—b=0.

2 —at—b=0.
e Stabilité de P,

4.2. Le chaos dans les systemes dynamiques discrets [}
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42
Pour p > Ta les valeurs propres sont des réelles.

Pour p < __a2 les valeurs propres sont des complexes.
Elle sont de module inférieur a 1 si :
b>-1, b<a+1 et b<1-—a .Etlepoint fixe P est stable.
Les valeurs propres sont de module supérieur a un si :
b<—-1,b<a+1 et b<1—a .Etlepoint fixe P, est instable.
Les valeurs propres & et &, sont |&,| < 1et|&,| > 1si:
b>a+1 et b>1—q .Etlepoint fixe P, est un point selle ou col.
e Stabilité de P,
L existence de P, est pour b > —a+ 1 , alors A =a? +4b > 0 et les valeurs propres sont tou-
jours des réelles.
Elle sont de modules supérieurs a un si
b>—a+1, b>a+ 1 .Etle point fixe P, est instable.
Les valeurs propres &, et &, sont |&;| < 1l et |, > 1si:
b>a+1, b>1—a .Etlepoint fixe P, est une point selle ou col.
Contrairement au cas de I'application de Hénon, le route vers le chaos par I'application de Lozi
n’est pas une bifurcation de doublement de période. Puisque la dérivée de I'application de Lozi
n’est pas continue.
— Dimension de Lattracteur de Lozi : On a pour a = 1.7, b = 0.6, lapplication de Lozi a deux
exposants de lyapunov \; = 0.69314, A\, = —1.204; alors la dimension de lyapunov est égale a
Dy = 1.5757.

4.2. Le chaos dans les systemes dynamiques discrets
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Conclusion

La notion du chaos est tres utile dans plusieurs domaines. En effet, en physique, en météorologie
évidemment, mais aussi en biologie et chimie, en économie dans I'estimtion des parametres des
distributions, et aussi 'étude de leurs comportement a long terme, et en sciences sociales. Dans
la cryptographie, la découverte des signaux chaotiques pouvons alourdir la poursuivie, et aussi
endommager un tel message en face des pirates, fait une grande révolution dans le monde de
la communication, ces signaux de nature trés imprévisibles et qui ne semblaient pas étre faciles
a contrOler sont déterministes mais fortement sensibles aux conditions initiales et présentent
une allure pseudo-aléatoire, ce qui fait du chaos un phénomeéne tres intéressant pour cacher des
signaux d’informations afin de transmettre ceux-ci d'une maniere sécurisée.

I objectif principal de ce mémoire de fin d’étude était de présenter de facon approfondie les
systemes dynamiques en générale, on donnant une synthese sur les notions de base pour I'étude
d’un tel systeme, comme les points fixes, leurs stabilités, puis les différents types de bifurcation,
qui nous amene a la détection du comportement chaotique via plusieurs caractéristiques dont la
sensibilités aux conditions initiales, les exposants de Lyapunov, et attracteurs étranges.

Ensuite, nous nous attachons au comportement chaotique dans les systemes les plus célebres dans
la littérature qui comportent des perturbations imprévisibles pour un ensemble de parametres, et
qui ont une grande utilité et citation dans plusieurs disciplines, comme l'application logistique, le

modélel de Hénon, I'application de lozi, le systéme de Lorenz, et autres.

4.2. Le chaos dans les systemes dynamiques discrets
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