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Résumeé

Dans ce mémoire on s’intéresse a une Nouvelle preuve de la convergence globale de la
méthode BFGS pour les problémes de minimisations non convenxes avec des recherches
linéaires inexactes. De plus, nous avons vérifié directement la convergence de cette
méthode avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe

Mots clés: R-L de Wolfe, convergence globale, méthode de BFGS, recherche linéaire
inexacte, Problemes de minimisations non convenxe.



Abstract

In this memory we give a new proof for the global convergence of the BFGS method for
nonconvex unconstrained minimization problems . Furthermore, we have checked
directly the convergence of this method with the inaccurate linear search of Wolfe.

Key words : Wolfe, global convergence, BFGS method, inexact line search, nonconvex

unconstrained minimization problems.
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Introduction Générale

Les problémes d’optimisation différentiable se posent lorsque I'on cherche a déterminer la valeur
optimale d’'un nombre fini de parametres. Coptimalité signifie ici la minimalité d’un critére donné.
La différentiable supposée des fonctions qui définissent le probleme écarte d’emblée de notre pro-
pos 'optimisation combinatoire (les parametres a optimiser ne prennent que des valeurs entieres
ou discretes) et 'optimisation non lisse (les fonctions ont des irrégularités).

Coptimisation est un sujet trés ancien. Taylor [1685-1731], Newton [1643-1727], Lagrange [1736-
1813] et Cauchy [1789-1857] ont élaboré les bases des développements limités. Coptimisation
a connu un nouvel essor depuis I'apparition des ordinateurs et s’applique désormais dans de
trés nombreux domaines : économie, gestion, planification, logistique, automatique, robotique,
conception optimale, science de I'ingénieur, traitement du signal, etc.

Soit f : R — R. Considérons le probléme d’optimisation sans contraintes (P) suivant :

(P): Minf (z)

zER™
Les méthodes quasi-Newton, et particulierement la méthode BFGS est parmi les méthodes les plus
célebres pour résoudre le probleme (P). Cette méthode a été étudiée et développée par Broyden
6], Flecher [32], Goldfarb [10]et Shano [11].La méthode BFGS est une solution souvent utilisée
lorsque 'on veut un algorithme a directions de descente.

On s’intéresse dans ce mémoire aux problemes de convergence de la méthode BFGS dans le cas
non convexe avec des recherches linéaires inexactes de Wolfe [26].

On essaye de mettre en lumiere et d’étudier de facon approfondie les principaux résultats de
convergence dans le cas ou la fonction objectif f n’est pas convexe.

Pour cela on construire une suite {z},_ de la forme suivante :
Ty1 = Tk + Adp, (D)

ou dj, vérifie :
Mydi, + 9, =0,  gx=Vf(xp), (2)

Les matrices M, sont calculées itérativement d'une facon semblable a celle de la méthode BFGS.

Plus explicitement :

si B> g

lswll® — (3)

M My s sT My, yryE

k — STMksk yTSk; )

Mk+1 = k k .
M, sinon

Sk =Tpy1 — T €l Yp = Gry1 — Gk




a et € sont des constantes positives. \; est un pas positif obtenu par une recherche linéaire de
Wolfe .

Bien sur 'expression précédente est une modification de la formule classique de la méthode BFGS

dont 'expression des matrices M, est la suivante :

Myspst My iyl

M1 = M, —
+1 k T T )
s, My sy, Y Sk

4)

Le mémoire est divisé en 4 chapitres :

. Dans le premier chapitre on expose les notions de base pour étudier le probléme (P).

. Dans le deuxiéme chapitre on étudie I'optimisation unidimensionnelle c-a-d les recherches
linéaires, spécialement les recherches linéaires inexactes.

. Dans le troisieme chapitre on donne un apercu général sur les méthodes quasi-Newtoniennes
surtout la méthode BFGS.

. La partie essentielle du mémoire se trouve dans le chapitre 4 dans lequel on s’intéresse aux
problémes de convergence de la méthode BFGS avec la recherches linéaires inexactes de Wolfe,
dans le cas non convexes.

On trouve a la fin du mémoire une conclusion.




Chapitre 1

Optimisation sans contraintes. Notions de

base

1.1 Différentiabilité

On se place dans R”, n < oo considéré comme un espace vectoriel normé muni de la norme
euclidienne notée ||.|| .

Soit Q2 un ouvert de R".

1.1.1 Dérivée partielle

Définition 1.1 Soit f :R" — R une fonction continue. La fonction notée V,f (z) : R* — R

également notée %ﬁ@ est appelée i'°™ dérivée partielle de f et est définie par :

f@1,nmitoy.zn)—f(T1,,%4,. ., Tn)

liIncu—>0

Cette limite peut ne pas exister.

1.1.2 Gradient

Définition 1.2 soit f : R™ — R une fonction continue ,V f (x) : R" — R" est appelé le gradient de f

est définie par
of (z)

Ox1

Vf(x) =

of(x)

Oxn
le gradient de f au point x = (x;...x,,)




Chapitre 1. Optimisation sans contraintes. Notions de base

Le gradient jouera un role essentiel dans le développement et U'analyse des algorithmes d’optimisation.

1.1.3 Matrice Hessienne

Définition 1.3 soit f :R" — R fonction deux fois différentiable.,la fonction noteé V>f (z) : R" —
R™ ™ est appelé matrice hessienne symétrique de f definie par
H(x) = V*f (z) = (65,28];,) (x),i=1,.,n;5=1,...,n

alors
[ 2f(x)  92f(x) Pf(x) ]
Bz% Or10xe - Ox10zH
Pflx)  2f(z) % f(x)
Ox20x1 023 o Oxzedxp
Pfx) 2 f(x) % f(x)
| 02,01 Oxndx2 =~ oxZ |

1.1.4 Dérivée directionnelle

Définition 1.4 soit f : R™ — R une fonction continue ,soit x € R™ et d € R", la derivée direction-

nelle de f en x dans la direction d est doneé par
fztad)—f(z)

lZ'ma>H0 o

si la direction existe ,lorsque le gradient existe la derivée directionnelle est le produit scalaire entre le
gradient de f et la direction d c-a-d
Vf(z) -d

1.1.5 Fonction différentiable

Définition 1.5 Soit f : R" — R une fonction continue. Si, pour tout d € R" la dérivée directionnelle

de f dans la direction d existe, alors la fonction f est dite différentiable.

1.2 Définitions

Soit f:R"™ — R quiatout z € R", z = (21, %y, ..., 2,)", associe la valeur réelle

f(x) = f(xy, 20, ..0ixy) .
On cherche a résoudre le probleme (P) :

(P) min {f(z):x € R"} . 1.D)

1.2. Définitions |



Chapitre 1. Optimisation sans contraintes. Notions de base

Il s’agit donc de déterminer un point & de R” tel que :

Définition 1.6 1. = € R s’appelle solution minimum global de (P) si et seulement si
f(@) < f(x):Vx e R"

f(z) s’ appelle valeur minimum global .

2. & € R™ s'appelle solution minimum local de (P) si et seulement s’il existe un voisinage V. ()
tel que
f(@) < f(x): Vo e Ve (2)
f(z) s’appelle valeur minimum local

3. & € R" s’appelle solution minimum local strict de (P) si et seulement s’il existe un voisinage
V. (z) tel que
f(@) < f(x):VeeV.(2), x # 7

f(z) s’appelle valeur minimum local strict.

Jx, b)Yy

7
recherche locale

- - =
CENVIENRETRLEEDY
_‘__'Il bl

IV v M A
loveal : " local
N

Fig.1 optimum local, optimum global

1.3 Direction de descente

Définition 1.7 Soit f : R" — R, & € R", d € R" est dite direction de descente au point & si et

seulement si il existe un nombre strictement positive (6 > 0) tel que :

F(@+Ad) < f(2) VYA €]o,d].

1.3. Direction de descente



Chapitre 1. Optimisation sans contraintes. Notions de base

Donnons une condition suffisante pour que d soit une direction de descente.

Théoreme 1.1 Soit f : R" — R différentiable au point & € R" et d € R™ une direction vérifiant la

condition suivante :
fl(a,d) = V(@) d<0

alors d est une direction de descente au point 7.

Preuve. f est différentiable au point z alors f continue et V f(z) existe, donc

f@+ M) = f(2) + AV (@) d+ N d| a(z, \d)

alors
FE+Ad) — f(3) = AVF@E)Ld+ N || d || a(@, Ad)
o S ZTD _ g payay ) o)
- fE+ M) - f(E) N \
= lim S = lim (Vf(2)".d+ || d || (2, Ad))
avec
a(z, \d) e 0
donc o\ R
f(&,d) = lin%)f(x T A) — @) Grayd <o
la limite étant strictement négative, alors il existe un voisinage de zéro V' (0) =] — 9, +4| tel que
f(x“‘i)_ﬂx) <0 ,VA€] -6, +d] 1.2)

la relation (1.2) est particulierement vraie pour tout A €]0,+4[.on obtient le résultat cherché en

multipliant la relation (1.2) par A > 0. m

1.4 Schémas général des algorithmes

Soit d; une direction de descente aux point z; on peut considérer le point x;,; le successeur de
T) comme suit :
Tha1 = T + Aedi 5, Ak E]O, —|—5[ .

Démarrage : o € R", d; :

V f(zo).do < 0

1.4. Schémas général des algorithmes E



Chapitre 1. Optimisation sans contraintes. Notions de base

1 = xo + Aodo

Ao Vérifie :
J(xo + Aodo) < f(x0)

Itération k :xy, d;, telle que V f(z)'.dy < 0 et ), telle que :

flar + Xedi) < ()

alors

Tpy1 = T + Apdy

Le bon choix de d;, et \;, permet de construire une multitude d’algorithmes d’optimisation.

1.4.1 Exemple de choix de directions de descente
e Sion choisit : d, = —V f(z),avec V f(z,) # 0,0on obtient la méthode de gradient.
Bien sur d;, = —V f(z) est une direction de descente, en effet :

V()i = V(@) (=V f(ar) = =V (@) Vfzr) = = || V()" [|*<0

e Aussi si on choisit : dy, = —(H (z)) 'V f(z}) tel que :

H(zy) la matrice Hessienne.(H (x;) € Mxn), Vf(2x) le vecteur de gradient.(V f(xy) € Mpx1),
on obtient la méthode de Newton.

si la matrice H (zy) est définie positive, alors

Vf(aw) dy = =V f(x) (H(xx)) 'V f (1) <0

1.4.2 Exemple de choix de pas )\,

On choisit A, vérifier
f(:L‘k + )\kdk) < f(Ik + )\dk), VA€ ]0, 5[

la recherche dune variable réelle )\, qui s’appelle la recherche linéaire.

Notion de convergence globale

Définition 1.8 Soit f : IR" — IR différentiable. Supposons que l'on a construit une suite {s},
a Uaide d’un algorithme d’optimisation sans contraintes décrit dans le modéle (modele algorithme).

Nous dirons que Ualgorithme converge globalement si on a :

lilzninf IVfGa)|l=0

1.4. Schémas général des algorithmes E



Chapitre 1. Optimisation sans contraintes. Notions de base

Remarque 1.1 Des auteurs exigent parfois pour la méme définition la relation plus forte suivante :
lim [V f (54) ]| = 0
k—o0

Notion de vitesse de convergence

La convergence globale d’un algorithme ayant été établie, nous nous intéressons maintenant a
I’évaluation de son efficacité. D’'un point de vue pratique, l'efficacité d’un algorithme dépend du
nombre d’itérations nécessaires pour obtenir une approximation a ¢ pres (¢ fixé a 'avance) de
I'optimum *.

Si 'on compare entre eux, plusieurs algorithmes, et si 'on admet que le temps de calcul par
itération est sensiblement le méme pour tous, le meilleur est celui qui nécessitera le plus petit
nombre d’itérations.

Malheureusement, il se révele impossible de dégager des conclusions générales de ce genre de
comparaison.

Suivant le point de départ choisi, la nature de la fonction a optimiser, la valeur de la tolérance
choisie, la hiérarchie des algorithmes peut varier considérablement.

Si l'on veut dégager un critére ayant une certaine valeur d’absolu, il faut par conséquent recourir
a un autre type d’analyse : c’est 'objet de I'étude de la convergence asymptotique, c’est-a-dire du
comportement de la suite {5} au voisinage du point limite »*.

Ceci conduit a attribuer a chaque algorithme un indice d’efficacité appelé sa vitesse de convergence.

Remarque 1.2 on est quelque fois amené a exprimer la vitesse de convergence de la suite {s¢} en
étudiant, non pas la fagon dont ||, — »*|| tend vers 0, mais la fagcon dont la suite { f ()} tend vers

f (5¢*) ott f la fonction que U'on minimise.

Les modes de convergence

Définition 1.9 Soit {4}, une suite dans I R™ convergeant vers »*

1° si
_ %

hooo |26 —
on dit que la convergence est linéaire et « est le taux de convergence associé.

2° si
[2h41 — ||

lim sup

m su ”%k — %*HV < 4o0; v > 1,

On dit que la convergence est superlinéaire d’ordre ~.

1.4. Schémas général des algorithmes



Chapitre 1. Optimisation sans contraintes. Notions de base

e =l

0,

On dit que {»} tend vers »* de facon superlinéaire.

1.5 Condition nécessaire d’optimalité

1.5.1 Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Théoreme Soit f : IR" — IR"™ différentiable au point »* € IR" Si »* est un minimum local de
(P) alors V f (s*) = 0.

Preuve. Supposons le contraire c. a. d que V f (5*) # 0 ce qui implique que d = —V f (>¢*) est une

direction de descente. Donc 39 > 0 tel que
YA €10,0[: f (5" + Ad) < f ()

Ceci est contradiction avec le fait que »* est une solution optimale locale de (P). m

1.5.2 Condition nécessaire d’optimalité du second ordre

Théoreme 1.2 Soit f : R" — R deux fois différentiable au point & € R" si & est un minimaux local
de (P) alors Vf(z) = 0 et la matrice hessienne de f au point &, qu'on note H(z) ,est semi définie

positive.

Preuve. Soit z € R™ quelconque, f étant deux fois différentiable au point & on aura pour tout

A£0

1
f@+ X z) = f(2)+ §A2xtH(g:~)x + N |2%] a2, z), oz, A\z) =0

Ceci implique

f@+ A;) —f@) _ %xtH(fc)m + ||2?|| (@, Ax) (1.3)
Z est un optimum local, il existe alors § > 0 tel que
f(@+ Az) — f(2)
)\2
si on prend en considération (1.3) et on passe a la limite quand A — 0, A # 0, on obtient

>0, VAe|-0,+]

o'H(2)x >0, VreR"

1.5. Condition nécessaire d'optimalité



Chapitre 1. Optimisation sans contraintes. Notions de base

1.6 Condition suffisante d’optimalité

Théoreme 1.3 soit f : R" — R deux fois différentiable au point & € R™, Si V f(&) = 0 et H(Z) est
définie positive alors & est un minimum local strict de (P)
Preuve. f étant deux fois différentiable au point Z, on aura pour tout x € R"

1

fla) = f@) + 5 (@ = ) H(@) (v = 2) + (2 = )|” a(@, (v — 2), a(i, (z = 7)) = 0,(Vf(#) =0)
(1.4)
supposons que I n’est pas un optimum local strict .
Alors il existe une suite {x}, - telle que x), # 2 : Vk et
Dans (1.4) prenons x = xy,, division le tout par ||(z — 1)|” et notons dj, = IIEii:gH’ on obtient
xr) — f(x 1 R . R . .
M = EdiH(x)dk + a(Z, (zp — 7)), a(z, (z, — T)) i 0. (1.6)
[(zx — )] >0
(1.5) et (1.6) impliquent
1
5d}@H(:@)dk +a(z, (zy, —2)) <0, Vk.
d’autre part la suite {d} ;. est bornée (|| di ||= 1,Vn). Donc il existe une sous suite {dx},cn, cn
telle que
k—o0,ke N1

Finalement lorsque k — oo, k € Ny, on obtient

1- _
§dw (#)d < 0.
La derniére relation et le fait que d # 0 (|| d ||= 1) impliquent que la matrice hessienne H (%) n’est

pas définie positive. Ceci est en contradiction avec Uhypothése. m

1.7 Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité dans le

cas convexe

Définition 1.10 soit f : IR" — IR.

a) f est dite convexe dans I R™ si :

ftor+ (1 —1t)sm) <tf(oa)+ (1 —1t)f(n)

1.6. Condition suffisante d'optimalité



Chapitre 1. Optimisation sans contraintes. Notions de base

pour tous points s et i, € [R" et pour tout t € [0,1].
b) si l'inégalité précédente est stricte pour tous points s et s distincts et pour tout t € ]0.1[ ,alors
f est dite strictement convexe.

¢) supposons que f soit différentiable, f est dite fortement convexe si :
(6%
FA=t)sa+tm) < (1=1) f(a) +1f Gr) = 51 (1= 1) [I>a - ||

pour tous points s et », € [ R"™ et pour tout t € [0, 1]

1.7. Conditions nécessaires et suffisantes d'optimalité dans le cas convexe



Chapitre 2

Optimisation unidimensionnelle

2.1 Recherches linéaires

La recherche linéaire consiste a trouver )\, de facon a diminuer la fonction f Suffisamment le long
de cette direction.
Ce " suffisamment " sera quantifié dans la suite dans la description des conditions dites d’ Armijo,

Wolfe, Goldstein & Price(recherches linéaires inexactes).

2.1.1 Principe des méthodes de descente

Le principe d’'une méthode de descente consiste a faire les itérations suivantes :
Try1 = Tk + )\kdky k>0 2.1

tout en assurant la propriété
f(@ren) < fla) -

Le vecteur dj, est la direction de descente en x; . Le scalaire \; est appelé le pas de la méthode a
litération k.
On peut caractériser les directions de descente en z;, a 'aide du gradient :

Proposition 2.1 Soit d € R" vérifiant
Vf(x).d<0

alors d est une direction de descente en x.

14



Chapitre 2. Optimisation unidimensionnelle

Preuve. on a pour A > 0
f(z+ M) = f(x) + AV f(2)'d+ Xe (N)
donc si on écrit
[+ Ad) — f(z)
A
on voit bien que pour \ suffisamment petit on aura

= Vi(2)d+e())

Fla+ M) — f(z) < 0.
| ]

Remarque 2.1 d fait avec Uopposé du gradient —V f(x) un angle strictement plus petit que 90° :

_ t
0= arccosM € ]0, g[

IV £ @) [l

Iensemble des directions de descente de f en x
{deR":Vf(x)d <0}
forme un demi-espace ouvert de R”
Pour définir une direction de descente il faut donc spécifier deux choses :

* choisir d; est dire comment la direction est calculée . Ce choix influe directement dans la

nomination de I'algorithme.

* détermine le pas g,

Vi
d (x)
demu-espace des direchons
de descente de f enx
- f = constante

Fig.2 Demi-espace (translaté) des directions de descente d de f en x
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Algorithme (méthode a directions de descente — une itération)
Etape O : (initialisation)
On suppose qu’au début de l'itération k, on dispose d’un itéré
»ny, € IR™
Etape 1 :
Test d’arrét : si |V f (»4.)| =~ 0, d’arrét de 'algorithme ;
Etape 2 :
Choix d’une direction de descente d;, € IR";
Etape 3 :
Recherche linéaire : déterminer un pas A, > 0 le long de d;. de
maniére a "faire décroitre [ suffisamment";
Etape 4 :

Si la recherche linéaire est finie >, | = s, + A\pdy ;

2.1.2 Recherche linéaire

Considérons le probléeme d’optimisation sans contraintes (P)

(p) minimiser f(x) = € R"

ouf:R"—R

Les algorithmes qu’on étudie par la suite suivent les schémas généraux suivants :

Tpy1 = T + Apdy

ol )\, est solution optimale du probleme d’optimisation unidimensionnel suivant :

minysg f(zg + Ady)

x5 di sont fixé et la fonction a minimiser est une fonction d’une variable réelle définie comme
suit :
A= p(A\) = flzr + Ady)

Il faut noter que dans les problemes d’optimisation sans contraintes on a besoin de résoudre a
chaque Itération x;, un probleme d’optimisation dans R.
Dans ce chapitre nous allons décrire les différentes maniéres de déterminer un pas A\, > 0

le long d’une direction de descente d. C’est ce que I'on appelle faire de la recherche linéaire.

2.1. Recherches linéaires
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Objectifs de la recherche linéaire

Il s’agit de réaliser deux objectifs :

Le premier objectif

Faire décroitre f suffisamment, cela se traduit le plus souvent par la réalisation d’une inégalité
de la forme
flxp + Medy) < f(zx) + "un terme négatif " (2.2)

Le terme négatif, disons v, joue un role-clé dans la convergence de I'algorithme utilisant cette
recherche linéaire.
Fargument est le suivant .

Si f(xy)est minorée (3 c telle que f(xy) > ¢ pour tout k), alors v, tend nécessairement vers zéro
(v — 0). c’est souvent a partir de la convergence vers zéro de cette suite que l'on parvient
a montrer que le gradient lui-méme doit tendre vers zéro. Le terme négatif devra prendre

une forme bien particuliere si on veut pouvoir en tirer de I'information .
En particulier, il ne suffit pas d’'imposer f(x; + Apdi) < f(xg).
Le second objectif
Empécher le pas A\, > 0 d’étre trop petit, trop proche de zéro.

Le premier objectif n’est en effet pas suffisant car I'inégalité (2.3) est en général satisfaite par des
pas \; > 0 arbitrairement petit .
Or ceci peut entrainer une "fausse convergence", c’est-a-dire la convergence des itérés vers un

point non stationnaire.
Types de recherches linéaires

Il existe deux grandes classes de méthodes qui s’intéressent a I'optimisation unidimensionnelle :

- les recherches linéaires exactes.

- les recherches linéaires inexactes.

2.1.3 Les recherches linéaires exactes

Dans ce cas la solution optimale )\, est calculée de facon exacte (d’'un point de vue théorique car
pratiquement on n’obtient en général qu'une approximation).

Lintervalle d’incertitude

2.1. Recherches linéaires



Chapitre 2. Optimisation unidimensionnelle

Définition 2.1 Considérons le probleme unidimensionnel suivant :

Minimiser ¢ (A) . (2.3)
A€[a,b]
Lintervalle [a, b] est dit intervalle d’incertitude si le minimum X de o (\) appartient a [a, b],

mais sa valeur exacte n’est pas connue .

Théoreme 2.1 soit ¢ : R — R strictement quasi-convexe sur |a, b] .

soient A, j €la, b[ , A < p

1) sip (A) > p(n), alors ¢ (z) > @(p); Vz € [a, A] .
2) sip(A) < @(p), alors ¢ (2) = p(A);Vz € [u, 0] .

Conséquences importante du théoreme :

1. Si ¢ (A) > p(u), alors le nouveau intervalle d’incertitude est : [\, b] (On supprime [a, A[) .

2. Sip (N\) < ¢(p), alors le nouveau intervalle d’incertitude est : [a, ] (On supprime [u,b[) .

Ceci est I'idée de base pour la construction d’algorithmes d’optimisation unidimensionnelle sans
calcul de dérivées. A chaque itération on fait diminuer l'intervalle d’incertitude jusqu’a ce qu’on
arrive a un intervalle final de longueur inferieur a une tolérance fixée a I'avance. Bien sur une
valeur quelconque de ce dernier intervalle conviendrait comme approximation de notre solution
optimale.

On a deux méthodes d’optimisation unidimensionnelle sans dérivées :

La méthode de dichotomie

La méthode du nombre d’or

2.1.4 Les recherches linéaires inexactes

Les recherches linéaires exactes, malgré qu’elles n’aboutissent qu’a une solution optimale appro-
chée, elle nécessitent beaucoup d’observations a chaque itération de I'algorithme principal Pour
cela de nombreux mathématiciens (Armijo, Goldstein, Wolfe, Albaali, Lemaréchal, Fletcher...) ont
élaboré plusieurs regles.

I'objectif de cette section consiste a présenter les principales tests.

D’abord présentons La régle d’Armijo, regle de Goldstein et La regle de Wolfe

2.1. Recherches linéaires
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La recherche linéaire inexacte d’Armijo

Soit f: R" - R,z € R", d € R" tel que

VfT (l’k) d <0

Définissons la fonction ¢ : R — R avec
o (M) = fzp+Mde) A >0
Notons que :

¢ (N = VI (@ + Mdy) di,
QOI (0) = VfT (fl?k) dk < O,
¢ (0) = [(zx)

Féquation de la tangente au point (0, ¢ (0)) est la suivante

Nyt s y=9(0)+¢ (0)(A-0).
o1 (M) = flz) + VT (@) dihe

Posons

Iéquation de la tangente devient :
w1 (\) = [ (ax) + VT () dp)
Définissons maintenant la fonction ¢ (\) comme suit :
@ (\) = f(xx) +erp (0) = f(z1) + AV ST (zp)di; 0<e<1

On cherche )\, tel que

¢ (M) <@ (M)

(2.4)

(2.5)

2.1. Recherches linéaires
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B SCAI=TO Al D

ligne cle Ia

décroissance
suffisante
(M)

tangent

accepitable b ' acceptabe

Fig 3 -Regle d’Armijo

Remarques
1-La condition ¢ (X;) < ¢ (\y;) implique la décroissance de la fonction f.
En effet

¢ (M) o (M)

IN

car la direction d est une direction de descente.

2-11 ne faut pas prendre ), trés proche de zéro car cela va altérer la convergence et la vitesse de
convergence.

En effet

floe+Mdr) = f (@r) + MV (0n) di + Arer (2, Ardi)
flap) = f () = N[V (2) di + a (mp,edy) ]
sidy, — 0 a (xk’/_\kdk) — 0 donc  f (k1) =~ f(xp)
X—0
Algorithme d’Armijo
- \" initial
- Sip(A) < @(\), alors choisi le plus grand entier ¢ > 0 tel que ¢ (2:A™) < ¢ (2P\7)
A = 20\F
Sinon choisir le plus petit entier ¢ > 0 tel que ¢ (37) < ¢ (37)

_ A+
)\kzy

2.1. Recherches linéaires
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La recherche linéaire inexacte de Goldstein

En ajoutant une deuxieme inégalité ¢ (A) > ¢ (0) + o2 (0) a la regle d’Armijo on obtient la regle
de Goldstein, avec o;, o sont deux constantes vérifiant 0 < oy < % < 0y < 1. Les deux inégalités

de la regle de Goldstein sont donc :

—~
>~
B

~—
IA

o () et
¢ (0) + 020 (0).

—~
>~
B

P
v

Soit en remplacant

et

f o+ Mdr) > f(2p) + 02XV S (22) dy,

La recherche linéaire inexacte de Wolfe

La regle de Wolfe fait appel au calcul de ¢’ (\), elle est donc en théorie plus couteuse que la regle
de Goldstein. Cependant dans de nombreuses applications, le calcul du gradient V f (x) représente
un faible cout additionnel en comparaison du coute d’évaluations de f (z), c’est pourquoi cette

regle est tres utilisée.

i I=TOCFAc)

ligne de la

décroissance
suffisante
WL(A)

tangent

acceptable acceptable

Fig 4 -Régle de Wolfe
Les deux conditions de la reégle Wolfe sont donc les suivantes :

[ (e + Medy) < f (i) + 01 MV f () di (2.6)

2.1. Recherches linéaires
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et

avec

O<or <oy <.

Le théoréme suivant est important car il nous explicite les conditions suffisantes pour 'existence

des scalaires \j.

Théoreme 2.2 Si d;, est une direction de descente, f est continument différentiable et bornée, alors

il existe toujours un scalaire )\, satisfait les conditions (2.6) et (2.7).

2.1.5 Convergence des méthodes utilisant des recherches linéaires inexactes

et des directions de descente. Le théoreme de Zoutendijk

La condition de Zoutendijk

Maintenant on va étudier la contribution de la recherche linéaire inexacte dans la convergence
des algorithmes a directions de descente. Ce n’est qu'une contribution, parce que la recherche
linéaire ne peut a elle seule assurer la convergence des itérés . On comprend bien que le choix de
la direction de descente joue aussi un role. Cela se traduit par une condition, dite de Zoutendijk,
dont on peut tirer quelques informations qualitatives intéressantes.

On dit qu'une regle de recherche linéaire inexacte satisfait la condition de Zoutendijk s’il existe

une constante C' > 0 telle que pour tout indice £ > 1 on ait
flan) < flxr) = C |V f(xp)]]* cos® b (2.8)

ol 0y est 'angle que fait d;, avec —V f(x), défini par

V" fai)di

. (2.9
|| ||d]|

cos 0, =

Voici comment on se sert de la condition de condition de Zoutendijk.

Théoreme 2.3 (de Zoutendijk)
Si la suite {x\} générée par un algorithme d’optimisation vérifie la condition de Zoutendijk (2.8) et

si la suite {f (xy)} est minorée, alors

Z HVf(l‘k)HQ cos? 0 < 0o (2.10)

k>1

2.1. Recherches linéaires
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Preuve. En sommant les quantités inégalités ||V f(x,)||* cos® 0}, tout en prenant en considération
(2.9),0na

S @)l cos? b < = (F() — flann)

k>1
La série est donc convergente puisqu’il existe une constant C' telle que pour tout k, f(z) > C'. =

Proposition 2.2 Soit f : R" — R une fonction continument différenciable dans un voisinage de
T={zeR": f(z) < f(z:)}.

On considére un algorithme a directions de descente dy, qui génere une suite {z;} en utilisant la
recherche linéaire d’Armijo, avec a; > 0 .

Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout £ > 1, I'une des conditions

f(@r1) < flag) — OV fzy)dy,

ou

fl@rsa) < flaw) = C | Vf(x) |I* cos® 04
est vérifiée.
Proposition 2.3 Soit f : R™ — R une fonction continument différenciable dans un voisinage de
T={zeR": f(z) < f(z1)}.
On considére un algorithme a directions de descente dy, qui génére une suite {x;} en utilisant la
recherche linéaire de Wolfe (Wolfel)et (Wolfe2) .
Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout k > 1, la condition de Zoutendijk (2.9) est
vérifiée.

Conséquence importante du théoréme de Zoudentijk

La condition (2.10) implique
IV f(2)|]? cos? 0, — 0 (k — 00) (2.11)

Cette limite peut étre utilisée pour en déduire la convergence de 1'algorithme.
En effet si notre algorithme génére une suite {z;} de la forme :

Thy1 = Tp + Apdy

Si le choix de d,, est tel que
costl, > 6 >0, Vk

alors il découle de (2.11) que
lim || V£ () =0 (2.12)

2.1. Recherches linéaires
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Méthodes quasi-Newtoniennes

3.1 Meéthode de Newton

Considérons le probléme d’optimisation sans contraintes (P)

(P): Minf ()

zeR?
ouf:R" —R
Le principe de la méthode de Newton consiste a minimiser successivement les approximations du

second ordre de f, plus précisément si
f@)=f @)+ V() (v —2) + (@ —2) H (21) (2 — ) + 0|z — ax])?,

posons
q(z) = f(2) + V[ (2)" (& —ap) + (& —2p) H (a3,) (& — 25).

Soit x4 Uoptimum de ¢, alors il vérifie Vg (zx,1) = 0, soit en remplacant :

Vf(xy) + H (z1) (T2 — 1) = 0,

ou encore
H (zy) (th1 — 1) = =V f (x1)

donc
Tppr = o — [H (24)] 7V f (1)

24
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Donc pour obtenir une méthode qui converge superlinéairement, il est nécessaire d’approximer
I'étape de Newton asymptotiquement. C’est le principe de Dennis et Moré. Comment peut-on-y
aboutir sans évaluer la matrice Hessienne dans chaque itération ?

La réponse a été découverte par Davidon en 1959 ([33]) et a été développée et popularisée par
Fletcher et Powell en1963 ([31]). Elle consiste a commencer par n’importe quelle approximation
de la matrice Hessienne et a chaque itération, on améliore la matrice en introduisant la courbure
du probléme mesuré tous au long de I'étape. Si cette amélioration est faite correctement, on
obtient quelques méthodes remarquablement robustes et efficaces, qu’on appelle les méthodes de
la variable métrique ou quasi Newton. Ils ont libéré 'optimisation non linéaire en procurant une
alternative a la méthode de Newton, qui est tres cofiteuse pour plusieurs applications.

Il y a plusieurs méthodes de variable métrique, on s’étalera particulierement sur les trois plus
importantes, la méthode de correction de rang un, la méthode DFP (Davidon, Fetcher, Powell), et
la méthode BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shano).

Algorithme (méthode de Newton)
Etape initiale :
Soit ¢ > 0, critere d’arrét. Choisir s point initial, poser k£ = 1 et aller
a I'étape principale.
Etape principale :
Si |V f (5%)|| < e STOR sinon poser 1 = s, — [H (34,)] " V.f (54,)

remplacer k par k + 1 est aller a I'étape principale.

3.1.1 Avantages et inconvénients

& Avantages

e Si le point s est assez proche de la solution optimale locale s* telle que H (»¢*) soit définie
positive, alors l'algorithme de Newton converge de facon quadratique vers la solution »*

c’est-a-dire que 'on a

strr = 5| S v llom =5 1° v 20

e La méthode de Newton fonctionne bien si 1 < n < 10 car il est facile de déterminer V*f (54,) .
e La méthode de Newton converge en une seule itération lorsqu’elle est appliquée a une fonction

quadratique strictement convexe.

3.1. Méthode de Newton
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& Inconvénients

e Il faut calculer les dérivées secondes de f qui peut étre tres coliteux en temps de calcule

e lalgorithme n’est pas globalement converge si le premier itéré s est éloigné de s»*.

e Le successeur g, de 7 nest pas toujours bien défini, si V>f (») = H (») est singuliére.

e Si f n’est pas strictement convexe, 'algorithme ne génére pas nécessairement des directions de
descente de f.

e Un systéme linéaire d’ordre n doit étre résolu a chaque itération, et on ne dispose pas de place

mémoire pour stocker les O (n?) éléments d’une matrice.

3.2 Meéthodes de Quasi-Newton

Le couplage de la méthode de Newton avec la recherche linéaire de Wolfe a permis de construire
une méthode globalement convergente. Les méthodes de quasi-Newton ont été développées pour
pallier d’autres inconvénients de la méthode de Newton : en particulier

le probleme du calcul de la matrice hessienne qui n’est pas toujours possible ou conseillé. Ces mé-
thodes se concentrent donc sur la construction itérative de matrices H; approchant la hessienne,
ou de matrices By approchant 'inverse de la hessienne

Une méthode de quasi Newton est une méthode de type :

Tpy1 = T + Apdy,
dy = — Mg

(3.1
ou bien :

Ti1 = T + Ardy, (3.2)
dy, = —Si " gn

ou M, (respectivement S}) est une matrice destinée a approcher I'inverse du Hessien de f

(respectivement le Hessien) de f en z;. Le probleme posé est : quelle stratégie a adopter

pour faire cette approximation ? On peut par exemple poser M; = I, mais comment ensuite

mettre a jour 'approximation M, au cours des itérations ?

Lidée est la suivante :

Prenons f € C*(R") et faisons un développement de V f(z) au voisinage de w,.

Vi) = Vif(ze) + H(xp) (@ — ) + o[z — )

3.2. Méthodes de Quasi-Newton
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ce qui implique

H(zy) ' = [V f(z) = Vf(zi)] (@ — zx)
Les approximations sons exacts si f est quadratique. En particulier avec x = 4,4 et si

M, était une bonne approximation de [H (x;)] 'alors

My [9(Thy1) — 9(21)] = Tpra — T

On peut imposer que M, satisfait cette équation exactement d’oti :
My, [9(wr41) — g(an)] = Tpsr — @y

3.2.1 Quelques propriétés des algorithmes de quasi-Newton

e Des méthodes quasi-newtoniennes, comme la plupart des autres méthodes, sont développées
pour le probleme quadratique convexe et puis sont prolongées au probleme général. Elles sont
considérées comme étant parmi les méthodes les plus efficaces et sont employés tres intensive-
ment dans de nombreuses applications. Plusieurs méthodes quasi-newtoniennes distinctes ont
évolué ces dernieres années. Les trois méthodes les plus importantes de cette classe sont :

1- Méthode de correction de rang un (SR1 [1960)])

2- Méthode de Davidon-Fletcher-Powell (DFP [D-1959 et EP-1963])

3- Méthode de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS [1970])

e Les algorithmes quasi-newtoniens convergent moins rapidement que I'algorithme de Newton.
Dans les implémentations correctes, les itérés convergent toutefois q-superlinéairement.

e Chaque itération demande moins de calcul au simulateur que dans 'algorithme de Newton : il
n’est pas nécessaire d’évaluer les dérivées secondes.

e Dans leur version standard, ces algorithmes peuvent étre utilisés pour un nombre de variables
qui n’est pas trop grand, disons n < 500 pour fixer les idées, cependant on a développé ces
dernieres années (a partir de 1990) des algorithmes qui sont des variantes de la méthode BFGS
et qui prennent en charge les probléemes de grande taille (citons particulierement la méthode
BFGS a mémoire limitée, La IBFGS).

Dans ce chapitre, nous discuterons en détail sur la méthode BFGS.

3.2.2 Formules de mise a jour de ’approximation du Hessien

Le principe de la mise a jour consiste a une itération donnée de I'algorithme

3.2. Méthodes de Quasi-Newton
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Nous cherchons M, sous la forme suivante :
Mk+1 - Mk + Ak (3'3)

avec A, symétrique, assurant la relation de quasi-Newton. On exige aussi que M, soit définie
positive, sous 'hypothése que M, est définie positive.

La formule (3.3) permet d’utiliser les nouvelles informations obtenues lors de I’étape % de I'algo-
rithme, c’est-a-dire essentiellement le gradient g;1; = V f (5¢.1) au point s, obtenu par une
recherche linéaire (exacte ou approchée) dans la direction dy. Il existe différentes formules de
type (3.1). Suivant que A est de rang un ou deux, on parlera de correction de rang un (SR1) ou
de rang deux.(DFB BFGS).

3.2.3 Méthode de correction de rang un (SR1 [1960])

Cette méthode a été proposée par Broyden ([6]), Davidon ([33]), Fiacco et McCormick ([3]), Mur-
tagh et Sargent ([4]), et Wolfe ([25]).
Etant donné que [H (54,)] est symétrique, la formule de mise 4 jour de I'approximation du Hes-
sien est la suivante :

M1 = My, + akukUZ 3.4)

ol uy, est un vecteur de [ R" et a;, constante. La matrice de correction Ay, = azuyu, est symétrique
et de rang un.

ona:
sk = My11yx (3.5)

d’apres (3.4) on a
sk = Myyy + apupug y (3.6)

et par conséquent

Yo (s — Myyp) = ary, uru, yr

= ar (ulye)” (3.7)

Alternativement, de I'équation (3.6) on a :

3.2. Méthodes de Quasi-Newton
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(sk — Myyr) = arwpug ye = ar (ug yi) un

(s — Mkyk)T = aky,;rukug = qg (ugyk) ug

Si on prend

up = (sp — Myyi)

alors
ag (ugyk) =1.

Soit en remplacant :

ay. (sy — Myye) " yp = 1

ou encore :
1
ap = 9
(sk — Myyr) " -y
et (3.4) devient :
— Myyr) . (ss — Myyp) "
My, = M, ¢+ 5= M) (56 = Migi)

(sk — Mk:yk)T Yk

Cette formule porte le nom de formule SR1 (systéme de rang 1).

Algorithme (Méthode de SR1)
Etape initiale :
Soit £ > 0 (critére d’arrét). Choisir un point initial sz, et

une matrice symétrique définie positive M; quelconque

(par exemple M, = I) poser k = 1, et aller aux étapes principales

Etapes principales.

Etape 1 :

Si||Vf (5%)| < e stop; sinon, poser d, = — Mg, et déterminer le pas

optimal )\; solution optimale du probléme min f (3¢, + Ady), A > 0. et

poser s, 1 = s + A\pdg
Etape 2 :

Construire M}, comme suit :

My = My, +

(s — Myyp) - (sx — Myr) "

(sk — Mk:yk:)T Yk

3.2. Méthodes de Quasi-Newton
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avec
Sk = g1 —
yr = VfGan)—Vf(Ga)
Remplacer k par k£ + 1 et aller a I'étape 1. O

Cet algorithme a un comportement remarquable dans le cas ot f est une fonction quadratique.

Avantages et inconvénients de la méthode de SR1

& Avantages
e Cette méthode présente I'avantage, que le point s, n’a pas besoin d’étre choisi comme le

minimum exact, c’est a dire qu’on n’a pas besoin d’effectuer des recherches linéaire exactes.

& Inconvénients

e Méme si la fonction est quadratique, et méme si son Hessien est défini positif, la matrice M
n’est pas forcément définie positive.

e Le dénominateur (s, — M) ' v, peut devenir nul ou trés petit, ce qui rend le procédé instable

c’est-a-dire, la méthode n’est pas bien définie.

3.2.4 Méthode de Davidon-Fletcher-Powell (DFP [D-1959 et EP-1963])

Cette méthode a été proposée par Davidon en 1959 ([33]) et développé plus tard en 1963 par
Fletcher et Powell ([31]). La formule de mise a jour de DFP est une formule de correction de rang

deux. De facon plus précise construisons My, en fonction de M, de la forme :
M1 = My + Ap + A, (3.8)
Bien sur le choix de A et A doit prendre en considération '’équation de quasi-Newton
My 1yr = si (3.8bis)
Si on écrit Ay, sous la forme A;, = ajugu) et Ay, = byugv, , alors (3.8 bis) prend la forme :
(arupuy ).y, + (bkvkvz) Yk = Sk — My.yp.

Comme dans le cas de la formule SR1, un bon choix de a;, b, ui et v, conduit a la formule de

correction de rang 2 suivante :

3.2. Méthodes de Quasi-Newton
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T T
5kS Miyry,, My,
Mk-‘rl = Mk + T LA T k
Sy Yk Y My

Algorithme (Méthode de DFP)
Etape initiale :
Soit £ > 0, déterminer le critere d’arrét. Choisir un point initial s et
une matrice symétrique définie positive M; quelconque
(par exemple M; = I) poser k = 1, et aller aux étapes principales
Etapes principales.
Etape 1 :
Si ||V f (54)|| < e STOP; sinon, poser d, = — Mgy et déterminer le
pas optimal )\ solution optimale du probléme
min f (35, + Adg), A > 0. et poser s = s + \pdy,
Etape 2 :
Construire M, ; comme suit :
SkS;‘g Mkykngk

M1 = My + -
i S Yk YL Miys,

avec

S = App1 —

Yo = VfGu)—VfGa)
Remplacer k par k + 1 et aller a I'étape 1. O

(3.9

Cet algorithme a un comportement remarquable dans le cas ou [ est une fonction quadratique.

Avantages et inconvénients de la méthode de DFP

& Avantages

1- Pour des fonctions quadratiques (avec une recherche linéaire exacte) :

e lalgorithme converge dans au plus n étapes avec M, = H .
e Elles engendrent des directions conjuguées.

2- Pour les fonctions quelconques :

e la matrice M, reste définie positive, ce qui est nécessaire pour que la direction soit une direction

de descente.

3.2. Méthodes de Quasi-Newton
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3.2.5 Méthode de Broyden-Fletcher-Goldfard-Shanno (BFGS [1970])

La méthode de BFGS est une méthode quasi-newtonienne bien connue pour résoudre des pro-
blémes d’optimisation sans contraintes, elle a été proposée par : Broyden ([6]), Fletcher ([32]),
Goldfarb ([10]), et Shanno ([11]). Elle est devenue une méthode de choix pour les ingénieurs et
les mathématiciens qui sont intéressés a résoudre des problémes d’optimisation.

Une autre maniere d’imposer a M, ; d’étre proche de M, est de minimiser ""écart" entre M, et
M, toujours en requérant que M, soit symétrique et vérifie '’équation de quasi-Newton (3.5).

On est donc conduit a considérer le probleme en la variable matricielle M € I R™*" suivant :

min " écart” (M, My,)
Yp = Msy, ; M e IR™™ (3.10)
M=M"

On dit alors que la matrice est obtenue par une approche variationnelle.

Notations : Pour indiquer qu'une matrice carrée M est symétrique semi-définie positive (resp.
définie positive), on notera M > 0 (resp. M > 0). Lensemble des matrices symétriques d’ordre n
est noté S™,

Sti={MecS":M>0}etS? :={MeS":M>0}.

Il est souvent intéressant d'imposer également la définie positivité des matrices M, car pour que
dr = —M, g, soit une direction de descente, on a besoin que M, soit une matrice symétrique,
définie positive (en effet : on sait que, toute matrice symétrique réelle et définie positive est
inversible, et son inverse est elle aussi définie positive, c’est-a-dire on peut écrire :

gidy, = —g! M, ' g < 0 donc,d}, est une direction de descente).

Cette condition définissant un ensemble ouvert ne peut étre utilisée directement comme contrainte
dans le probleme définissant M, ; et dans ce but, on commence par introduire une fonction :
¢ : 8" — IR dont le domaine est S, et qui forme une "barriere" au bord du cone S7_ (elle tend

vers l'infini lorsque son argument se rapproche du bord de 57, ) ainsi qu’a l'infini :

¥ (1) = trY + 1dY (3.11)

ot la fonction log-déterminant /d : S — IR U {+oco} est définie en T € S™ par

1d(T) = —logdet Y si TeSt,
+00 sinon

3.2. Méthodes de Quasi-Newton



Chapitre 3. Méthodes quasi-Newtoniennes

Les propriétés annoncées de 1) peuvent se voir sur son expression suivante. Si on note {a;} les

valeurs propres de T, on a trY = Za“ det T = H L et donc

=1

() =) (a;—logey), si TS, (3.12)

=1
Etant donné l'allure de la fonction t € IR, — t —logt, ¥)(T) tend vers l'infini si I'une des valeurs
propres de T tend vers zéro ou vers l'infini.
(35 e{1,...,n}; _]*l}OIIOluoozb( ) = 00).
La formule (3.12) montre aussi que 'unique minimiser de 1) est T = [ la matrice identité (o; = 1
pour tout 7).
Si M), est une matrice réelle symétrique alors :
la matrice M, est définie positive si et seulement s’il existe une matrice définie positive A; telle
que A? = M, ; dans ce cas, la matrice définie positive A;, et on peut la noter A, = M é est unique.
en effet :

Si M), est une matrice réelle symétrique alors on peut écrire

U'MU = A

ou U est vérifiée

U'U=0U"=1

et A est une matrice diagonalisée ou les éléments du diagonale sont les valeurs propres de M, qui

sont strictement positives car ), est définie positive. Donc on peut écrire
1 1
—UAUT = UNASUT = (UASUT) (UASUT) = M7 M. O
On veut dire, qu’il faut trouver une matrice M symétrique et définie positive étre proche de M,

c’est-a-dire

implique

3.2. Méthodes de Quasi-Newton
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_1 _1
Donc afin de minimisée I'écart entre M et )M, on va chercher a ce que M, M M, > soit proche
_1 _1
de I; et ceci peut étre obtenu en minimisant v (M w S MM, 2) , si bien que I'on aura M, proche

de M, en résolvant :

min 1) (M,; MM, )
Me ST, (contrainte implicite).

si i, # 0 alors (3.13) n’a pas de solutions
Si s, = 0 alors ou bien ;

si i, = 0 alors la solution du (3.13) est M = M,
Sinon; le cas non trivial ou s, # 0 est examiné dans la proposition suivante.

Proposition Supposons que M, soit symétrique définie positive et que s, # 0. Alors, le probléme
(3.14) a une solution si et seulement si

yi s, > 0.

Sous cette condition la solution My, de (2.36) est unique et est donnée par l'une des formules

suivantes :
T T
YUY  Misgsy, My

My, =M — 3.14
k+1 k + ygSk SngSk ( )

syl st spst
Bk+1:(l— ’;yk>Bk(I—y’;k>+<I— ’;’f) (3.15)

Yi. Sk Yi. Sk Yi. Sk

olt on a noté By := M, " et Byyy == M, .
Algorithme (Méthode de BFGS)
Etape initiale :
Soit £ > 0, déterminer le critere d’arrét. Choisir s point initial et M,
définie positive quelconque (par exemple M; = ).
Poser k£ = 1 et aller aux étapes principales
Etapes principales.
Etape 1 :
Si||Vf (5%)|| < e STOP; sinon, poser d, = — Mgy, et déterminer le pas
optimal )\ solution optimale du probléme min f (¢, + Ady), A > 0 et poser
M1 = 2 + Ay,
Etape 2 :

Construire M ; comme suit :

3.2. Méthodes de Quasi-Newton
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T T
Yy MkSkS Mk
Mk+l = Mk‘ + T ko T k
Yi Sk s, Mysp,

avec

Sk = Ak4+1 — Mk

Yo = Vf(Gaq)—Vf(Ga)

Remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1.

Propriétés

e La condition y, s; > 0 assure la défini-positivité de M.

e La condition y, s, > 0 est satisfaite lorsqu’ on utilise la recherche linéaire de Wolfe.
e Les directions sy, so, ..., 5, engendrées par la formule de BFGS sont conjuguées.

e Dans le cas quadratique la méthode de BFGS possede les mémes propriétés que DFP

e Dans le cas non quadratique, il faut procéder a des réinitialisations périodiques pour assurer la
convergence globale.
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Nouvelle preuve de la convergence globale
de la méthode BFGS dans le cas non

convexe

4.1 Méthode BFGS avec mise a jour appropriée

On a vu qu’'une des propriétés de la formule de BFGS est que la matrice M, hérite de la définie
positivité de M, si la condition y,’ s, > 0 est vérifiée. Remarquons que si on utilise une recherche
linéaire exacte ou une recherche linéaire inexacte de Wolfe, alors la condition y, s; > 0 est véri-
fiée. Par contre, la recherche linéaire d’Armijo [19] n’assure pas cette condition, et par conséquent
M, 11 n’est pas nécessairement définie positive méme si M, est définie positive. Afin d’assurer la
définie positivité de M., 1, la condition y, s, > 0 est parfois utilisée pour décider si M;; est une
mise a jour ou non, c’est-a-dire on pose
T T
A Ve Misksy My - 0
kT = - ,  S1yp S >
My = Yr Sk Sy, M
My, , ailleurs

“4.1)

La condition ¥, s, > 0 est souvent remplacée par y, s, > 1 oll n > 0 est une petite constante. Li
et Masao Fukushima [7]et [8] proposent une mise a jour appropriée a la méthode BFGS semblable
a ce qui précede et patent de cela ils établissent un théoréeme de convergence globale pour des
problémes non convexes. Avant de décrire cette mise a jour appropriée, voyons d’abord un lemme

important dt a Powell (|21]) et qui nous sera utile par la suite

Lemme 4.1  (Powell ([21])) Si la méthode de BFGS avec la recherche linéaire de Wolfe (2.6)-

(2.7)[24] est appliquée a une fonction f continument différentiable ; et s’il existe une constante ¢ > 0
ppliq

36
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telle que :
Il _
- < pour tout k (4.2)
Yy Sk
Alors
klim inf || gx|| = 0. 4.3)

Si f est deux fois continument différentiable et strictement convexe, alors on obtient toujours
I'inégalité (4.2) mais, dans le cas ou f est non convexe, il est difficile de garantir I'inégalité (4.2).
Peut-étre c’est une des raisons pour laquelle la convergence globale de la méthode de BFGS n’a
pas été prouvée.

Nous allons maintenant présenter la méthode BFGS avec mise a jour appropriée et montrer plus
tard qu’elle est globalement convergente sans que la fonction économique soit convexe.

Déterminons M, en fonction de M, par :

YeYs  Mysps, My, . yTs, N
M’f + T - T » Sl HS 2 > € ||gk‘”
Myy1 = Yy, Sk Sp My k (4.4
M, , sinon

ol ¢ et o sont des constantes positives.
Algorithme de Méthode BFGS avec mise a jour appropriée
Etape 0 choisir un point initial »¢y € I R" et une matrice initiale M, € I R"*" symétrique, définie

positive ; choisir les constantes
O0<o1<oy>1,a>0ete>0.

soit k =0
Etape 1 résoudre I'équation linéaire M;d;, + g, = 0 pour obtenir d,.
Etape 2 déterminer le pas \; > 0 par la recherche linéaire inexacte de Wolfe ou d’Armijo.[24]
Etape 3 Calculer ¢ 1 := 5 + A\pdy.

Etape 4 déterminer My, par

I Mysgs, M T
My + D RO Tk G et > g
My = Y Sk 55, My.sy, il (4.5)
M, , sinon
avec
S = M1 — Ak (4.6)

yr = Vf(Gan)—Vf(a)

Etape 5 Remplacer k par k£ + 1 et aller a ’étape 1.

4.1. Méthode BFGS avec mise a jour appropriée
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Remarque 4.1 il n’est pas difficile de voir que les matrices M, générés par l’algorithme de
Méthode BFGS avec mise a jour appropriée sont symétriques et défini-positives pour tout k. Ceci
implique qu’avec Uutilisation d’une recherche linéaire inexacte de Wolfe ou d’Armijo, qu’on obtienne

que la suite { f (s5;) },.cy est décroissante.

Nous avons aussi en considération (wolfel) ou (2.6)-(2.7) et si f est bornée inférieurement :

- Zg;sk < 00. 4.7)
k=0
Ceci implique que
]}Lrgo (—gpsk) =0 (4.8)
et puisque
Sk = HAk+1 — A — )\kdk (49)
Alors
RT Ty
kll_{& (/\kgk dk) 0 (4.10)

4.2 Convergence globale de Méthode BFGS avec mise a jour
appropriée

Dans cette section, nous prouvons la convergence globale de I’algorithme de Méthode BFGS
sous 'hypothése suivante :
Hypothese 1

Considérons 'ensemble € suivant :
Q= {3 IR"/f () < f ()} (4.11)

Nous supposerons que §2 est contenu dans un ensemble convexe et bornée D et que la fonction

économique [ est continument différentiable sur D et qu'’il existe une constante [ > 0 telle que :

lg () —g W < Ulse—yll,  Ve,ye D (4.12)
cest-a-dire f € C™ (D).

Comme la suite {f (5)} est décroissante, il est clair que la suite {5} générée par I’algorithme

de Méthode BFGS avec mise a jour appropriée est contenue dans ) car

fGten) < f () <o < f(5a) < f (30)

4.2. Convergence globale de Méthode BFGS avec mise a jour appropriée
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Pour des raisons de convenance et pour étre plus pratique, définissons les ensembles d’indices

suivants :

P . ‘TSZ' «a
K= {@\ Yi %t > e gl } . (4.13)

2 -
sl
et
Kk:{ief(\igk}
Notons par i, 'ensemble des indices i € K,
on peut récrire (4.4) sous la forme :
M, M, _
My + D% RS e K
M1 = Yy Sk s, My.sy,
M, , sinon

(4.14)

et en considérant la trace des deux membres de (4.14), on peut écrire pour n'importe quel k£ € N

i M;si||”
Tr (M) = Tr (Mi) + Y ”yy! 3 ”TM! (4.15)
’LEKk v ’LEKk !

Preuve. pour des matrices A, Bde, Tr(A+ B) =Tr(A) + Tr(B)
MkSkSEMk

Tr(Mysr) = Tr(M,chy’;"“’*;r - == )
Yy Sk e M5k,

ykyk MkSkS]IMk:
= Tr(M;)+Tr T (—E2E0k Tk
(M) (yksk) ( s;Mksk

1 1
= Tr(Mp)+ —Tr(yy, ) — ————Tr(Mysys, M)
Yk Sk S Lk Sk

lyell? [ Mysill?

= Tr(My)+
(M) ylsk s) Mgsy,
B [l 1M;s:)”
= T2 T T 2 Tl
ZGKk ZGKk

Théoreme 4.1 . On suppose vraie Uhypothése 1 et soit {sz.} la suite générée par U’algorithme de
Méthode BFGS avec mise a jour appropriée

Si K est un ensemble fini, alors
lim [|g]| = 0. (4.16)

4.2. Convergence globale de Méthode BFGS avec mise a jour appropriée
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Preuve. si K est un ensemble fini alors il existe un indice k tel que
M, = My, =M pour tout k > ko
Par la défini- positivité de M, il existe des constantes positives c; < C} telles que

a[|d|* < d"Md < Cy |d|f?
e [ld]* <d"MTd < Gy ldIf?

I Si la recherche linéaire inexacte utilisée est de Wolfe, on obtient de (4.17)
yr sk < llyg Mlsell < 2lfskll?

on utilise la condition de Wolfe :
9 (@41)" s > 029 (21)" s

donc :

Z/k;TSk = (QT (k11) — QT (%k)) Sk

9" (re1) sk — g' (5a) s

AV

T T
020y Sk — 9k, Sk

v

—(1 - 02)9;3/&
d’autre part :

s> > yise > —(1—02)gy s
= (1—09)\;,'sp M sy
> (=o)X sk |?

ceci implique :
)\k 2 (1 — 0_2)01171’ vk 2 ko

par conséquent on obtient de (4.12) :
Jm = Jim (sl ) =0

avec \, > (1 —03)e1ll™t >0, Vk > kg, on peut écrire

g Mg, = —gjdy — 0

(4.17)

4.2. Convergence globale de Méthode BFGS avec mise a jour appropriée
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etde (4.17)ona:
e llgrll* < gf Mg, — 0

alors

e [lgrl|* — 0

avec ¢; # 0, donc

lim g =0. O

Maintenant nous allons prouver la convergence globale de I’algorithme de Méthode BFGS avec
mise a jour appropriée dans le cas ol K est un ensemble infini.

Si on suppose le contraire, alors il existe une constante 6 > 0 telle que
gkl > 6 pour tout k (4.18)

et nous verrons que cela produit une contradiction. Avant d’établir le théoreme de convergence
globale de I’algorithme de Méthode BFGS avec mise a jour appropriée nous montrons d’abord

quelques lemmes utiles.

Lemme 4.2  Supposons que Uhypothése 1 soit vraie et que {} est une suite générée par ’algo-

rithme de Méthode BFGS avec mise a jour appropriée.

Supposons aussi que la relation (4.18) soit vraie pour tout k. alors il existe une constante c, > 0 telle

que :

Tr (Mk+1> S Cgik

et

pour k suffisamment grand.
Preuve. on a d’apres (4.13) et (4.18)

v s > e lgill* lsil* > 6% [|si|*  pour touti € K

implique

y; si > 0% ||s;||>  pour touti € K

4.2. Convergence globale de Méthode BFGS avec mise a jour appropriée
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1 1
<

Yl s T ed® s

2
lyill ls:ll < T]sil
lyill < 1lsql]
lyill> < 2 [lsil|* ... )
du (*) et (**) on obtient :

Il . 2 .,
;' s 5(5“

on obtient

T (Mk—H) _ +Z||yz||

||MSZ||
y S; Z TMSZ
icK

————

terme positive

- o) +Znyzn

yz S’L

< k (C() + 02) = ZkCQ
oll on pose ¢, = max (¢, ¢) . On obtient donc :
Tr (Mk+1) S ikCQ.

HylH N
< 2
ylsi aéa @

Puisque T'r (My,1) > 0 pour n'importe quel k, on obtient,

0<Tr(M Z HyzH Z [ M;si])*
~ 5] M;s;
zGKk €Ky
ceci implique
M;
Z | Szﬂ < Tr (M) + irdy < ipcs
zeKk 191
c’est-a-dire
LA NP
TMZ ’L

ZEKk
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4.3 Convergence globale de I’algorithme de Méthode BFGS avec

mise a jour appropriée avec la recherche linéaire de Wolfe

Pour cet effet, nous prouvons d’abord un lemme semblable au lemme 2

Lemme 4.3 Supposons que Uhypothése 1 soit vraie. Soit {s},  une suite générée par ’algo-
rithme de Méthode BFGS avec mise a jour appropriée avec \;, déterminé par la recherche linéaire
de Wolfe (2.6)-(2.7)[24]. Si on a (4.15) pour tout k € N, alors il existe une constante cs > 0 tel que
pour tout k assez grand on ait :

LA > cf (4.19)

i€k
Preuve. On a La formule de la trace se déduit directement de la relation BFGS suivante :
lyell® | Mysill”

My =M — BFQGS
s U y,{sk s;Mksk ( )

celle du déterminant utilise la formule suivante :

M 'yl sesi My
det (M, =det (M) .det [ [ + —£ ko k
(Myen) = det (My) ( e

avec M, 'y, = sy, implique

T TM T TM T TM
det (M) = det (My) . det (yk S5k DS T Sl O 2 5k — Ui 15k "’)

y,;rsks;Mksk
implique
T . T T, T T T
Yi SkYr Sk T SkYk Yi Sk — Yk SkSkYg
det (M, = det (M) .det
(Mia) (M) ( Yp Sksy Mysy, )
T T T
SkUp + SkYr — SkYp
= det (M) .det
(M) ( s Mysi >
y];rskr —
= det (M) . ST Mysr .pour tout € K
et ona

Si on note par ny, le plus grand indice dans l'ensemble K alors on peut écrire

det (M, 41) = det (M) T -2

4.3. Convergence globale de I'algorithme de Méthode BFGS avec mise a jour appropriée avec la
recherche linéaire de Wolfe
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D’autre part, on utilise la condition de (2.8) :
9" (a4 Ndi) d; > 029" (55)d;
implique
Y si = (i1 — gi)T S;
= glasi— gl si
> 029, 8i— g, si

ceci implique :

Y si > —(1—02) g, si
avec
donc
yjsi > (1—o0y) )\;13Z M;s;,
.
Yi Si 1 (1 — ‘72)
> (1-— A
SZTMisi B ( 02) ‘ )\z
on peut écrire
-
Y; Si 1—o09,
= sl M:s. = H A
€Ky 24 197 €Ky, 7
on obtient
1 _
det (M, .y) > det (M;) I — 22
iekk 1
ou " .,
det (MnkJrl) < |: T( mﬁ-l)} ,
n

par conséquent,

II 1— 09 < det (Mnk+1> < 1 Tr (Mnk+1) " < 1 Cgik "
ek, N det(My) T det (M) n “det (M) | n
Donc
I 1— (o) 1 |:Cgik1
]_ - 0-2 ]_ ; n
11 i
i€k, )\Z det (Ml) n" |: 2 :|
1 )
QS — A L
—  det (Ml) nn [62]
)\i ITREL
I > det (M) n" [¢y]
TN\ > (1—o0y)det (My)n™[B]*
€Ky,

4.3. Convergence globale de I'algorithme de Méthode BFGS avec mise a jour appropriée avec la
recherche linéaire de Wolfe
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donc il existe une constante c3 = (1 — o3) det (M) n™ [c4])
telle que
A > .
i€ K
u
Maintenant nous sommes en mesure de prouver la convergence globale de I’algorithme de

Méthode BFGS avec la recherche linéaire de Wolfe donnée par le théoréme suivant :

Théoreme 4.2 [13] Supposons que Uhypotheése 1 soit vraie. Soit {4}, une suite générée par
Ualgorithme de Méthode BFGS avec \;, k € N déterminé par la recherche linéaire de Wolfe (2.6)-
(2.7). Alors on a

lin inf g1 = 0 (4.20)

Preuve. En prenant en considération le théoréme 1, il suffit de vérifier (4.20) dans le cas ot K est

infini. Notons K par
K = {kl < kg < kn}

Remarquons que (4.7) donne particuliérement

o)
-
— E i, Sky < 00
Jj=0

T
9. S

T 2.9 j k;
—0r.Sk:. = — ||Gk; —
A Y
o I 2, T
T P |
2 S,I_Mkjskj
Hgij . 2
” kjsij
car : Mkjskj = _Akjgk:j
alors :
Z lge, 1”2 H ng sk, < 00 4.21)

J ]H

si (4.3) "pas satisfait alors , ll existe une constante > 0 tel que ||gx|| > & pour tout k.

© Sg.MkjSkj
Z)‘kj - 2
j=1 HMkjsij

4.3. Convergence globale de I'algorithme de Méthode BFGS avec mise a jour appropriée avec la
recherche linéaire de Wolfe
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Par conséquent, pour n’importe quel £ > 0, il existe un entier j, > 0, tel que pour tout entier positif

q,
ona )
( Jo+q | S;Mkjskj >q < 1 Z+ Sk Mk Sk] < §
It ||Mkj3ij2 - 9555041 HM’fjskj”? 4
ceci implique que
( Jo+q S;ijJSkJ >‘17 < §
ot ‘||Mkj5ij2 o

1

1 2\ ¢

Jjo+q q Jo+q Mk-Sk- ?
d Ve 6 [l
J=Jjo+1 q \ j=jo+1 Sk]- Mkj Sk;

¢ Jo+q HMkSkH2
q2] =jo+1 Sl_l“—

&M s |

IN

Mk Sk

et on a par (4.19)

”flle o

<
Mk 5k, Coly,
ou iy = (j0+q+1)
donc
]0+‘1||Mk Sk H
+ 1
Z T My i <(o+tgqg+1)
alors

Jo+q % ] 1
( o )\k]) §5(30+2q+ )02
q

j=jo+1
Si g — oo, alors on aboutit a une contradiction, car le lemme (3) vérifie que le terme a gauche de
Uinégalité ci- dessus est plus grand qu’une constante positive. m

Remarque. Pour montrer la convergence globale de la méthode BFGS et la recherche linéaire

T
inexacte de Wolfe, il est suffit de montrer implicitement I'existence de la condition i’::u’; >

e |lgx||” .C’est-a-dire que le BFGSA est consacré a la méthode BFGS .

Y4 premier étape : pour tous k > 1

yffSk -1
W 2 (1 — 0'2) Cl)\k (422)
k
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en effet, en utilisant (2.7) nous avons

yi;rsk = (QT (k11) — g' (%k)) Sk

9" (re1) s — g' (5a) s

> 020, Sk — Gp Sk
> —(1—03)gg si
ou Sk = )\kdk
di =\, 'sp et gl = —df M, (4.23)

alors

yesk > —(1—02)gy s

y,;rsk > (1—02))\121811—]\4_18]@

et si la recherche linéaire inexacte utilisée est de wolfe, alors nous avons la condition y,;rsk >0
C’est-a- dire que le caractere définitif positif de M, est préservé, donc, il existe des constantes
positives ¢; < 'y

ar ||z < 2TMz < Cy |2)?,

allz|? <z"TM2<Cy|z)?  VzelR"

par (4.23) on a

yr sk > (1—o2) A e [|sil?

implique

T
S _
ot = (7o

k
T o
ot = 07N

k

" Deuxiéme étape : pour tous k > 1

4.3. Convergence globale de I'algorithme de Méthode BFGS avec mise a jour appropriée avec la
recherche linéaire de Wolfe



Chapitre 4. Nouvelle preuve de la convergence globale de la méthode BFGS dans le cas non convexe

==

k ) c
11:—[1>‘Z “ngz < E, c>0 (424)

en effet, on a
2
R Msill; Zk Ai |lgs
- T

=
i=18; Mis; i=1 —9; Si

[
2 < Ct.

alors, On utilise ensuite deux fois l'inégalité des moyennes et la premiére condition de Wolfe (2.7)

donc
Aillgill < 1 (=g s:)
implique
k k
LA gil* < 11 (=gs:)
c1 K ¥
1
< (EZ (—giTSi)>
=1
et ona
F @i+ Nd) < f () + ohg ()" d;
ets; = )\zdz
donc
—o19 ()" 8 < f (%) — f (wiz1)
g ()T s < [ (@) = f(2ig1)
01
alors

Indal < (2 (e - s <%i+1>>)k

Al < (2 06a) = £ Gan)

On en déduit (4.24), avec ¢ = c1 (f (»21) — fuin) /01 OU frin € TR est un minorant de {f (»a)} .y -

alors

k 1
(1L [lgil)F <

o

Y troisiéme étape :
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On conclut que
T
Yi Sk «
s > e gl
skl
en effet, par (4,22) on obtient pour tout £ > 1
1 C
O llgel®)E < 2
implique pour tout k& > 1
k
O gl <1
k 1 -1
E(Hgk\lz)k < (Ak)F
k 2 -1
“Ullgel)® = () (4.25)

par (4.22) implique

et on a par (4.25)

alors

T
Yi Sk

2 -_
sk

T
k
-1k 2
(Ak)* > E(Hng)’“

k 2
> (1 02)Clz(||9k||)’“

et si on mettre a = 2 et e = (1 — 03)c;, £, on obtient
k c

4.4 Tests numériques

T
Yy Sk

skl

> € [|gell”

Cette section contient une étude numérique faite avec l’algorithme de Méthode BFGS avec

mise a jour appropriée. Nous avons testé ’algorithme de Méthode BFGS avec mise a jour

appropriée sur les trois problemes suivants pris de ([20]) .
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Probleme 1 Extension de la fonction singuliére de Powell

n/4
f(5) = Z{ (31i-s + 10504;-2)" + 5 (341 — sa0:)’
i=1

+ (se4i—2 — 23{4%1)4 + 10 (52451 — %41')4}7

Probleme 2 Fonction de Rosenbrock (Extension)

n/2

0= {100 G ) + (1))

=1
7= (1,1,...,1)".
Probléeme 3 Fonction de Wood (Extension)

n/4

f (%) == 2{100 (%41'—2 — %ii—3)2 + (1 - %41‘_3)2 + 90 (%4i — %ii—1)2
=1

+(1— %41‘71)2 + 10 (52459 + 2245 — 2)2 + 0.1 (5145-2 — %41')2},

Nous avons appliqué I’algorithme de Méthode BFGS avec mise a jour appropriée qu'on a
appelé la méthode BFGSA (A : abréviation de appropriée), avec la recherche linéaire de Wolfe a
ces problémes et nous I'avons comparé avec la méthode ordinaire de BFGS. Nous avons utilisé
la condition max {||g (3a)||, ||2ex — »*||} < 10~°comme critére d’arrét, et pour chaque probléme,
nous avons choisi différents points de départ (points initiaux) mais avec la méme matrice initiale
My = I (matrice d’unité). Pour chaque probleme, les parametres communs aux deux méthodes
ont été placés identiquement. Spécialement nous avons choisi les parametres comme suit o; = 0.1
0.01, si gl >1

3, siflgx]l <1
e = 0.1, dans la mise a jour appropriée (4.4). Il n’est pas difficile de voir que le théoréme de

et oo = 0.49 dans la recherche linéaire de Wolfe (2.6)-(2.7) et o = {

la convergence dans la section 4.2 est vrai si le choix de o est comme ci-dessus; en général, si
a € [ug, 1s] avec p; > 0, tous les théorémes dans la section 4.2 sont vrais. Les résultats sont
donnés dans les tableaux, ou P1, P2 et P3 représentent les probléemes 1, 2 et 3, respectivement,
et k représente le nombre d’itérations. Pour la méthode de BFGSA, "off" dénote le nombre de fois

ou la condition dans la mise a jour prudente n’a pas été réunie, c’est-a-dire, le nombre des k ou
vy Sk
l[skl*

< ¢ |lgx||” . Pour la méthode de BFGS, "off" dénote le nombre des k ot y, s, < 10717, et pour
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la méthode de BFGS avec la recherche linéaire de Wolfe, "off" est égale a zéro comme y, s est
toujours positive a cause de I'inégalité de (2.7).

Dans les tableaux "init" présente le point initial. Les points initiaux sont s = (0,0, ..., O)T , 1 =
(1,1,..,1)", 56 = (10,10,...,10) ",

a3 = (100,100, ..., 100) ", 304 = — 369, 305 = — 323,

25 = (0,100,0, 100, ...)" et 567 = — 5.

Dans la suite, pour voir I'influence de « et ¢ dans la méthode de BFGSA, on fait la résolution du
probléme 1 avec des valeurs différent de « et ¢ partant du point initial 55, = (10, 10, ..., 10) .

Les résultats sont dans le tableau 3 ou
0.0001,  si [lgsll > 1 { 0.001, i [lgef >1 { 0.01, si fgll > 1
ap = , Qg = , g =

4, si [lgel <1 4, si[lgel <1

{ 0.1,  si|lgll >1
gy =

4, si|lgell <1

4, si flgell <1
1, si > 1

f = . Hng o ,066:]_, 067:2.
4, si||grll <1

Nous avons constaté que la condition de la mise a jour appropriée a été habituellement satisfaite.
Cependant, quand elle est violée, la méthode de BFGSA est aussi mauvaise que la méthode BFGS.
Les résultats prouvent aussi que le choix des parametres « et £ sont numériquement importants.
Si nous choisissons « et € convenablement, alors la condition de la mise a jour appropriée est

presque toujours satisfaite et la méthode de BFGSA se réduit a la méthode de BFGS classique.

4.4. Tests numériques
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tests numériques pour la méthode de BFGSA (recherche de Wolfe)

Tableau 1

Probs e : Faad A LV i ! ! T
=1 1 o N L.olk-7 [y D i)
1 I s L. -5 S O i)
1 1 - %9 | I DY I il
11 1 at L. — s 3.60-3 i)
11 I i 1 L. —is | i)
=1 1 o L3 | I L. 7= i)
1 1 a L35 | I | I . i
| Bt 2 a 17 L. 12— L.l -5 i
| > a = (e pEN N ) O L2 - 1
| Bt 2 a 75 L.k -7 LN ) 1
| Bt s a 11 L1 -5 ) il
| Bt 2 a e L.olk-7 1.3l -5 i
| Bt 1 a 37 | I S E i
| B L a- 1331 Lo — s | S D i)
| B Lid at 1100 2. 060-5 SN ) 1
| B 1) a S s T.7TE-5 (SN ) E: i
| s 1L an FN e I | K | S K il
| s | NN o o3 [ (SN ) E i)
| s L = 354 =, 01 -G L.a3l-5 )
| Lo a D= 5.11E-5 RN ) D i)
| s 1) a WA 3.5 -5 [N ) i)
>3 I a 15 G.oAall-5 | ) i)
~3 1 a= 20 L.oll-5 L.obl-7 il
>3 1 a L5 2 (SN ) E i)
3 I o 5 I | | ) i)
"3 1 a e 7.2E-5 L.obl-7 il
3 L) a a1 (ST 1 O Lo i
P L0 a= 1= FRLN ) E SRR D )
3 L0} at ESTs [ 3 D SN ) D i)
1 i} al 1N ToAll-5 S O E il
P 10 a” 2 ~ O - Lo - )
>3 L) a 1 L.=Ei— SN ) D i)
"3 1) a 1= pEIN N | R L.l -5 i)
| s Lo a s 1.=1.—- (ST i}
3 10100 a= 352 L. N ) D il
B 1100 e T o 2 1E-5 SN i
| B 10300 -t =TS 1.5 = SN D il
P3 1) 1239 L. LE- FRRLN ) E i)
= 10 o =i 1.ivE—A IS | e il
3 100 a 233 T I R RN ) D i)
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Tableau 2

tests numériques pour la méthode de BFGSA (recherche de Wolfe)

*roby le

) |. L™ ¥ e a e
1 I a oy [ D [ D
1 I a= ) D 360
1 I a 39 | ) DS [ D
1 I at | ) DS 36103
1 l 30 Lol IS O
1 I @ 133 ) D | I D
1 I ax 133 | D | I D
| Bt 2 ax L7 L. 11— L0 -5
| Bt 2 = 51 L.=Ts-A ) D
| B e a T L. 1124 O
| Rt 2 ax 1] L. 112-5 L0l -
| Bt 2 ax 25 | ) Dy L. 3-S5
| Bt L} ax av L. 74 =L O
| Bt L) a= [T | ) DS L5k
| Bt L) at L-1-1 L.AaAk-5 pEON N ) Dy
| B L X 010 T.TE-5 (S ) D
| B Ly a T SN DS .51
| B L 0 a 1 L.TE -5 (SN ) D
| Bt L 00 a= 35 SN ) DS L3l
| B L 0 @ B S, 115 Fa ) D
| B L 0 @ 2TV 3.6E-5 S ) D
3 a L5 b ) D ) D

=]
™

3
3
|
3
|
|
|
|
|
|
3
| Rl
|
|
3
3
3

1}
L1}
L1}
(NN
10}
L i}
L1}
1Ol
Lo
1L vy
1L vy
1Ol
1Ol
1Ol

=

=] = =]

L= 2
75 1
352 1

R s
PRI
LI

. 2B -5

= | DS

N D
Y D
N D
R e
=3 D
R D
=Y D
R D
) D
Y D
N
N D
T

N

SO O
PN K
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Tableau 5 (recherche de Wolfe) pour la fonction de Powell
Différentes choix des parametres dans la méthode de BFGSA

) Y I F s S _.".. at g ae ol
| ¥ 1 15 = b-a i I - 11
1 ¥ Lip—+ ot £ I I I e L2 =
| ¥ jll_::’ Ao L T T ey i il
| . L= 3. O 0 -G < . Bh-3 ()
| v oo 1 LS =~ s e Y TR 4 11
| ¥ o Liy—+- vt 5 N N K R KO =2
I ¥ o Loy—== 2 SN s = .33 ()
| v Jll_'- Ao L T T ey i il
! v 1 15 S0} DS 3.0 E-3 11
1 Y- Lip—+ Aot £5 I ) I e PP K- 2
| v - jll_::’ Ao L T T ey i il
1 . Liy—" 2 SIS S = 3 E-3 ()
1 | 1 A 0 ) KO g A I 11
1 v Lip=—+ Pt 5 ) I P T o
I vy Loy—== 2 SN s = .33 ()
| vy Li—= S, SN NG SR DN 0
| Yo Liy—+ A5 Lo —is ST T
1 ¥ lLip—~ Aot £5 I ) I e ~ . bl-5 il
| \ Jll_'- Ao L T T ey i il
1 ¥ Lip—+ L iy L.y -5 1.1 -2 j U
I ' Liy—= 1= SN s .= 12— L 51
| y Lip—" 32> L T I T ey i | 4 il
I , Liy—= 133 SN DS 2 A3 ()
I ' Liy—= 2 1.0 -5 2 AT-3 ()
L) ¥ J'I_'_ 21 L5 I D 1.5 k-2 o
L) ¥ L= P £5 I ) I e 1. .&ap-2 il
Li) ' Lip—"5 e O IR D il
Li} ¥ o Lip=—~ pES B 5 I T L.V -2 =
L) ¥ o Liy—= 235 SN NS L.sll-2 )
L v o Liy—=5 P O | D il
L) Y Lie— - P B £5 I ) Y e 1.5 -2 =
L) s Liy—= 235 S I N L.l ()
i - Lip—"5 s (SN D IS D i
Lt ¥ Loy 213 SN DS 1.7 o)
Li) ¥ .y Lip—= e O IR D il
Ll Yoy Lip—"5 2a= L= O Ee L.Gkl-2 il
L) - Lip—= e SN N O | S N i)
Li) . Lip—"5 e O I . il
L y Lip—= -2 SN ) D o] N I DS 5]
L) . L= 1 7.0l G 0 N ()
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4.5 Conclusion

Ce travaille propose une nouvelle preuve de la convergence globale de la méthode BFGS pour
le probléeme de minimisation sans contrainte non convexe, il est prouvé que la condition de la
méthode appropriée est satisfaire implicitement a une recherche linéaire inexacte de Wolfe,en
suite il vérifié directement la convergence de la méthode BFGS avec la recherche linéaire inexacte
de Wolfe.

4.5. Conclusion
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