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Résumé

Lobjet de ce mémoire porte essentiellement sur la détermination de conditions suffisantes pou-
vant mener la solution a tendre vers zéro lorsque ¢ tend vers I'infini ou a exploser en temps fini
pour certains problemes des ondes généralisées de type Kelvin-Voigt avec condition aux limites
d’acoustique en présence d’'un terme source de type polynomiale.

En plus d’une introduction, une section contenant 23 références, le document comprend trois
chapitres formant le corps de la mémoire.

Chapitre 1 :Dans ce chapitre nous rappelons les outils nécessaires qui sont utiles dans les chapitres
ultérieurs.

Dans le chapitre 2, nous utilisons les inégalités intégrales et la technique de multiplicateur nous
prouvons des estimations décroissance exponentielle pour I'énergie de '’équation des ondes géné-
ralisées de type Kelvin-Voigt avec condition aux limites d’acoustique.

Dans le chapitre 3 nous donne des conditions suffisantes d’explosion de la solution d’équation
des ondes généralisées de type Kelvin-Voigt avec condition aux limites d’acoustique en temps
fini, Poutil principal utilisé repose sur la méthode de Georgiev et Todorova, cette méthode est

combiner avec quelques modifications nécessaires.

Mots clés

Equation des ondes généralisées de type Kelvin-Voigt, décroissance énergétique, condition aux
limites d’acoustique, explosion.



Abstract

The purpose of our work focuses on the determination of sufficient conditions that can lead the
solution to approach to zero when t goes to infinity or blow-up in finite time for some generalized
waves of the Kelvin-Voigt type with boundary condition in presence of a source term of polynomial
type.

In addition to an introduction, a section containing 23 references, the document includes three
chapters forming the body of the work.

Chapter 1 : In this chapter we recall necessary tools which are useful in later chapters.

In chapter 2, we use integral inequalities and the multiplier technique we prove exponential
decay estimates for the energy of the generalized wave equation of Kelvin-Voigt type with acoustic
boundary condition.

In chapter 3 gives us sufficient conditions of explosion of the solution of equation of generalized
waves of Kelvin-Voigt type with boundary condition of acoustics in finite time, the main tool used
is based on the method of Georgiev and Todorova , this method is combine with some necessary
modifications.

Keywords

Generalized waves equation of Kelvin-Voigt type, energy decay, acoustic boundary, blow up.
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 Introduction Générale |

Durant cette derniere décennie, les équations aux dérivées partielles plus précisément les pro-
blemes d’évolution non-linéaire sont devenus de plus en plus utilisés en technologie, ce qui a
accriit 'intérét des chercheurs pour les problemes des ondes avec condition aux limites d’acous-
tique. De nombreux travaux a ce sujet existent dans la littérature et un progres important a été
réalisé dans ce domaine

Dans la théorie des équations d’évolution non-linéaire, une solution est qualifiée d’étre globale si
elle est définie pour tout temps positif et dans ce cas, nous parlons sur le comportement asymp-
totique. Au contraire, si une solution existe seulement sur un intervalle de temps [0; T) borné,
elle est dite locale. Dans ce dernier cas et quand le temps maximal d’existence est relié a une
alternative d’explosion, on dit aussi que la solution explose en temps fini.

Lobjet de notre mémoire est ’étude des équations suivants :
lue]” ugy = Au+ 2XAu;  in Q x RT, (D
et le méme équation, mais en présence d’une force extérieure
el ue = Au + 20\Au; + [u)" 2w in Q x RY. (2)

Nous joindrons ces deux équations aux conditions suivantes

u=0 onlyxRT, 3

Qu 4 22\% —y, onTly x RY, 4

u + p(x)ys + g(x)y =0 onTy x RT, (5)
u(z,0) = ug, us(z,0) =uy in Q, (6)
y(z,0) =yo onT}y (7)

Ou 2 un domaine borné dans R"(n > 1) avec une frontiere réguliere I' = 0 est composé de
deux parties 'y et T'; tel que Ty UT; = I'.u est le déplacement transversale, = est la coordonnée
spatiale dans le sens de I'écoulement du fluide, et ¢ est le temps. A le laplacien dans R" pris dans

les variables spatiales, v I'unité normale dI" pointant dans 2 et R™, A\ > 0 est un petit coefficient




d’amortissement interne du matériau. p et ¢q sont des fonctions remplissant certaines conditions a
préciser ultérieurement.

p(z) >0, q(z) >0 pourtouszx € I'y,

cette hypothése implique qu'’il existe des constantes positives p;, ¢; (i = 0, 1), telles que
po < p(x) < p1, @ < q(x) < q1 pour tous z € I'y.

Le terme non linéaire |u;|” uy, ol p > 0 est exprimés des matériaux dont la densité dépend de
la vitesse u;, le terme 2AAu; est 'amortissement du matériau interne dy type Kelvin-Voigt de la
structure.

La stabilisation une équation d’ondes de type Kelvin-Voigt avec condition aux limites d’acoustique
est peu considérée dans la littérature, on peut se référer aux articles suivants [23,19,6,11,4,5,7,10].
Contrairement, au probleme de la stabilisation, beaucoup d’études ont porté sur I'explosion de
la solution pour les problemes d’ondes semi-linéaires avec un terme source de type polynomial

|m—2

lu u, voir [22,15]. V. Georgiev et G. Todorova [20] ont montré la non existence de la solution

globale pour les conditions initiales négatives. Plus tard, le méme résultat a été établi par plusieurs

auteurs pour les équations d’évolution générales [16,3,2] : En particulier, Levine et Serrin [9] ont
prouvé le résultat de non existence globale pour un probléme hyperbolique abstrait assez général..

Notre travail est organisé comme suit :

— Dans le premier chapitre, on introduira quelques notions de base ainsi que des rappels, qui
seront utilisés dans certaines preuves et applications.

— Dans le chapitre 2, nous utilisons les inégalités intégrales et la technique de multiplicateur nous
prouvons des estimations décroissance exponentielle pour I'énergie de I'équation des ondes
généralisées de type Kelvin-Voigt avec condition aux limites d’acoustique régies par (1) et (3)-
(7).

— Dans le chapitre 3 nous donne des conditions suffisantes d’explosion de la solution d’équation
des ondes généralisées de type Kelvin-Voigt avec condition aux limites d’acoustique régies par
(2) et (3)-(7). En temps fini, loutil principal utilisé repose sur la méthode de Georgiev et
Todorova [20], cette méthode est combiner avec quelques modifications nécessaires en raison

de la nature du probléme traité ici.




Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons rappeler les notions essentielles, de méme que les résultats fonda-
mentaux, qui concernent les espaces L? ; les espaces de Sobolev.

Notons par = = (x1, z3, ..., T, ) le point générique d’un ouvert €2 de R". Soit u une fonction définie
ou (x)

0@»
rapport a x;. Définissons aussi le gradient et le Laplacien de u, respectivement comme suit

de Q a valeurs dans R, on désigne par D'u (x) la dérivée partielle de la fonction u par

_Ou Odu Ou g 2 x| oul
Vi = (G gy gy ) et 17ul = ; 7.
" 0%u (z) Pu  Ou 0%u

i=1
On notera par C((2) 'espace des fonctions continues de 2 a valeurs dans R, (C(Q2))™ est 'ensemble
des fonctions continues de 2 a valeurs dans R™, C, (2) I'ensemble des fonctions continues et

bornées sur €, on le munit de la norme ||.||__;

[ullo = sup [u (2)].
z€Q

Pour k > 1 entier, C* (Q2) est I'espace des fonctions u qui sont k fois dérivables et dont la dérivée
d’ordre k est continue sur ().

Ck () est I'ensemble des fonctions de C* (€2) , dont le support est compact et contenu dans €.
Nous définissons aussi C* (Q) , comme I'ensemble des restrictions a (2 des éléments de C* (R")
ou bien comme étant 'ensemble des fonctions de C* (€2), telle que pour tous 0 < j < k, et tout
xo € 09, la limite O}LrgoDj u (z) existe et dépend uniquement de x.

C° () oubien ® (2) , est 'espace des fonctions indéfiniment différentiables, a supports compacts

qu’on appelle espace des fonctions tests.



Chapitre 1. Préliminaires

1.1 Espaces [

Soit 2 un ouvert de R”, muni de la mesure de Lebesgue dx. On désigne par L' (Q) I'espace des

fonctions intégrables sur () a valeurs dans R, on le munit de la norme

lull . = / ()] d.

Soit p € R avec 1 < p < 400, on définit 'espace L? (2) par:

LP(Q) = {f : Q — R, f mesurable et / |f ()P dx < +oo}.
0

foll = ([ 10 d:r);.

On dit qu'une fonction f : 2 — R appartient a L} () si f1x € LP () pour tout compact K C .

loc

Sa norme est

Remarque 1.1 Lespace L*> muni du produit scalaire

(f.9) = /Qfgdx, f9e L*(Q)

est un espace de Hilbert.

1.2 Espaces de Sobolev

1.2.1 Dérivée faible

Définition 1.1 Soit Q un ouvert de R, et 1 < i < n. Une fonction v € L}, () a une i-éme dérivée

loc

faible dans L} . () s’il existe f; € L} () telle que pour tout ¢ € C° () on ait

loc loc
[u@o@de == [ @)@

Cela revient a dire que la i-éme dérivée au sense des distributions de u € L} (), on posera

loc

1.1. Espaces . ]



Chapitre 1. Préliminaires

1.2.2 Espace W'? (Q)
Soit 2 un ouvert borné ou non de R", 1 < p < +oc, espace WP (Q) est défini par:
WP (Q) ={u e LP(Q); tel que dyu € LP (Q),1 <i < n}.

ou 9; est la i-eme dérivée faible d’une fonction u € L}, (2)
On pose
H(Q) =W (Q).

1.2.3 Espaces W™ (Q)

Soit  un ouvert de R", m > 2 et p un nombre réel tel que 1 < p < +oo, on définit I'espace

WP (€)) comme suit :
WmP(Q) ={u € LP (Q) tel que Du € LP (), Va,|a| < m}.

ot a € N |a| = ay + ... + a, 1a langueur de a et D*u = 07*...03" est la dérivée faible d’'une
fonction u € L}, () au sense de la définition 1.1.

Lespace WP () est muni de la norme

lllymo = llull o+ D> 1Dl -

0<|a|<m

On pose
H™(Q) = W™ (Q).

Remarque 1.2 Les espaces H™ (£2) sont des espaces de Hilbert, avec le produit scalaire

(U, V) gm = uvL2+Z “u, D) > pour u,v € H™ (Q).

la|<m

1.2.4 Formule d’intégration par parties et formule de Green

Définition 1.2 Soit u et v deux fonctions de H' () . Pour tout 1 <i < n, ona

Ou vdr = —/ v udx +/ vun;ds.
q 0x; o 0z o0

Ot n; (z) = cos (n, ;) est le cosinus directeur de Uangle compris entre la normale extérieure a 02 au

point = avec Uaxe des ;.

1.2. Espaces de Sobolev



Chapitre 1. Préliminaires

Définition 1.3 Soitu € H' (Q) et v € H*(Q) . Alors on a

/vAudx—/uAvdx:/ <%v—@u)
Q Q a0 \On on

Notation 1.1 Soit 1 < p < oco. On note par q Uexposant conjugué de p i.e.

1.3 Inégalités

Lemme 1.1 (Inégalité de Young).
Pour tous a et b réels positifs et tous p et q réels strictement positifs tel que
qu’ils sont conjugés) on a
ab? b
ab < — + —.
p q

linégalité de Young.

Preuve. On a la fonction exponentielle

f(x) = exp(x)

1
;-i-

1—1.
q

L+ 1 =1 (on dit parfois

est une fonction strictement convexe (puisque sa dérivée seconde est strictement positive). Donc d’apres

la définition de la convexité :

Pour tout t de Uintervalle ouvert |0, 1] et tous nombres réels = et y avec x # yon a :

flr+ (I —t)y) <tf(z)+(1—-1)f(y).

En appliquant Uinégalité stricte pour

1
t==, (1—t)=-,
p ( ) q
et
r=1Ind’, y=1Inb?,
on obtient
Ina? Ind?
ab = exp(lnab):exp(na +— )
p q
exp (In a?) L &P (Ind?)  a? b7
p q D q
(i.€)
a? b
ab < — + —.
p q
n

1.3. Inégalités



Chapitre 1. Préliminaires

Lemme 1.2 (Inégalité de Holder).
Soit p un nombre avec 1 < p < +oc et soient f € LP(Q2), g € L1 (Q). Alors fg € L' (Q) et

HngLl(Q) < HfHLp(Q) ||9HLq(Q) :

Preuve. Soient f et g sont supposés a valeur dans K.
- Soit || f]|,, ou [|g]|, = 0 et f oug = 0 u—pp. Dans ce cas f.g = 0 u—pp, alors on a donc trivialement

égalité.

- Soit || f||,-lgll, # 0 on pose a = ||]|fﬁ)\’ b= 'ﬁ’;ﬁ)' donc on applique le lemme (1.1)

[f @) g (@) _ [f@)F g
LF1l, - llgll, = plfl; i qllglly”

I'intégration par rapport a ;. conduit a :

1 1 1
—/ fgldu < —/ Iflpdu+—q/ 191" dy
1T Tl Jx I ol Jx

1 1

Ve e X

= ——= IfIl}+ gl
pIfIL " qllglld
1 1
= — —|— —_ = 17
b q
alors :
1f-9ll, = /X [f-gldu < |Ifl,llgll, donc fg € L' (X).
n

Remarque 1.3 Pour p = q = 2 on revient a l'inégalité de Cauchy Schwartz.

Lemme 1.3 (Inégalité de Poincaré).

Si Q) est borné de R", il existe une constante C' = C (€2) > 0 telle que :

2
L2(9)>

Soit v € D () et soit © le prolongement de v par 0 en de hors de (2 puisque €2 est borné. On peut

n

Yo € H (Q) : HU“iQ(Q) <C(Q) (Z

=1

ov
a.f[,'i

Cette l'inégalité dit de poincarré.

Preuve. On travaille par densité.

supposer que ¢ est contenu dans la bande a < z, < b, a, b € R.

En posant x = (2/, x,), 2 = (21,22, ..., Tp_1) -

1.3. Inégalités



Chapitre 1. Préliminaires

Ona: o (2, z,) = [" a‘i—i (2', t)dt.

D’apres I'inégalité de Cauchy Schwartz on obtient :

o, w)f = |f %(x', t)dt'g (/ |1|2dt)/a ;;n( o) ar
wlgn tol o )P
- ~ - < (z, — — .
(20 — a) / S 8)] dt < (a0~ a) /_ || @
D’ou
2 b 2 b oo |
0" de = / (/ |0 (2", )] dx’) dxng/ (xn—a)/ dx | dz,
R" a Rn—1 a e | 0T
b ~ |2 . 2 ~ |2
= / (x, —a) dxn./ o0 dx = (b—a) / 00 dz.
a re | 0Ty, 2 rn | 0Ty,
On obtient donc l'inégalité :
1 o ||
Yo e D(Q): [8]32 < = (b—a)
ve D) |[0][72q) < 2( a) T
Par densité de D () dans H] ()
1 v |7
10 - 2 2
Vo € Hy () 1 [v][20) < ) (b—a) N .

Lemme 1.4 (Inégalité de Sobolev-Poincaré ).
Soit p un nombre avec 0 < p < +o0 (n=1,2) ou 0 < p < -4 (n > 2). Alors il existe une constante
C (p, Q) telle que

[ull,41 < C (0, Q) [Vully, pour u € Hy ().

p+1

1.4 Exemple d’application de la méthode de Georgiev -Todorova
Lobjet de ce chapitre est d’étudier le probleme aux limites a valeurs initiales suivantes

up — div(|Vu™" 2 Vu) = [ulPu, 2 € Q,t >0,
u(z,t) =0, x€0Q, t>0, 1.1
u(z,t) =up(z), x €0, t>0,

ol () est un domaine borné dans R" avec une frontiere réguliere 02 et p > m > 2.

1.4. Exemple d'application de la méthode de Georgiev —Todorova



Chapitre 1. Préliminaires

Proposition 1.1 Pour tout valeur initial ug € L* (2) N H" (), le probléme (1.1) a une solution
u € L®(Qx(0,7)NnL™((0,T);HJ" () (1.2)

w € L*(Qx(0,T))

Théoreme 1.1 Sip > m > 2 alors Pour tout valeur initial ug € L™ () N HJ" (), la solution (1.2)

explose au temps T* = "-2 L'~ (0).

Preuve. En multipliant '’équation (1.1) par u, et en intégrant sur €2, on obtient

/utu—/udw(;wm—Wu) = /|u!”‘2u2
Q Q Q
1d

5T Qqux+/§2|Vu|mdx = /Q|u]pdx

d 2 m
o lullze = =2[1Vully + 2 lul);

Maintenant nous définissons

1

H(t) ’

1
/ lu|” dx — —/ \Vu(z,t)|™ de. (1.3)
Q m Jjo
Dérivant la fonction (1.3) par rapport a ¢ le long des solutions de (1.1), on obtient
H () = / "~ uyde — / V™ Vu,da
Q Q
= / ||~ vy da — / \Vu|™ " VuVudz
Q Q
= / |ulP~? wuyda + / div(|Vu|™* Vu)ude
Q Q
H(t) = /uf(m,t)d:c > 0;
Q

Alors H(t) > H(0) > 0, ou
1 , 1 m
H(0) == [ |uo[" = — [ [Vuo|" =0
DJa m.Jjq

Cela implique .
1
— [[Vuo||h — = P <o.
m [Vuoll,,, D ||U0||p >

On définit la fonctionnelle L(¢) par

1.4. Exemple d'application de la méthode de Georgiev —Todorova



Chapitre 1. Préliminaires

Dérivant la fonctionnelle L(¢) par rapport a ¢ le long des solutions de (1.1), on obtient

L'(t) = /Quut(:v,t)dx = / w [div (|Vu|™ 2 V) + [uf’ " u] (2, t)dz

Q
m p m
=l = IVl = p () + (% =) [ [ (2, )

> (& =1 [HE) + [ Vul;] > 0

Clairement

’

m
L) (1.4)

H(t) + [|Vull, < ’

Estimons maintenant L (¢). Nous avons

Par conséquent, on trouve
1

L% (t) = o7 ully" -
En utilisant 'inégalité de Poincare et l'injection de I'espace L9, on obtient
m (Q
vi < SO gy
22
A (Q,m m
< S h) vy 1.5)

Donc de (1.2) et (1.3), on obtient
2%

O SHO +[Vull) < S oL,
Alors : ( o2
ﬂ@zﬁwgmL%n
On pose :(f;(’?gf = v donc
L'(t) > L% (t). (1.6)

En intégrant (1.6) de 0 a ¢, nous aurons

L2 (1) < =7yt + L 2(0).

Ot 7, = =2~ > (. Finalement, il vient
1
L27Yt) >
W= T

Alors L explose en temps fini

* % —1 1-Z

tr < L ~=2(0).

Y

1.4. Exemple d'application de la méthode de Georgiev —Todorova



Chapitre 2

Stabilité exponentielle d’équation des
ondes de type Kelvin-Voigt avec conditions

aux limites acoustiques

Cobjectif de ce chapitre est d’étudié le probleme avec conditions aux limites d’acoustique suivant

]ut\putt = Au —+ 2)\Aut in 2 x RJr, (2.1)

u=0onTy x RT, (2.2)

u + 2)\% =y, onl; x RT, (2.3)
ov ov

uy + p(x)ys +q(z)y =0on Ty x RT, 2.9

u(x,0) = ug, ur(z,0) = vy in (2.5)

y(z,0) =yoon I (2.6)

2.1 Stabilité exponentielle

Dans cette section nous allons démontrer la décroissance exponentielle de solutions du probleme
(2.1)-(2.6).

16



Chapitre 2. Stabilité exponentielle d’équation des ondes de type Kelvin-Voigt avec conditions aux
limites acoustiques

Nous définissons I’énergie du probléme (2.1) par

1 1 1
Bt) = — Il 53+ 5 19ull + 5 [ ata)opPar 27
I

Lemme 2.1 E(t) est uniformément bornée par E(0) et

4E()

e —2M || V|5 — / p(z)(y;)?dl <0, Vt € R" (2.8)
ry

Preuve. On multiplie '’équation (2.1) par w; et en intégrant sur €, on obtient

/|ut|puttutdx = /Au.utdx + QA/Aututda:.
Q Q Q
On remarque que

p+2

p
/|Ut| Uy dr = —I—Zdt || t||p+27
Q

puis, on applique la formule de Green, on obtient

/Au.utdzzs = —/VuVutdw + /%utdn
Q Q 'y

2\ / Auyugds = —2) / Vi, Vugda + 2) / %utdl“

alors
]_ d p+2 2 a t
ool (uell5r2) = VuVudr + —utdF —2M [V |5 + 24 a—utdF

IN]

on utilise les conditions aux limites (2.3) et (2.4) en obtient

/ Ol + 20 / 9t ar — / prtgdl = — / p() (y)2dT — / a(@)yyedr,

Fl F1

de plus
Ja@umar = £ [ a@u)ar)

IR I

et
d
/VuVutdx = ( | Vul?).

2.1. Stabilité exponentielle
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Par conséquent, il est facile de voir que

d 1 1
g g3+ 5 19l + 5 [ a@)o)PaD) = =27 19wl = [ i) ?ar,
Fl I_‘1
Cela implique que
E(t) < E(0) Vt >0, (2.9)
tel que .
1 2 2
EO) = g Il 5 19wl3+ 5 [ @)t 0P

|

Lemme 2.2 Pour chaque solution u = u(z,t) du systéme (2.1)-(2.6), la dérivée temporelle de la

fonctionnelle V¥ définie par :
1
U(t) = m/ﬂ|ut|putudx+)\||Vu||§
1
+/ ude+—/ p(z)y2dr, (2.10)
r 2 Jr,
satisfaite
(1) < / P d+2/ dr
I A

~ [ ata) () ar ~ . (211)
IN]

Preuve. Dérivant (2.10) par rapport a ¢, on obtient

\Ijl(t) = / |Ut|p Uttuda? —+
Q 1

1 2
¥ ||Ut||ziz + 2/\/QVuVutdx

+/ (uty+uyt)dF+/ p(z)yy,dl’
Iy I

1
= /{Au—i—Q)\Aut}udx—i— ] p\|ut]|p+2+2)\/VuVutda:
Q

pt2
+/ uytdF+/ y(u + p(z)y)dr, (2.12)
Fl Fl

on remplace [, |u|” uyudz par 'équation (2.1) puis, on applique la formule de Green et les condi-

tions aux limites (2.3) et (2.4), on trouve

/|Ut|”uttudI = — ||Vl - QA/VutVutdx+ / {@ + 2)\%} udl’
ov v
Q Q N1
= — ||Vl - ZA/VutVutdx—i— /ytudF. (2.13)
Q '

2.1. Stabilité exponentielle
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On remplace (2.13) dans (2.12), on obtient

1
U'(t) = i I tHZE - ||Vu|]§ +2/ uytdF—l—/ u + p(x)y;)ydl
I'1
1 +2 2 2
< o Il = IVl 42 [~ [ gt ) ar
[ ]
Maintenant, nous définissons la fonctionnelle suivante
V(t) = E(t) +eVU(t). (2.14)

Proposition 2.1 Il existe deux constantes positives M, M, ; telles que

ou
O<e< Mil
Preuve. On a
B(t) — ¢ |0(t)] < V() < E(t) +<|0(1)]. (2.16)

Nous estimons le premier terme de V()

1
m / ]ut|p utUd.T
Q

on utilise I'inégalité de Holder, on obtient

P+ 1 / |u]” upudz| < ? (/(’U ) pdx) (/ ‘“|qu)

on obtient ¢ = p + 2, on trouve

1
S__i/WWHWM%
L+pJa

On choisit p = +1 ,

1 1

T2 2

+1/‘U ’P+1|u’dx<_(/ ‘U, |p+2dx)p (/ |u|p+2dx)p ’
P Q

on applique aussi I'inégalité de Young, on obtient

pt1 1 ptl 1
1 o2 == 5P pr2P 54 724
() ([ )™ < ()T ([ pulan)
p+1\Ja Q plp+1) \a a(p+1) \a

+2
pH1

pt1 1
1 / +2 5\ +2 .\ 1 1
L (] dx) (/ )" € 7+ el
1+p(n Q p+2" T (p42)(p+1) T2

2.1. Stabilité exponentielle

pour ¢ est une constante positive et 1—1) + % =1, on choisit § = 1 et p = 2=, on obtient ¢ = p + 2,

alors
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et d’aprés I'inégalité de Poincaré

Ll el < -—L—Hmﬁa+ K )
p+20 TR (p42)(p+1) T 2 (p+1)(p+2)

On utilise la définition énergétique, on obtient

1 p+2 ]_ p+2 ]_ ,0+2 KP+2 L 2
o2 [Juel[5 15 + FEDICES] Juell5re < P [Jwel[5 15 + T (T2 (2E(0))2 [Vl
P
2

p+2
(ﬂﬂm)}E@%

: {1+2@+1Mp+%

par les dernieres inégalités, on conclut que

KPt? 0
P usud 142 2E(0))2 » E(t). 2.17
i i e < {1426 B0 f 20 @47
Ensuite, on a les estimations suivantes
0 < M||Vul3 < 2)\E(t), (2.18)
et
/ ude‘ < / L 2ar 1/ q(z)y*dl
I - Jn 2q(z) 2 Jr,
< E ||Vu||2dm—|—1/ (z)y*dl
= 2 2 2 Jp a\r)y
< E + 1) E(t) (2.19)
~ 200 ’ .
et
2 ! 2
5 [ vt < 2 [ gytar
1"1 QO Fl
< Dpw). (2.20)
do
Par les inégalités (2.18)-(2.20), on déduit que
2K P2 o E]
— E0))2 +—| E(t) < V(t), (2.21)
2+ gy CEON + [ E < v
d’autre part 3
V(t) < {2 L 2K (2E(0))% + 2\ + — + ]ﬂ} E(t) (2.22)
B (p+1)(p+2) % 9 ’ '
telles que
2K P2 ek
M, =2+ 2E(0))2 + — >0,
T ey PP

2.1. Stabilité exponentielle
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2}(p+2 L k D1
M2_2+(p+1)(p+2) (2E(0))2+2)\+%+%>0,
ou
0<e<i.
M,y
[

Théoreme 2.1 Soit u = u(x,t) est une solution réguliére du systéme (2.1) avec des valeurs initiales
(ug,u1,90) € V x L3(Q2) x L*(T'y), alors Uénergie E(t) du systéme défini par (2.7) satisfait

E(t) < Me "E(0),t € (0, 00), (2.23)

pour certaines constantes réelles M > 1 et u > 0

Preuve. Dérivant V' (¢) par apport a ¢, puis on utilise les formules (2.8), (2.11) et (2.14), nous

avons

20 <

4 o3 +2 [ wr = [ o) = 19l
Fl 1_‘1

o) [Vl — /F p(z) ()2 (2.24)

p+1

Maintenant, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et les inégalités et la définition de I'éner-

gie (2.7) on obtient une estimation

2¢ [uyar JECITR

I I It

2dr + /p(x) || dT

A\
™
.
B
=
=
no
Q,
=
+

A
‘H
=

po) p(@)

Fl Fl
2
o / Vul de + / p() |yl dT
Q

I'1

IN

2k )
“ZE()+ | pla) T, (2.25)

IN

I
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de (2.24) et (2.25) nous avons

22k
||ut||Zi§ ’ E(t)

0

—/f@ﬂ%de+/f@wadF—€A¥ﬂfﬂw%ﬁ

V() < =2\ ||V — || Va2 +

Fl I—‘1
ek
< —2)\/ Vg |? dr — 2e(1 — 2)E(t) + 2al:z:—a/q:c 2dr
|V ( po) (t) ] . (z) ()
Q
< —2/\/|Vu| dx—25(1—§)E(t)+ c /|u |p+2dx+£/|u 72 da
- ' P, p+1 '
Q
2k e(3p+4) N
< 2\ [ |Vu|? da — 2¢(1 — E(t / P2 2.26
< <2 [ [Vuf de =260 = 2B + S [ jul s, (2:26)
Q

d’aprés la formule d’énérgie (2.7) on a

1 q(x)(y)%dl = E(t lug| " dx — = [ |Vu|® d,
5/ a3 ]

I'1

3 [a@wra =3 [ 19 d:c——/] s = [ 19l s

I Q Q

2 2e / +2
. ar < =5 2 g
[t wrar< | g i

par la définition de I’énérgie (2.7) on a

1
p+2

de plus

donc

luellf s < E(t) < B(0),

alors
Juel|2F5 < (p + 2)E(0), (2.27)

p+2 —

et par l'inégalité (2.27) on peut prendre suffisament petit ¢, > 0 pour que

2X(p +1) | Ve

0<egy < ,
0= "3, + 4)E(0)
o (3p+4)
3p+ 2
—\ IV wl? _\rrE pt
|| Ut||2+€O<P+1)( ) H t||p+2
alors

50(3p+4) ” th—I—2

2)\HVU7§H; > m P42

2.1. Stabilité exponentielle
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de plus
0(3p+4)
N[ V|2 > ————_(p+2)E(0).
IVully > g DEO)
Alors, il est clair que
2
o< oy < Dot D [Vl
(3p+4)E(0)
“ 22k
T2 <o,
Py
donc
Po
0<e<~=.
%
Alors, il est possible de choisir
Do

O<€<?;O<5§50,

de (2.26)-(2.30) on obtient

p _
V(t) < 21— 2ek
dt Do

VE(1); Wt > 0,

on supposons que
0<e< min{él,Mll,%,so},

par la proposition 2.1, on déduit

AV (t)

— V(t) <0,
alors

av(t) 1
S —7W7
on a p ];;
% < 91— 2;0 VE(8),

et

V(t) < {1+ eMy} E(t).
Il est clair que -
2¢(po — ek)
po(l +eMa)’

Il est facile de voir que la relation (2.32) implique

O<pu<

V(t) <V(0)e .

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

2.1

Stabilité exponentielle
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De I'inégalité (2.15) on déduit que

V() < {1+ My} E(1).

et V( )
t
E(t
( ) {1 — €M1}
on arrive a / a1y a0 2y
1+ eMy +elMay
FE <L - == - " eTH
W= a—any =g <" O
il découle
E(t) < Me ™ E(0); Vt € RT, (2.35)
ou: . u
. + Mo
M = T2 ST > 1. (2.36)
n
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Chapitre 3

Explosion d’équation des ondes de type
Kelvin voigt avec conditions aux limites

acoustiques

Dans cette section nous considérons la propriété d’explosion de la solution du probléme (3.1),pour
. , . ) N ;.
obtenir notre résultat, on ajoute le terme source |u|" ~ u ; alors le probléme s’écrit comme

suit

ug|” uy = Au+ 22 A0, + |u™ *uin Q x RT, 3.1)
u=0onTyxR", (3.2)

% + 2)\% —y,onT; x R, (3.3)

us + p(x)y: + q(z)y =0on Ty x RT, (3.9
u(z,0) = ug, ug(z,0) = uy in Q, (3.5)
y(z,0) =yoon T, (3.6)

Lemme 3.1 Nous définissons l'énergie du probléme (3.1)-(3.6) par

1 1 1
+2 2 m
Jull23 + 5 19l = -l + 5 [ ato) w2, 3.7)

INT

E(t)

25



Chapitre 3. Explosion d'équation des ondes de type Kelvin voigt avec conditions aux limites acoustiques

et
aE()

Frae —2\ || V|5 — / p(x)(y)%dl < 0, Vte€RT.

I

Preuve. On multiplie '’équation (3.1) par u; et en intégrant sur €, on obtient

/\ut|puttutdaj = /Au.utda: + QA/Aututdat —I—/ \u]mf? w.ude.
Q
) Q Q

On a

2
/|Ut’puttutdx— +2dt ” tHziw

Q
1d
m—2 d——— m
[ v = -l

/Au.utdx = —/VuVutdx + /g—uutdf,
v
Q Q Iy

et

la formule de Green donne

2/\/Aututdx = —QA/VutVutdx + 2A %utdf
I'1
alors
d p+2 Ouy
5wl = /VuVutdx—i-/—utdF o\ ||V +2)\/—utd1‘
Q
on a
/ OU T 4 22 / Ut dr = / yrtedD = — / p() ()T — / 4(z)yyedl,
'y 'y
de plus
Ja@umar = £ [a@woyar)
s ’
I '
et

d
/VuVutda:— ( IVul?).

on conclut alors

d

I'1

1 2 1 2 1 1 2
g Il 23 5 IVl = -l + 5 [ a@)wdr) = 271Vl = [ oo

I'y

(3.8)
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Nous définissons I’énergie du pb (3.1)-(3.6) par

1 1 , 11 ,
B(1) = — Il 23+ 5 IVl = = full + 5 [ ala) P

I
et la dérivée de E/(t) est

dE(t
B — o v - / p()(y)%dD < 0, ¥t € RY.
IR

Théoreme 3.1 Supposons que p > 1, m > 3(p+ 1), et

1 1 1

1 m
B0) = 5 Il + 5 190l = o ol + 5 [ @) w(0))%dr <o,
I'1

alors la solution du probléeme (3.1) explose en temps fini T*estimé par

2(1 — «)

T* < —
(200 = 1)7[L(0)]20=

Lemme 3.2 Il existe un constant positif C' > 1, telle que
s 2 m
lully, < C (IVully + llully) .

pour toute 2 < s < metu € H(Q).

Preuve. Si ||u||,, <1, alors

alors d’aprés le théoréme de Sobolev

2
[ully < ClIVull; -

m —

Si ||ull,, > 1, alors
[l < llully, -

m m
Donc

lully, < € (IVull® + Jlully;) -

On définit la fonctionnelle suivante

3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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alors in
t
% =2\ HVutHg —|—/ p(z)(y,)?dl’ >0, Vt € RT. (3.13)
IN]
Par conséquent, nous avons )
0< H(O0) < H(t) < = [l

Corollaire 3.1 Soient les hypothéses du lemme 3.2 ont satisfait, alors

S ]' m
lull,, < C ) s — /Q(w)(y)2df — H(t) + [lull | (3.14)

Iy

pour tout t € (0,T), pour tous u(.,t) € H'(Q) et 2 < s < m.

Preuve. On a
s 2 m
ull;, < C (IVully + [lull,)

et
IVul2 + el = —HE) = — w2+ (5 + 1) Jull? — = [ g(a)(y)2ar
Az pt2 e T, T g AN
'y
1 pt2 2 m
< C o uellore — [ a(@x)(y)*dl — H(t) + ||ull;, |
ry
alors
ull,, <C R lue|2F5 — /(J(x)(y)2dF — H(t) + [|ull;,
I8
n
Ensuite, par (3.7) et (3.9).Nous définissons
L(t) = H*=9(¢t) 4 8/ |ue|” upude. (3.15)
Q

Pour une petite constante positive ¢ a choisir plus tard et

1 p(m—1)+3m —2
5 <a< mip+2) . (3.16)

on dérive (3.15) ,on obtient

dL(t
% = 2(1 — Q) H,(t)H*(t) + ps/utt |y |~ wpuda
Q
—I—e/utt uy|” udx +€/ |u|” uyuyde,

Q
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alors

dL(t)

— = 2(1_Q)H<1—2a>(t)Ht(t)+s/|ut|”+2daf
Q

+e(p + 1)/ |ug|” ugudz, (3.17)
Q

on utilise '’équation (3.1), il vient

e(p+ 1)/utt \ug|” udx = (p + 1)/Au.ud:c +2Xe(p + 1)/Autud:c +e(p+ 1)/ |u|™ " uudz.
0

Q Q Q

D’aprés la formule de Green

/Au.udx = —/Vu.Vudx + /%.udl“,
Q Q r

donc

e(p+ 1)/utt |ug|” ude = —e(p+ 1)/Vu.Vudx —2Xe(p+ 1)/Vut.Vudx
Q Q Q

9, 9,
+e(p+ 1)/ (a—Zu + a—?u) dl +e(p+1)||ul.
r

On a
'=ITyuly,

alors

e(p+ 1)/utt lue? ude = —e(p+1) || Vul; — 2 e(p + 1)/Vut.Vudx
Q

0
au 6Ut
+e(p+ 1)/ <8—Uu + 5, u) dr

o

+e(p + 1)/ <%u + %u) dr

I

+e(p+ 1) [lull;,
d’aprés la formule (3.3) et (3.2) on a

ou ouy o ou ouy B
[ (525 ) = [ (G ) v =0

Fl 1—\0
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et il résulte

e(p+ 1)/utt lue” udz = —e(p+1) ||Vl — 2 e(p + 1)/Vut.Vud:p
Q Q
telp+ 1)/ytudF +e(p+1) Jul™ (3.18)
ry

ensuite, on utilise I’équation (3.4), on trouve

e(p+ 1)/ytudI‘ = —c(p+ 1)/}%ut.udf —e(p+ 1)/%;1/.116[1“. (3.19)

On remplace ( 3.18) et (3.17) dans (3.19) on obtient

dL(t
% = 2(1 — ) H,()H 2 (t) — e(p+ 1) | Vull3 — 2Xe(p + 1)/Vut.VudF
Q
1 q(z)
—€ —|—1/ upudl — € —|—1/— adl
F1 1—‘1
+6IIUI|ZI§+€(P+1) [ (3.20)
On utilise la formule (3.12) et (3.13), il arive
2(1 — ) H2*(t) > 2(1 — o) H2%(0), (3.21)
et
Hi(t) > 2) |Vl > M || Va3 - (3.22)

Il est clair que
elp+1) [lully, = (o — 1) lully, + 2 [[ully, ,

de (3.11), nous avons

2em
Sl + em [Vl +em [ gla)yPar.
ry

2¢ ||ul|" = 2emH (t) +
alors

2em 2
2

elp+Dllull, = elp—1)[lull, +2emH(t) +

em |[Vaull? + em / o(z)y2dT (3.23)
I
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On remplace (3.21), (3.22) et (3.23) dans (3.20) on obtient

dL(t
% > 2(1—a)H' (0N |[Vuelly — e(p + 1) [|Vull; — 2Xe(p + 1)/Vut.Vud:E
Q
(o + 1)/Lut.udr —e(p+ 1)/My.udF +elp—1) Jul™
. p(z) . p(z)

2em 9 2 2
+2emH() + 5 ull2% + em [Vl + em [ ola)y?dl + < Jul 33
I

On utilise I'inégalité de Young avec ¢, on a

(o + 1)/$utudr > (ot 1)%/}% s 2T — =(p + 1)%/% fuf? dr

I I IR

1
> —e(p+1)25—;1/\ut|2dr—e(p+1) 1p1/|uy2dr,
Iy Iy

2e

d’aprés I'inégalité de Poincaré

k
/|Vu|2dF
11

1 erk 2
— 1) [ —uudl’ > — 1)— dar — 1
“(p+1) / Sl = —e(p 13 / Tl ar =+

€1E 2 k 2
> — 1)— ||V — 1)——||Vull; -
o+ 15 IVl = (o4 1) [Vl

oOn utilise I'inégalité de Young avec ¢, on a

o+ 1) [ B yuar > —e(p+ )2 [T ar - o+ )5 [4 pypar

p(z) 2 J p(x) 2e5 ) p(x)
I I'1 I
qoE2 9 o 1 2
> e +1—/ dar — & +1—/— dr,
052 [ —cto 032 [
1 1

d’aprés I'inégalité de Poincaré

q() Qoeak 5 o / 1 o
—€ +1/— udl > —e(p+1 Vuell, —elp+1)— | — dr’
Fl 1—\1
k
> —e(p+ 1)QO<€2

1
V> — ¢ —{—1—/ €T 2ar .
2 [Vue|[; —e(p )2€2p11“ q(z) |y
1

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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On utilise I'inégalité de Young avec ¢, on a

A
—2e(p+ 1))\/Vut.Vudx > —e(p+ DAes ||Vl —e(p + 1)5_ Vw3 (3.27)
3
0

En substituant (3.25), (3.26) et (3.27) dans (3.24), on obtient

dL(t o "
O > 21— ) N [V~ e+ 1) [Vl + 20— 1)l
~elp + DZE IVl — o+ D [Vl +em [aganiar
2p; K 2e1py
2%emH 2m 1 p+2 Vull? p+2
r2emt(0) + (o + 1) o3 + e [Vl + <23
CI0€21€ 1 )
<ot DI 2 o+ 1) [t T
€21
I
1
—<(p+ Ve [Vul} - <o+ DA [V
Donc
dL(t g1k 1 m
aL) A{(l—a)[-[12a(0)—€(p+1) (52 )}Hwtuz+e\|utuzi§+euuum
emH(?) +1K > E(1+ e + Aa)]HV 2
m e+ = u
P 201 qoc2 2 3 9
m 1
+ +1) | —— QdF 3.28
< )[/)‘i‘l 252]91} /q( Jv ( )
I
ou

2 2 2 m m
(m ; 1) hal2 > e lual|72  26mE(t) > emB(Bym; (o — 1) [ull™ > < [lu]”

On conclut que

L(t) = H*1=9(0) + 5/u0u1dx > 0.
Q

Maintenant, on pose

2 p1 €3
m k 1 2p1
ag = (———=1)—— | —+ qe2e + =X\e3 |,
2 (p+1 > 2% (51 qo€2e 2 3)
B m 1
S p+1  2ep
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On a
a; >0,
alors _
21— a)H'22(0) — e(p+ 1) (52
(1= a)H2(0) > e(p + 1) (ﬁ +1
1 — Hl—Qa
__(-aq) L
(p + 1) ek i
2Apy €3
on pose B
k
&1 = 7,
' 2po
alors
(1—a)H' 2 1
€
+1 1K A
(p ) A 4(po)? T €3
De plus
asz > 0,
alors
m 1
p+1  2eapo > 0’
m > £
2e2po’
on pose
1
g9 = —,
? 2po
implique
m > p+ 1.
d’autre part on a
as > 0,
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alors ~
<% — 1) — % ( + ¢1€9¢ + 2%)\63) > 0,
<% — 1) > % ( + q1€2: + 2%)\63) ,
% 1> E%—F 2p0q152+>\53,
>(p+1) {g% + 2p0q152 + Aes + 1} ,
on pose
1
€3 = X, (329)
alors B
m > (p+1){(2 )2610—1-3}
On choisit B
k 1 1
€1 = —3¢€ £3 = —
1 2p0 2 2p07 3 )\7
et
1—a)H'"2 [ 4\p]
c < ( ) - Po 7
(p+1) k4 4Np?
alors, les termes a; (i = 1..3) sont des termes positifs
Enfin, nous obtenons
( ) S m
= 2 O IVl + [ Vulls + lluellf 5 + H(t) + HUHm} , (3.30)
ou
C = {)ay, e(p+ 1)ag, e(p+ 1)as, em;e},
cela implique
L(t) > L(0) > 0,Vt > 0. (3.31)

1
2(1—a)
Maintenent,en estimant / |ug|” uguda
L: B3 . . Q
On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

1 1
2(1—a) 2(1—a)

/|ut|putudx < /]ut|p+1 udz :
Q
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on utilise I'inégalité de Holder ,on obtient

_1 1 1 1
2(1 a) 2(1—a)'p 2(1—a) "¢
/|ut\p+1 udx /|u |(PHOP gy /|u|qd1‘ ,
Q
on choisit p = +1’ alors g = p + 2, telle que + = 1, on obtient
1 (p+1) ﬁ 2(11*04)
T-a (pF+2) g
/ g | ude < / |ut\(p+2) dx / \u|(’)+2) dx ,
Q Q Q
et par I'inégalité de Young
1 _0__ w1
2(1-a) 5 R ) 3(-a) (p+2)
/‘ut’P-‘rl wda < 7 /‘ut’(pw) dx + - /|u’p+2 de :
Q Q
.. 2(1—a)(p+2 2(1—a)(p+2 1,1 :
on choisit § = %, alors p = %, telle que 5 + . =1, et 6 = 1, on obtient
1 20-0)(p+2)
2(1—a) 1 2(1—a)” p+1
p+1 p + w |t g
u udx <
Q
1
p(1—2a)—(4a—3)
10(1 — 204) (p+2)
+ | | dx ,
2(1 — ) p+2
donc
1 i
2(1—a) p(1—2a)—(4a—3)
/\ut|putud:c <(C /\ut]p+2 dr + /|u|(p+2) dr : (3.32)
Q Q Q
ou

C’—max{ p+1 p(1—2a)—(4a—3)}
b 20— a)(p+2) 2(1—a)(p+2)
On applique aussi I'inégalité de Holder sur le deuxiéme terme du coté droit de (3.32), on obtient

I S 1 -1 1
p(1—2a)—(4a—3) P p(1—20)—(4a=3) "¢

/|u|(p+2) dx < /1pdaj /|u|(p+2)qu : (3.33)
0 Q

Q

on choisit p = et g = -7 telle que % + % = 1,alors

(012

1
p(1—2a)—(4a—3)

___p+2
[l s <G (\|u|y§#<”a><4“>l)) | (3.34)

Q
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ou
(mf(p+2))
Cy — /1<m’<"2+2>>da:
Q
on remplace (3.34) dans (3.32), on obteint
1
2(1—a)
p pt2 (pr—=sa—a)
/|ut| wudz| < Cy | a2+ ull | (3.35)
Q
ou 1 (1—2a)— (4 3)
p+ ol —2«) — (4o —
Cy = , Cy o .
’ ma"{zu —a)(pt+2) 21-a)pt2) }
Pour p > 1, m > [(p + 1) et o définit par (3.16) puis, on pose
2
2< 5= (p+2) < m. (3.36)

- p(1 —2a) — (4o —3) —
Par conséquent le lemme 3.2, donne

_1
2(1—a)

/|ut’p+1 ude| < O [lull213 4l (3.37)
Q

Nous concluons

5wy
Lﬁ(t) = (H2(1—a)(t)+g/ |ut|putudx)
Q

< 3 (H@)+ w3+ llully) 5 ¥ > 0. (3.38)

Danc, combinant (3.38) et (3.30) , nous arrivons a une constante positive v > C' > §

dL(t ey
% >~yL™ (1) Vi > 0. (3.39)
Par une simple intégration de (3.39) sur [0, ¢], on obtient
t dL t
1 t
/ T : di ) > /vdt :
) LT (1) )
alors . .
~ eyt ~seayt!
S o (&) = —1—7 T0) 2,
BECEORE T T
ey 20 — 1 ~aeay
LM > -~ L 0
(1) 2 gt + ).




on résulte que
2a+1 1

L 2(1—a) (t)

v

— t+L 7 0)=0
alors ) . s
o — T2(1—a)
— At =L 0
donc
2(1 —a)
= Za—1 )

(20— DL (0)
donc L(t) explose en temps fini 7*
2(1 —a)

2a—1

T < .
(20 = 1)y L*(0)

Enfin, nous trouvons la constante «,
d’aprés (3.41) ,on obtient

alors

et d’aprés la formule (3.36),0n obtient

(p+2)
p(1 —2a) — (4a — 3)

< m,

p(l—=m)+2—-3m < —a(2pm+ 4m),

alors
p(1—m)+2—3m

—m(2p + 4)
Donc d’aprés la formule (3.42) et (3.43),0n trouve

o <

p(m—1)—2+3m
m(2p +4)

1< <
- <«
5 >
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(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)



Conclusion

Dans ce travail, nous avons déterminé des conditions suffisantes pouvant mener la solution a
tendre vers zéro lorsque t tend vers I'infini ou a exploser en temps fini pour un problémes des
ondes généralisées de type Kelvin-Voigt avec condition aux limites acoustique en présence d’'un
terme source de type polynomiale.

Notre objectif ultime apres ce travail de memoire est de traiter d’autres problemes non locaux

plus compliqués avec des dissipations fractionnelles.
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