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Abstract

Let H be a complex Hilbert space and B(H) the space of all bounded linear
operators defined in H.
We say that A is a paranormal operator if:

|A%a] = 4z

for any unit vector z in H.

Which is equivalent to: A*2A — 2kA*A + k% > 0; Vk € R.

The paranormal operator class contains the normal, hyponormal and p-
hyponormal operators and is included in the class of normaloid operators.

The class of paranormal operators is denoted by P(H).

The main objective of this work is to give more information on the basic
properties of paranormal operators and also on some classes of operators related
to this class of operators.

Keywords: hyponormal operator, paranormal, *paranormal, k-paranormal,
k-*paranormal.



Résumé

Soient H un espace de Hilbert complexe et B(H ) lespace de tous les opéra-
teurs linéaires bornés définit dans H.
On dit que A est un opérateur paranormal si.

[ 4% > [l

pour tout vecteur unitaire x dans H.

Qui est équivalent a: A*2A — 2kA* A+ k% > 0;Vk € R.

La classe des opérateurs paranormaux contient les opérateurs normaux, hy-
ponormaux et p-hyponormaux et elle est incluse dans la classe des opérateurs
normaloides.

La classe des opérateurs paranormaux est notée par P (H).

L’objectif principal de ce travail est de donner plus d’informations sur les
propriétés de base des opérateurs paranormaux et aussi sur quelques classes
d’opérateurs reliées & cette classe d’opérateurs.

Mots clés: opérateur hyponormal, paranormal, *paranormal, k-paranormal,
k-*paranormal
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Notations

Tout au long de ce travail, nous avons utilisé les notations suivantes :

Nombres réels.

Nombres complexes.

Norme.

produit scalaire.

Module complexe, valeur absolue.

Rayon spectral de A.

Spectre de A.

Partie réelle de A.

Corps quelconque.

Resolvante de A.

Somme dirécte.

Complémentaire orthogonale de A

Adjoint de A.

Application de distance.

Espace de Hilbert.

Noyau de A.

Image de A.

Code d’auto-adjoint.

Algeébre des opérateurs linéaires bornés de I'espace H.
Algébre des opérateurs linéaires bornés de H vers K.
Algebre des opérateurs linéaires de I'espace H.
Algébre des opérateurs linéaires de H vers K.

Image numérique de A.



Introduction

Soient H un espace de Hilbert complexe et B(H) I'espace de tous les opérateurs linéaires bornés
définit dans H.

On dit que A est un opérateur paranormal si.
[A%]| > || Az]l®;

pour tout vecteur unitaire = dans H.

Lune des classes les plus importantes et les mieux étudiées en théorie des opérateurs est la classe
des opérateurs normaux qui a été introduite par Halmos en 1950, la théorie spectrale des opé-
rateurs normaux assure I'existence d’'un sous-espace invariant non trivial et révele également la
structure compléte de I'opérateur.

Ainsi, les opérateurs normaux ont conduit a plusieurs généralisations, 'une de ces généralisations
est la classe des opérateurs paranormaux.

La classe des opérateurs paranormaux a d’abord été étudiée par Istratescu, Saito et Yoshino [9],
qui 'ont nommée classe N. De plus, Furuta [7] a introduit le terme opérateur paranormal.

Les opérateurs paranormaux ont été étudié par de nombreus auteurs, en particulier, Ando a donné
une caractérisation des opérateurs paranormaux. Istratescu a prouvé que la classe des opérateurs
normaloides est une généralisation des opérateurs paranormaux. Nous avons la relation d’inclu-
sion suivante entre certaines sous-classes et une classe généralisée d’opérateurs paranormaux
bornés.

Normal C Hyponormal C Paranormal C Normaloid.

Le but de ce mémoire est I'étude de la classe des opérateurs paranormaux, donner quelques
propriétés de cette classe et présenter quelques exemples d’opérateurs paranormaux.

On a aussi donné quelques classes d’opérateurs reliées a la classe des paranormaux.

Un opérateur T € B(H) est dit *-paranormal si || T*z||* < ||T2z| ; pour tout vecteur unitaire =
dans H. Les opérateurs hyponormaux sont paranormaux et *-paranormaux.

Un opérateur 7' € B(H) est normaloide si || T|| = r(7") (le rayon spectral de T, les opérateurs
paranormaux et *-paranormaux sont normaloides.

La classe des opérateurs *-paranormaux a été définie par S.M. Patel. La classe des opérateurs
k-*-paranormaux a été définie par M.Y. Lee, S.H. Lee et C.S. Ryoo.

Afin d’étendre la classe des opérateurs paranormaux et * -paranormaux, on a cité la classe des

opérateurs k-quasi-paranormaux, quasi*-paranormaux et paranormaux généralisé.




Ce mémoire se compose de trois chapitres :

Chapitre 01 : Ce chapitre présente les notions préliminaires : quelques définitions, propriétés et
exemples sur les espaces vectoriels, normés et espace de Hilbert.

Chapitre 02 : Dans ce chapitre on présente la notion d’opérateur borné sur un espace de Hilbert
H.Nous commencons par la définition d’un opérateur et quelques propriétés générales des classes
des opérateurs (Opérateur adjoint, normal, hypornormal et normaliode) de I’espace de Hilbert.
Chapitre 03 : Dans ce chapitre, nous présentons la classe d’opérateurs paranormaux et on donne
quelques propriétés et exemples, ainsi on a donné quelques classes d’opérateurs reliés a la classe
des opérateurs paranormaux (*-paranormaux, k-paranormaux, quasi-paranormaux et paranormal

généralisé) avec leurs propriétés principales.




Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, on présente les notions préliminaires qui concerne les notions des espaces vec-

toriels, normés et espace de Hilbert.

1.1 Espaces vectoriels, normés et espaces de Hilbert

1.1.1 Espace Vectoriel

Définition 1.1 Soit F un ensemble muni d’une loi interne notée + et d’une loi externe définie sur
un couple (\,u) de k x FE et notée \ - u. On dit que FE est un espace vectoriel sur k, ou un k-espace

vectoriel, si;
1. (E,+)est un groupe commutatif.

2. Pour tous (u,v) de F, pour tous (A, ) dek on a;

= A (peu) = (M) - u.

- lu=u.

- (A Fp)u=Au+p-u
- A (u+v)=A-u+ Ao

Les éléments de £ sont alors appelés les vecteurs, ceux de k les scalaires.

Définition 1.2 On appéle espace vectoriel topologique tout espace ¥ muni d’'une topologie rendant

continues les applications :
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(x,y) € ExE—-z+y
et (\,x) € RxFE — A\

On notera également qu'une application linéaire entre espaces vectoriels topologiques est conti-
nue si et seulement si elle I'est en 0.
Enfin, on rappéle qu'un espace topologique est séparé, si pour tout couple de points distincts

posséde des voisinages disjoints.

Définition 1.3 Soit H un espace vectoriel sur k, on appéle produit scalaire sur H toute application :

(,):HxH—=k
vérifiant les propriétés suivantes :

1.— A+ pz,y) = ANz, y) + plz,y) Vr,y,z € H, VY, pu € k ( bilinéaire a gauche).
—{x+ 2, \y) = Mz, y) + Mz,y) Vo, y, 2 € H, VA € k ( bilinéaire a droite).
2Vr,ye Hona:

(x,y) = (y,x); silespace est réel (symétrique)
(x,y) = (y,x); silespace est complexe (hermitienne)

3.(x,x) >0,Vr € Het (z,2) =0 <=2 =0.

Remarque 1.1 Notons que dans le cas complexe, on a; pour tout x,y € Het A\ € C : (z,\y) =

Mz, y).

Exemple 1.1 - Pour (z,y) € R™ x R, le produit scalaire usuel de R" est défini par :

(x,y) = T1y1 + T2y2 + ... + TpYn,

tels que :
r = (T1,%2,...Ty) et y = (Y1, Y2, ---Yn) -

- Le produit scalaire usuel de C™ est défini par :

(x,y) = 171 + 222 + ... + T,

tels que :

= (11,22, ...x,) et y = (y1, Y2, ... yn) € C".

1.1. Espaces vectoriels, normés et espaces de Hilbert
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1.1.2 Espace Normé

Définition 1.4 Un espace vectoriel linéaire X est dit espace normé si pour chaque élément x € X;

il existe un nombre réel noté par ||x|| (norme de x), vérifiant les propriétés suivantes :

L|lz|| >0,Vx € X et ||z|| =0 <=z =0;

2. z|| = A ||z||, Yz € X, VA € k;

3.l +yl| < ||zl + |lyll, Vz,y € X (inégalité triangulaire).

Dans cet espace, on introduit la métrique p (z,y) = ||z — y|| (la distance entre z et y).

Exemple 1.2 1- La valeur absolue dans R et le module dans C sont des normes.

2- Le produit scalaire (.,.) définit une norme sur H telle que; ||z|| = /(z, ), Vo € H.
3- Pour x = (z1, 9, ...7,) € k™, on pose :

- 2lloo = max {[a1], ..., [z}

-l =l £ .+ ]

lzlle = 1z + -+ |zl

Les applications © — ||z||o0, z — ||z||; et z — ||z||2 sont des normes.

Espace compact

Définition 1.5 (F,d) désigne un espace métrique. Une partie K de E est dite compacte si, de toute
suite (u, ) d’éléments de K, on peut extraire une sous-suite convergente vers un élément de K.

En particulier; toute réunion finie ou toute intersection finie de parties compactes est compacte.
Proposition 1.1 Toute partie compacte de E est fermée et bornée.

Exemple 1.3 Un segment [a, b] est une partie compacte de R. En particulier, les parties compactes de

R ou de C sont les parties fermées et bornées.

Proposition : Si A est une partie compacte de F et si B C A est fermé, alors B est compact.

Espace complet

Définition 1.6 (F,d) désigne un espace métrique. Soit (u,,) une suite d’éléments de E. On dit que

(uy,) est une suite de Cauchy si :
Ve >0, INeN, V¢g>p> N, d(up,u,) <e.

On dit que F est un espace métrique complet si toute suite de Cauchy de E converge dans E.

1.1. Espaces vectoriels, normés et espaces de Hilbert
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Exemple 1.4 R et C sont des espaces métriques complets.

Proposition 1.2 1- Si E est un espace métrique complet et A C E, alors A est complet si et seulement

si A est fermé.

2- Si E est un espace métrique compact, alors F est complet.

1.1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.7 Soit E un espace vectoriel sur C. Une forme sesquilinéaire sur E est une application ¢ :
E x E — C telle que : * — ¢ (x,y) est linéaire et y — ¢ (x,y) est anti-linéaire ca d : Vz,y € E,
VA e G
{ & (Nt + puz,y) = A6 (2,9) + o (=,9)
¢ (2, Ay + pz) = Ao (2, y) + i (w, 2)

Définition 1.8 Un espace de Hilbert est la donnée d’'un espace vectoriel H complexe et d’'une forme
sesquilinéaire, i.e. linéaire en la premiére variable.

Ox+ Na' y) = Nz, y) + Y(x’, y);Vo,y € E, Y\, X € C. Et anti-linéaire en la

seconde.

(z,By + B'y) = Bz, y) + B (z,v/):Vo,y € E, V3,8 € C. Cette forme sequilinéaire est de plus

hermitienne : (x,y) = (x,y) et strictement positive : x# 0 = (z,y) > 0.

Exemple 1.5 Lespace k", muni du produit scalaire défini par : (x,y) = . x;¥; est un espace de
S— 1<i<n

Hilbert.

Exemple 1.6 Lespace l5(N) = {(un)nEN S |un|? converge}, muni du produit scalaire (u,v) =

1<i<n
> u, U, est un espace
neN

de Hilbert.

Définition 1.9 Pour H un espace, muni de la norme ||z|| = (x,z); H est un espace de Banach, s’il
est complet pour la métrique associée a la norme. (On dit qu’un espace normé X est complet si toute

suite de Cauchy a une limite dans X).

1
Exemple 1.7 Pour 1 < p < +o0, on définit ||(a,)||, = > (la.[")" et 1, = {x; Iz, < +oo}. Les 1,
p
sont des espaces de Banach.

1.1. Espaces vectoriels, normés et espaces de Hilbert E
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1.2 Quelques inégalités

Inégalité de Cauchy-Schwartz

Proposition 1.3 Soit F un espace vectoriel sur le corps des nombres complexes muni d’un produit

scalaire (., .). Soit ||.|| la norme euclidiénne associée a (., .) ; pour x,y € E; alors : |(z,y)| < ||z . ||y]| -

De plus, les deux membres sont égaux si et seulement si z et y sont linéairement dépendants.

Preuve. a- Posons, pour tout réel ¢,

P(t) = ||lz + ty|* = l|z]* + 2t {z, ) + £ |ly]®
Comme y est non nul, ||y||*est non nul également.
Par construction, cette expression polynomiale du second degré est positive ou nulle pour tout
réel ¢.
On en déduit que son discriminant est négatif ou nul : i.e.

(9" = llyl* [l=[* < 0;

d’ot I'inégalité annoncée.
b- Cas d’égalité :
Si (z,y) est lié alors = = Ay pour un certain scalaire )\ et 'on en déduit immédiatement :

2
[(z, o) = (AL Mlyll™ = Nzl - [yl -
Réciproquement, si |(z,y)| = ||z|| . ||y|| ; alors le discriminant ci-dessus est nul donc P admet une

racine réelle (double) ¢, et pour ce t on a :

|z + tyl|* = P(¢) = 0,
donc x = —ty, si bien que (x,y) est lié. Ou plus directement (avec le ¢, de la variante ci-dessus) :

I'’hypothese équivaut a P(ty) = 0,donca x = —tyy. m

Définition 1.10 Une forme quadratique est un polynome homogéene de degré 2 avec un nombre

quelconque de variables.

1.3 Orthogonalité

Définition 1.11 Deux éléments x et y d’'un espace de Hilbert H sont dits orthogonaux si : (z;y) = 0,
on écrit alors; x1y. On dit que deux parties F' et G de H sont orthogonaux si tout élément de F est

orthogonal a tout élément de G, on écrit alors F LG.

1.2. Quelques inégalités
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Lorthogonal d’une partie F' de H, noté '+, est 'ensembel des éléments de H orthogonaux a F.

Théoreme 1.1 Soit H un espace de Hilbert. Un sous-espace M de H est dense si et seulment si;
M+ = {0}.

1.3. Orthogonalite B



Chapitre 2
Espace des opérateurs linéaires bornés

Dans ce chapitre on va rappeller un certain nombre de définitions et résultats sur les opérateurs
linéaires dans les espaces de Hilbert et Banach.
Comme on va étudier des propriétés spectrales de quelques classes d’opérateurs normaux et leur

caractéristiques.

2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1 Soit H un espace de Hilbert, un opérateur A est une application définie sur un sous-

espace vectoriel D(A) C H a valeurs dans H, D(A) est appelé le domaine de l'opérateur.

Proposition 2.1 A est un opérateur linéaire s’il vérifie les conditions suivantes :

(i) Additive : A(x +y) = Az + Ay/ z,y € H.
(ii) Homogéne : A(ax) = oA (x); x € H et pour tout nombre complexe c.

Définition 2.2 Un opérateur A est borné s’il exite M > 0; tel que | Ax| < M ||z| ; pour tout x € H.

Remarque 2.1 Soient H et K deux espaces de Hilbert et A est un opérateur défini de H dans K :

1. B(H, K) désigne 'espace des opérateurs linéaires bornés de H dans K.
2. SiH = K,onnote B(H,K) = B(H).

3. Pour T € B(H); on note 'image de T par R(T) = {Txz,x € H} et le noyau de T par
ker(T) = {z € H,Tx = 0}.

4. On muni B(H) de la topologie uniforme (de la norme)
1T = sup{|| Tzl ,x € H, |[z]| = 1}

9
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Exemple 2.1 Soient X un espace vectoriel sur le corps C et A € C; Uapplication A : X — X définie
pour x € X par:

Ay(x) = Az
est un opérateur linéaire.

En effet, pour 1,20 € X eta € C;On a:

Ax(axy + 29) = Maxy + z2)

= a(Ary) + (Azg)
= aA)(r1) + Ax(x2)

Remarque 2.2 - Lopérateur identité noté [ est défini par : I (x) = x,Vx € H.

- L'opérateur nul 0 est défini : 0 (x) =0, Vo € H.

Théoreme 2.1 Soient X,Y deux espaces normés et A : X — Y un opérateur linéaire alors; les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est continu.

2. A est continu en 0.

3. A est unifermement continu sur X.

4. A est borné.

Définition 2.3 Soient H, Hy et H; des espaces de Hilbert et A; € B(H, H,), Ay € B(Hy, Hy).

Lopérateur composé des deux opérateurs noté As o A; € B(H, Hy).

Définition 2.4 Soit A € B(H ), on définit les puissances de U'opérateur A comme étant les opérateurs

de H dans H définis de la maniére suivante : A° = I (Uopérateur identité),
A=A A2 =A0A . A" =Ao A" 1 = A" 10 A (n>1).

Inverse d’un opérateur

Définition 2.5 Soient H et H'des espaces de Hilbert et A € B(H, H') un opérateur. On dit que A est
inversible s’il existe B € B(H', H) tel que : AB = Iy, et BA = Iy, ot Iy (resp. Iy) est Uopérateur
identité de H (resp. de H').

2.1. Définitions et propriétés
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Popérateur B (lorsqu’il existe) est unique. On I'appelle opérateur inverse de A ou plus simplement

inverse de A et on le note B = AL,

Théoreme 2.2 Soit A € B (H), tel que : ||A|| < 1, alors la serie > A" est convergente et Uopérateur
k=0

[e.e]
(I — A) est inversible et son inverse (I — A)~" est donnée par : (I — A)~' = 3 AF,
k=0
Il convient de savoir utiliser le résultat du théoreme précédent sous la forme suivante :

Corollaire 2.1 Soit A € B(H), tel que : || — A|| < 1; alors Uopérateur A est inversible et son

. —1 7
inverse (A)” " est donnée par :

o0

(A7 =30 A

k=0

Définition 2.6 Un opérateur A de L(H) est borné inférieurement s’il exite ¢ > 0 tel que;
|Az|| > € ||x| ; pour tout = € H.

Théoreme 2.3 1. Soit A un opérateur, alors A est inversible si et seulement si A est borné inférieu-

rement et admet une image dense.

2. Si A est borné inférieurment, alors I'image de A est fermé.
Preuve. 1.»- A est inversible < ||z|| = ||[A™ Az < [J[A7| || Az].
On prend ||[A~!|| = % donc; ¢ ||z|| < ||Az||, d’ott A est borné inférieurement.

Pour prouver que R(A) est dense dans H i.e. R(A) = H.

Puisque A est inversible, alors A est surjectif i.e :

R(A) = H =R(A) = H = H;

d’ou R(A) est dense dans H.
<4 Onasi R(A) est dense; alors :

R(A) = R(A) = H = A est surjectif 2,1)
2. Si A est borné inférieurement = A est injectif et R(A) est fermé
Ar =0= 0= ||Az|| > e|jz|| = =z =0,

donc;
ker(A) = {0} i.e. A est injectif (2,2)

2.1. Définitions et propriétés
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d’aprés (2,1) et (2,2) A est inversible.
A est borné inférieurement = R(A) est fermé. Soit {y,,} une suite de R(A) convergente donc elle
est de Cauchy.

du moment que H est un espace de Hilbert (i.e ; complet) ; si z,, — z; alors Az, — Ax.

”'Tn - xm” < ||yn - ym” = ”Axn - Axm” = ||A (2, — xm)” <e.

D’ou {z,} est une suite de Cauchy dans un espace de Hilbert complet; donc {z, } converge vers
x dans H et comme A est un opérateur continu ; alors Az,, — Az dans R(A).
Donc R(A) est fermé. m
Définition 2.7 Soient Ty, To € B (H), la somme directe de T} et T, notée par T & Ty est;
(Tl D Tg) (I D y) = Tll' D Tgy \V/l’,y € H.
Définition 2.8 Le spectre d’'un opérateur A € B(H) est le sous-ensemble de C défini par :
o(A) = {\ € C; A — A n’est pas inversible}

Définition 2.9 On appele ensemble résolvante de A U'ensemble;

p(A) ={\ € C\ I — A est inversible}

Définition 2.10 Soit A € B(H), U'enveloppe convexe du spectre de A, notée coo(A), est le plus petit

convexe contenant o(A).

Définition 2.11 On appele spectre ponctuel de A noté par o, (A) Uensemble ;

o, (A) = {X € C; (A — \I) n'est pas injectif. }

Définition 2.12 Soit A € B (H), le spectre approché réduisant de A noté o,,(T) est Uensemble des

complexes X tels qu’il existe une suite (x,,) : ||z,|| = 1, pour laquelle ;

lim (A—A)xz,=0et lim (A—\)"x, =0.

n—oo n—oo

Définition 2.13 Le rayon spectral d’un opérateur A € B(H); noté r(A) est :

r(A) = lim [|A"|

2.1. Définitions et propriétés
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Définition 2.14 Limage numérique d’'un opérateur A € B (H) noté W (A) est Uensemble de tous les

nombres complexes de la forme (Az,x) , oll x est un vecteur unitaire de H c.a.d;

W(A) ={(Az,z) =z € H,[lz]| =1}.
En d’autres termes,W(A) est 'image de la sphére unité {x € H, ||x|| = 1} de H par la forme quadra-

tique bornée : v — (Ax, x).

Définition 2.15 Soit T' € B(FE), un sous-espace vectoriel fermé F' de E est dit invariant par T si
TF C F.

2.2 Quelques classes d’opérateurs

Opérateur adjoint

Définition 2.16 Soient H; et H, deux espaces de Hilbert et A € B(H,, Hs), Uopérateur adjoint de

A est Uopérateur linéaire A* : Hy, — H; caractérisé par :

<A*ya x>H1 = <ya Ax>H2

pour tout z € Hy ety € Hs.

Proposition 2.2 Soient A € B(H,, H2) et B € B(Hs, H,). Alors :

L% = 4]

2. (A*)* = A.

3. ker (A) = (Im A*)* et (Im A) = (ker A*)*.
4. (BA)* = A*B*.

Preuve. 1. Remarquons que;

A
A= sp A0
vweHyvaeHy |[V1]] - [|v2

2.1)

[|Aun |
llunl

dans (2.1), on voit que le suprémum coincide avec || A||, par conséquent, on a :

En effet, il existe une suite {u,} € H; telle que {

} — ||A]|. En prenant v; = u,, et vy = Au,

A A*
|A| = sup (va, Avy) —  sup (A% vy, v1) = 1|47
neH el ||V1]] - [v2ll  viem vmem, [lv1] - [|va|

2. Pour tout vy € Hy, v, € Hy;Ona:

2.2. Quelques classes d'opérateurs
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<U2,AU1>H2 = <A*'U27U1>H1 = (112, (A*)*UQHQ

par conséquent A = (A*)*.

3. vy € ker (A) si et seulement si :
(Avy,va) g, = (1, A"v2)p, = 0

pour tout v, € H, c’est-a-dire : v; € (Im A*)*+.
On obtient la deuxieme relation en remplacant A par A*.
4. Pout tout v; € Hy, v € Hyon a:

<’U2,BA2]1>H3 = <B*U2,A01>H2 = <A*B*’U2,U1>H1

D’autre part, on a aussi;

<U2, BA1}1>H2 = <<BA)*’U2, U1>H1

par conséquent A*B* = (BA)*.
En remplacant B par A~! on obtient [* = I = A*(A~!)*. En échangeant les rdles de A et B; on
obtient = (A71)*A*.

Par conséquent, A* admet pour inverse (A~1)*. m
Définition 2.17 Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur A € B(H) est dit auto-adjoint (ou
hermitien) si A* = A, c’est-a-dire :
(Az,y) = (z,Ay), Vo,y € H.
Exemple 2.2 Pour tout A € B(H,, Hy); Uopérateur A*A € B(H;) est auto-adjoint, car (A*A)* =
A*A = A*A.
Opérateur isométrie et unitaire
Définition 2.18 Soit A € B(H), on dit que A est opérateur isométrique (ou est une isométrie) si;
A"A =1

ou bien,
Vo € H, [[Az|| = ||
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Exemple 2.3 Lopérateur de décalage S (ou shift) est un opérateur isométrieque, car pour ;
S(l’l,l‘g,...) = (O,xl,l’g,..)
S* (131,1’2,...) = ((L’Q,.Ig,..)

Ona;
S*S (Il,l‘g, ) = 5" (O,xl,l’g, ) = (1‘1,1’2, )

Alors;
S*S = 1.

Définition 2.19 Soit A € B(H), A est un opérateur unitaire si;
A"A=AA" = 1.

Définition 2.20 La condition plus faible A*A = I définit une isométrie. Lautre condition, AA* = I,
définit une co-isométrie. Ainsi, un opérateur unitaire est un opérateur linéaire borné qui est a la fois
une isométrie et une co-isométrie, ou, de maniere équivalente, une isométrie surjective.

Opérateur normal

Définition 2.21 On dit que A € B(H) est un opérateur normal si A commute avec son adjoint i.e.

A*A = AA*.

Proposition 2.3 Soit A € B(H), A est normal, si et seulement si :

|Az|| = ||A*z|| ; pour tout = € H.
Preuve.
Aestnormal & A*A— AA*=0
& ((A"A— AA")z,x) = 0; pour tout z € H
& (A*Ax,x) = (AA™z,x); pour toutx € H
& ||Az||* = ||A*z|; pour tout z € H.
|

Exemple 2.4 La multiplication A, par une fonction mesurable bornée ¢ est un opérateur normal
sur L*(]0,1]).
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En effet, on a: (A,f)(t) = f(t)e(t) ou; o € C(0,1]), f € L2([0, 1]).

(Tof,9) = (ft)e(t),g(t))

= (f(1),¢(t)g(t))
donc (T3g) = o(t)g(t), cest-a-dire 15 =Tg.
Doty T:T, = T, T:.

Lopérateur T est un hermitien (auto-adjoint) ; si la fonction ¢ est réelle.

2.2.1 Opérateur hyponormal

Définition 2.22 Un opérateur A € B(H) est hyponormal si : A*A > AA*; qui est équivalent a la

condition :

| A%z ||<|| Az || .Vz € H

Proposition 2.4 Soit A € B(H); alors A est un opérateur hyponormal si et seulement si; A*A +
2NAA* + N2 A*A > 0, pour tous A € R.

Preuve. Soient A € R et x € H, A est un opérateur hyponormal si et seulement si :
[ATz]| < ||Az|

= || Az|® + 21 ]| A%z |]> + N2 || Az|> > 0VA e R

= (Az, Ax) + 2\(A%z, A*x) + N (Azx, Ar) > 0VAER

= (A*Az,z) + 2MAA T, x) + N (AT Az, z) > 0VA ER

= ((A*A+ 22 AA* + N A*A)z,z) >0VAER

= ATA+2 AA+ NA'A>0VAER

Remarque 2.3 Si A € B (H) est hyponormal, alors (A — \I) est hyponormal pour chaque \ € C.

2.2.2 Opérateur normaloide

Définition 2.23 Un opérateur A € B(H) est normaloide si : 7(A) = || A||, ot 7(A) est le rayon
spectral de A; tel que :
r(A) = sup{|A| : A € 0(A)} = lim || A"
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Remarque 2.4 Tout opérateur hyponormal est normaloide.
Définition 2.24 Un opérateur A € B(H) est quasinilpotent si son spectre réduit a {0} est nul .
Définition 2.25 Un opérateur A € B(H) est M-hyponormal si : AM € R™;Vz € C;

(A—2D)(A—2D)* < M*(A - 2I)*(A— 2I)

2.2. Quelques classes d'opérateurs
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Théorie d’opérateurs paranormaux

Dans ce chapitre, nous étudions la classe des opérateurs paranormaux et leurs propriétés, Ista-
tescu a introduit cette classe en 1966 et 'a nomé par la classe (N), en 1967 Furuta a nomé cette
classe par la classe des opérateurs paranormaux.
La classe des opérateurs paranormaux contient les opérateurs normaux, hyponormaux et elle est
incluse dans la classe des opérateurs normaloides, donc les opérateurs paranormaux constituent
une classe plus large que les opérateurs hyponormaux et plus étroite que les opérateurs norma-
loides.
On va aussi étudié quelques classes d’opérateurs reliées a la classe des opérateurs paranormaux.
Définition 3.1 Un opérateur A € B(H) est dit paranormal si A vérifi la relation suivante :
| A%z > ||Az||?; pour chaque vecteur unitaire = dans H.
On dit aussi que A est paranormal si est vérifi la condition suivante :[19]
A A - 2kA*A + K> > 0;Vk € R.
On note la classe des opérateurs paranormaux par P (H).
Exemple 3.1 [3] Soit T : ¢*(N) — (*(N) défini par;
T (I‘l, T2, T3, > = (O, Ty, 2372, 3.733, )
olt D(T) = { (1,22, 3,...) € L2(N) : 52 Jiz;|* < oo} ;alors T est paranormal.

avec D(T*) = {z € 2(N) : 3, ||(i — 1) a]* < o0} .

18
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Exemple 3.2 Pour toute x = (x,) € D (T?); on a:

o0

D lizif
i=1
o

< > (i 1)ilw)

=1

IT ()|

o0 o0

DoV ifal) | D el =Y (i + V)i fi]) (Jail)

i=1 i=1 i=1

= |T?z||z]

IN

d’ott T est paranormal.

o0
n=—oo

Exemple 3.3 Soient {e,} -, une base orthonormal de H et {e,} C [1,2] satisfaisant a,, <

Qny1; VN € Z.

Soit A€ B(H):
Ae, = aneni1(n € Z)

S =(A*A— AA%)2.
A S e
Alors T = ( 0 0 ) sur H ¢ H satisfait :

TQ* T2 — (T* T) 2

d’ou T est paranormal.

3.1 Propriétés des opérateurs paranormaux

Proposition 3.1 [11] Si T est un opérateur paranormal et si « et [ sont des nombres complexes,

alors :

1. (T +p5I)eP(H).

2. T* € P (H).

3. Si T est inversible ; alors T~ 'est également paranormal .

Preuve. La preuve est un calcul simple qui dépend de : o (a1’ + (1) = ac(T)+peto(T*) = o(T)*.

Proposition 3.2 Tout opérateur hyponormal est paranormal.

3.1. Propriétés des opérateurs paranormaux
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Preuve. En effet; pour tout vecteur unitair x € H :
|Az||* = (Az, Az) = (A" Az, z) < || A" Az|| < ||A%]|
u

Corollaire 3.1 La classe des opérateurs paranormaux contient les classes des opérateurs auto ad-

joint, isométriques, co-isométriques, unitaires et normaux.

Preuve. Les classes des opérateurs auto adjoints, isométriques, co-isométriques, unitaires et nor-

maux sont des opérateurs hyponormaux, d’aprés la proposition précédente ils sont paranormaux
u

Proposition 3.3 Soit A € B(H). Si A est paranormal alors; A est normaloid.

Lemme 3.1 Soit A un opérateur paranormal, alors; pout tout v € Hona:

| 4% > [|A%]| lAz| ©
Preuve. Pour chaque vecteur unitaire x en H, tel que Ax # 0.

2

Ax Ax
AP = || Azl || A ' > ||A ‘A—
4%l = A A g | = 140 Ay
1A% _ || A%] (| Axl® _ o
el = TAag 1Al
u
Lemme 3.2 Soit A un opérateur paranormal, alors;
Al > || ¥ ]| 4% (Py)

Pour un entier positif £ > 1, et chaque vecteur unité = dans H.

Preuve. Demontrons par récurrence ; pour le cas k = 1
4% ]" = A% [|4%] > || A% | Ax|®

et (P;) est clair.
Maintenant supposons que (F) est valide pour k& et supposons que || Az|| # 0 alors;

Azr |2

| Az]|

Ak+1

|42 = | Ax?

3.1. Propriétés des opérateurs paranormaux
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r Ax
[| Az

Az
[ Az]]

2

A2

A%z

> [| Ak | 4%

par de Lemme (1) et (Fy) . Donc (Py1) est valid, et la preuve est complete. m

Théoreme 3.1 Si A est un opérateur paranormal, alors A™ est paranormal pour chaque entier
n > 1.

Preuve. on suppose que A et A* sont paranormaux et prouvons que A*lest paranormal.
supposons que : ||A%z|| # 0; alors;

A%z
| Az

2

g = |l | a2

A2x
| A2z ||
I Rl
[l A%]
A A%
- | A2z ||
par (Py.1) de Lemma(2.2). Donc Ay, est paranormal. m

> [lata]] | 2

= [|4*+ ]

Lemme 3.3 Le théoréme suivant est trés utile pour construire des exemples.

Théoreme 3.2 [11] Si A est un opérateur quelconque sur H, alors il existent un espace de Hilbert K
et un opérateur normal N sur K tels que T = A® N € B(H & K) est paranormal.

Preuve. Puisque W (A) est un ensemble compact de nombres complexes, il existent un espace de
Hilbert K et un opérateur normal N sur K tels que o(N) = W(A).
SoitT = A® N ; alors :

Pour z ¢ o(T") = W(A), il est bien connu que :

IR S s =

ou
R(A,2) = (A—2I)""

3.1. Propriétés des opérateurs paranormaux
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Puisque N est normal et z € p(N),

1

|R(N, 2)| = Ao ()

Par conséquent ;

1

|R(T, 2)|| = max {[[R(A, 2)||, [R(N, 2) ||} = (. o(T))

Ainsi T est paranoramal. m
Comme nous le verrons dans ce théoreme, la classe des opérateurs hypanormaux sur H est dis-

tincte, en général, de la classe d’opérateurs paranormaux.

Lemme 3.4 Soient T' € B(H) un opérateur paranormal et M un sous espace fermé de H, qui est

invariant par T,alors ;

T|p est aussi paranormal.

Théoreme 3.3 Soit T € B(H) un opérateur paranormal ; si o(T) = 0 sur le cercle unité, alors T est

un opérateur unitaire.

Théoreme 3.4 Il existe un opérateur paranormal inversible T' tel que ;[11]

1. T n’est pas hyponormal.
2. T? n’est pas paranormal.
3T >r(T)

4. T~ n’est pas paranormal.

Preuve. Soient A = et N un opérateur normal tel que; o(N) = W(A), etsoit T = A& N.

D’aprés le théoreme (2), T est paranormal.

On a; tout opérateur hyponormal est hyponormal sur un sous-espace invariant.

Par conséquent, puisque A n’est pas hyponormal, 7" n’est pas hyponormal aussi.

W (A) est le disque fermé de rayon 1 de centre z = 1, et W (A?) est le disque fermé de rayon 1 de
centre z = 1.

Par conséquent ;

0 € W(A2) C W(T?)et0 ¢ co(a(T)?) = coo(T?)

coo(T?) # W (T?) et donc T? n’est pas paranormal.

3.1. Propriétés des opérateurs paranormaux
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1
Soit z = [ v2 ] ,alors : ||z = 1, et || Az|| = Y22
) V2
Ensuite ;
V10 3
1T = |Az|| = —— > 5 =r(T)
2 2
Donc ||T'|| > r(T).
Si T-! est paranormal, alors ;
I = |RT,0)|| = s = #(T)
d(0,0(T1))

Contradiction. Par conséquent 7! n’est pas paranormal. m

Exemple 3.4 Exemple sur un opérateur non-hyponormal et paranormal :

1 0 2 1
Soient C' et D telles que; C' = , D= )
00 11

Soient T et T? les matrices infinis sous les formes suivantes ;

cCz: 0 0 0 0
0 C2 0 0 0
T = 0 0 Cz 0 0
0 0 0 Dz 0
0 0 0 0 D2
C 00 0 0 0
0 C 0 0 0
_— 00 C 10 1 0 0
0 0 0 D2C2 0 O
000 0 D O
0 0 0 0 D

telle que 0 représente la place des élements matrice ( 00 ) , il est claire que D — C' > 0, mais

D? — C? # 0; alors T est hyponormal mais 7% ne I'est pas, mais 7" est un paranormal.

3.1. Propriétés des opérateurs paranormaux
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Théoréeme 3.5 Soit A un opérateur paranormal; alors : coo(A) = W (A).

Théoreme 3.6 Tout opérateur paranormal quasinilpotent est nul.

3.2 Opérateurs *-paranormaux

La classe des opérateurs *paranormaux est une classe reliée a la classe des opérateurs paranor-
maux, mais il nexiste pas d’inclusion entre les deux classes, la classe des *paranormaux a été

introduite par M. Fujii, elle est une généralisation de la classe des opérateurs hyponormausx.

Définition 3.2 Soit A € B (H); A est un opérateur *paranormal si A vérifi la condition suivante :

|A*22|| > ||Az||* ; pour chaque vecteur unitaire x dans H.

Théoréeme 3.7 Un opérateur T € B(H) est *-paranormal si et seulement si T**T*+2k TT*+k* > 0
pour tout k € R.

Preuve. Pour tous x € H.

T**T% + 2kTT* + k> > 0; pour tous k € R.

& ((T™T* 4 2kTT* + k) (z) ,x) > 0; pour tout k € R.

& (TPT*(z),x) + 2k (TT*(z),x) + k* (z,z) > 0; pour tout k € R.
& (T*(x), T*(z)) + 2k (T (x), T*(x)) + k* (x,z) > 0; pour tout k € R
&

1T2(x)||* + 2k | T*(2)||* + &2 ||2?|| ; pour tout k € R.

Nous savons que par les propriétés élémentaires des formes quadratiques réelles, si a > 0, b et
c sont des nombres réels alors at® + bt + ¢ > 0, pour un reél quelconque t; si et seulement si :
b? — 4ac < 0.

par conséquent ;

T**T? £ 2kTT* +k* > 0; pour tout k € R.

s 4T (@) < 4| T%@)|" |=|*, pour toutz € H
& ||T*(@)|* < | T%@)||* |=||, pour tout = € H
&

T est *-paranormal.

Proposition 3.4 Soit T' un opérateur *-paranormal, si o(T) = {\}, alors T' = \.

3.2. Opérateurs *-paranormaux
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Preuve. Si A = 0, alors ||T|| = (T) =0, dou T = 0.
Si A # 0; alors ;T est unitaire de plus o(s7") = {1}; dou T = \. m

Lemme 3.5 Soit T un opérateur *-paranormal, si M est un sous espace fermé invariant pat T'; alors

T est *-paranormal.

Preuve. Soit P la projection orthogonal sur /. Du moment que 7P = PT'P,on a :

I(The)z|* = |PT* Pz = | PT"z|" <
ITel® < ||| lz]l = |(Tlar)*e|| l2]

Vo € M.Dou Ty, est *-paranormal. m

3.2.1 Quelques résultats

[12] Soit T' un opérateur *-paranormal.

1. Si A € 0,(T), alors A € o, (T™).

2.SiTx = Az, et Ty = py et A # pu, alors (z,y) = 0.

3.Si A € 04,(T), alors A € 0,,(T™).

5. Si T un opérateur *-paranormal, alors ker(7" — \) réduit 7.

6. Si T un opérateur *-paranormal, alors ker(7" — \) est un operateur normal.

Exemple 3.5 Soient {e,} -, une base orthonormée de H et T l'opérateur de décalage défini par :

Il est bien connu qu’un opérateur S est *-paranormal si et seulement si :
S**5% — 2SS + k* > 0;

pour tous k£ > 0 et S est paranormal si et seulement si :
S§**5% — 2k5*S + k > 0;

pour tous k£ > 0.
Nous montrons que 7" est *-paranormal mais pas paranormal.

Puisque ;

3.2. Opérateurs *-paranormaux
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TT* — 2kTT* + k?
= 2+K)e@d—-4k+k)® (16 — 2k + k*) @ (% (16—8k:+k2))

n=4
= 2+ k-2 {(k-1)°+15}a (%4(k—4)2> >0
pour tous k£ > 0, T est *-paranormal.
Cependant,
T*T? — 2kT*T + k?
= 2-4k+k)o(A-2k+k)® (% (16—8k+k2)>

n=3

= {(k—2)2—2}@{(k—1)2+3}@(%(k;—zlf) >0

n=3

pour tous k = 2, T' n’est pas paranormal.

3.3 Opérateurs k-paranormaux

La classe des opérateurs k-paranormaux a été introduite par Fujii-Izumino-Nakamoto [8] en 1994.

Définition 3.3 Soit ke N, un opérateur T est k-paranormal, si T satisfait :

|2 > |T2]"

pour tout x € H, k € N; avec ||z = 1.
Remarque 3.1 Pour k = 1, Uopérateur 1-paranormal et paranormal.
Proposition 3.5 Si T est paranormal alors T est k-paranormal Vk € N.

Proposition 3.6 [10] Tout opérateur k-paranormal est normaloide.

Preuve. [10]Soit 7" un opérateur k-paranormal non nul de B(H); alors on a :
|T2|**" < ||7"2| ||z||*; pour chaque x € H, pour un entier k > 1.
pout tout entier j > 1.On a :

HTjngk:Jrl < HTk‘-i-jH HT]‘_1||I€ ||93||k+1

3.3. Opérateurs k-paranormaux
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Pour chaque = € H,
ce qui implique
[z < T

Supposons ||T7|| = ||T||’ pour certains j > 1.

Puis, par I'inégalité ci-dessus;

[T =Pyt = ) <
I " < g ot
et donc;
||Tk+]|| — ||THk+J
Ainsi, par induction ; ||7"*7*|| = || T|"*?"; pour chaque j > 1.

Cela donne une sous suite {7} de {T"}, T™ = T1*% tel que :

o N
tn |77 = lim (7)™ = 7).

. 1
la suite {||T”H } est convergente et converge vers le rayon spectral de 7, et comme elle a une

sous suite qui converge vers ||T||, il s’ensuit que r (T") = ||T'|| , ce qui signifie que 7" est normaloid.

e
f<k>:(9’“;1)*“.

g L 9F+1 9F—1
2\9k -1 941

et f(k) augmente strictement pour k > 0.

Exemple 3.6 Soit

pour o, 3 > 0 et soit;

alors ;

Par A*B? AF + 2)\A?F 4 \* > 0, T =: T p est k-paranormal si et seulement si ;

0 < A*B?* Ak L o)X A% 4 )2
5077 (9% +1) 4 20a?* + A2 1ok (9F —1) p* 3.1)
%Oék (9k_1)5k %ﬁQk (9k+1)+2)\52k+)\2 -
= Xaﬂ,k: (32)

3.3. Opérateurs k-paranormaux
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pour tous réels \. Cela équivaut a;

1
ia% (9% +1) + 2o + A* > 0 pour tous réels A,

1
55214 (9% +1) +2A8% + A* > 0 pour tous réel A

et;
det (Xa,ﬁ,k) >0

Donc (3.3), (3.4) et (3.5) sont équivalents a;
a < f(k)

et;
B<f(k)
Alors on pronder0 < ky < ks et 0 < a < f (k1) < B < f (ko).

donc; T est ky-paranormal, mais T n’est pas k;-paranormal.

3.3)

(3.4

(3.5)

(3.6)

3.7)

Théoreme 3.8 [10] Soit T' € B (H) un opérateur k-paranormal inversible, pour un entier k > 1; si

son inverse est (k — 1)-paranormal ; alors T~ est k-paranormal.

Remarque 3.2 Soit T' € B (H) un opérateur k-paranormal inversible, pour un entier k > 1; alors

757 > |7

pour tout x € H, k € N; avec ||z = 1.

Théoreme 3.9 Soit T' € B (H) un opérateur k-paranormal, si T' double commute avec un opérateur

p-hyponormal S, alors T'S est k-paranormal pour k > 0.

Théoreme 3.10 Si T et T* sont k-paranormaux tels que ker(T') = ker(T™), alors T est normal.

Remarque 3.3 Furuta a prouvé que si T est paranormal, alors T™ est paranormal pour tout n € N,

mais la k-paranormalité de T n’implique pas la k-paranormalité de T" sauf pour le cas ou k = 1.

3.4 Opérateurs quasi-paranormaux

3.4.1 Opérateur quasi-paranormal
Définition 3.4 Un opérateur T est appelé quasi-paranormal si :

|72 (T)||? | T2 > | T (T)||; Pour tout x € H.

3.4. Opérateurs quasi-paranormaux
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3.4.2 Opérateur k-quasi-paranormal

Afin d’étendre la classe des opérateurs paranormaux, Mecheri [14] a introduit une nouvelle classe
d’opérateurs appelé opérateurs k-quasi-paranormaux.

Pour k£ = 1, 'opérateur 1—quasi-paranormal est un opérateur quasi- paranormal.

Définition 3.5 Soit k un entier positif. Un opérateur T est appelé k-quasi-paranormal ou opérateur
p(k) si;
|75 |* < 74| | 74|

pour tout x € H.

Il n’est pas difficile de vérifier que T est k-quasi-paranormal si et seulement si;
TH2TR2 _o\NTHTML L N2T*RT > 0 pour tout A > 0 (1)

Il est évident que tout opérateur paranormal est un opérateur k- paranormal.[13]

La classe des opérateurs k-quasi-paranormaux est également incluse dans la classe d’opérateurs
(k + 1) quasi-paranormaux.

En utilisant (1), il n’est pas difficile de montrer qu'un opérateur nilpotent d’index %k + 2 est un
opérateur p(k + 1) mais pas un p(k) opérateur; ainsi, la suite de classes d’opérateurs p(k) est
strictement croissante.

Limplication suivante nous donne des relations entre les classes d’opérateurs.

Hyponormal =- p-hyponormal =- paranormal = quasi-paranormal = k-quasi-paranormal =

(k + 1)-quasi-paranormal.

3.4.3 Opérateur k-quasi-*-paranormal

En 2012 B. P Duggal, I. H. Jeon et I. H. Kim ont introduit la classe k-quasi-*-paranormal qui est
une généralisation des classes hyponormaux, *-paranormal et k-* paranormaux, elle est définie

comme suit :
Définition 3.6 Pour un entier positif k, un opérateur T est dit k-quasi-*-paranormal si;
7422 [72] = [T+
Pour tout z € H.
Remarque 3.4 Tout opérateur k-quasi-*-paranormal est un opérateur normaloide. Il est claire que;

*paranormal = quasi*paranormal = normaloide

3.4. Opérateurs quasi-paranormaux
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et

quasi x paranormal = k — quasi*paranormal = (k + 1) — quasi*paranormal

3.5 Opérateur paranormal généralisé

En 1978, S. N. Rai a introduit une nouvelle classe d’opérateurs dite classe des opérateurs paranor-

maux généralisées qui contient la classe des M-hyponormaux et n’est pas en géneral inclu dans la

classe des normaloides.

Définition 3.7 Un opérateur T' € B (H) est appelé paranormal généralisé si pour chaque vecteur
unitaire x € H et M > 0, T satisfait :

||T2xH > ||Tx||

Théoreme 3.11 Un opérateur T' € B (H) est paranormal généralisé si et seulement si :

2\
T*T?% + MT*T + X1 >0; VAeR, M > 0.

Théoreme 3.12 [16] Soit T' un opérateur paranormal généralisé, alors :

|7°]| =

1 .
5 | 72| [|T%||, pour chaque vecteur unitaire = € H.

Preuve. Pour un vecteur unitaire x dans H, nous pouvons supposer 7z # 0. on a;

d’ou le théoréme. m

||

||

v

Vv

v

Tx
] e B ) et

| Tz | Tz||
1 T2z |7 1|72
T ) R e e

17|

1 HT%H 1 ” T2 H ||T37||
M Tl = | T

Théoreme 3.13 Soit T" un opérateur paranormal généralisé, alors :

(e

e

1
= Mf2k—1

pour un entier positif k > 1 et chaque vecteur unitaire x € H.

3.5. Opérateur paranormal généralisé
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Preuve. Pour le cas k = 1;

1 1
|72al* = T T2 > 57 1Tl 57 1T

1
[

Mettons G P, <= || T%z||* > b= || T*2 || | 22|
pour k = 1; GP; est vrai.
Supposons maintenant que (G F;) est valide pour tout k et ||T'z|| # 0, puis;

2

k+2 112 _ 2 |[hr1 1
|T*22||” = ||T=|*||T 7]
2 Lo N, T
SR e R THTwH‘
5 1 T2 ||| T3z
= W5 || |7
1 2 1 || T%]| || T
= v = LA I v e
1 1
> o [T o5 |72
|
> 742 (|72
c’est a dire; .
|72 ” > EES T4 || 72|

d’ou le théoréeme. =

Théoreme 3.14 Un opérateur T est paranormal généralisé si et seulement si :

2\
T*2T? + MT*T + 221 >0,

pour tous réels A, M > 0.
Preuve.
*2r12 2)\ * 2
1T + MT T+ NT>0

implique que;
2\
(T**T?* + 7T+ N1z, x) >0
o 2\
(T**T?x, ) + M(T*Tx, x) 4+ N (z,2) >0

3.5. Opérateur paranormal généralisé
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ou;
2\
(T%z, T%x) + =(Tx, Tx) + N (z,2) >0

ou; o)
|7%||* + 37 ITall + X2 =] > 0.

Par 'argument ci-dessus, cela ne se produira que si;

% |Ta|)? - 4||72||* <0

ou;
|Tx|® = M? || T2||* < 0
ou;
|Tz|? < M ||T2x||
ou;

1
||T2$H > i HTQ:H2

d’ou le théoréme. m

Exemple 3.7 Soient {e;},_, une base orthonormal d'un éspace de Hilbert H et T' lUopérateur de

décalage pondéré défini : Te; = es, Tey = 2e3, et Te; = e;,1 pour i > 3. D’ou;

T*61 = 0, T*GQ = €1, T*eg = 262 et T*Gi = €;—1 pOllT'Z. Z 4,

T est paranormal généralisé.

Proposition 3.7 Soit T' un opérateur paranormal généralisé, si T™ est compact ; alors T est compact.

3.5. Opérateur paranormal généralisé



Chapitre 3. Théorie d'opérateurs paranormaux

Conclusion

Cobjectif principal de ce travail est I’étude des proporiétés algébriques de la classe des opérateurs
paranormaux et sa relation avec les classes des opérateurs hyponormaux et d’autres classes non
normaux. Un opérateur paranormal est une généralisaion des opérateurs normaux, plus précisé-
ment, on trouve que cette classe contient les opérateurs hypornormaux et elle est incluse dans la

classe des opérateurs normaloide, c’est a dire :
normal C hypornormal C paranormal C normaloide.

Pour les classes des opérateurs reliées a la classe des opérateurs paranormaux (il se peut que ces

classes ne soient pas inclus dans P (H)), on a;
normal = hypornormal = paranormal = quasi — paranormal =

= k — quasi — paranormal.

Nous allons expliquer que ces relations d’inclusion sont propres et donc les opérateurs paranor-
maux constituent une nouvelle classe plus large que les opérateurs hyponormaux et plus étroite

que les opérateurs normaloids.

3.5. Opérateur paranormal généralisé
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