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Abstract

In this memory we study the validity of the comparison principle and the sub-supersolution
method for Kirchhoff type equations. We also use the method of sub-supersolution to show

the existence of weak positive solution of elliptic systems with Dirichlet-boundary condition.

Key words :
Kirchhoff type systems, positive solution, method of sub-supersolution, comparison prin-

ciple, non-local problems.




Résumé

Dans cette mémoire, nous étudions la validité du principe de comparaison et de la méthode de
sous et sur solutions pour les équations de type Kirchhoff. Nous utilisons également la
méthode de sous et sur solutions pour montrer ’existence d’une solution faible positive des

systémes elliptiques avec une condition aux limites de Dirichlet.

Mots clés :

E de type Kirchhoff, solution positive, méthode de sous et sur solution, principe de compa-

raison, problémes non locaux.



U ALl
(g S ¢ g5 el Jslall 5 due jal Jslall 48y 5l 5 A5 l8al) Tae daDla (a5 <3 S0all o3a b
ol adal 3 Ladaid Cageia ) s da s el il 858l Jall 45 jla Wiyl anding
Al e A pa bl aea s
- dalidal) Gl

e ekl (e fase ¢ Jiadll 5 Bl Jal) 48 ke ccan ge Ja cigdipS £ 5 e Y alaa
A

"



| Introduction Générale |

L’analyse fonctionnelle s’est développée pour résoudre divers problémes, le plus souvent re-
présentée par des équations différentielles ordinaires ou des équations aux dérivées partielles.
Plusieurs techniques ont été développées dans ce sens. Dans ce travail, on s’intéresse en particu-
lier & la méthode de sous et sur solutions. Cette derniére est utilisée pour la résolution des EDO
et EDP. Le principe de la méthode consiste a chercher une solution qui se situe entre la sous et
la sur solution sous certaines conditions.

Dans les derniéres années, beaucoup d’attention a été accordée aux problémes non locaux
puisqu’ils apparaissent dans des phénomeénes physiques comme la théorie de 1’élasticité non li-
néaire, la biologie, la diffusion de la chaleur,... . Parmi ce genre de problémes, on trouve les

problémes de type Kirchhoff , qui se connaissent par la présence du terme : M < / |Vu|2 dx) .
Q

En effet, 'opérateur de Kirchhoff M ( 1l \Vu\2 dx) Au apparait aussi dans 1’équation des
Q

vibrations non linéaires, a savoir,

)
utt—M(f\Vu\2dx) Au = f(xz,u) dans Q x (0,7),
Q

u=0sur 00 x (0,7), (1)

[ u(2,0) =uo (z), ue(z,0)=u(z).

cette équation initialement étudiée par Kirchhoff en 1883, représentant une extension de
I’équation de D’Alembert des ondes.

Dans ce travail nous étudions la validité du principe de comparaison et de la méthode de sous
et sur solutions pour les équations de type Kirchhoff, voir par exemple dans [9] (Théoréme 2.1),
(Théoréme 2.2) , et (Théoreme 2.4) .

De plus nous étudions un systéme elliptique non linéaire de type Kirchhoff avec des condi-




tions de Dirichlet homogene sur le bord, et notre approche est basée sur la méthode de sous
et sur solutions combiné avec le principe de comparaison voir [13]. Rafik Guefaifia et Salah

Boulaaras ont fait une étude un systéme parabolique de type Kirchhoff de la forme suivante :

% — A /|Vu|2d:13 Au= \a(z) f(v)h(u) dans Qr,
Q

% - B /|Vv]2 dr | Av =X f (2) g (u) T (v) dans Qr,
Q

u=v =0 sur 0f,

\

ou Q C RY (N > 3) étant un domaine borné avec une frontiére 92 réguliere, et A, B: RT — RT
sont des fonctions continues et décroissantes; Ai, Ao sont des parameétres positifs, et quand les
non-linéarités sont "sous-linéaire" a l'infini, (voir les conditios (H3) et (H4)). Les auteurs a
prouves que ce systéme admet une solution faible positive, selon les travaux des Giovany M.
Figueiredo, Antonio Suarez dans[9],et C.O. Alves, Corréa F.J.S.A dans [2].

Ce systéme est une extension des travaux de G. Afrouzi et N. T.Chung en 2016 (voir
[1]). et N. Azouz , A. Bensedik en 2012 (voir [3]).

Dans ce travail, nous faisons ¢ = 0, le systéme parabolique (2) est équivalent & un systéme
elliptique. La premiére valeur propre et la premiére fonction propre de 'opérateur Laplace joue
un role tres important dans l’existence d’une solution positive sous les conditions A\jaqg , A2f3,
sont larges.

Ce mémoire il se présente sous forme de trois chapitres.

Le premier chapitre un rappel qui comporte des définitions, des théorémes, des propositions
et des lemmes sur les espaces de Sobolev indispensables pour le reste de la mémoire.

Le deuxiéme chapitre contient des résultats de la validité du principe de comparaison et de
la méthode de sous et sur solutions pour les équations de type Kirchhoff.

Le troisieme chapitre contient des résultats d’existence de solutions faibles positives de cer-

taines classes de systémes elliptiques de type Kirchhoff avec l'opérateur Laplace, dans des




domaines bornés de RY, avec des conditions de Dirichlet homogéne sur le bord, et en utilisant

la méthode de sous et sur solutions.




Chapitre 1
Préliminaire

Dans ce chapitre, nous allons présenter un rappel sur les espaces fondamentaux en analyse
fonctionnelle, qui contient quelques notions essentielles qui concernent les espaces des fonctions
continues, les espaces L et les espaces de Sobolev ainsi que quelques inégalités utiles et quelques
concepts de principe de maximum. Enfin on va considérer une partie de définitions sur le probléme

de valeurs propres. Qu’ils sont nécessaires pour aborder la suite de ce mémoire.

1.1 Rappels d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Notations

On notera X = (z1, ..., 7y) les éléments d’un ouvert Q de RY tel que N € N. Soit u fonction

définie de () a valeurs dans R.

Définition 1.1 Dans un systéme de coordonnées cartésiennes, le gradient d’une fonction u(xy, ..., x,)

est le vecteur de composante g—z(i =1,2,...,N), c’est a dire les dérivées partielles de u par rapport

vu:<8u ou au):grad(u),

auxr coordonnées.

axl’(‘?@""’ax]\;
- n ou 2
|Vl —Z o

i=1



Chapitre 1. Préliminaire

Définition 1.2 Le laplacien est l'opérateur différentiel définie par ’application de ’opérateur

gradient suivie de [’application de [’opérateur divergence.

Au = V*u = div(grad u).

1.2 Les espaces des fonctions continues

On note C (X, K) 'espace des fonctions continues de X a valeurs dans K.

C (ﬁ) c’est I'espace des fonctions continues sur €.

C* (Q) Pespace des fonctions k fois continument différentiables sur Q ( avec k € N*).

C. (Q) I'espace des fonctions continues a support compact dans €.

C! (Q) lespace des fonctions de classe C''a support compact dans .

L’espace C§°est 'espace des fonctions indéfiniment différentiables inclus dans un ouvert €2 de
R™, & support compact et nulles sur 92, qu’on appelle espace des fonctions tests est noté D((2).

L’espace des distributions dans €2 est le dual topologique de D(f2), on le note D’(€2).

Espace hoélderienne

Soit f une fonction définie sur un intervalle 2 de R. On dit que f est a—holderienne avec

a dans ]0.1] sil existe une constante C,, telle que :

Vr,y € Q, [f(x) = f(y)l < Calr—y|”.

La continuité holdérienne d’une fonction dépend donc d'un a € ]0.1] :
1—Les applications 1-holdérienne sont les applications lipschitziennes.
2—Pour a € ]0.1] fix¢é, 'ensemble des fonctions réelles a—holderienne bornées sur X est un

espace vectoriel, couramment noté C%*(Q), particuliérement important en analyse fonctionnelle.




Chapitre 1. Préliminaire

Les espaces C%%(2)

Définition 1.3 Soit Q un ouvert de RN et a €]0,1]. C% est ’espace vectoriel des fonctions f :
Q) — C telle que :
f e L>() ie f est mesurable bornée sur €2, (1.1)

A0 >0 :Vr,y e, [f(z) = fy) < Clz —y|*. (1.2)
Sur cet espace on met la norme :

/@) = F)]

P (1.3)

/[l = sup | f(z)] + sup
€N Ty

Proposition 1.1 Tout élément f de C%%(2), 0 < a < 1 se prolonge en une fonction f:Q—cC
qui est borné et vérifié (1.2) pour x,y dans Q. En particulier C%*(Q) C C°(Q) muni de la norme
(1.3), C%*(Q2) est un espace de Banach .

i) Sia>a onaC%(Q) C C*'(Q) et Iinclusion est continue.

ii) Si Q est un ouvert borné et a > o, l'inclusion C%*(Q) C C%*'(Q) est compacte.

Les espaces C"%(Q)

Définition et propriétés Soit Q un ouvert de RN, k € N et a €]0,1]. On peut définir les

espaces C"%(Q)) par récurrence sur k, en posant pour k > 1

af
&ci

Fect(Q) o f--eCte(Q) ,i=1n

Il est équivalent de dire
feldh(Q) & feCi(Q) et d°f € COQ),V|6] <k,

on a noté ici

0

O = (5 = (G g

)7, 18 = By + o+ B,

10



Chapitre 1. Préliminaire

On muni C*%(€) de la norme

1flle = > 0%, -

181<k

ou ||.||,, est la norme C%* définie en (1.3), cette norme est équivalente a la norme

I1f

B () 5P
=3 10| ey + 3 Sup(a f(z)—0 f(y)"

|z —y|®
|Bl<k 8=k v y

On résume les principales propriétés des espaces C**(Q) comme suite :

a— Si f € C**(Q), les dérivées d’ordre au plus k se prolongent en des fonctions continues
bornées sur 2 qui vérifient des conditions de Hélder d’exposant a sur €.

b— C*2() est un espace de Banach.

c— Sik+a>k 4o, CP(Q) est contenu dans C¥*'(Q) et I'inclusion est continue.

d— Si Q est un ouvert borné et si k + a > k' + o/ 'injection de C**(Q) dans C**'(Q) est
compacte.

e— Si Q est un ouvert borné et si k+ o > k' + o/, ¢ > 0 il existe C'(¢) > 0 telle que

1l ar < €1 Fllq + CE) Nl gy« Vi € CH(Q).

f— C*2(Q) est une algébre multiplicative .Si u,v € C*%(Q) alors uv € C**(Q) et

[uvllp < Cllullq l0llgq-

Les espaces L”

Soit © un ouvert de RY muni de la mesure de Lebesgue dz. On désigne par L'(Q) Pespace

des fonctions intégrables sur €2 a valeurs dans R. On pose :

lull 2 = / ()] .

Q

11



Chapitre 1. Préliminaire

Définition 1.4 Soit p € [1,00[. On définit :
LP(Q) = {u: Q — R;u mesurable et/ lu(x) P de < oo },
Q

Uespace LP(SY) muni de la norme

1
p

lull, = / ()P dx
Q

Définition 1.5 On dit qu’une fonction u : 2 — R est essentiellement bornée s’il existe un réel

C >0 tel que |u(x)| < C p.p sur Q. On note

sup ess |u(x)| = inf({C > 0;|u(z)| < C p.p sur Q}).
Q

S

Définition 1.6 On appelle espace L>(2) lespace des fonctions essentiellement bornées sur €2,

on note

L>(Q) = {u: Q — R;u mesurable et 3C >0, |u(z)| < C p.p sur Q}
pour u € L>(§2), on note

[ull oo = supess |u(z)].
€N

1.3 Espaces de Sobolev
Soit u une fonction dans l'espace de Lebesgue L' (Q2).

Définition 1.7 On dit que v € L' (Q) est une dérivée faible de u si

/u(t)gp’(t)dt:—/v(t)cp(t)dt,chECcl(Q).

Q Q

12



Chapitre 1. Préliminaire

1.3.1 Espace de Sobolev en dimension un

Définition 1.8 Soit Q un ouvert de RY, soit p € R avec 1 < p < oo. On définit l’espace de
Sobolev WP (Q) par :

WP (Q) = due 1P (\T v e L7 (Q) tel que : / w(t) o (£ dt = — / v () o (£) dt, Vi € C2° ()
Q Q

Sip=2:
W2 (Q)=H"(Q).

Sur cet espace on met la norme

||u||W1<P(Q) = HUHLP(Q) + ||u,||LP(Q) :

Définition 1.9 Etant donnée 1 < p < co on désigne par Wol'p (), la fermeture de C} (Q) dans
WP (Q) et on écrit :
W,y? (Q) = CL(Q) dans WP (Q).

L’espace Wy ? () est muni de la norme induite par WP (Q) :

lullwer@) = Il oy + 14/l o) -

On note

Hy () = Wy (Q).

L’espace H} () est muni du produit scalaire induite par H' (2).

13



Chapitre 1. Préliminaire

Rappelons que :

(UaU)Hl(Q) = (Uav)m(g) + (Ul,U/>L2(Q) = / (uo +u'v') dt.
Q

La norme associée :

/
2 2
ey = [lelaey + 1 13ay] -

H' (Q) est un espace de Hilbert.

1.3.2 Espace de Sobolev en dimension N

Soit 2 C RY un ouvert et soit p € R avec 1 < p < o0.

Définition 1.10 L ’espace de Sobolev WP (Q) est définie par :

we LP(Q)\ F vy, vg,...,v, € LP(Q), tel que [u(t) %dt =—Ju(t)p(t)dt,
wir Q) = Q ‘ Q
Vo e C*(Q),Vi=1.N.

On pose
H"(Q) =W (Q).

Pour u € W' (2), on note 2% = v;, et nous écrivons :
1

ou Ou ou
Vu = gradu = (85617 0y 8:UN> )

L’espace WP (Q) est muni de la norme :

N
lullyrny = ll ooy + >

=1

ou
5’%

Lr(Q) ‘

Définition 1.11 Soient m > 2 un entier et soit p un réel avec :1 < p < oo. L’espace de

14



Chapitre 1. Préliminaire

Sobolev :

u € LP(Q),Va avec 1 < |a| <m,Jv € LP (), tel que

W= fu) Dogdt = (<1 o () (1) dt, v € 0 ()

On pose : D*u = v,. L’espace WP () muni de la norme :

HuHWm-P(Q): Z ||Dau||LP(Q)7

0<|a|<m

est un espace de Banach ,on pose

H™(Q) = W™2(Q).

H™ (Q) muni du produit scalaire

est un espace de Hilbert.

1.3.3 Quelques inégalités utiles

Lemme 1.1 (Ezxposant critique de Sobolev).Soient N € N, 1 < p < oo tels que :

N Np
Proposition 1.2 (Inégalité de Young) Soient 1 < p,q < oo tels que :

1 1
S+ =1
P q

15



Chapitre 1. Préliminaire

Alors
aP a

b
ab < — + —, (Va,b>0).
p q

Proposition 1.3 (Inégalité¢ de Hélder) Soit Q C RY, supposons que 1 < p,q < oo tels que :

Si felP(Q) etge L1(Q), alors f.g € L' et

-9l e < M1 F 1o 191l o -

Lemme 1.2 (Formule de Green) Pour tousu € H*(Q) et v e H* (Q)on a

/Auvda: = — /Vquda: +/ ?vda,
Q Q o) 1
ou

ot 5+ est la dérivée normale de u en un point de Of).

Proposition 1.4 (Inégalité de Poincarée) On suppose que §) est un ouvert borné de R alors

il existe une constante C' (dépendant de ) et p) telle que :
lull prioy < ClIVUll ey Vu€ W™ (Q), 1<p<oo,

en particulier lexpression ||Vul| p est une norme sur Wy (Q) qui est équivalente & la norme

||U||W1~,p(Q)'

Corollaire 1.1 (Injection de Sobolev) Il existe une constante C' dépandant de || < oo tel que :
ull oy < Cllullprnggy, Yu€WH(Q), ¥ 1<p<oo.

Théoréme 1.1 (Théoréme de l’injection de Sobolev) Soit Q un domaine borné de RY etp > 1.

* 9o . . 1p .
(i) Sip < N, alors pour tout q € [1,p*), lUinjection de Wy*(§2) dans L7 (2)

Vinjection de WyP(Q) dans LP" (Q) est continue ot ]% = %

D =

16



Chapitre 1. Préliminaire

(i1) Si p = N, alors pour tout q < co, Uinjection de Wy ™ (Q) dans L (Q) est compacte.

(1ii) Sip> N, et 0 < o <1 — £ alors l'injection de Wol’N(Q) dans C%* (ﬁ) est compacte.

P
N>

1.4 Principe du maximum

Théoréme 1.2 Soient Q C RY un domaine borné de classe C' et u € H* (Q) telle que :

—Au > 0 dans ),

w > 0 sur 0f).
Alors, u >0 dans Q, et s’il existe 19 € Q tel que u (x9) > 0 alors u > 0 dans €.

Théoréme 1.3 (Schauder) Soit f € C* (ﬁ) et k un constant réel non négatif. Alors le pro-

bléme :
—Au+ ku = f dans €,

u =0 sur 02,

admet une unique solution u € C** (ﬁ) )

Théoréme 1.4 (Estimation de Schauder) Soit f € C*(Q) et u € C*>*(Q) la solution du

probléme précédent. Alors il existe une constante C > 0 tel que

[ullcz.a(@) < Cllfllca(m) -

1.4.1 Principe de maximum de Hoppf

Définition 1.12 Soit u = u(x),x = (x4, ..., x,) une fonction C? qui satisfait l'inégalité différen-

tielle suivante :

0%u ou
Lu=Ya;(z) 5wr, + Db il

i %
dans un ouvert Q,ot la matrice symétrique a;; = a;j (x) est localement uniformément définie
positive dans §) et les coefficients a;j, b; = b; (x) sont localement bornés.Si u atteint son maximum

M dans §2, alors u = M.

17



Chapitre 1. Préliminaire

1.5 Probléme de valeurs propres
1.5.1 Valeurs propres et fonctions propres du Laplacien
Soit 2 C RY un ouvert borné. Considérons le probléme suivant :

—Au = Mu dans (2,
u = 0 sur 0f).

(1.4)

e Les valeurs propres de (—A, H} (2)) sont réelles.

e Ces valeurs propres constituent une suite croissante,
O<)\1§)\2§...,

et

A — 00, k — +o0.

o 1l existe une base orthonormée {1, },°5 de L? () , avec ¢, € H{ () est une fonction propre
associée a \j i.e

—At, = A\, dans .

18



Chapitre 2

Validité du principe de comparaison et
méthode de sous et sur solutions dans

les équations de type Kirchhoft

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la validité du principe de comparaison et de la méthode de
sous et sur solutions pour les équations de type Kirchhoff. Nous montrons que ces principes
ne pas valide lorsque le terme de Kirchhoff est une fonction croissante, nous donnons une
méthode alternative des sous et sur solutions et 'appliquons & certains modéles. De nombreux
auteurs évoquent les équations de type Kirchhoff elliptiques non linéaires, voir par exemple

[10], [11], [16]. On considére 1’équation de la forme générale suivante :

-M (Hqu) Au = f(x,u) dans ,
u = 0 sur 0f),

ot Q C RY (N > 1) étant un domaine borné avec une frontiére 9 réguliére,

Jull? := / IVl dr,
Q

19



Chapitre 2. Validité du principe de comparaison et méthode de sous et sur
solutions dans les équations de type Kirchhoff

et M une fonction continue vérifie

M:Rt — R,
(Mo)
et Imgy > 0 tel que : M (t) > mg > 0,Vt € [0, +00) .

Et feC (ﬁ X R) . Le probléme (2.1) modélise de petites vibrations verticales d’une corde
élastique a extrémités fixes lorsque la densité du matériau est homogéne et qu’il existe une
force externe, (voir [15] pour une explication du modele). Pour étudier ce probléme on utilise,

principalement des méthodes variationnelles ou la méthode de sous et sur solutions.

2.2 Définitions et notations

Commengons par introduire la définition d’une sous et sur solution faible du probléme (2.1).

Définition 2.1 Soit u € Hj (Q),u est dite une solution faible de (2.1) si elle satisfait

M ]Vu]Q dx VuVodr = | f(z,u)¢dr, dans (2.2)
[reere) feven=]

Q

pour tout ¢ € Hy ().

Définition 2.2 Une paire de fonctions non négatives (u,u) dans Hg () sont appelées sous so-

lution faible et sur solution faible de (2.1) si elles satisfont u =1 = 0 sur 092 et

M(/Q|Vg|2dx>/QVgV¢dx < /Qf(m,g)gbdx, dans Q,

M(/Qywﬁdx)/ﬂvawdx > /Qf(x,ﬂ)¢da:, dans Q

pour tout ¢ € Hy (§2).

20



Chapitre 2. Validité du principe de comparaison et méthode de sous et sur
solutions dans les équations de type Kirchhoff

Lemme 2.1 Si H est monotone avec H (R) = R alors pour tout f € L?(Q) il existe une unique

solution u € H} (Q) au probléme M —non-linéaire
-M (||u||2) Au = f(x) dans Q et u =0 sur . (2.3)

Preuve Considérons B = {¢;, @y, ...., P, ...} la base orthonormée de H] (2) comprenant les

fonctions propres ¢, associ¢es a les valeurs propres \; du probléme de Dirichlet linéaire

¢; = 0 sur 09,

avec :

1
losll =2 et fesl; = 5

ot nous désignons par ||ul| et |ul, avec p > 1, la norme euclidienne de fonction u dans Hg () et
LP respectivement.

Pour tout u € Hj (2), il existe {a;} C R tel que :
u = Zaj¢j et Za? < 00, (2.4)
j=1 j=1
il existe aussi {f;} C R tel que
F=> fid;et ZA—Q < 0, (2.5)
j=1 j=1"%

dans ce qui suit nous chercherons a; de telle maniére que u donné en (2.4) serait la solution que
nous recherchons. Pour cela supposons que (2.3) posséde une solution u € H} (2) comme dans

(2.4) .Donc de (2.2),(2.4) et (2.5) on a

M (gﬁ) a; = i—i (2.6)

21



Chapitre 2. Validité du principe de comparaison et méthode de sous et sur
solutions dans les équations de type Kirchhoff

En vue de 'hypothese (Mj) nous avons f; = 0 si et seulement si a; = 0. Soit jy est le premier
indice pour lequel f; # 0 ( ou, équivalent a; # 0 ). Ici, nous devons souligner que v = 0 si et
seulement si f = 0. Nous recherchons donc des solutions non triviales. Notez que pour tous les

indices k avec a; # 0 nous avons l'identité suivante

ajo)‘jofk
ap = ———— 2.7
C T (2.7)

De (2.6) et (2.7) nous obtenons

Soit

90 k=jo+1"k
alors, nous pouvons écrire (2.8) sous la forme :

M ((mjo)Q) Vi, — ﬁf_ (2.9)

Par conséquent, t = \/Xajo est la solution unique de I’équation

M ()t = Vadi,

/\jo
Nous noterons par H : R — R la fonction continue et croissante H (t) = M (t?)t. A cause des
hypotheses sur la fonction H. Une fois que nous avons trouvé a,,,nous pouvons utiliser (2.7) pour
déterminer ay pout tout k > jo. Par conséquent, on peut conclure que v donnée par (2.4) et avec

{a;} C R vérifient (2.7) et (2.9) est la solution unique de (2.3). =

En général. Il y a essentiellement trois résultats concernant les résultats de comparaison et
de la méthode de sous et sur solutions liés a (2.1). Voir [9] (Théorémes 2.1 et 2.2), le résultat

suivant :

22



Chapitre 2. Validité du principe de comparaison et méthode de sous et sur
solutions dans les équations de type Kirchhoff

Théoréme 2.1 [9] Supposons que :
(My) M est non-croissante dans [0, +00) .
On définit la fonction :
H(t) =M (t*)t,vt € R. (H)

alors la fonction H est croissante tel que H (R) = R. Alors :

a) S’il existe deuz fonctions non négatives u,u € C? (ﬁ) tel que u =u =0 sur 0N et
u< —-M (||ﬂ||2) AT dans Q. (2.10)

alors (principe de comparaison)

w <77 sur ).

b) Si
(f1) f est croissante pour la variable u pour tout x € Q) fizé.

Et il existe deux fonctions régulieres 0 < u < u dans 2. u =u = 0 sur 02 satisfont
—M (HﬂH2) Au > f(z,u), —-—M (HQHQ) Au < f(z,u), dans Q. (2.11)

Alors d’aprés la méthode de sous et sur solutions il existe une solution u de (2.1) tel queu < u < 7T

dans §) .

Preuve a) On reprend 'idée dans [2]. Multiplions les deux membres de (2.10) par @ et u et

intégrons, on obtient :

M(Jlul®) (@, u) < M (|[a]*) Izl

et
M (Jlal®) flal® < M (Jfll*) (@, w) -

D’apres ces inégalités on obtient

M (Jlul|*) llull”

V() < (W) < M (2.12)
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ce qui implique

M (|[ul®) flall < M(|[@)*) Il -

Puisque la fonction H est croissante

H(|lull) < H(|[@l]),

on obtient

] < [z

et donc de (M)
M (|[ull®) > M(|[a]*), (2.13)

car la fonction M est non-croissante.

D’autre part, par application du principe de maximum au probléme (2.2) nous obtenons

M([lef*)u < M(|[al*)a,

alors cette derniére inégalité et (2.13) nous pouvons conclure que u < u dans €.

b) La preuve de cette partie utilise des arguments similaires & ceux du cas M = 1 (voir par
exemple [14] ), car ici nous avons aussi & notre disposition un principe de comparaison. Puisque
la sous solution u € C? (Q) on a f (z,u) € L? (Q).

Considérons le probléme M —linéaire suivant :
-M (||U||2) Av = f(z,u) dans €, et v =0 sur 0f). (2.14)
Il suit de Lemme (2.1) qu’il existe une unique solution u; € H} () de (2.14) . En plus

M (Jler|[2) Ay > M (||u]®) Au dans 0,
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qui donne par principe de comparaison u; > u > 0 dans €.

On a aussi

—M (JJua||?) Auy < =M (||u)|*) Au dans 9,

et en utilisant & nouveau le principe de comparaison, on obtient u; < u dans €2 donc

0<u<u §ﬂdans§,
de méme on obtient v; € H} tel que :
-M (HleZ) Avy; = f(z,u) dans Q, v; = 0 sur 052,

et qui satisfait :

0<u<u <wv <7 dans Q.

Répete cet argument, on trouve deux suites {u,} et {v,} satisfont

0<u=wug<u <..<u, <v, <..<wv <u=1ydans (,

-M (HunH2) Au, = f(x,u,—1) dans Q, u, =0 sur 99

et
—M (anHQ) Av, = f (z,v,-1) dans Q, v, =0 sur 0.

Maintenant, nous allons montrer que la suite {u,} converge vers une solution u de (2.1).

En multipliant les deux cotés de (2.17) par u, et intégrant sur €2, on obtient :
M (o) = [ £ 1)
Q

ce qui implique

M ((fua ) fual] < e

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)
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Puisque H est croissante avec H (R) = R, nous avons conclu de cette derniére inégalité que {u,,}
est borné.

Si u est la limite faible de {u, } dans H} (€2) , on a par le théoréme d’injection de Sobolev u,, — u
dans L? (Q) pour p € [1,2*). SiN >3 oup € [1,00) si N = 1,2.Avec 2* = ]\?—JXQ est Iexposant
critique de Sobolev.

Remarquons qu'il existe k; > 0 tel que |u,| < k1, Vn € N, on a u,, € W7 (Q) avec p > N et

par conséquent {u,} C C1 (ﬁ) avec :
[tnll;, < k2 pour certains kg > 0.

Par conséquent, en utilisant ’estimation de Schauder, nous obtenons donc

uanl[* = [l
et par la continuité de la fonction M

M (llunl®) = M (Jlul®) - (2.20)

De plus, pour tout v € H} (2), on a

(U, v) — (u,v) (2.21)
et

/ F(z,u) vdz — / f (z, 1) vda. (2.22)
Q

Q

De (2.20) & (2.22)

-M /]Vu|2d:c /Vqudx = /f (z,u)vdx Vv € Hy (),
Q 0

Q
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c’est

—-M /]Vu|2 dr | Au= f(x,u) dans Q, u =0 sur 0,
0

-M (Hu\|2) Au = f(x,u) dans 2, u =0 sur 01,

avec

0§g§u§ﬂdansﬁ,

De la méme maniére, on trouve v comme limite de la suite {v,} donc

-M /|Vv|2dx Av = f(x,v) , dans Q, v =0 sur 00
Q

avec

et la preuve est terminée. m

Théoréme 2.2 [9] Supposons que, (Mz) M est croissante.
Alors le principe de comparaison est valable. De plus, si f satisfait (f1), la méthode de sous et

sur solutions valable ausst.

Lemme 2.2 [9] Supposons que M satisfait (H) et soit u; € Hy (Q), 1 = 1,2, sont des fonctions
telles que :

-M (Hqu2) Au; = f; € Ry,

et f1 < fo.Alors uy < ug dans Q.

Preuve Définir e comme la solution positive unique de [’équation :

—Ae =1 dans €2,
(2.23)
e=0 surdfd.
Observons que
M (||Uz||2) u; = fie, (2.24)
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alors u; < uy st et seulement st

S f2
< (2.25)
M (J[ul*) — M ([fuz]l®)
observez que, d’aprés (2.24)
2
f- M (Jfill”) ]
el
et alors (2.25) est équivalente &
Jur || < el - (2.26)

Puisque

M (lluill) il = fillell

et en raison de (H), alors (2.26) est vrai. m

2.3 Reésultats principales

Théoréme 2.3 [9] Supposons (My) et (Ms) : G(t) := M(t)t est inversible et noté par R(t) :=
GL(t).

On définit maintenant [’opérateur non-local

L(w):=R /f(:v,w)w dx

Q

S’il existe u,u € HY(Q) N L>®(Q) tel que u < u dans Q, u < 0 < 7w sur I satisfont
—M(L(w)) Au = f(z, 1), =M (L(w)) Au < f(r,u), Yw e [u,T], (2.27)

alors il existe une solution u de (2,1) tel que u < u < dans Q.
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Preuve Observons que si M est non-croissante et H est croissante alors GG est croissante. En

effet, utilisant que M’ < 0 nous obtenons
G'(t)= M'(t)t + M(t) > 2tM'(t) + M(t) = H'(tl/z) >0, t>0,

et ensuite, w — L(w) est croissante car f est aussi croissante.

Considérons maintenant que u est une sous solution et u est une sur solution au sens du théoréme
(2.1). Nous allons montrer qu'il est aussi une sous et sur solution au sens du théoréme (2.3).
Nous montrons ce fait pour u ; pour @ nous pouvons appliquer un raisonnement analogue. Puisque
f est croissante et 0 < u < w. D’abord, nous allons transformer I’équation (2.1) en une autre

équation elliptique non-locale. En effet, multipliant ’équation par u et intégrant, on a

— M ([|u]?) éAu udr = gf(x,u)uda: = M(]\u\|2)£]Vu|2 dv = éf(x,u)u dx

= M (Jul®) |lu]’ = El;f(x,U)u d.

Par (M), G est inversible, et donc

Jul? = R /f<as,u>ud:c — L(u),

Q

alors ’équation est équivalent a

_ _f=w
—Au = AZ () dans €2,

u = 0 sur 0f).

Maintenant, on va voir la sous solution.
Multiplions la lére partie de 1’équation (2.11) par la fonction u € Hj () et intégrant sur © on

obtient :

M (Jl®) flul® < /f(fﬂ,u)@dx < /f(m,w)wdﬂﬁ ,Vw € [u, ],
Q Q

29



Chapitre 2. Validité du principe de comparaison et méthode de sous et sur
solutions dans les équations de type Kirchhoff

et on a

lul* < L(w) = M(|[u|®) > M(L(w)),Yw € [u,],
car M est non-croissante, alors

flo,w) _ flzw)
M(|lul?) — M(L(w))

, Yw € [u,1], (2.28)

et on a

(2.29)

D’apreés (2.28) et (2.29)

Maintenant, on va voir la sur solution.

—M (|[al*) Au > f(z,7).

Multiplions la 2¢me partie de 1’équation (2.11) par la fonction u € H} () et intégrant on obtient
M () el = [ fommdo> [ gt wpw ds
0 Q

et on a
7> w, Yu € [ua = |al]’ > L(w)

= M(|[all*) < M(L(w)),

car M est non-croissante

(2.30)
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et on a

—M(|[al*)Au > f(x,u),
_Am > B (2.31)
u

d’apres (2.30) et (2.31)

Alors, (u, ) satisfait les hypotheses du théoréme (2.3) et nous pouvons conclure 'existence d’une

solution w de (2.1) et u € [u,u]. m

2.4 Applications

Dans cette section nous appliquons nos résultas sur certains modéles. Nous supposons que M
satisfait seulement (Ms). Noté par A; > 0 la premiére valeur propre du Laplacien et ¢, > 0 la

fonction propre qui lui est associée avec |||, = 1.

Exemple 2.1 On considére ’équation

—M (J|u?|]) Au = \u? dans €,
u =0 sur 0f2,

(2.32)

ou A € R et 0 < g < 1. Nous allons montrer que (2.32) posséde une solution positive si selement
si A > 0. D’aprés le principe de maximum, si A < 0 le probléme (2.32) n’a pas de solution positive.
Supposons A > 0 et prenez comme sous et sur solutions u = cp; et u = Ke comme sur solution

avec ¢, K > 0 étre choisi. Alors u est sur solution si

1
K" > —Xle||?
> el
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ot K est fizé. u est sous solution si

A
M (L (w))e™1< o Vw € [u, ]
1
En effet, on a le principe de maximum
inf {f} <u <sup{f},

donc

inf { !} <u <sup{Iuf}.

Supposons que u est positive

- SiA<0:

le probléme (2.32) n’admet pas aucune solution positive. Donc contraduction.
St A>0:

Cas 1: on prend la sur solution u = Ke avec K > 0 , alors on a d’aprés (H)
-M (HEH2) Au > f(z,u), dans,

et d’aprés (My)
dmo > 0 tel que M (t) > my, YVt € [0,400) .

Donc

—M (|[a)*) Au > A\a? = —moAKe > —M (| Ke||*) AKe > A\(Ke)?

= —mpAKe > ANK%4

— —moKAe > NK%e!

— —moK171Ae > et
. 1

= — K" 797Ae > —)\el.
mo

Définir e comme la solution positive unique de I’équation (2.23).

(2.33)
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Alors (2.33) devient

K1-a > i)\eq’
mo

et comme

1 1
lef|%0 > ef = K7 > —Xe||? > — et
myo mo

Alors u est sur solution du probléeme (2.32) .

Cas 2 : on prend maintenant la sous solution u = ep, comme M satisfait (Ms) , alors

—M (L(w)) Au < f(z,u), Vw € [u,7]
= —M (L (w)) Aep, < X!, Yw € [u,T]
= M (L (w)) el < Xelpd,  Yw € [u, ]

= M (L (w))ep, < 5re%f, Yw € [u,7]

— M (L(w)e™? < =o' Y e[y, (2.34)

on a

—1 —1
01 < leillpe = 1= |losllfee < 0] = 1.

Alors (2.34) devient
M (L (w))e'™? < %, Vw € [u, ] .
1

Donc d’apres le théoréme (2.3) il existe une solution u de (2.32) telle que u < u < dans €.

Exemple 2.2 Considérons l’équation classique concave-convexe

-M (||u||2) Au = u? 4+ uP dans €,
u =0 sur o,

(2.35)

ot A €ER et 0 < q<1<p, nous supposons que M satisfait seulement (Ms). Nous montrons qu’il

existe au moins une solution positive pour X petit et positif. Nous pouvons montrer que u = Ke
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est sur solution de (2.35) si
moK' 1> Ael|d, + K77 le]|7
et il existe Ao > 0 tel que, pour \ € (0, \) , il eziste Ky tel que w = Kye est sur solution.

= —M (|u|*) Au > \u? + 7

= -M (||Ke||2) AKe > )\ (Ke)! + (Ke)”
= —M (K?|le|*) KAe > \K%e? + KPeP
= M (K?|e|?) K > AK%e? + KPeP

= M (K?|e|?) K179 > Ne? + KP~9eP.

Nous avons

M (K*|le]?) >mo et ||l > e, (2.36)

et st

moK' 1 > Alef[ 7o + K7 [le]|f
= M (K?|le|?) K*9 > moK'™7 > A|e)|i + KP7 |l > e + KP~9eP
= M (K?|le|?) K'9 > Xe? + KP~9¢?,

alors w est sur solution. Nous pouvons montrer que u = ey, est une sous solution de (2.35) si
M (L (w))e' ™I\ < X+ P90,
En appliquer le théoréme (2.3) ,on a

_M (L (w) Au < Mt + uP

= —M (L (w)) Aepy < A(epy)? + (ep)”
= —M (L (w))elp; < Xl + ePl
< M (L (w)) ey < Aelpl + Pyl
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Nous avons

0S¢ <l= ¢ <¢f, car 0<g<l,

et st

M (L (w))e' ™\ < A+ eP 971 (2.37)
Multipliant par e9¢{ , donc (2.36) devient
M (L (w)) edp] < Aetf + ePgy

= M (L (w)) edipy < M (L (w)) edagp] < Aeip] + Pk,

u est sous solution de (2.35). Alors d’apreés le théoréme (2.3) il existe une solution u de (2.35)

telle que u < u < dans €.



Chapitre 3

Existence de solutions positives pour
une classe de systémes de type
Kirchhoff avec le co6té droit défini
comme une multiplication de deux

fonctions distinctes

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse a l'existence de solution faible positive du probléme suivant :

(A (J, Vul? dz) Au= Ma(z) f (v) h(u) dans €,

=B ([o|Vof* dz) Av =238 () g (u) 7 (v) dans €, (3.1)

\ u=v=0, sur 09,

o 2 C RY (N > 3) est un domaine borné réguliére de frontiere 99 de classe C%, A, B :
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R* — R™ sont des fonctions cotinues, o, 3 € C (ﬁ) , et A1, Ay sont des parameétres non négatifs.

Dans les derniéres années, les problémes impliquant des opérateurs de type Kirchhoff ont
été étudiés dans de nombreux articles, on se réfere a ([2],[4],[5],[6],[10],[15]) dans lequel les
auteurs ont utilisé différentes méthodes pour obtenir ’existence de solutions pour les équations
de type Kirchhoff. Notre chapitre est motivé par les résultats récents en ([14]).

La technique employé dans ce chapitre est la méthode de sous et sur solutions.

3.2 Définitions et notations

Commengons par introduire la défnition d’une solution faible du probléme (3.1).

Définition 3.1 Soit (u,v) € (Hy (Q) x H} (), (u,v) est dite une solution faible de (3.1) si elle

satisfait

A V| dz VuVeder = A\ [ a(z) f(v)h(u)dde dans 2,
[rte) [re =

B(/Q\Vv\2dx) /wwdx = )\Q/B(x)g(u)T(v)wd:r; dans Q

Q

pour tout (6,v) € (H} () x H} (2)).
De méme on définit la sous solution et la sur solution faible du probléme (3.1).

Définition 3.2 Paires de fonctions non négatives (u,v), (u,v) dans (H} () x Hj (Q)) sont

appelées sous et sur solutions faibles du probléme (3.1) si

(w, ) = (u,v) = (0,0) sur 99,

A \Vu|® d VuVodr < X\ [ a(x) f(v) h(u)pdx dans €,
e s

Q Q

B [ |Volrda | [VuVide < X [ B(2)g(w) T (v)¢de dans Q
| o\t [reess)
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et

¢

A \Va|* dz VuVedr > N\ [ a(z) f (D) h (1) ¢dx dans 2,
frewa) frmnn

Q Q

B [ Vo[ ds | [ VoVede > Ny [ B(z) g (@) 7 (T) Ydx dans Q
[rtes) frressez]

\ Q

pour tous (¢,) € (HJ (Q) x Hy (Q)).

Lemme 3.1 [2] Supposons que M : RT — RT est une fonction continue et non croissante
satisfait
lim M (t) = my, (3.2)

t—0t

ol mq est une constante positive, et nous noterons par H : R — R la fonction continue donnée
par

H(t)=M(*)t,VteR

alors la fonction H est croissante sur R. Supposons que u,u sont deuz fonctions non négatives

telles que

-M /[Vﬂ]zdaz Au>—-M /|Vg[2 dx | Au dans ,
Q Q

uw=wu=0 sur 0f2,

alors

Lemme 3.2 [2] Soit w la solution de probléeme Aw = g dans Q. Si g € C' (), alorsw € CH (Q)

pour toute a € (0,1). En particulier, w est continue dans ).

Supposons les hypothéses suivants :
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(H1) A,B : Rt — RT satisfont aux mémes conditions que M dans le Lemme (3.1), et il

existe a;,b; > 0,1 = 1,2, tel que

a1 < A(t) <as, b < B(t) <by pour tout t € RY.

(H2) a,f € C () et
a(x)>ay>0, fB(x)>F,>0

pour tout x € €.

(H3) f,g,h et T sont des fonctions croissantes et continues sur (0, c0) tel que :

lim f(t) = 4o0, tliin g(t) = +o0, lim h(t) =+oco= lim 7(t) = +oc.

t——+o0 t——+o00 t——+00

(H4) v > 0 tel que

o ROSEG@OY T

Jin n Jm = =0 pour tout k > 0.

3.3 Reésultat principale

Théoréme 3.1 [13] Supposons que les conditions (H1) — (H4) sont vérifiées. Alors le systéme

(3.1) admet une solution faible positive pour My et A3, larges.

Preuve Soit o est la premiére valeur propre de —A avec conditions aux limites Dirichlet et
¢, la fonction propre positive correspondante avec ||, || = 1. Soit mg, § > 0 tel que |V, |*—o > >

mo sur Q5 = {x € Q:d(z,00) < 6}. Pour chaque \jaq et \of3, larges, on définit :

A1 2 A2 2
= t pum
U ( 2, ) o1 et v 2, o
ol ay, by donné par la condition (H1). Nous vérifierons que (u, v) est une sous solution du probléme

(3.1) pour A\jag et Ao 3, assez grands. En effet, soit ¢ € H} () avec ¢ > 0 dans Q. Par (H1)—(H3)
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un calcul simple montre que

A / \Vul® d / Vu.Vodz

Q Qs

— A /\V@\de )\lao/d)lVd)l.V(bdx
1

a
Q Qs
. A1ayg 2 2
= Sal [ [vafdr V6,V (¢1.0)do — | |V, | dda
Q Qs Qs
Ao
= 20| [ivalar ) [ (o0t~ 190, od.
Q Qs

Sur Q, nous avons |V, |* — 0¢? > myg. Alors 0¢? — |V, |> < 0. Donc

A /|Vg|2dx /Vg.ngdm <0.
Q

Qs

Dapres (H3) pour Ajag et A\yf3, assez grands, on obtient f (v) h(u) > 0. Alors

A / \Vu|? da / Vu.Vodz

Q Qs
< fa) £0) b oo (3.4

Ensuite, sur 2\Qs, nous avons ¢, > r pour certains r > 0, et donc par les conditions (H1) — (H3)

et la définition de u et v, il s’ensuit que
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n [ a@) 1@ b sde > 2202 [ ods (3.5)
1
Q\Q; Q\Q
> A;O‘OA / IVu|? dz / oéda
' Q O\Qs
> My / Valde | [ (o6~ Vo) oda
Q\Qs
= /|Vu| dx /Vu Vodx
O\

pour A\ > 0 assez grand.

Les relations (3.4) et (3.5) impliquent que :

/ \Vu|® d / Vu.Vod (3.6)
Q Q

< fa(@) f0) hw ode dans®
Q
pour Ajag > 0 assez grand et tout ¢ € Hj () avec ¢ > 0 dans Q.

De méme

/|VU! dx /VUVl/}dJI < )\g/ﬁ v) Ydr  dans (3.7)

pour \2f3, > 0 assez grand et tout 1) € H} () avec ¢ > 0 dans Q. De (3.6) et (3.7), (u,v) est une
sous solution du probléme (3.1). En outre, on a u > 0 et v > 0 dans Q, u — +00 et v — +00
comme Ay — 400 et A3y — +00.

Ensuite, nous allons construire une sur solution du probléme (3.1). Soit e la solution du probléme
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suivant :

—Ae =1 dans ,
e = 0 sur 0f).

Soit

Ce ,

(ﬁ%ﬁﬁ)wwmmwma

ou v est donné par (H4) et C' > 0 est un grand nombre réel positif a choisir plus tard. Nous

S
I

S

vérifierons que (@, ) est une sur solution du probleme (3.1).

Soit ¢ € H} (R2) avec ¢ > 0 en ), on obtient alors de (3.8) et la condition (H1) que

A /|Vﬂ|2dx /VﬂV¢dm = A /yvm%m C’/Vengﬁdx
Q Q Q Q

= A /ywﬁm C/¢dx
Q Q
a10/¢dx.
Q

Par (H4), on peut choisir C' assez grand pour que

v

A 0o
m02AHMMmf(3&%L—Wmm[mCWMMHOhKdem%
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Par conséquent

\Va|® d VaV¢ds
e |
A
> Ml (P el [0C lelln 1) 5Bl ) [ oo
Q

> / o(2) f(@) h@) éda.

Q

De plus, nous avons

Vol de | [ Vovede = 18], | [9(Cllel)] vz
[rre) ] /

Q

Encore une fois par (H4) pour C' assez grand, nous avons

9(C el 1" 2 o(C el 7 (221 I gy e, ).

De (3.10) et (3.11), nous avons

/|VU| dx /Vv Vidr > )\2/6 v)dx.

D’apres (3.9) et (3.12), nous avons (u,v) une faible sur solution du probléme (3.1) avec
v <7v pour C large.

Maintenant pour obtenir une solution faible du probléme (3.1) nous définissons la suite
[y 00} € B = (HE(Q) x HE(Q) N (C(Q) x C(Q)).

comme suit : (ug,vp) := (4,v) € E et (uy,v,) est la solution unique du systéme :

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

u<uet
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¢

—A /|Vun|2 dr | Au, = Ma(x) f(v,—1) h(u,—1) dans €,
Q

2 (3.13)
—B /|an| dz | Av, = Maf(2) g(un-1) T(v,—1) dans Q,
Q

Uy, = v, = 0 sur 0€.

\
Le probleéme (3.13) est (A, B)-linéaire dans le sens o, si (u,_1,v,_1) € (Hg () x Hj () est
une donné, le coté droit de (3.13) est indépendant de u,, vy,.

Définir A (t) = tA(12) , B(t) = tB(t2). Depuis A(R) =R, B(R) =R, f (v9),h (uo), g (uo) et
7(v9) € C () C L? () (en x), on déduit du lemme (2.1) (chapitre 2) que le systéme (3.13) avec
n =1 a une solution unique (u1,v1) € (Hy () x Hy (2)).

Et en observant que :

.

—A /\Vuﬁdx Auy = Ma f(vg) h(ug) € C (),
0

-B /\V01\2dx Avy = Xof8 g(ug) T(vg) € C (),
0

| u; = v; = 0 sur 0f).

On déduit du lemme (3.2) que (uq,v1) € C () x C (2) . Par conséquent (u1,v;) € E. De la méme
maniére nous construisons les éléments suivants (u,,v,) € (H} () x Hj (Q)) de notre suite.

De (3.13) et le fait que (ug, vo) est une sur solution faible de (3.1), nous avons

(

—A /|Vu0|2 dr | Aug > Ma(x) f(v) h(ug) = —A /|Vu1|2dx Auy,
Q Q

-B /|Vvo|2 dz | Avg > XS (x) g(ug) 7(vg) = —B /|Vv1|2dx A
Q Q

\
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et en utilisant le lemme (3.1), ug > u; et vy > vy. Aussi, puisque ug > u , v > v et la monotonie

de f,g,h et T,on a

A / VuiPde | Aw = Ma(z) Flvo) hluo)
Q

v

Ma () f(v) hw)

v

—A /|V@|2dx Au .
Q

-B /]VU1|2da: Avy = Nf(x) g(uo) T(vo)
Q

v

AB (2) glu) 7(v)

Y

—B /|Vy|2dx Av ,
Q
a partir de laquelle selon le lemme (3.1), u; > w , v1 > v pour usg, vy, NOUS écrivons

—A /|Vu1\2da: Au; = Ma(x) f(vg) h(ug)
> Ma(z) f(or) h(ur)

= —A /\Vu2\2dx Aug,
Q

—B /]Vvl\da: Av; = NS (x) g(ug) T(vo)
> Af(z) g(w) 7(01)

= —-B /\wadx Awvy,
Q
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puis uy > us , v1 > v9. De méme, uy > u et v, > v. Parce que

—A /|Vu2|2dx Aus = Ma(x) f(vr) h(uy)
Q

v

Ma () f(v) h(uw)

v

—A /|V@|2d:p Au,
Q

—B /|V02|2d$ Avy = Xoff () g(ur) 7(v1)
Q

Y

AB (2) gu) 7(v)

v

-B /|VQ|2d:v Av.
Q

En répétant cet argument nous obtenons une séquence monotone bornée {(u,, v,)} C E satisfont
W= Uy > U > Uy > .. > Uy > .. >u >0 (3.14)

et

v

V=09 >U >V > ...>0,>..>0v>0. (3.15)

En utilisant la continuité de les fonctions f,g,h et 7 et la définition des suites {u,}, {v,}, il

existe des constantes C; > 0, i = 1, ..., 4 indépendantes de n telles que

|f (vn-1)| < Ch, |h (un—1)| < Co, |9 (un-1)] < C5 (3.16)

et

|7 (un-1)| < Cy pour tout n,
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a partir de (3.16), en multipliant la premiére équation de (3.13) par u,, en intégrant en utilisant

I'inégalité de Holder et I'injection de Sobolev, nous pouvons montrer que

a1/]Vun\2dac < A /]Vu,fdx /\VunIQdaz
Q 0 Q

= )\1/04 () f(vn-1) h(up_1)upde

Q

< >\1||04||Loo/|f(vn—1)| b (un—1)| |un|dz
Q
< G0t ol [l do
Q
< s lunll g -
Alors
HunHH&(Q)SCL’)a vn, (3.17)

ou (5 > 0 est une constante indépendante de n. De méme, il existe Cs > 0 indépendant de n tel
que :

||Un||H3(Q) <Cs, Vn. (3.18)

De (3.17) et (3.18), nous déduisons que {(u,,v,)} a une sous-suite qui converge faiblement en
(H} () x H} (Q)) vers une limite (u,v) avec les propriétés u > u > 0 et v > v > 0. Etant
monotone et utilisant également un argument de régularité standard, {(u,,v,)} converge vers
(u,v). Maintenant, laissant n — +o00 dans (3.13), on en déduit que (u, v) est une solution faible

positive du systéme (3.1). La preuve du théoréme est maintenant terminée. m
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Conclusion

L’idée c’était d’exploiter certaines propriétés afin de trouver la solution recherchée, plus
précisément on a montrer que si on peut trouver une sous solution u et
une sur solution 7 d’un probléme aux limites bien particulier, et si de plus v < u alors il existe

une solution qui satisfait ©u < u < wu. Ce qui nous assure I’existence de solutions.
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