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Abstract

The main objective of this work is the study of the existence and uniqueness of the strong
solution for a non-local problem. This work consists of three chapters :

The .rst chapter is devoted to preliminary notions on the theory of functional spaces and
inequalities used in this memory, and some theorems.

In the second chapter, we gave a history and a de.nition de.nition of the method used
(thefonctionelle analysis method).

In the third chapter, we treated a problem with non-local boundary condition for an

parabolique equation.. Using the fonctionelle analysis method to demonstrate the existence
and unicité of the strong solution of the problem.



Résumeé

L’objectif essentiel de ce travail est I’étude de I'existence et I'unicité de la solution forte pour
un probléme non locale. Ce travail est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux notions préliminaires sur la théorie des espaces
fonctionnels, ainsi que les inégalités utilisées dans cette mémoire, et quelques théoremes
importants.

Dans le deuxiéme chapitre : on a donné un historique et une définition sur la méthode
utilisée (méthode de doanalyse fonctionnelle).

Dans le troisieme chapitre, on a traité un probléeme aux limites avec condition non locale
pour une équation parabolique. En utilisant la méthode de doanalyse fonctionnelle pour
démontré 'existence et 'unité de la solution forte du probléme posé.
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(r)

L*(Q)
LP()
Ly(92)
lim

Uy — U

Espace vectoriel normé.

La norme.

Le produit scalaire.

Un ouvert borné dans R.

L’espace des fonctions de carré intégrable.

L’espace des fonctions mesurable u sur() vérifiant / | u |P de < oo.

Q
L’espace avec poid.

La limite.

La convergence faible.

La convergence forte.

Un opérateur linéaire.

Une fonctionnelle linéaire.

Un espace de Hilbert.

Le domaine de défintion de L.
L’ensemble des valeurs Lu pour tout u € D(A).
La fermeture de L.

Le opérateur différentiel.

La dérivée ordinaire par-rapport a x.
La dérivée généralisée.

L’espace des fonctions u € L™(R), tel que D*u € L™(Q),ou | k |< 1.



Chapitre 0

Introduction

Au cours de ces derniéres années, il y a eu un grand développement dans I’étude des équa-
tions d’évolution linéaires et non linéaires. Les applications les plus importantes de cette théo-
rie concernent les problémes aux limites pour les équations différentielles partielles, et comme
nous savons que les équations aux dérivées partielles (EDP) apparaissent naturellement dans la
modélisation de nombreux problémes en physique, biologie économie ou ailleurs. Sur de nom-
breux points, elles semblent généraliser au contexte multi-dimensionnel les équations différen-
tielles ordinaires. Les modéles mathématiques pour les problémes mixtes avec des conditions
non locales peuvent étre présentées dans de nombreux modeles d’ingénierie tels que la conduc-
tion de la chaleur, la désintégration radioactive, la physique du plasma, Thermoélasticité, la
dynamique de la population, les problemes de vibration, et bien d’autres. Tout ces problémes
peuvent étre traiter par des méthodes fonctionnelles ces méthodes sont devenues essentielles
dans I’étude des problémes mathématiques théoriques et appliqués. Le role principal des mé-
thodes fonctionnelles, est de donner de meilleurs résultats par rapport & ceux obtenus par les
techniques classiques. L’une des méthodes fonctionnelles est la méthode des inégalités énergé-
tiques ( méthode d’estimation a priorie), qu'on a développé et appliqué dans cette mémoire a
I’étude de problémes parabolique linéaire singuliere avec la condition intégrale, le lecteur peut
se référer aux travaux de Bouziani [1], Mesloub [20, 21, 22, 23], Kartynik[3], Mesloub et Bouziani
(14,15, 16], Mesloub et Lekrine [17], Beilin [13], et Mesloub Messaoudi [18, 19], Muravei Philinovs-
kii [7], Nukushev [4] et Pulkina [9] et Yurchuk[10]. Tous ces précédents ont traité des équations



paraboliques et hyperboliques.

Le but de cette mémoire est un développement important de la méthode des inégalités éner-
gétiques dans I’étude d’une probleme aux limite, engendrés par une équation parabolique pour
démontrer 'existence, I'unicité et de la dépendance continu sur les données d’un probléme para-
boliques posés a I’aide de la méthode d’analyse fonctionnelle.

Notre mémoire est composé par trois chapitre : le premier chapitre est consacré a des outils et
notions nécessaires sur la théorie des espaces fonctionnels utilisés et sur la théorie des opérateurs
ainsi que des nombreuses inégalités importantes utilisées.

Dans le chapitre deux, on donne La description du Théoréme d’existence et d’unicité de la
solution pour les E.D.P dans les espaces fonctionnels.

Dans le troisieme chapitre, on étudie 'unicité et ’existence de la solution d’un probléme
mixte avec un condition intégrale pour une équation parabolique, on a utilisé la méthode des

inégalités énergétiques.




Chapitre 1
Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques théorémes d’analyse fonctionnelle ,on rappelle

quelques inégalités fonctionnelles quelques théoréme.

1.1  Quelques espaces

1.1.1 Espaces normeés

Un espace vectoriel E est appelé espace normé pour tout u € E correspond un nombre

positif ||u|| (appelé norme de u) tel que les trois axiomes suivants, dits aziomes de la norme, sont

vérifiés :
L. |lu|]| > 0;]|ul] = 0 si et seulement si v = 0 (la norme est non dégénérée),
2. || Aul| = |A| - Ju|| (la norme est homogéne),

3. Ju+ v < |lu|| + ||v|| (inégalité triangulaire).

1.1.2 Espaces de Banach

Définition 1.1 Soit (E,|| . ||) un espace normé, on dit que E est un espace de Banach si E

est un espace complet.
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Définition 1.2 E’ [’espace linéaire de toutes les fonctions linéaires continues :
f:E— R,

et appelé ’espace dual de E.

Proposition 1.1 L’espace E' muni de la norme || . || g définie :

I ller= Al f(w) [ w [[< 1},

est aussi un espace de Banach on not la valeur de f € E'auu € E par f(u) ou (f,u)p g .

Définition 1.3 Soient (E, | . ||g) et (F,|| . ||r) deuz espaces de Banach tels qu’il existe une
application vectoriel de E dans F' cette application permet de considérer E comme un sous espace

vectoriel de F et on notera £ — F ou B C F.

1.1.3 Espaces de Hilbert

Définition 1.4 Soit H un espace vectoriel sur k, on appelle produit scalaire toute application

(.,.): H x H — k vérifiant les propriétés suivantes :
1. Linéarité a gauche : Yu,v,w € H, VA, u € k, (Au + pv, w) = Mu,w) + p(v, w),
2. Hermitienne : Yu,v € H, (u,v) = m,
3. Définie positive Nu € H — {0}, (u,u) >0 et (u,u) =0 = u = 0.

Naturellement sik = R, le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive.
Remarque 1.1 .

1. Le nombre (u.v) appelé produit scalaire des vecteurs.

2. Les propriétés (1) (2) (3) nous donnent :

— (u, A+ pw) = Mu,v) +a(u,w), Yuvwe H, Y\ pck,
- (u,0) = (0,u) =0, Yu€ H.
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Remarque 1.2 Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé espace de Hilbert s’il
est complet au sens de la norme associée au produit scalaire. Les espaces de Hilbert qui sont

des espaces de Banach particuliers sont des généralisations des espaces R" et C™.

Exemple 1.1 Sip =2, L?(Q) est un espace de Hilbert muni de la norme et le produit scalaire

sutvant :

ol = | [oide ]
Q
(v,w)L2(Q) = /vw dx.

Définition 1.5 En plus de la convergence forte dans H, on considére aussi la convergence faible

ou converge au sens de produit scalair (v, )nen d’éléments de H on dit qu’elle converge faiblement

vers v St :

(v, —v,w)g — 0 quand n — oo Yw € H,

et on not par :

u, — u € H.

1.1.4 Espace de Sobolev W™ (Q)

Définition 1.6 Soit m > 0, p > 1, on note W™P(Q) ’ensemble définie par :
WmP(Q) = {u € LP(Q);tel que D € LP(Q);Va :| a |<m},

ou v € N a = (ag,09,....,ap), o; EN, i =1.n,

n
glal
| o |= E a;, et DY =
— b Dr{r0x?...0xen’
=

LP(Q2) = < u : mesurable \/ | u(z) P dr < oo p,
Q
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et
L (Q) = {u: mesurable \ 3 C tq |u(z) |< C surQ },

*LP(Q) est un espace complet pour la norme

1
2 lwey= </ | u(z) P dz)s,1 < p < oo,
Q

*L>(Q) est un espace complet pour la norme

L>(Q) =sup | u(z) | .

€N

L’espace W™P(§2) muni de la norme

lalnay = S 11 D%u [, . 1< p < oo,

|| <m

HUHWOTQ(Q) = |a\gﬁ H D%u HLOO(Q)?

pour p = 2

WmA(Q) = H™(Q)
= {ueL¥Q): D*u e LX), Vo | a|<m},

le produit scalaire dans W™?2(S2) est définie par

(U, v)wm2(q) = Z D%u(x) D% (z)dz.

lo|<m

1.1.5 Les opérateurs

Linéaires bornés

Définition 1.7 Soit H un espace de Hilbert sur le corps k (k = C ou R),
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1- Un opérateur linéaire A sur H est une application de H dans H vérifie :

A(Ar + py) = AAx + pAy, Vo,y € H, VA, p €k,

2-Un opérateur A sur H est dit borné s’il transforme toute partie borné identiquement s’il

existe une constane M > 0 telle que :

| Az ||< M || = || pour tout x € H,

3- L’ensemble des opérateurs linéaires bornés sur H est noté L(H).

Théoréme 1.1 Soit A un opérateur linéaire sur H alors les assertions suivantes sont équiva-

lentes :
1-A est borné.
2-A est continu sur H.
3-A est continu en un point quelconque xo de H.

Les opérateurs fermé et fermable

Définition 1.8 Le graphe de lopérateur linéaire A : X — Y est l’ensemble

G(A) ={(z,Ax) \ x € D(A) C X x Y},

le graphe est un sous espace de X x Y.

Définition 1.9 On dit que l'opérateur A est fermé si son graphe est fermé dans X XY et noté

par A.

Définition 1.10 On dit que l'opérateur A est fermable si pour tout suite u,, € D(A), u, — 0 et
Au,, — f alars f = 0.

Corollaire 1.1 Si A est fermable, alors
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Les opérateurs Régularisation

Soit W une fonction de classe C'*°, avec les variables ¢ tel que :

W) >0,W =0 si |¢|>1,

et
+o00 +1
/W(c)dc = /W(c)dc
—0o0 —1
1,

on dénote par :

Wo(z,2) = S

pour tout € > 0, on a :

+00 400
/Wa(x, z)dr = /Wg(x, z)dx
— 1’

et

Wo(z,z)=0si |z—2a |>e

On définit 'opérateur de lissage (smoothing operator) J. : L?(2) — L?(f2) par la formule :

(Jov)(z) = /Wg(x,x)v(x,)dx

11
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ou Q = (a,b) CR et v e L*(Q) cet opérateur a les propriétés suivantes :

pl. La fonction J.v € C® siv € L*(Q) et

8—(J€v) = Je(a—v) siv e C™(Q),

ox™ ox™

p2. Si v € L*(Q), alors :
| Jov — v ||2(@)— 0 quand € — 0,

et

| Jev 2@ <Il v |20,

p3.Si a € C(Q) et v € L?(Q), alors :

| aJov — Je(aw) [|12(0)— 0 quand € — 0,

pd.Sia € CYQ) et v € L*(Q), alors :

(aJev — Jo(av)) || 2@)— 0 sie — 0.

(e
1.2 Quelques inégalités importantes

1.2.1 Lemme de Gronwell

Si les fi(t), i = 1,2,3, sont des fonctions non négatives sur Uintervalle [0,T], fi(t), fo(t)

sont intégrables et f3(t) est non décroissante, alors :

/ ()t + folt) < falt) + & / fa(t)dt,

12



Chapitre 1 :Notion préliminaires

il s’ensuit que :

[ Ao+ 1) < 1),
0
1.2.2 Inégalité de Cauchy

1 1
V(a,b)€R2:|ab]§§|a|2+§]b|2.

1.2.3 Inégalité de Cauchy avec ¢

1
V@meR%W>omMggmﬁ+%|M?

1.2.4 Inégalité de Young

Pour tout a,b € R? on a :

1 1
V(a,b) € R*: |ab| < — |a|’ + = |b]?,
p q
ol p, ¢ des nombres réels strictement positifs liés par la relation (

1
P

1.2.5 Inégalité de Young avec ¢

Pour tout & > 0 alors pour tout (a,b) € R? on a :
V(a,b) € R?: |ab] < elal” + C(e) |b]?,

ol p et ¢ des nombre réels strictement positifs liés par la relation (}—1) + =

q(ep)am.

1 _
+1=1).

13
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1.2.6 Inégalité intégrale de Hoélder

C’ets une généralisation des inégalité de Cauchy, pour tout u € LP(Q) et v € ¢(Q), |uv| €
LY(2) et pour tout 1 < p < oo on not ¢ le conjugué de p((LP)* = LP), c’est a dire % + % =1let
on a l'inégalité :

| /uvdx|§/|uv|dx

Q Q

3=

1
q

< /|up|dx /|vp|dx :

Q Q
/ | uv | doe <|| u || el v ||Logo) -
Q

1.2.7 L’intégral paramétrique(formulle de Leibniz)

Soit
f:R* — R?,

telle que f et % soient continues sur R2et soient o et 3 deux fonctions dérivables de R" dans

R". Alors, “L'intégral paramétrique” (généralisée) F' définie sur R? par :
B(x)
F)= [ fGy)dy

est dérivable

14
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1.2.8 Intégration par partie

Soit (u,v) € H'(Q2), pour tout 1 <7 <n on a

ou ov
/amivdx— /axiud:v%—/uvnida,

Q Q o0

ou 1,;(x) = cos(n, z;) est le cosinus directeur de ’angle compris entre la normale extérieure a

0f) au point et 'axe des x;.

1.2.9 Théoréme de (Fubini)

Soient par exemple X une partie de RP | Y une partie de RY, et
f: XxY —R"

avec

petq €N

une application intégrable. Alors, d’apres le théoréeme de Fubini, la fonction f(z,.) est inté-

grable pour presque tout x de X, I'intégrale paramétrique F' définie par

Flx) = /Y f(z.y)dy

fowt =k

(et méme chose en intervertissant les roles de x et y)

est intégrable sur X et l'on a

Remarque 1.3 Pour une fonction f qui ne dépend que de la seconde variable, on retrouve bien

le théoréme fondamental de l’analyse en posant o (z) = «, B (x) = p.

15



Chapitre 2

La méthode des inégalités énergétiques

Dans ce chapitre, on expose la méthode des inégalités énergétiques. qui ont connu une grande
application pour la démonstration de I'existence et I'unicité de la solution généralisées pour les

(EDP) en particulier les équations parabolique.

2.1 La description de la méthode des inégalités énergé-
tiques :

Actuellement, les méthodes fonctionnelles sont devenues essentielles dans 1’étude des pro-
blémes mathématiques théoriques et appliqués. Le role principal des méthodes fonctionnelles,
est de donner de meilleurs résultats par rapport a ceux obtenus par les techniques classiques,
en conséquence, il y a eu des progrés considérables dans I'étude des équations différentielles
opérationnelles dans les espaces de Banach ou de Hilbert.

L’une des méthodes fonctionnelle utilisées dans I’étude des problémes mixtes est la méthode
des inégalités de I’énergie appelée aussi méthode d’analyse fonctionnelle et aussi du estimations
a priori, qui ont été imitée par Sobolev et Friedricks, cette méthode est basée sur les idées de
Dezin [2] et développée par Ladyzenskaya [11,12].

Le point remarquable de cette méthode d’analyse fonctionnelle est qu’on peut tirer le théoréme

d’existence de la solution du probléme posé, a partir du théoréme d’unicité.

16



Chapitre2 La méthode des inégalités énergétiques.

De tels problémes ont été étudiés par plusieurs auteurs pour différents types d’équations :pa-
raboliques, elliptique, hyperboliques et du type mixte et cela en utilisant différentes méthodes.

D’abord on rameéne le probléme posé (P) a une équation opérationnelle :

Lu= F,u e D(L),

ou 'opérateur L est considéré d’un espace de Banach E dans un espace de Hilbert F' conve-
nablement choisis.

On établit les estimations a priori pour I'opérateur L. On démontre ensuite la densité de
I’ensemble des valeurs de cet opérateur dans ’espace F'.

Pour l'opérateur L engendré par le probléme considéré, nous démontrons I'inégalité de I’éner-

gie du type.

[ulle< Al Lu|p, Vue D(L), (1)

cette démonstration se base sur une analyse précise des formes obtenues en multipliant 1’équation
donnée par un multiplicateur Mwu contenant la fonction u ou ses dérivées et une certaine fonction
poids, et en intégrant sur le domaine.

Le choix de multiplicateur Mu est fondamental, il est dicté par 1’équation et les conditions
aux limites.

Ensuite dans les topologies fortes des espaces E et F on construit la fermeture L de 'opérateur

L, et la solution de 1’équation.

L=F,

est appelée solution forte du probléme considéré. A 1'aide d’un passage & la limite, on prolonge

I'inégalité (1) a uw € D(L) et ainsi est garantie I'existence de la solution sur I’ensemble des images
R(L) de I'opérateur L.

Comme l'image de l'opérateur L est fermée dans F' et que R(L) = R(L).

Pour la démonstration de I'existence de la solution forte pour tout F € F' il suffit d’établir

la densité de R(L) dans F' qui est obtenue a ’aide des opérateurs de régularisation. L’unicité est
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Chapitre2 La méthode des inégalités énergétiques.

déduite de l'inégalité de 1'énergie (1).

On établit deux estimations a priori bilatérales :

I ullp< A Lu |7,

I Lullz< Al ulle,

il résulte de la premiére estimation que 'opérateur L de E dans F' est continu, et de la deuxieme
estimation, qu’il admet un inverse continu, et que ’ensemble des valeurs de 'opérateur L est
fermé.

En d’autres termes, 'opérateur L réalise un homéomorphisme linéaire de ’espace F sur
I'ensemble fermé R(L) .

Ainsi, pour démontrer 'existence de la solution il suffit de démontrer que R(L) est dense
dans F'.

La méthode des estimations & priori est une méthode efficace pour ’étude de beaucoup de
problémes de la physique mathématique, elle est fondée sur un support théorique solide et est
développée dans un cadre abstrait élégant. Mais dans I'application de cette méthode on trouve
des difficultés parmi les quelles nous citons :

*/ Le choix des espaces fonctionnels.

*/ Le choix du multiplicateur Mu.

L’unicité de la solution du probléme considéré résulte de ces deux inégalités. Son existence
est assurée par le fait que R(L) est dense dans F', chose faisable moyennant des opérateurs de
régularisation que ’on choisira suivant lanature de probléme.

Il convient de noter que I’absence d’une théorie générale a nécessité une étude spéciale pour

chaque probléme considéré.
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Chapitre 3

Sur une équation parabolique singuliére

avec une condition intégrale

Dans ce chapitre, on étudie I'unicité et I'existence de la solution d’'un probléme parabolique

singuliere avec une condition intégrale.

3.1 Position de la probléme

On considére un probléme mixte avec conditions non locale, en combinant une condition

classique et une condition intégrale :

1

Lu = u— ;(ruT)T — Uy, = f(r, 2,1), (3.1.1)

lu = wu(r,z0)=¢(r z2), (3.1.2)

ur(a,z,t) = uy(r,b,t) =wu,(r,0,t) =0, (3.1.3)

/Ua ru(r,z,t)dr = 0. (3.1.4)

Dans le domaine borné :

Q=0x%x(0,T)={(r,z,t):r€[0,a],z€[0,b], t €[0,7], 0 <7< T},
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Chapitre 3 : Probléme parabolique linéaire singuliere avec la condition intégrale.

ol a, b sont des constantes positives, f, ¢ des fonctions donnés.

Un probléme similaire au probléeme(3.1.1) — (3.1.4) dans le cas ou la solution n’est pas symé-
trique et avec condition intégrale a été traitée par Mesloub, Bouziani, Kechkar [14 — 16].

Pour étudier notre probléme nous introduisons d’abord les espaces fonctionnels appropriés.

Soit L2(Q) Vespace L? avec poit avec la norme :

Hu||i%(Q) = erﬁdrdzdt,

et le produit scalaire

(u, v)r2@) = (ru, v)r2(q)-

Soit Wzljpo(Q) I'espace de Hilbert avec un produit scalaire

(u, U)Wi’,?(Q) = (u, U)Lg(Q) + (uy, Ur)Lg(Q) + (u, Uz)Lg(Q),

et avec la norme associée

2 2 2 2
HUHWZ};S(Q) = HUHLg(Q) + HurHLg(Q) + ”UzHLg(Q) :

Le probleme (3.1.1) — (3.1.4) peut étre considéré comme la résolution de I’équation de I'opé-

rateur :

Lu = (Lu,lu)
= (f,9),

ou L est un opérateur défini sur E en F.

E est 'espace de Banach avec une norme finie définie par

2 2 2
Jullp = 0§1T1<I3T(||U(Ta 277_)HW217P(Q)) + HutHLg(Q) ’
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Chapitre 3 : Probléme parabolique linéaire singuliere avec la condition intégrale.

et F' est ’espace de Hilbert & norme finie définie par

IZullz =171l
2 2
= ||f||L/2;(Q) + ||90||W21,p(ﬂ) ;
le domaine de définition de D(L) de l'opérateur L est ensemble des fonctions L2(Q) telles que

U, Uy, Uy Ugy, Uy, Uz € L2(Q) et les conditions (3.1.3) — (3.1.4) sont remplies.

3.2 Unicité de la solution

Théoréme 3.1 Pour toute fonction u € D(L), nous avons l’estimation a priori
lullp < A Lulp, (3:2.1)

ou bien

2 2 2 2
sup([|u(r, Zﬁ)”w;p(m) + ”Ut”Lg(Q) < )\2(||f||Lg(Q) + HQOHW%J,(Q))?

0<r<T

ol A est une constante positive indépendante de u.

Preuve Considérons l'opérateur intégré-différentiel
Mu = rug + S (pu),

ou

S (pu) = / pu(p, z,t)dp,
0
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Chapitre 3 : Probléme parabolique linéaire singuliere avec la condition intégrale.

et prendre le produit scalaire dans L?(Q7) de 1'équation (3.1.1) et I'opérateur Mu , ou Q7 =
[0,7] x [0,a] x [0,b] et 0O <7 <T .

(Lu, Mu)p2gry = (us, 1) 12(qry + (ue, 7S (pu)) L2y
1 1
_(;(TUT)T’ Tut)L2(QT) - (;(Tur)ra T%T(pu))L%QT)

—(Uazy TUe) £2(Q7) — (Uaz, 7SS0 (pU)) L2(07)

= (f,rug)r2ry + (f, 7S (pu)) L2(om)- (3.2.2)

Nous considérons séparément 'intégrale de I'inégalité (3.2.2), intégrant par parties et tenant

compte des conditions (3.1.2) — (3.1.4) on a :

T b a
Ut, TUL)L2(Q7) — ru;drdzdt
@) 2drdzd
=//(/ i) ird
- //ruutum drd:

= [l 2297 (3.2.3)

et

T b a
(ue, rS(pu)) 2y = / / / ru Sy (pu)drdzdt
o Jo Jo

-
intégration par parties

T b T b
= / / S, (pu) S (pur)]g dzdt —/ / / S (pug ) rudrdzdt
’ TU b T a ’ b a
= ( pu(p,z,t)d,o] dzdt) (/ / / puy(p, 2, t)dp} dzdt)
0 0 0 o Jo Jo 0

rusS, (pug)drdzdt

Lo
oy
/T/b/apu(p’z’t)d"’d“”) (/O/Ob/o puy(p, 2, 1) dpdzdt)
///

rusS, (pug)drdzdt

\sr(put))LZ(QT) (3.2.4)
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Chapitre 3 : Probléme parabolique linéaire singuliere avec la condition intégrale.

1 T b a
_(—(Tur)rﬂ‘ut)ﬂ(cgf) = —///(TUT)Tutdrdzdt
r o Jo Jo
N——

intégration par parties

T b . b "
e —/ / Tut(’ry Z7t)u7’(7n,z,t)]g dZdt—l—/ / / Tu’rut'r'drdZdt
0 70 0o Jo Jo
T b - b
- _ {/ / aut(a,z,t)ur(a,z,t)dzdt] + {/ / 0w (0, 2, )u, (0, 2, t)dzdt
o Jo o Jo
T b a
+/ / / rUUgdrdzdt
o Jo Jo
T b a
= / / / U U drdzdt
- / / / — up(r,2,t) |* drdzdt
- / / [/ — [ up(r,2,1) dt] drdz
/ / rul(r, z T)drdz - —/ / ru(r, z,0)drdz
0o Jo

2 7) Pggey 3 1| @r 330y (3.2.5)

N = N~ N
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Chapitre 3 : Probléme parabolique linéaire singuliere avec la condition intégrale.

_(;(TUT)T, T%r(,ou))Lz(Qf)

Ot

g

L}f (Tur)rgr(pu)dr} dzdt

[ /
-

integration par partie

Tba

Tb
— [ [ ru, S (pu)g dzdt + [ [ [r*u,udrdzdt

00 000
Tb a 0
[ [ (=ru.(a,z,t) [ pu(p, z,)0p + ru,(0, z,t) [ pulp, z, t)dp)dzdt
00 0 0

Tba
—l—fff?“Qurudrdzdt

000
Tba

reu,udrdzdt
2u,udrdzd

000
Tba
bfofbfr —— |u\ drdzdt

Tb a
lff ofTQCZ" \ul® dr dzdt

| S ——
integration par partie

17 b Tba
§ff 72 Ju(r, 2, 1) } dzdt — —fff2r|u] drdzdt

00 2000

Tba

lff a*|u(a, z,t)|° + 0 |u(a, z,t)[*)dzdt — [ [ [r|u(r, z,t)]* drdzdt
200 000
a2 T b 9 Tba 9
— [ [|u(a,z,t)|"dzdt — [ [ [r|u(r, z,t)|" drdzdt
200 000
a2 T b ) 9
5{{[“ (a,z,t)dzdt — ||u(7’,z,t)||L%(QT), (3.2.6)
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Chapitre 3 : Probléme parabolique linéaire singuliere avec la condition intégrale.

— (U2, TUL) L2(0)

Tba

—fffruzzutdrdzdt
000

T a b
—ffr fuzzutdz drdt
00 0
——
integration par partie

Tab

- rug(r, z, t)u,(r, 2, t bt U Udzdrdt
0

0 000

0
J(=rue(r, b, t)u, (r, b, t) + rue(r, 0, t)u,(r, 0, t))drdt
0

O—4

Tab

+ [ [ [rugu.dzdrdt
000

ffrutzuzdzdrdt
00

{frfuzutzdz} drdt

Sty Ot O

{[rfid . (r, z,t)[? dzdr} dt

T1d
—— ffr|uz r, 2, t)|? drdz)dt
)2 dt
17d
§fﬁ |lu.(r, z,t) ||L2 dt
0
1 1 9
2 [z (7, Zﬂ')HLg(Q) ) "uz(r”z’O)HLg(Q)
1 1
) [Jw (r, z,T)Hig(Q) ) ||§0z||ig(g) ) (3.2.7)
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Chapitre 3 : Probléme parabolique linéaire singuliere avec la condition intégrale.

Tb[a
—(Uzz, S (pu)) 1200y = —[[ {fruzz%r(pu)dr} dzdt
00 L0
integratiozrpar partie
Tb Tba
= —[[ S (pu)Si(puss))g dzdt + [ [ [ru(r, z, ), (pu,,)drdzdt
00 000
Tb r r Tba
= —[f fpu(p,z,t)dpfpuzz(p,z,t)dp] dzdt + [ [ [ru(r, z,t)S, (pus,)drdzdt
00 0 0 000
T b a
= [[(=[pulp,z,1) dpfpuzz p, 2, t)dp + fpu p,2,t) dpfpuzz p, z,t)dp)dzdt
00 0

ba
[ [ru(r, z, )3, (pus.)drd=dt
00

= 0, (3.2.8)
substitution de (3.2.3) — (3.2.8) dans (3.2.2), on obtient
2 o~ 1 2 1 2
P — w(put»m(@f) + 2 el )y — 3 1 By
1 9 2 Tb 9
+5 s 2, ) zz ) — ||902||L2 + ff“ a, z, t)dzdt — |u(r, 2, )| 12 (gr
= (f,rug) 2oy + (f, r\sr(pu))Lz(QT),
9 1 9 2 T b
lue(r, 2, )12y + 5 lur(ry 2, 7)) + ||Uz(7‘ 2,722y + ffu a,z,t)dzdt
= (ur, Lu)pz(r) + (%r(pu),ﬁu)L%(QT) + (u, \sr(put))L/z)(QT)
1 1
2 2 2
+ ||U||L3(QT) + B ||S0r||Lg(Q) + B ||SOZHL3(Q) : (3.2.9)
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Chapitre 3 : Probléme parabolique linéaire singuliere avec la condition intégrale.

En utilisant I'inégalité de Cauchy -¢ , nous estimons les trois premiers termes sur le coté

gauche de (3.2.9) comme suit

(Ut, ;CU)L2 QM)

S ||ut||L2(QT) + ”LUHL?(QT ) (3210)

3 (pu), Lu)

L2(Q7)
€2
< SIS 3, (pu)72 @)t 5o ||LUHL2(QT
T b a
< ey Y (pu)dr dzdlf)—i-LHEuH2
> &2 9> p 265 LZ(QT)
00 Lo J
intégratiozrpar partie
T b o a
r? 1
< g ( ?u(r,z,t) ~5 ru(r, z t)dr)dzdt+ ||£u||L2(QT
00 0 0
52@ 1 )
< 72y 2—E2H£uHL3(Q7), (3.2.11)
et
(u, S (pue)) 22 (gn)
€3 2 1 2
s 5 [ullzzm + %, 155 (pun) | 72(my
] T b[ a
€3 2 r
< EHUHLg(QT)%—g—?)(// /§%T(put)dr dzdt)
00 Lo 3
intégratio;rpar partie
< 2l //( Ay
— ||u T ug(r, 2, — — [ rug(r, z, t)dr)dz
= 92 L?,(Q _2 t . 2 t
0
< || ||L2 QM) +4 ”utHL2 Q) (3.2.12)
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Chapitre 3 : Probléme parabolique linéaire singuliere avec la condition intégrale.

combinant U'inégalités (3.2.10) — (3.2.12) et égalité (3.2.9) on obtient :

1 1
lua(r, 2 Dl2300r) + 5 e 2 Dllzz0) + 5 s, 2, 7) 1730

271)

+2 ffu a, z,t)dzdt

11 )
< 5 H%HLg(Q) + 5 HSOZHLg(Q) + (2_51 + 2_€2> 1Ll gr
4
€1 a )
+(5 + _) HUtHLg(QT)
52@ 2
(7 +3 2 1)l gr - (3.2.13)

Il est facile de vérifier que

1 2 2 1 2 2
1 HU(T»Z,T)HL,%(Q) < 1 HUHL%,(QT) + 1 ”UtHLg(QT) + 1 ||‘PHL,2;(Q) ; (3.2.14)

en ajoutant les inégalités (3.2.13) et (3.2.14) coté a coté et en tenant compte du fait que le dernier

terme dans la partie gauche de (3.2.13) est positif on a

1 1
lua(r, 2 Dlz30r) + 5 Nur(r 2 g0 + 5 sy 2, 7) 1750

1
+Zmunzrm; @

1 2
< 5 llenllye + mmm+wm
1 1 ) £ a 1
g+ ) eulliyon + (5 + 4+ ) lalyen
4
€2a €3 D 9
T T D e (3.2.15)

en choisissant ¢; = i, g9 = 1, et e3 = 2a*on obtient :

e (r, 2, ) 1720y + u(r, 2, 7))
+||UT<T7Z’T)||3L%(Q) + ||“z(7"7277)||ig(9)
< K(H%Hig(g) + H%”ig(n) + ||<PHig(Q)
‘|‘|‘£UH%§(QT)‘|‘ HuHi%(QT))7 (3.2.16)
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Chapitre 3 : Probléme parabolique linéaire singuliere avec la condition intégrale.

ou

K = max {10,5a" + 5} .
En ajoutant la quantité K(||ur||iQ(QT) + ||uz||iz(QT)) a droite de (3.2.16) donne :
b b

2 2
||ut||L%(QT) + ||U(7", Z, T)HW}ZP(Q)

2 2 2
< K(HUHWE’AOP(QT) + HQOHW}Z#(Q) + ||£U||L§(QT))7 (3.2.17)

maintenant appliquer le lemme de Gronwall du chapitre un a l'inégalité (3.2.17) nous obtenous :

2 2
lualZs .+ llutr 7)o

< K {Ifl20m) + 91z o } (3.2.18)

en prenant la plus petite borne supérieure du coté gauche par rapport a 7 sur U'intervalle [0, T']
on obtient 'inégalité énergétique souhaitée (3.2.1) avec A = vVEKeX2, d’on découle 'unicité du

probléme donné (3.1.1) — (3.1.4). m
Proposition 3.1 L’opérateur L : E — F est fermable .

Preuve Soit u,, € D(L) est une suite telle que

U, — 0 dans E, (3.2.19)
et
Lu, — F =(f,p) dansF, (3.2.20)

il faut alors montrer que f = 0, et ¢ = 0. La convergence de u,, vers 0 dans E implique que

u, — 0  dans D'(Q), (3.2.21)

n—--auoo

ou D'(Q) est I'espace des distribution sur @) de la continuité de dérivation de D'(Q) en D'(Q)
(3.2.21) implique que
Lu, — 0 dans D'(Q), (3.2.22)

n—-:oo
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Chapitre 3 : Probléme parabolique linéaire singuliere avec la condition intégrale.

mais depuis

Lu, — f dans Lg(@). (3.2.23)
Puis
Lu, — [ dans D'(Q), (3.2.24)

en vertu de 'unicité de la limite en D'(Q) , nous concluons que f =0 de (3.2.20) , nous avons

lu, — ¢ dans W;ﬁp(Q), (3.2.25)

n—-aoo

et du fait que I'injection canonique de W; ,(€2) dans D'(Q2) est continue , alors (3.2.25) implique :

lu, — ¢ dans D'(Q), (3.2.26)

n—-auoo

de plus , puisque

u, — 0 dans F,

et
1lunllwg (@) < lunllz V0.
Puis, nous avons
luy, — 0  dans W, ,(Q), (3.2.27)
par conséquent,
lu, — 0 dans D'(Q), (3.2.28)

en vertu de 'unicité de la limite dans D’(£2) nous concluons de (3.2.26) et (3.2.28) que

v =0,

par conséquent , 'opérateur L est fermable. Soit L la fermeture de 'opérateur L, et D(L) son

domaine de définition. L’inégalité (3.2.1) peut étre étendue a une solution forte aprés a avoir
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Chapitre 3 : Probléme parabolique linéaire singuliere avec la condition intégrale.

passé a limite, que nous avons :
lull g < A HquF, pour tout u € D(L),

|
Proposition 3.2 En déduise R(L) est fermé dans F, et que R(L) = R(L).

Définition 3.1 La solution de l’équation d’opérateur

Lu=(f,¢),

est appelée solution forte de probléme (3.1.1) —(3.1.4).

3.3 Existence de la solution

Nous donnons maintenant le résultat principal de I'existence de la solution du probléme(3.1.1)—

(3.1.4).

Théoréme 3.2 Pour tout

F=(fp)eF (f € L2(Q), p € W, (),

il existe une solution forte unique u € f_l(]-") = L1(F), de probléme unique (3.1.1) — (3.1.4).

Preuve Pour prouver que le probléme (3.1.1) — (3.1.4) a une solution forte unique, pour tout
F = (f,¢) € F, il suffit de prouver que le rang R(L) de 'opérateur L est dense en F', pour cela,

nous devons prouver la proposition suivante. m

Proposition 3.3 Si pour certains fonction g € L2(Q) et tout, u € Do(L) = {u/u € D(L) : lu = 0} nous
avons

(‘Cua g)L,Q;(Q) =0, (331)

donc g s’anulle presque partout dans Q.
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Preuve En utilisant le fait que la relation (3.3.1) est donnée pour tout u € Dy(L), nous

pouvons 'exprimer sous une forme particuliére. Considérons d’abord la fonction h définie par
h(r, z,t) ft r, 2z, 7)dT — ftTuT(T, z,7)dT, (3.3.2)

soit u; une solution de 1’équation

Ug — ) (put) h(?", Z, t)? (333)
et soit
0 0<t<s,
U = : (3.34)
[ updr s <t<T,
alors
g(r,z,t) = up —up + (putt) (3.3.5)

D’apres la définition de D(L) la fonction u, € L2(Q) pour montrer que g € L2(Q) nous devons

montrer que —uy + S?(puy) € Lg(Q) par en utilisant les opérateurs de moyenne J, de la forme

—1
€

(Jou)(r, z,t) = —f W Yu(r, z, s)ds,

on W € C§°(0,T7),W(t) > 0 et ffOOOW(t)dt = 1 en appliquant les opérateurs .J. et % a

I'équation (3.3.3) on obtient

0

U =S 2(puy))
0 0
= & —J.h+ — p {(ut -3 (put)) — Jo(u — S (put))} (3.3.6)

32



Chapitre 3 : Probléme parabolique linéaire singuliere avec la condition intégrale.

il résulte de (3.3.6) que

L2(Q)
<9 H—J h
LZ2(Q)
2
2|5 (0= S2pu)) = e - Spu))| (337)
L2(Q)
utilisation des propriétés des opérateurs J., il résulte de (3.3.7) que
2 9 2
13(@) ol

Puisque J.v — v comme ¢ — 0 dans L2(Q), et ||%(ut — Sf(put))H;(Q)est borné, nous
P
concluons que g € L2(Q).

Remplacent maintenant g par sa représentation (3.3.5) en relation (3.3.1), nous avons

1
(Tug, ue) 2y — (T, ;(TUT)T)LQ(Q) — (rug, uzz) 12(Q)

1
— (g, wg) 2y + (ru, ;(TUT)T)L2(Q) + (rug, Uz 12(Q)

1
+(rS2 (puw), Up)12(Q) — (rS2(puw), ;(TUT)T)LZ(Q)

- (ng (puse), Uzz)LQ(Q)
= 0, (3.3.8)

conditions (3.1.3) et (3.1.4), la forme spéciale du u donnée par (3.3.3) et (3.3.4) et une intégration

par parties pour chaque terme de (3.3.8) donne :

(Tut, ut)LZ(Q)
= fSTfObfo ruZdrdzdt
= ||UtHig(Qs) ) (3.3.9)
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1
—(ruy, ;(TUT)T)L2(Q)

— —fsTfOb \[foa(rur)rutdrl dzdt

TV
intégration par partie

- _fof Uy Uy dtdz+f fofo U U drdzdt

d’aprés les condition de Neumann on a

= —fof au(a, z, t)u(a, z,t) — 0u,(0, 2, t)us (0, 2, t)] dtdz
—I—fs fo o rurugdrdzdt

= fobfoa fTTurutrdt)drdz

= fo N 2dt |uT(r 2, 0> dt)drdz

= éfgrur(r, z,T)drdz — §fﬂru3(r, z,8)drdz

1
- 3 [Jur(r, 2, T)”ig(g) , (3.3.10)

—(rug, uz2) 12(Q)
= —fsTfobfoarutuZZdrdzdt
= _fSTan [fobrutuzzdz} drdt
—_—

intégmtion par partie

— —fo f rutuz dtd?" —|— f fo fO rutzuzdrdzdt
- fs fo fo rugu,drdzdt
— el T,Z,T raz — 5 Jqru\r, 2, 8)araz

1 2
= Sl 2Dz (3.3.11)
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Chapitre 3 : Probléme parabolique linéaire singuliere avec la condition intégrale.

— (g, ut) 12()
= [T P [ rugudrdzdt
= fo fo f uttutdt drdz
= fo fo fs 57 |ut(7“ z t)| dt)drdz
= -3 fQTut (r,z, T)drdz + 3 fﬂruf(r, 2, 8)drdz

1 2
= g w2 9l - (3.3.12)

1
(Tum ;(ruT')T‘)LQ(Q)

= RS [ )] ara:

/

~
intégration par partie

= fobfoa [(ru,),ue]; drdz — fSTfobfoa(rur)rutdrdzdt
= fobfoa [(ru,(ry 2, T))pug(r, 2, T) — (rup(r, 2, 8))pus (1, 2, 8)] drdz
—fSTfObfoa(ruT)rutdrdzdt

— —fSTfob \[foa(rur)rutdrl dzdt

intégration par partie

= _fof T Uy dtdz+f fofo rul drdzdt

d’aprés les condition de Neumann on a
= —fof atp(a, z, t)ug(a, z,t) — 0upe (0, 2, t)ug(0, 2, t)] dtdz
[0 a2 drddt
= ||utr||ig(Qs)7 (3.3.13)
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Probléme parabolique linéaire singuliere avec la condition intégrale.

(Tutt ) uzz)L2 Q)

fsT fobf[)aruttuzz drdZdt

fobfoa [fsTruttuzzdt} drdz
—

intégration par partie
f(]bfoa [Tuzzut]z drdz — fSTfobfoaTuzzutdrdzdt
fobfoa [Tuzz(r, 2, T)ut(ra Z, T) - Tuzz(fr, Z, S)Ut(r, zZ, 5)} drdz
—fSTfobearuzzutdrdzdt

- fsT foa [fobruzz utdz} drdt

—

intégration par partie

—fo f T UL U drdt—I—f fo fo Tutzdrdzdt
— Iy f T (r, by t)ug (r, by t) — rug(r, 0, t)ug. (r, 0, )] drdt + fQ rul drdzdt

HutZHLg(QS) ) (3.3.14)

(ng (puw), ut)L2(Q)
- fsTfob\anrgz(PUtt)Uthldzdt

~
intégration par partie

- fof [\Sr pur)S (Putt] dtdz — f fo o\‘r pu) Sy (puy )drdzdt

rl d )
= _fofo s th (put)| dt)deZ

1
= _§fg(%r(/)ut(7°a Z, T))2d7’d2 + §f9(%r(put(r, 2, S))erdz

1 2
- 5 157 (pue(r, 2, S)”L?(Q) ) (3.3.15)
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Chapitre 3 : Probléme parabolique linéaire singuliere avec la condition intégrale.

1
— (T%z (putt), ; (TUT)T>L2(Q)
- _fsTfob\an(Tur)rgf(Putt)drldzdt

intégratio;rpar partie
= _fof [ru,S7 (puy) |, dtdz + fsTfobeaTur%T(putt)drdzdt

D’aprés les condition de Neumann on a

= _fof [TUT a, z, )37 (pug) — OUT(O,Z,t)gz(putt)] dtdz
+fs fo Jo S (pu)drdzdt

= fobfoa [fSTTuT%T(putt)dt] drdz

TV
intégration par partie

— [P Sy ( puy Tardz — [T [ P Sy (pug ) drdzdt
0Jo s s JoJo

- fobf[)a [TUT(T; 2 T)%T<put) - TUT(TJ 2, S)%r(put)] drdz — fQSTUTtST(pUt)deZdt

= —(uy, %r(put))Lg(Qs)a (3.3.16)
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Chapitre 3 : Probléme parabolique linéaire singuliere avec la condition intégrale.

—(r33 (pus), Uzz)12(Q)
- = fsT fob\[foaruzz %72« (putt)drledt

TV
intégration par partie

= —Jo ), [Selpus) S pun) g dtdz + [ [y [5'Ss (p=2)S: (puse)drdzdt
= _fo ST S0 (pue) 2 (puae) — S0 (pu2) 2 (puw) ] dtdz

[0S (p1s2) S (pugy ) dird zdt
= fo Jy [fs puzz)\sr(putt)dt} drdz

~
intégration par partie

= fofo 3, puzz)\sr(put)] drdz — foObfoa%T(puzzt)Sr(put)drdzdt

D’aprés les condition intégrales on a

- fobfoa S (puz2) S (pur) — Se(puz2) Sy (puy)] drdz
f fo 0 \Sr puzzt \Sr(put)drdzdt
= _fs foa [fo S (puzzt)%r<put)d2:| drdt

vV
intégration par partie

= —fo f QN Puzt)\sr(pUt)] dtdr+fQ “2 puzt)) drdzdt

= ||%T<puzt)’|L2(Qs) ) (3317)

substitution d’égalités (3.3.9) — (3.3.17) en (3.3.8) donne

1
| w ||%3(QS) +§ | ur(r,2,T) ||ig(9) + [| wer H%/%(QS)

1
o e ) + 1 Selous) 2 +3 1 e=(r2,T) 130
1 1
+5 I wlr28) iz +5 11 Srpw(r,2,9)) 72
= (e, S (pur)) £2(Qs) - (3.3.18)

38



Chapitre 3 : Probléme parabolique linéaire singuliere avec la condition intégrale.

Une application de l'inégalité de Cauchy-¢ au coté droit des résultats (3.3.18) donne

1 1
I w220, +5 lur(r,2,T) 220 +5 Il wer 1Z2(q.)

1
+ 1w g + 1 Seloua) N2, +5 11us(r 2, T) [y
1 2 1 Cx 2
g w2 8) Iz +5 11 Selpulr 2, 9)) lz2g)
1
S 3 IS (pue) 11220,
a
< 5 Seloud) iz, (3.3.19)

si dansl’inégalité (3.3.19) ou laisse le terme || u; ||3, (@.) tomber dans la partie gauche ou ajoute
P S

le terme || u, H%%(QS) + || u, ||%%(QS) + || we H%%(Qs)a droite nous l'obtenons a partir de

1
| ur(r,2,T) ||%g(sz) +§ | wer H%%(QS) + [ e ||ig(@s) + || S (puzr) ”%Q(QS)

+

N =N =

1 1
I ua(r 2, T) [z 0) +5 [ ulr 2 5) [z +5 1| Sr(pwr, 2,9)) 2@

a
< B | Sr(pus) H%Q(QS) + | u. H%g(Qs) + | ur H%g(Qs) + || H%g(Qsp

puis nous avons

| we(r,2,T) ||%g(a) + || gy H%%(Qs) + || e H%g(QS) + || S (puse) ||%2(QS)

+ [ u(r,2,T) ||%g(n) + [ wi(r, 2, 5) ||2Lg(n) + 1| S (pwe(r, 2, 8)) ||i2(9)
< A S (ow) Nz, + s iz + 1 lzze) + 1w 22, (3.3.20)
ou
A =max{2,a}.

Nous définissons maintenant la fonction

T
nir. 2 t) = / wn(r, 2, 7)dr,
t
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Chapitre 3 : Probléme parabolique linéaire singuliere avec la condition intégrale.

puis nous avons

n(r,z,t) = u(r,z,T) —u(r, z,t),n(r, z,s)

= u(r,z,T),
par conséquent I'inégalité (3.3.20) devient

I wer 3@ + 1 ues 2z

+ H %T(puzt) H%/%(QS) + H 77T<T7Z’8) H%,%(Q)
ol ma(rz8) s + wlr 2 9) g
+ || S(pw(r, 2, 8)) ||%§(Q)

(T =) (. 2,8) Iy + 0o 2.) )
240 AT =) [ n.(r,28) lZa) + 1 0:(r2,0) Tz ¢
+ 11 Sr(oue) 120, + e 240,

IN

de cette derniére inégalité nous obtenons

| ||%§(QS) + || s ||ig(Qs) + || S (puar) ||%3(QS)
(1= 2A(T = 9) {1, 2,5) [y + | 1.5 2 5) Py |

+ 0wl z8) @) + 1 Selpu(r, 2, 5)) 130

H nr(ra Zat> Hi%(Qs)
+ [ S (pue) |

+ I n.(r, 2, 1) H%g(@s)

IN

2A

20 T vt 122 g,

(3.3.21)
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Chapitre 3 : Probléme parabolique linéaire singuliere avec la condition intégrale.

si so > 0 satisfait 1 — 2A(T — s9) = 1 alors (3.3.21) implique que

[ ||i§(QS) + [| we ||ig(@s) + [ S (put) ||%,2,(QS)

+ || TIr(TaZwS’) H%%(Q) + H Uz(ﬁ% S) H%%(Q)

+ o w(r,2,8) 3@ + | Selpu(r, 2,9) 20
2 2
S 4A H nr(razaw HL%(QS) + H nz(r>zat) ”L/%(QS) (3322)
+ 11 Selpwe) (1720, + I we ||%g(QS)
Pour tout s € [T" — s¢, T soit
B = u H%%(QS) + [ e ||%,%(QS) + [ S (puze) H%g(@s)a
et
W(s) = 1,028 Baon + 1002 8) B3
+ 1 Selpue) 22 + e 2.
de (3.3.22) nous obtenons
aw
B———4AW(s) <0
o aaw(s) <o,
d’ou il résulte que
d
_E(W(S) exp(4A4s) <0, (3.3.23)

prendre compte de W(7') = 0 et en réalisant une intégration de (3.3.23) par rapport a t sur [s, 7]
on obtient

W (s)exp(4As)) < 0. (3.3.24)

Par conséquent nous déduisons de (3.3.24) que g = 0 presque par tout sur Qr_s, = Q2 x [T —
soT'] puisque s est indépendant de l'origine nous utilisons la méme procédure un nombre fini de

fois pour montrer que g = 0 sur @ = Q x [0, T cela permet de prouver la proposition (3.3.1) soit
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Chapitre 3 : Probléme parabolique linéaire singuliere avec la condition intégrale.

U = (g,¢) € R(L)* tel que
(Lu, 9)r2) + (lu, @)

Wap@) —

mettre u € Dy(L) dans (3.3.25) nous avons
(Lu, g)rz@) = 0, Yu € Do(L),

en vertu de proposition (3.3.1) nous concluons de (3.3.26) que g = 0.

Ainsi ’équation (3.3.25) prend la forme

(lu7 Qb)wl - 07

2,P(Q)

mais comme l'image R(/) de Popérateur de trace [ est dense dans W21,p(9) d’ou

¢ =0,
par conséquent
v =0,
cela signifie que
R(L)" = {0},

ceci complete la preuve du théoréme (3.2). =

(3.3.25)

(3.3.26)

(3.3.27)
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Conclusion générale

Dans ce mémoire nous avons appliqué la méthode de l'estimation a priori pour montrer

I'unicité d’un probléme mixte avec une condition non locale et en prouvé I'existence.

Notre objectif ultime aprés ce travail de ce mémoire est de traiter d’autres problémes mixtes

non locaux plus compliqués non linéaires avec conditions non locales.
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