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Résume

Dans ce mémoire on va présenter une étude de certains théoremes de
point fixe commun en utilisant des conditions contractives
geénéralisées de certaines applications univoques considérées sur
des structures métriques floues. En particulier, on va faire toute la
lumiere sur certains résultats publi¢s dans ce cade par Mr

F. Merghadi. A. Aliouche et C. Godet-Thobie. Plus précisément,
on utilise la notions de la compacite séquentielle et les notions
plus faible de compatibilité de fonctions pour démontrer
l'existance de point fixe pour une familles d'applications dans un
espace metrique flou ou un espace metrique flou intuitionniste.

Mots clés :

Point fixe commun, Condition contractive, La compacité séquentielle,

Application compatible, Espace métrique flou, Espace semi-métrique

flou intuitionniste.



Abstract

In this thesis we will present a study of certain common fixed point
theorems using generalized contractive conditions of certain single-
valued mappings considered on fuzzy metric structures. In particular, we
will shed light on some results published in this context by

Mr F. Merghadi. A. Aliouche and C. Godet-Thobie. More precisely, we
use the notions of sequential compactness and the weaker notions of
compatibility of mappings to demonstrate the existence of a fixed point
for a family of mappings in a fuzzy metric space or an intuitionistic fuzzy
semi-metric space.

Keywords :

Common fixed point, Contract condition, Sequential compactness,
Compatibility mapping, Fuzzy metric space, intuitionistic fuzzy semi-
metric space.
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AVANT-PROPOS

La combinaison d'un espace métrique, d’'un ensemble flou et de la théorie de point fixe nous
amene a un bon sujet de recherche que nous étudierons dans ce travail. Tout d’abord, nous met-
trons en évidence la signification des ensembles flous et leur histoire, puis un bref apercu de

I'histoire de la théorie des espaces métriques flous et de la théorie de point fixe.
Introduction générale

Il est beaucoup plus facile de dire si une personne est un homme ou une femme, si une personne
est en classe terminale ou pas, mais il est difficile de dire si quelqu'un est beau (la notion de
beauté est sujette a plusieurs discussion). C’est la ol intervient la théorie des ensembles flous.
En effet, la théorie des (sous-) ensembles flous est une théorie mathématique du domaine de
I'algebre abstraite développée par Lotfi Zadeh en 1965 afin de représenter mathématiquement
I'imprécision relative a certaines classes d’objets. Par ailleurs, la pauvreté peut aussi étre étudiée
en utilisant la théorie des ensembles flous, étant donné le manque d’attributs précis permettant
de ranger les individus ou les ménages dans la classe des pauvres ou des non-pauvres (Ambapour,
2009). Le caractere flou est a privilégier car il sert a mieux modéliser l'incertitude et 'impréci-
sion, par exemple est presque, est un peu plus grand que, est a peu pres, etc. D’autre part, en
1975, Kramosil et Michalek [19, 19] ont introduit pour la premiére fois le concept d’espace mé-
trique flou, basé sur le concept d'une métrique statistique (probabiliste) introduit par Menger en
1951 [23], [28]. Ici, nous I'appelons une métrique floue KM. Une métrique KM floue est dans un
certain sens équivalente a une métrique statistique, mais ils ont des différences essentielles dans
leurs définitions et interprétations. En 1994, George et Veeramani [12], voir aussi [13], ont 1ége-
rement modifié le concept original d’'une métrique KM floue, nous appelons cette modification par
une métrique floue GV. Cette modification permet de nombreux exemples naturels de métrique
floue, en particulier, métriques floues construites a partir de métriques. Les mesures floues GV
semblent également plus appropriées pour étudier des structures topologiques induites. Paralle-
lement a I'intérét principal de nombreux chercheurs pour les aspects théoriques de la théorie des
métriques floues, en particulier, les propriétés topologiques et séquentielles des espaces métriques
flous, leur complétude, etc. Les mesures floues ont également suscité des spécialistes travaillant
dans divers domaines appliqués des mathématiques. Entre autres, des mesures floues ont été uti-
lisé dans les problemes de prise de décision avec des informations incertaines et imprécises et

d’autres problemes techniques . Par exemple, Niskanen [31], [24] a développé une approche de




raisonnement métrique floue pour prise de décision dans les problémes de soft computing. Gre-
gori et Al [11] a construit une métrique floue qui prend en compte simultanément deux criteres
de distance différents entre les pixels de I'image couleur et utilisé cette métrique floue pour filtrer
les images bruyantes, etc. Le fait que les métriques floues KM et GV soient obtenues sur la base
d’'une métrique statistique se reflete dans ’hypothese que le degré de proximité de deux points
dans un espace métrique flou correspond a la probabilité de la «coincidence» de ces points dans
la métrique statistique. En particulier, la distance floue entre deux points égaux est 1, tandis que
dans les cas ou un point est «loin» de l'autre, la distance floue entre eux est «proche» de 0. Cela
peut sembler étrange si un seul ne pense pas a une métrique floue comme homologue d’'une mé-
trique statistique. Dans ces notes, nous considérons comment la définition d’'une métrique floue
peut étre revue afin d’obtenir une notion mieux coordonnée avec le sens intuitif d’'une distance.

Par ailleurs, le théoréme du point fixe est 'un des théoréemes fondamentaux en analyse, il a
des applications nombreuses a la fois théoriques et pratiques dans les déférentes branches des
mathématiques, mais aussi de la physique, de la chimie, de la biologie, de 'informatique et autre.
Au rang des premieres, citons le résultat le plus connu de la théorie du point fixe est le principe
de contraction de Banach [8], qui est I'un des résultats d’analyse les plus importants et considéré
comme le début et la source principale de la théorie du point fixe dans les espaces métriques. Il
garantit 'existante et 'unicité des point fixe de certaines application. Par la suite, Grabiec [14]
a défini I'intégralité de I'espace métrique flou (maintenant connu comme un espace métrique
flou complet et a étendu le théoreme de contraction de Banach a des espaces métriques flous
complets). A la suite des travaux de Grabiec, Fang [9] a en outre établi de nouveaux théoremes
de point fixe pour les applications de type contractives dans des espaces métriques flous com-
plets. Peu de temps aprées, Mishra et Al [29] ont également obtenu plusieurs théorémes de points
fixes communs pour des applications asymptotiquement commutantes dans le méme espace, qui
généralisent plusieurs théorémes de points fixes dans les espaces métriques, Menger, flous et uni-
formes. Outre ces travaux basés sur I'espace métrique flou complet, George et Veeramani [12]
ont modifié la définition de la suite de Cauchy introduite par Grabiec, parce que encore n’est pas
complet avec la définition de complétude de Grabiec. Parallelement, ils ont 1égerement modifié la
notion d’espace métrique flou introduite par Kramosil et Michdlek [19], puis ont défini un Haus-
dorff et la premiere topologie dénombrable. Depuis lors, la notion d’espace métrique flou complet
présentée par George et Veeramani (maintenant connu comme un espace métrique flou complet)
est apparue comme une autre caractérisation de complétude, et certains théorémes de point fixe
ont également été construit sur la base de cet espace métrique. D’apres 'analyse ci-dessus, nous
pouvons voir qu’il existe de nombreuses études liées a la théorie du point fixe basées sur les deux

types d’espaces métriques flous complets [10], [16], [27], [25], [28], [35], [1], [2].
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Par conséquent, notre theme s’intéresse a 'étude de quelques théoremes de point fixe satisfaisons
quelques conditions de contractivités dans n-espaces métriques flous généralisés. On va essayer
de faire un exposé et détailler I'essentiel du contenu de quelques articles publiés par A. Aliouche
et E merghadi. On va travailler en parralléle de trois chapitres qui aboutissent a un seul objectif
(existence de point fixe pour une famille d’applications).

De toute évidence le premier chapitre, comme dans toutes les mémoires, contient les éléments
indispensables dont on aura besoin pour les chapitres suivants, Plus précisément, on va définir le
concept d’'un sous-ensemble flou et on va étudier le principe de contraction de Banach dans un
espace métrique flou.

Le sujet de deuxieme chapitre sera sur quelques résultats de point fixe sur n-espace métrique flou,
citons en titre d’exemple I'article de A. Aliouche et E Merghadi et qui s’intitule «A related fixed
point theorem in two fuzzy metric spaces» publié en 2009 et A related fixed point theorem in n
fuzzy metric spaces».

Concernant le dernier chapitre, nous allons travailler sur des articles publiés récemment par Mr.
E Merghadi et C. Godet. Thobie pour démonter I'existence de point fixe commun d’une infinité
d’applications sur un espace semi-métrique flou intuitionniste en utilisant la notion de la propriété

(E.A), la compatibilité faible et la compatibilité occasionnellement faible.
1

11)- Le pixel est le plus petite surface homogéne constitutive d’'une image enregistrée par un systéme informatique.

2)- Le nombre de pixels définit la précision de I'image.

3)- Le calcul souple (soft computing (en)) est un terme appliqué a un champ de l'informatique qui se caractérise
par l'utilisation de solutions de calcul inexactes, pour lesquels une solution exacte ne peut étre dérivée en temps
polynomial.

Le calcul souple est devenu un domaine de recherche de linformatique dans les années 1990. A Iépoque, les
approches du calcul informatique ne pouvaient aborder que des problemes de simple complexité et les systemes les
plus complexes découlant de la biologie, la médecine, les sciences humaines, sciences de gestion, et des domaines
similaires sont souvent restés irrésolus par les méthodes classiques des mathématiques et de 'analyse. Le calcul souple
traite de 'imprécision, de l'incertitude, de la vérité partielle, et du rapprochement pour atteindre une tragabilité, une

robustesse et un cofit faible pour la solution.




Chapitre 1
Notions, définitions et préliminaires.

Dans ce chapitre, nous allons rappeler quelques notions essentielles pour la suite de cette étude.
Tout d’abord on va définir la plateforme convenable sur la quelle de telle choses peuvent avoir
lieu. On va commencer par la définition des espaces métriques et ces propriétés suivies par le
concept des ensembles flous en tant qu’outils pour définir les espaces métriques flous. En suite on
va concentrer sur la notion des applications compatibles et le théoreme de point fixe de Banach

dans un espace métrique flou.

Définition 1.1 [41]Un espace métrique (X, d) ott X est un ensemble non vide muni d’'une applica-
tiond: X x X — R, appelée distance (ou métrique), qui satisfait les propriétés suivantes pour tout
r,y,z € X :

i. d(z,y) = 0 si et seulement si x = y,

i d(z,y) = d(y, v),

ii. d(z,z) < d(z,y) + d(y, z).

Exemple 1.1 1. Dans R, on peut considérer la distance d suivante dite distance usuelle :

2. Soient X = R", x = (x1, 2, ...,x,) et y = (y1, Yo, ..., Yn) ON définie :

1

dy(z,y) = (Z 2 — y|> . pourp > 1.

=1
doo(7,y) = max {|z; — y;|}.

1<i<n

3. Soit X un ensenble quelconque, on définie :

aaw={1“x¢%

0six =y,

S5



Chapitre 1. Notions, définitions et préliminaires.

on Uappelle métrique discrete.

Définition 1.2 [41] Soit (X, d) un espace métrique. La boule ouverte de centre x et de rayan r dans
(X, d) est l'ensemble défini par :

B(z,r)={y € X : d(z,y) <r}
Un sous ensemble U C X est dit ouvert si et selement si pour tout x € U, il existe r > 0, tel que
B(z,r) CU.
Un sous ensemble d’'un espace métrique est dit fermé si son complémentaire est ouvert. Un exemple
d’un ensemble fermé est la boule fermé de centre x et de rayon r donnée par :

B(r.e) = {y € X : d(z,y) < }

Définition 1.3 [41]Une suite {x,}, . dans un espace métrique (X, d) est dite de Cauchy si :

Ve > 0,3n(e) € N,Vn,m > n(e) : d(zp, xm) <&,

C’est a dire :
lim d(z,,zm,)=0.

n,Mm—00

Exemple 1.2 Dans (R, | . |) la suite définie par :

Soitn,m e N, n>m

1
m
n

nm
n

<| —|
nm

<|

3=

alors lim L =0, Donc {U,} est une suite de Cauchy.

m—0o0
Définition 1.4 [41]Soit (X, d) un espace métrique alors {x,}, . une suite dans X est appelée suite
convergente si et seulement si :

Ve > 0,3n(e) € N,Vn > n(e) = d(z,,z) <ce,

On note alors

lim z, = .

n—oo




Chapitre 1. Notions, définitions et préliminaires.

Proposition 1.1 [4]1]Toute suite convergente est de Cauchy. Linverse est généralement faux.

Exemple 1.3 Soit la suite {z,} dans lUespace métrique {R — {1},].|}, tel que z, = On a

_n_
n+1"

lim, ..z, =1¢ R — {1}, donc la suite {z,} diverge.

Soitn,m e N, n>m:

An, Tm) =| nil _mT—rfL—l |
B n—m
= (n+1)(m+1) |
n
~n(m+1)
1
ST

alors lim,,_, o m+r1 = 0. D’ou lim,, ;5,00 d(p, ) = 0, donc la suite {z,} est de Cauchy.
Définition 1.5 [41]Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques, T': X — Y une application et
a € X, on dit que T est continue au point a si :

}llirlll T(x)="T(a).

C’est a dire :
Ve>0,30 >0,Vze X, dy(z,a) <d=dy(T(2), T(y)) <e.

Définition 1.6 [41]Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de Cauchy de cet espace
converge vers limite dans ce méme espace.
Définition 1.7 [41]Un espace métrique (X,d) est dit compact si toute suite d’éléments de (X,d)

admet une suite extraite convergeante vers un point de X. Une partie A de X est dite compacte si le

sous-espace métrique (A, d) est compact.
Définition 1.8 [41]Un espace métrique (X, d) est dit séquentiellement compact si toute suite de X

admet une sous suite convergente dans X.




Chapitre 1. Notions, définitions et préliminaires.

1.1 Ensembles flous

Dans la théorie des ensembles classiques, il n’y a que deux situations acceptables pour un élément,
appartenir ou ne pas appartenir a un sous-ensemble. Le mérite de Zadeh a été de tenter de sortir
de cette logique booléenne en introduisant la notion d’appartenance pondérée : permettre des
graduations dans l'appartenance d’'un élément a un sous-ensemble, c’est-a-dire d’autoriser un

élément a appartenir plus ou moins fortement a ce sous-ensemble.

Définition 1.9 [42]Soit X un ensemble de référence et soit x un élément quelconque de X . Un

sous-ensemble flou A de X est défini par sa fonction d’appartenance 4, telle que
A= {(a:,uA(x)),x S X} avec fiy : X — [07 1]

ou yu 4 représente le degré d’appartenance avec lequel x appartien a U'ensemble flou A.

On observe les trois cas possibles suivants :

pia(z) =0
0<pqa(zr)<1
pa(z) =1

Ou, puy(x) = 0 si x n‘appartient pas A; 0 < p,(z) < 1 si x appartient partiellement a A; et
w4 (x) = 1 si x appartient entiérement a A. La fonction d’appartenance p 4(z) inclut ou exclut donc a

ses extrémités, tout élément x au U'ensemble (Vero, 2002).

Remarque 1.1 [42]On peut faire remarquer que si A est un sous-ensemble classique, la fonction
d’appartenance qui lui est associée ne peut prendre que les valeurs extrémes 0 et 1. On a dans ce cas :
{ pa(x) =0

pa(r) =1

Exemple 1.4 Conséderons Uexpression "jeune". Dans le contexte "une personne jeune" peut étre mo-
délisée en utilisant les ensembles flous. Lensemble flou A est défini par
11, : [0,100] — [0, 1]
1si0 <z <25
T puy(r) = 22225 < a < 40

0 ailleurs.
Lage 1 est certainement jeune et 100 non jeune.

Exemple 1.5 La fégure 1.1 montre graphiquement la diférence entre un ensemble classique et un

ensemble flou

1.1. Ensembles flous |}



Chapitre 1. Notions, définitions et préliminaires.

Fig 1.1 la déférence entre Uensemble classique et l'ensemble floue.

1.1.1 Caractéristiques d’un sous-ensemble flou

Un sous-ensemble flou est completement défini par la donnée de sa fonction d’appartenance, a
partir d’'une telle fonction, un certain nombre de caractéristiques du sous-ensemble flou peuvent
étre étudiées.

e Support

Le support d’'un ensemble flou A de X, noté supp(A) est defini par

supp(A) = {z € X, py(x) > 0}

e Noyau
Le noyau d’'un sous-ensemble flous A de X noté par noy(A) est defini par

noy(A) ={z € X, py(x) =0}

e a-Coupe
Une a-coupe de A est le sous ensemble classique noté A est defini par

Ao ={z € X, py(z) = a}

1.1.2 Opérations sur les ensembles flous

Etant donné que le concept de sous-ensemble flou peut-étre vu comme une généralisation du
concept d’ensemble classique, on est conduit a introduire des opérations sur les sous-ensembles
flous qui sont équivalentes aux opérations classiques de la théorie des ensembles lorsqu’on a
affaire a des fonctions d’appartenance a valeurs 0 ou 1. On présente ici, les opérations les plus

couramment utilisées.

1.1. Ensembles flous €]



Chapitre 1. Notions, définitions et préliminaires.

e Egalité
Deux sous-ensembles flous A et B de X sont égaux, si leurs fonctions d’appartenance prennent la

méme valeur pour tous les élément = de X. Formellement A = B si et seulement si :

Vo € X, py(z) = pp(z)

Exemple 1.6 Lensemble flou de petit B

B ={{1,1},{3,0.9},{4,0.6},{5,0.4},{6,0.3},{7,0.2},{8,0.1},{9,0} , {10,0}}
Lensemble flou aussi petit A

A={{1,1},{3,0.9},{4,0.6},{5,0.4},{6,0.3} ,{7,0.2} ., {8,0.1}, {9,0}, {10,0}}
A(z) = B(z)

Note : Si A(x) = B(x) n’est pas satisfaite pour un élément = € X alors on dit que A n’est pas égal B.

e Complément

Le complémentaire d’un sous ensemble flou A de X noté A est défini par

frae(z) =1 — py(z)

Exemple 1.7 Soit A U'ensemble des enfants petites

A={{1,1},{3,0.9},{4,0.6},{5,0.4},{6,0.3},{7,0.2},{8,0.1} ,{9,0}, {10,0} }
Lensemble flou A¢ des enfants n’est pas petites

A°={{1,0},{3,0.1},{4,0.4} ,{5,0.6},{6,0.7} ,{7,0.8} ,{8,0.9}, {9, 1} {10,1}}

Avec les définitions usuelles des opérateurs flous, on a trouvons toujours la propriété de com-
mutativité, distributivité et associativité des opérateurs. Cependant, relevons deux exceptions
notables :

1. En logique flou, le principe du tiers exclu n’est pas satisfaite : A U A # X, autrement dit
taua(z) # 1.

2. En logique flou, la propriété de non contradiction n’est pas satisfaite ici A N A # ().

Les autres propriétés sont conservées, notamment :

(A9 = A, X°=0et (= X.

e Inclusion

Soit A et B deux sous-ensembles flous de X, A est inclus dans B (A C B) est défini par

(AC B) & py(r) < pp(e)
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e Union

Lunion de deux sous-ensembles flou A et B (A U B) est défini par

taup () = max {u,(x), pp(z)}

Exemple 1.8 1. Lunion des ensembles A et B :

A(x) =0.3et B(x) =0.9 (AU B)(z) = max{0.3,0.9} = 0.9.

2. Lunion de" A" et de "B" :

A={{1,1},{2,1},{3,0.9},{4,0.2} ,{5,0.5} ,{7,0.2} ,{8,0.1},{9,4} , {12,1}}

B =1{{1,0},{2,0},{3,0.7},{4,0.5} ,{5,0.6} ,{7,0.1},{8,0.5},{9,0},{12,3}}
(AUB) = {{1,1},{2,1},{3,0.9},{4,0.5}, {5,0.6},{7,0.2}, {8,0.5}, {9, 4} , {12,3}}

e Lintersection

Lintersection de deux sous-ensembles flous A et B (A N B) est défini par

panp(®) = min {p, (2), pp(2)}

Exemple 1.9 1. Lintersection des ensembles A et B :
A(x)=0.3et B(z) =0.9 (AN B)(z) = min{0.3,0.9} = 0.3.
2. Lintersection flou de" A" et de "B" :
A={{1,1},{2,1},{3,0.9},{4,0.2} ,{5,0.5} ,{7,0.2},{8,0.1},{9,4} , {12, 1}}
B = {{1,0},{2,0},{3,0.7},{4,0.5},{5,0.6} ,{7,0.1},{8,0.5} , {9,0} , {12, 3}
(AN B) = {{1,0},{2,0},{3,0.7},{4,0.2} ,{5,0.5} , {7,0.1},{8,0.1} , {9,0} , {12, 1}}

1.2 Espace métrique flou

Définition 1.10 [38]Une opération binaire « : [0,1] x [0, 1] — [0, 1] est t-norm continue s’il vérifie
les conditions suivantes :

1. x associative et commutative,

2. * est continue,

3. a*1=apourtouta € [0,1],

4. axb<cxdquand a < cetb < d pour tout a,b,c,d € [0,1].

Définition 1.11 [38]Une opération binaire ¢ : [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] est t-conorm continue s’il vérifie

les conditions suivantes :

1.2. Espace métrique flou
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1. { associative et commutative,
{ est continue,

a ) 0 = a pour tout a € [0, 1],

R LN

aQb<cOdquand a < cetb<dpourtouta,b,c,de|0,1].

Exemple 1.10 Notons que a * b = ab pour tout a,b € [0, 1] :
1. axb=ab="ba=0>bx*aq,
Donc « est commutative.
Va,b,c € [0,1] : a x(b*c) = ax* (bc) = abe,
(a xb) * ¢ = ab * ¢ = abc,
Donc * est associative.
2. Soit f:]0,1] x [0,1] — [0,1] avec f (a,b) = ab est une foncition continue..
3. Pourtouta € [0,1]:ax1=al =a.

4. Onaaxb=abetcxd=cdtelquea<cetb<d:

a<c=ab<cb= ab<cd.

Exemple 1.11 Notons que a * b = min{a, b} pour tout a,b € [0, 1] (minimun continuous t-norm).

1. axb=min{a,b} =min{b,a} =bx*aq,

Donc * est commutatif.

Va,b,c € [0,1] : a x(b*c) = a x(min {b, c})

= min {a, min {b, c}}
( a#b)*xc= (min{a,b}) *c
= min {min {a, b} , ¢}

Donc x est associatif.
2. Soit f:]0,1] x [0,1] — [0,1] avec f (a,b) = min{a, b} est une foncition continue.
3. Pour touta € [0,1] : a* 1 =min{a,1} = a.
4. Ona a * b = min {a, b} et cx d = min{c,d} tel que a < cetb <d:

min {a, b} < min {c,d}

Si min {a, b} = a alors

a < ctrivial,
a < min{c,d} < et

a<donaa<ceta<b<d<&sa<d.
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Si min {a, b} = b alors
b < d trivial,
b < min{c,d} & et
b<aonab<aetb<a<ceb<ec

Définition 1.12 [12]Un espace métrique flou (X, M, x) oit X un ensemble non vide x est t-norm

continue, et M un ensemble flou dans X? x [0, cc), satisfaisant les conditions suivantes pour tout

r,y,z€ Xett,s>0:

1.

x?@/? >

M (z,y,t) >0,
M (x,y,t) = 1 si seulement si x =y,
M (z,y,t) = M (y,2,1),
M ( t)
M ( D)

T, Y,

NI

*M(y7Z7S)SM($’Z7t+S)J

z,y,-) :]0,+oo[ — [0, 1] est continu.

Définition 1.13 [12]Soit (X, M, ) est un espace métrique flou pour t > 0, la boule ouverte B(x,r,t)
de centre x € X et rayon 0 < r < 1 définie par :

B(z,r,t)={ye X : M(z,y,t) > 1—r}.

Un sous ensemble A C X est appelé ouvert si pour chaque © € Ail existet > 0et 0 < r < 1
tel que B(xz,r,t) C A. Soit T dénote la famille de tout les sous ensembles ouverts de X Alors T
s’appelle la topologie sur X induit par la métrique flou M. Cette topologie est de Hausdorff et d’abord

dénombrables.

Exemple 1.12 Soit X = R. Notons que a x b = ab pour tout a,b € [0,1]. Pour chaque t > 0, on
definit par :

M(z,y,t) , pour tout x,y € X.

Tttle—y
alors on peut voir facilement que le triple (X, M, x) est un espace métrique flou. En effet on a :
1. M (z,y,t) > 0, pour tout a,b € [0,1]. Pour chaque t > 0.

2. M(x,y,t)zl@ﬁzl@t—ﬂx—y\:t<:>|a:—y|:O<:>x:y.

3. M(z,y,1) .

_ _ t _
Tt e—y| T tt+y—z| T

M(y,z,t).

1.2. Espace métrique flou



Chapitre 1. Notions, définitions et préliminaires.

4. M (x,y,t) « M (y,2,5) < M (z,2,t+5) &

t o s t+ s
ttle—yl s+ly—z 7 t+s+]z—2
t o S - st
t+lz—yl  s+ly—z  std+tly—zl+slz—y|l+|y—z||r— 2
st

<
st+tly—z|+s|z—yl
< st + (min(s, t))?
T st+tly —z|+ sl — y| + (min(s, t))?

D’autre part : t|y — z| + s|z — y| > min(s, ) [y — 2| + |z — y]
Donc
st - st + (min(s, t))?
st+t|ly—z|+s|ler—y| = st+min(s,t)[ly — 2| + | — y|] + (min(s, t))?’
< min(s, t)(s + t)
= min(s, £)(s + ¢) + min(s, ) [ly — 2| + |z — ]’
min(s, t)(s + t)
~ min(s,t) [s+t+ |y —z| + |z —y|]
(s+1)
TsHt+ly—z|+|z—y|

(s +1)
T sttt |r—z

5. Soit M :]0,4o00[ — [0,1] avec M (z,y,t) —

_t
t+|z—y|
Alors est une fonction continue.

Définition 1.14 [12]Soit (X, M, *) est un espace métrique flou :

1. La suite {x, }nen dans X converge a x si seulement siV 0 < e < lett > 0, Ing € N, tel que
n > ng, M(x,,z,t)>1—c¢.
C’est a dire :

lim M (z,,z,t) = 1.

2. La suite {x, },en dans X est appelé suite de Cauchy si seulement siV 0 <e < lett >0, dng €
N, tel que n,m > ng, M (z,, Ty, t) > 1 —¢.
C’est a dire :

lim M(x,, 2y, t) = 1.

n,m—00

3. Lespace métrique flou (X, M, x) est dit complet si toute suite de Cauchy de X converge dans X.
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Lemme 1.1 [14]Pour tout x,y € X, M(x,y,.) est une application croissante.

Définition 1.15 Soit (X, M, *) est un espace métrique flou. M est dite continue dans X2 x [0, 00) si :

im M(z,, Yo, tn) = M(z,y,t).

n—oo

Si {(Zn,Yn, tn)} est une suite dans X? x [0, 00) qui converge au point (z,y,t) € X? x [0,00); alors,

lim M(z,,x,t) = lim M(y,,y,t) =1let lim M(x,y,t,) = M(z,y,t).

n—oo n—oo n—o0

Lemme 1.2 [14]M est une fonction continue dans X? x [0, 00) .

Définition 1.16 Un espace métrique flou (X, M, ) est dit séquentiellement compact si toute suite de

X admet une sous suite convergente dans X.

1.3 Applications compatibles dans un espace métrique flou

Iétude du point fixe commun a deux applications exige une certaine flexibilité entre ces applica-
tions, la plus élémentaire est la commutativité de fonctions. Cependant il existe beaucoup d’autres
types de compatibilité plus faible que la commutativité. Le but ici est de donner quelques défini-
tions de compatibilités dans un espace métrique flou dont on aura besoin dans la suite de notre

travail.

Définition 1.17 [14]Soient A et S deux applications d’'un espace métrique flou (X, M,x*). A et S

sont dites commutatives si ASx = S Az, pour tout x € X.

Définition 1.18 [39]Deux applications A et S d’'un espace métrique flou (X, M, x) sont dites faible-
ment commutative si
M(ASz,SAz,t) > M(Az, Sx,t)

pour tout x € X ett > 0.

Définition 1.19 [37]Deux applications A et S d’un espace métrique flou (X, M, *) sont dites R-

faiblement commutative s’il existe un constante R > 0 tel que

M(AS@, SAr.1) > M(Ar, Si, ©)

pour tout x € X ett > 0.
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Définition 1.20 [18]Deux applications A et S d’un espace métrique flou (X, M, x) sont dites com-
patibles si et seulement si lim,, .., M(ASz,, SAz,,t) = 1 pour tout t > 0, Pour toute suite (x,)nen
dans X satisfaisant :

lim Az, = lim Sx, = p.

n—o0 n—o0

pour toutp € X ett > 0.

Définition 1.21 [30]Soient A et S des applications d’'un espace métrique flou (X, M, ). Un point
x dans X est appelé un point de coincidence de A et S si et seulement si Ax = Sx. Dans ce cas,

w = Ax = Sx est appelé un point de coincidence de A et S.

Définition 1.22 [39]On dit que les applications A et S d’un espace métrique flou (X, M, x) sont
faiblement compatibles si elles commutent aux points de coincidence, c’est-a-dire

si Ap = Sp pour tout p € X alors ASp = S Ap.

Définition 1.23 [39]0n dit que les applications A et S d'un espace métrique flou (X, M, ) sont
occasionellement faiblement compatible si et seulement s’il existe un certain point x € X satisfaisant
Ax = Sz et ASx = SAx.

Il est facile de voir que deux applications compatibles sont faiblement compatibles et sont occa-

sionellement faiblement compatible mais I'inverse n’est pas vrai.

Définition 1.24 [39]Le paire (A, S) satisfait la propriété (E.A) s’il existe une suite (x,,) ey dans X,
telle que :

lim Az, = lim Sx, =p € X.

n—oo n—oo

Il est a noté que la compatible faible et la propriété (E.A) sont indepandantes.

Définition 1.25 [37](W.3) : Donné (x,)uen, « et y dans X.

Silim, oo M (zp,z,t) =1 et lim, . M(z,,y,t) =1, alors z = y.

(W.A4) : Donné (x,)nens (Yn)nen et z dans X.

Silim, oo M(zp,x,t) =1 et lim, o M(zp,yn,t) =1, alors lim,, .o, M (y,,x,t) = 1.

Il est clair que (W.4) implique (W.3).

Définition 1.26 [37](X, M, x) satisfait la propriété (H.E) si et seulement si, donné (z,)nen, (Yn)nen
et v dans X, silim,, oo M(x,,2z,t) = 1 et lim, o M(y,,z,t) =1, alors lim,,_,o, M(x,,y,,t) = 1.

Définition 1.27 [?](X, M, ) satisfait la propriété (C'E.1) si et seulement si, donné (z,)nen, Y €t ©
dans X, lim,, oo M (2, z,t) = 1 implique lim,, oo M (z,,y,t) = M(x,y,t).
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Définition 1.28 [37](X, M, %) satisfait la propriété (C'E.2) si et seulement si, donné (x,)nen, (2n)nen
et (Yn)nen dans X, lim, oo M (2, yn,t) = 1implique limsup,,_, .o M (zn, Yn,t) = limsup,,_,.. M (2, Tn, ).

1.4 Extensions du principe de Banach

Limportance du principe de Banach est que non seulement il offre un point fixe et une suite
itérative qui conduit a ce point mais il fournit aussi des erreurs de calcul. Cependant, le principe
exige aussi plusieurs hypotheses. Ci-dessous on va exposer une extension du principe dans un

espace métrique flou complet.

Définition 1.29 [22]Soit X un ensemble non vide. Un sous-ensemble R de X? est appelé une relation
sur X. Notez que pour chaque x,y € X, U'une des conditions suivantes est remplie :

i. (x,y) € R; ce quirevient a dire que “r est R lié a y” ou “r est lié a y sous R”. Parfois, nous écrivons
xRy au lieu de (x,y) € R,

ii. (z,y) ¢ R; ce qui signifie que “x n’est pas R lié a y” ou “z ne concerne pas a y sous R"
Trivialement, X? et ¢ étant des sous-formes de X? sont des relations binaires sur X, qui sont res-
pectivement appelées relation universelle (ou relation compléte) et relation vide tout au long de cet
étude, R représente une relation binaire non vide, mais pour des raisons de simplicité, nous écrivons

uniquement " relation binaire" au lieu de " relation binaire non vide".

Définition 1.30 [4]Soit R une relation binaire définie sur un ensemble non vide X et x,y € X. Nous

disons que x et y sont R-comparatifs si (x,y) € R ou (y,z) € R. Nous le désignons par [z,y| € R.

Définition 1.31 [4]Soient X un ensemble non vide et R une relation binaire sur X.
i. Linverse de R, dénoté par R~ est défini par R~' = {(z,y) € X?: (y,z) € R}.
ii. La fermeture symétrique de R, désignée par R?, est défini comme étant Uensemble RUR ! (i.e., R® :=

RU R™Y). En effet, R* est la plus petite relation symétrique sur X contenant R.
Proposition 1.2 [4]Pour une relation binaire R définie sur un ensemble non vide
(x,y) € R® & [r,y] €R

Preuve. Lobservation est simple car

(z,y) € R° & (z,9) € RUR™

& (v,y) € Rou (v,y) € R™*

< (x,y) € Rou (y,r) € R
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& [r,y € RUR™!

Définition 1.32 [4]Soient X un ensemble non vide et R une relation binaire sur X. Une suite

{Zn}nen C X est appelé R-préservante si
(Tp, Tpi1) € RVn €N

Définition 1.33 [4]Soit (X, M, *) un espace métrique flou. Une relation binaire R définie sur X
est appelée d-fermée si a chaque fois {z,} est une suite R-préservante et x,, — x, alors il existe une

sous-suite {z, } de {x,} avec [ x,,, x| € R pour tout k € N*.

Définition 1.34 [4]Soient X un ensemble non vide et T une application sur X . Une relation binaire

R définie sur X est appelée T-fermée si pour tout x,y € X
(x,y) € R= (Tx,Ty) € R

Proposition 1.3 [4]Soient X, T et R le méme que dans la définition (1.34). si R est T-fermé, alors

R? est également T-fermé.

Définition 1.35 [4]Soient X un ensemble non vide et R une relation binaire sur X. Un sous-
ensemble E de X est appelé R-dirigé si pour chaque x,y € E, il existe z € X tel que (r,z) € R
et (y,z) € R

Définition 1.36 [4]Soit X un ensemble non vide et R une relation binaire sur X. pour z,y € X,
un chemin de longueur k (ou k € N*) dans R de x a y est une suite finie {zy, 21, 22, ..., 2k} C X,
satisfaisante aux conditions suivantes :

Lzg=xetzy =y

ii. (2, 24+1) € R pour chaque i(0 < i <k —1)

Notez qu’un chemin de longueur k implique k + 1 éléments de X, bien qu’ils ne soient pas distincts.

dans cet étude, nous utilisons les notations suivantes :
i. F(T) I'ensemble de tous les points fixes de 7.
ii. X(T,R) ={x € X : (z,Tx) € R}.

iii. v(z,y, R) := la classe de tous les chemins dans R de = a y.

Proposition 1.4 [4]Si (X, M, x) est un espace métrique flou, R est une relation binaire sur X, T
est une application sur X, 0 < k < 1 ett > 0, alors les conditions de contractivité suivantes sont
équivalentes :

(1)) M(Tx, Ty, kt) > M(z,y,t) Vx,y € X avec (z,y) € R
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(1) M(Tx, Ty, kt) > M(x,y,t) Vo,y € X avec [z,y] € R

Preuve. Pimplication (i7) = (i) est trivial. A I'inverse, supposons que (i) soit vrai. Prenons z,y € X
avec [r,y] € R, alors (ii) découle directement de (¢). Sinon, si (y,z) € R, puis en utilisant la

symétrie de M et (7), on obtient

M(Tz, Ty, kt) = M(Ty, Tx, kt) > M(y,z,t) = M(2,y,t)

cela montre (i) = (i) m

Théoreme 1.1 [6]Soient (X, M,*) un espace métrique flou complet avec lim,, ... M (z,y,t) = 1
pour tout z,y € X, R une relation binaire sur X et T une application sur X. Supposons que les
conditions suivantes sont satisfaisantes :
a. X(T, R) n'est pas vide,
b. R est T-fermée,
c. soit T est continu ou R est d-fermé,
d.
M(Tz, Ty, kt) > M(x,y,t) Yo,y € X avec (z,y) € R

oul < k< 1lett>0,alors T admet un point fixe. De plus, si :
e. Si y(x,y, R®) nest pas vide, pour tout x,y € X, alors T" admet un point fixe unique.

Preuve. Soit xy un point ordinaire de X (7T, R). On défini une suite itérative {x,} par =, =
T"(xg) ou xpy1 = T, Yn € N. Comme (x9,Txo) € R, en utilisant Uhypothése (b), nous
obtenons :

(Txo, T?x0), (T?w0, T?x0), ...(T 20, T" '20) € R

Donc
(Tp, Tni1) € R,Vn € N (1.1

Ainsi,{x,} est une suite R-préservante. Nous appliquons la contractive (d) a (1.1), nous dédui-

sons pour n € N que :

t
M(Txp, Txpi1,kt) = M(zpi1, Toso, kt) > M (Ta:o,Txl, —)

kn—1
t
= M (331,372,%)

Donc pour tout entier p positif, on a

pour toutn € Nett >0

M(T:an Txn—&-pa t) = M(xn+la Tnipti, t)
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Y]

pk" pk"

M (z,y,t) — 1 commet — coona
lm M(Tx,, Txpip,t) > 1x..x1=1
qui implique que la suite {x,} est de Cauchy, d’oit converge. Donc, il existe x € X tel que

lim z, = .

n—oo

Supposons maintenant que T' est continue alors :

lim x4 = lim Tz, = Tx.

n—oo n—oo

En raison de Uunicité de la limite nous obtenons T'x = x i.e., x est une point fixe de T.

Supposons maintenant que R est d-fermé. Comme {z,} est une suite R-préservante et

lim z, ==
n—oo

Il existe une sous-siute {x,, } de {z,} avec
[Tn,, 2] € RVEk € N
En utilisant (d) et la proposition (1.3), [z, , 2] € R et lim,_, x,, = x, on obtient
M(xn,,,, Tx, kt) = M(x,,, Tv, kt) > M(xy,,2,t) — 1 comme k — oo

ie.,
lim M(x,,,z,t)=1

n—oo
pour que

lim z,, =Tz

n—oo

Encore une fois en raison de l'unicité de la limite, nous obtenons
Tr==x

de sorte que x est un point fixe de T.

t t
M (xnﬂ,xnﬁ,—)*...*M (xnﬂg,xnﬂ,ﬂ, —)
p p

t t
> M <x1,x2,—) ..x M (ml,xg, —

)
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Pour prouver Uunicité, prenons x,y € F(T), i.e;
Tx)=xetT(y)=y (1.2)

Par hypothése (e), il existe un chemin {zo, 21, 2, ..., 2. } d’une certaine longueur finie r dans R*

de x a y de sorte que
20 =1, 2 =Y, |z, 2i+1] € R pour chaque i(0 < i <r —1) (1.3)
comme R est T-fermé, en utilisant la proposition (1.3), on a
[T"2;, T" 21| € R pour chaque i(0 < i < r — 1) et pour chacun n € N (1.4
faisant maintenant usage de (1.2), (1.3), (1.4), Uhypothése (d) et la proposition (1.3), on obtient

M(z,y,t) = M(Tz,Ty,t)
M(Tzy,Tz,t)
(
(

= M(T"2,T"z,1)
t t t
> M(T"20,T"z1, =)« M(T" 21, T" 29, =) * ... x M(T"2,_1,T" 2, —)
p p p
nt "t "t
2 M(Z[),Zl,,r—)*M(Zo,zl,r—>*...*M(Z’Q,Zl,r—)
p p p
> 1xlx..x1

1

Alors x = y. D’ou T admet un point fixe unique. m
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Théoremes de point fixe dans n-espaces

meétriques flous

Dans cette partie on va présenter une étude qui améliore et généralise des résultats obtenus
par EMerghadi et A.Aliouche[11], [12] en démontrant deux théorémes de point fixe liés de n-
applications dans n-espaces métriques flous séquentiellement compacts et n-espace métriques

flous complets sous des conditions contractives implicites.

2.1 Théoremes de point fixe dans n-espaces métriques flous

séquentiellement compact

En 2009, A. Aliouche, E Merghadi et A. Djoudi[5], ont démontré I'existance et I'unicité de point
fixe pour deus applications définie dans un espace métrique flou séquentiellement compact dans

un autre en se servant d’'une relation implicite définie sur R°.

Définition 2.1 [24]Soit ® ensemble de tout les fonctions ¢ : [0,1]° — [0, 1] telle que si
é(u, 1, u,v,v,1) > 0 ou ¢(u,u,1,v,1,v) > 0 pour tout u,v € [0, 1), alors u > v.

Exemple 2.1 Soit ¢(ty,ta, ts, by, ts, tg) = t1 — min{ts, ts, ta, ts, te}.

Ona:

B(t1, 1,1, tg, t2, 1) = t1 — min{1,ty, ty, 5,1}

= @(t1, 1,1, ta, b2, 1) = t1 — min{ty, ta} = t1 — to > 0, tel que 1,5 € [0,1],
= 11 > to.

Alors ¢ € ®.
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Théoreme 2.1 [5]Soient (X, M, 6,) et (Y, My, 05) sont deux espaces métriques flous, et T : X — Y,

S :Y — X deux applications satisfaisant

¢ Ml(Sy,STx,t),Ml(ac,Sy,t),Ml(w,STa:,t), =~ 0
! M2(y7 T.Z’,t), M2(y7TSy7 t)? M2(Tw7TSy7 t)

My(Tx, TSy, t), Ms(y, Tx,t), My(y, TSy, t),
%2 < M;(x, Sy, t), Ms(z, STz, t), M3(Sy, STz, t) )
pour tout v € X, y € Y avec x # Sy et y # T'x pour tout t > 0 alors ¢, ¢, € .
Supposons que l'un des conditions suivantes sont vérifie :
a1) (X, My, 01) est séquentiellement compact et ST est continue dans X,
az) (Y, Ms, 05) est séquentiellement compact et T'S est continue dans Y.
Alors ST admet un point fixe unique u € X et T'S admet un point fixe unique v € Y.

De plus, Sv =u et Tu = v.

En généralisant le théoréme précédent, E Merghadi et A. Aliouche ont démontré le théoreme

sous-dessous

Théoreme 2.2 [24]Soient (X;, M;,0;) i = 1,n sont n-espaces métriques flous, A; : X; — X1y,

i1=1,n—1letA,: X, — X; sont des applications satisfaisant

Ml(AnAn—l--A2x27 ApAn_1.. AsAs t)7 M, ($17 ApAn_1.. Asxy, t)a
¢1 Ml(ﬁl,AnAn_l..AgAll‘l,t),Mz(ﬂfg,All'l,t), >0 (211)
M2(5U2, Ay A Ay Ag, 75), Mz(AliUb Ay A Ay Ag, 75)

pour tout x1 € X1, xo € Xo avec x5 # x1 A1, et pour tout t > 0,

My(A1A A, 1. Aszs, Ay AL A, 1. A3 Agag, t),
My (xe, Ay Ay Ap_1.. Aszs, t),
Oy | Mo(xe, Ay ARAL_1..Asxo, t), M3(23, Agxa, 1), >0 (2.1.2)
M;(z3, AgA1 A Ay 1. Az, ),
M;3(Agxe, A A1 AL A 1. Ags, t)

pour tout x5 € X, x3 € X3 avec x3 # x9A,, et pour tout t > 0,

M (A2A1AnAn—1.-A4I4, AsA1 A A, Asg, t) , M3 (903, Ay A1 A ALy Ay, t) )
¢3 M (9537 Ay A1 AR A, . Ass, t) , My (534, Asxs, 75) ) >0

M,y (3647 As Ay A1 AL A Ayay, t) , My (A3$37 As A Ay AL A, Ay, t)
(2.1.3)
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pour tout x3 € X3, x4 € X, avec x4 # x3As, et pour tout t > 0,

M; (A 1A 9. A AA, 1 Ajiming, Aj 1 Ao AT AL AL 1 Aj L)
M (w5, A1 Aia A1 AR A, 1 A1, 1)

o; M; (i, Ai 1 Aio. . AT AR AL 1 Ay t) , My (41, Ajy t) >0 (2.1.1)

M1 (i1, AiAior . AiAR Ay 1 A, t),

Moy (A, AiAs 1o Av Ay Ay Aserziis, D)

pour tout x; € X;, ;11 € X;11 avec x;41 # v;A;,4 < i <n—1, et pour tout t > 0,

M, (An 1A, o Az, Ay 1Ay o A Az, 1),
M, (xn, Ap_1An_o...A121, 1),
On | M, (xn, Ap1An_o... A1 Anp, t), My (21, Apzy,t), | >0 (2.1.n)
M (21, Ay Ap 1A, o Ajzy, 1),
My (Anzn, AnAn 1A, o Arz,t)

pour tout ¥, € Xy, =, € X,, avec v, # x,A,, et pour tout t > 0 alors ¢, € ®, i =1, n.
Supposons que l'un des conditions suivantes sont vérifie :

ar) (Xi, My, 0,) est séquentiellement compact et A, A, _1..A; est continue dans X,

as) (Xa, My, 05) est séquentiellement compact et A1 A, A, _1.. A, est continue dans Xo,

a;) (X, M;, 0;) est séquentiellement compact et A; 1 A; 5...A1 A, An—1..A; est continue dans X,
i >3,

an) (X, My, 0,) est séquentiellement compact et A,, 1A, »...A1 A, est continue dans X,,.
Alors A;_1Aj_5... A1 A, A, _..A; admet un point fixe unique w; € X; pour tout i = 1, n.

De plus, Ayw; = w1 pour touti = 1,n — 1 et A,w, = w.

Preuve. Supposons que (X1, My, 0;) est séquentiellement compact A, A,_1..A; est continue sur X.
pour chaque t > 0, on défini

¢(I1) = M1<I1, AnAn_l..Al.fCl, t) pour tout xr, € Xl.
Alors, il existe p; € X, tel que
Qb(pl) = Ml(pla AnAn—l--Alpla t) = max {¢($1) . pour tout r, € Xl},

il existe p; € X, tel que py = A1py, p3 € X3 tel que p3 = Asps = AsAipy.
De la meme maniere, il existe p; 1 € X; 1 et p; € X; tel que :

pi = Aiipio1 = A Aiopi—o = Ai 1 Aj 0 A 3pi3 = ... = A1 Ao AyAipr,i = 2.n.
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Pouri=nona
Pn = An—lpn—l = An—lAn—2pn—2 = An—lAn—ZAn—3pn—3 T e & An—lAn—2---A2A1p1-

Par conséquent
o(p1) = Mi(p1, Appn, t) = max {¢(xy) : pour tout x; € X} .

Supposons que
A1(AL A1 AN () £ A(An A1 A" Hpy) , Le.,

(AlAnAn_l..Az)n_QAl (pl) 7é (AlAnAn_l..Ag)n_lAl(pl)

Comme Ai(p1) = ps alors
(

(AlAnAnfl..AQ)n_Q(]b) 7£ (AlAnAn71-~A2)n_1(p2)
(A1 AL Ay 1. As)" 3 () # (A1 A An1..As)" 2 (po)

(A1A An 1 Ag)(p2) # (A1 AnAn_1..A2)%(p2)
(AnAn—l--A2p2) # (AnAn—l--A2)(AlAnAn—1~-A2p2)
(Anfl--A2p2> i (Anfl--A2>(AlAnAnfl-'A2p2)

P2 # A1A An 1. Aspo

L p1# Apdn_1.. A1
On pose x5 = Ay (ApAn_1..A1)" 2(p1) et &1 = (A, Ap_1..A1)" Y(p1) dans (2.1.1) on a

M ((ApAn 1. AsAy) (AL An 1. A)" 2 (p1), (A A1 As Ay (A A1 A1) (py), 1),
M ((ApAn_1 A" Hp1), (An A, 1. As AN (AL A, 1. A" 2(py), 1),

" Mi((A A, 1. A1) (p1), (AnAn_1..A2A1) (A A1 A (), 1), 50
My((AnA,_1..A1)" 2 A1 (p1), (AnAn_1.. A1) 1AL (p1), B),

My((ApAn,_1.. A1) 2 A1 (p1), (AnAn 1. A A (AL A, 1. A1) "2 A (py), ),

MQ((AnAnfl--Al)n_lAl (p1), (AnAnfl--A2A1>(AnAn71--A1)n_2Al (p1),1)
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Donc
M ((ApAn_1.. A" Hp1), (A An 1. A3 A (p1), 1),
Mi((A A, 1. A)" Hp1), (AnAn_1. A1) Y1), t),
M ((ApAn_1-- A1) Hp1), (A AL 1. A (p1), 1),
My((A1 AR A, 1. A2)"2(py), (A1 A, A 1. Ag)™ 7t
My((A1 AR A, 1. A2)"2(py), (A1 AL A, 1. As)" H(pa
My((A1AL A, 1. A2)" (D), (A1 AL A, 1. As)" (o), )

¢

>0

Alors
(b((AnAnfl . -A1>n71 (pl))

= M1<<AnAn_1..A1>n71(p1>,(AnAn_l..AgAl)n(]h),t)
> My((A1AnAp_1. A)" 2(p), (A1 ApAn_1..As)" L (p2)).

On pose x5 = (A1 A, An_1..A3)"2(pg) et 5 = Ax(A1 A, Ap_1..A2)"*(ps) dans (2.1.2) ona:

Ma((A1Ap A 1. A5 A9) (A Ap Ar . As)"3(po),
(AL AL A, 1. A3Ag) (A1 AR A, 1. Ay)" 2 (pay, t),
My((ALALA, 1. Ay)" 2 (p2), (A1 AR Ap_1.. A3Ay) (A1 AR AL A2)"3(pa), t
®y My ((A1An A, 1. As)" 2 (pay, (A1 A Ap—1.. A) (A1 Ap A1 As)" 2 (pay, 1),
M3((AsA1 AR A . A3) 3 Ag(pa), (Ag AL AL A, 1. Ag)" 2 Ay (pay, t),

Mg((AQAlAnAl_n..A?))niSAQ (pg), (AQAlAnAn—l . Ag) (AQAlAnAl_n..A?))niSAQ

My ((A1A A, 1. A9) " 2(pa), (A1 AR An_1.. A2)"L(py), t
My((A1 AL A, 1. A2)"2(ps), (A1 A Ap 1. As)" 2 (p2),
My((A1AL A, 1. A2)"2(p), (A1 AL Ap 1. A2)" L (py), t
M3((AxA1Ap A, 1. A3)" 3 (p3), (A2 A1 A, A1 A3)" 2 (ps), 1),
M;3((AgA1An A1 A3)" 2 (ps), (A2 A1 Ap A 1. A3)"2(p3), 1),
M3((As A1 AR A, 1. A3)"2(p3), (Ag AL AL Ay 1. A3)" 2 (ps3), t)

Alors

M2 ((AlAnAnfl-'AQ)niz(p”a (AlAnAnfl--AZ)nil(pQ)a t)
> M3 ((AzAlAnAn_l..Ag)n_g(pg), (AQAlAnAn_l..Ag)n_2(p3), t)

M3((A2A1AnAl—n~-A3)n_3A2(p2)7 (AQAIAnAn—l'-A3)(A2A1AnA1—n'-A3)n_3(p2>7 t),

(2.2.1)
2.2.2)
),
>0
(p2>a t)
>0
2.2.3)

On pose x3 = (AgAlAnAn_l..Ag)nig(pg) et vy = Ag(AQAlAnAn_l..A3)n74(p3) dans (2.1.3) ona
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oy ( (A3As Ay Ap Ay Ag) (A3 Ay Ay Ay Ay 1 A4 (ps), )
(Ao Ay Ay Ap_1. A3) (Ag Ay Ay Ay Ag)" 3
M; ((AsAy Ay A1 A3) 3 (ps), (As Ay Ap Ay 1. Ag)(As Ay Ay Ay As)" 4 (p3), 1) ,
s My (AsArAp Ay 1. A3)"3(p3), (As A Ay A1 A3) (As Ay Ay Ay .. Ag)"™ 3( ), £, >0
My ((AsAvAp A1 A3)" 1 Az(p3), (As Ay Ay Ay 1. As)" 3 As(ps), 1) ,
My ((As Ay Ay A1 A3) "4 As(ps), (A3 A2 A Ay An_ 1. Ag)(As A1 Ap Ay 1. A3)" 4 A5(ps), 1),
My ((Ag Ay Ay Ap_1..A3)" 3 As(p3), (A3 As Ay Ay Ay Ag)(As Ay Ay Ay 1. A3) "4 As(p3), t)

Donc
M ((A3As A1 A AL 1. Ay)"3(p3), (Ag A1 AL A1 A3)" 2 t)

Ms ((AgAL AL A, 1..A3)"3(ps), (A2A1AnAn_1..A3)"3(p3), 1),
Ms ((A3As A1 ApAp_1..A3)" 3 (ps), (A2 A1 A A 1. A3)" % (ps), 1)
My ((AzAg A1 A Ay 1. Ag)"*(pa), (A3 A2 A1 ApAn 1. Ag)" 2 (pa), t)
My ((A3AsA1 AL A, 1. A" Hpy), (A3As A1 AL An 1. A" 3(pa), t)
My ((A3As A1 AL A, 1. A" 3(p3), (A3As AL AL A, 1. A" 3 (p3), t)

>0

3

b

Alors

Ms ((A3AsA Ay Ay 1. Ag)" 3 (ps), (As Ay Ay Ay 1. A5)" 2 1) (2.2.3)
> M4 ((AgAQAlAnAn_l..A4)n_4(p4), (AgAgAlAnAn_l..A4)n_3(p4), t)

De la méme maniére, on obtient pour tout i = 1,n — 1

M; ((Az'—lAz‘—z--AlAnAn—L.Az’)n_i(Pz‘), Ai 1A 0 ATAGA, 1 A)T T (), t) (2.2.1)
> My ((AiAifl--AlAnAnfl--Ai+1)niiil<pi+1)a (AiAifl--AlAnAnfl--Ai+1)nii<pi+1>7t)

Par exemple, si i = n — 1 alors

Mn—l ((An—QAn—3~-A1AnAn—1)(pn—1)7 (An—2An_3..AlAnAn_l)z(pn_l), t) (22n-1)
> Mn(pnv (An—lAn—QuAlAn)(pn% t)

Maintenant, on pose x1 = py et x, = A, 1A, o..A1(p1) = p, dans (2.1.n) on obtient

M, (pn, Ap_145 2. A1A,(pn), 1),
M, (pn, pns 1),
My (pn, Ap—14n 2. A1A,(pn), 1),
Ml(pl; Anpn7t>7
My (p1, Anpn,t),
M (Appn, Anppst),
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d’ou
My (pn, An—1An—2..A1An(pn), 1) > Mi(p1, Appn, t)
My (pn, Ap14n—2.. A1 A, (pn), t) > Mi(p1, ApAn_1An_o... A1, 1) (2.2.n)
De (2.2.1),(2.2.2), (2.2.3), .., (2.2.4), .., (2.2.n — 1) et (2.2.n) on a :

O((ApAn_1..41)" " (p1)) = Mi((AnAn_1..A)" (p1), (AnAn_1.. A2 A1)" (p1), 1)
> Mo((A1AnAn 1. As) 2 (pa), (ArAnAn 1. As)" (pa).

My (A1 ApAn—1..42)" 2 (p2), (A1 A, An1..42)" (p2), t)
((AgAlAnAn_l..Ag)n_B pg), (AgAlAnAn_l..Ag)n_2(p3), t)
((

((

M;
M3 A3A2A1An14n_1 . .A4)n_3(p3) s (A2A1AnAn—1 . .A3)n_2 t)

)

> My ((AsAsA1An A1 Ag)" (), (AsAs A1 AnAn 1. Ag)" 7 (pa), t)

M; ((Ai—lAi—Q--AlAnAn—l--Ai)n_i(pi)a A1 Ao Ay AL A1 A) T (), t)
> Mi+1 ((AiAiflnAlAnAnfl-~Ai+1)niiil(pi+1>7 (AiAifl--AlAnAnfl--Ai+1)nii(pi+1)7 t)

Mn(pna An—lAn—Q-‘AlAn(pn)a t) > Ml (pl» AnAn—lAn—Q---Ah t)

qb((AnAn_l..Al)n_l(pl)) > ¢(p1) = max {¢(I1) : pour tout x; € Xl} (231)

qu’elle est une contradiction. Alors

(AlAnAnfl..Ag)niz(pg) = (AlAnAnfl..Ag)nil (pg) (2.3.2)

En utilisant (2.3.2), ona :

P2 = AlAnAnfl..AgAg(p2> = AlAnAnfl--A3<p3) = AlAnAnfl--A4(p4) = ...

= AlAnAnflnAz#lAi(pi) = .= AlAnAnfl(pnfO = AlAn(pn) =Aip
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Aussi
p1 = AnAn—l--AZAl(pl) = AnAn—l--A2(p2) = AnAn—l--AB(p3) =

Pour tous i = 1,n, il existe p; dans X tel que

Ai 1 Aig AtAA, 1 A, (pz)

= AiflAifQ--AlAnAnfl-'Ai+1(piJrl)
= AiflAi72'-A1AnAnfl--Ai+2(pi+2)
= Ai—lAi—Z--AlAnAn—l--Ai+3(pz'+3)

= Ai—lAi—QuAlAnAn—l(pn—1>
= AiflAif2--A1An(pn)

= Ai1AioAi(pr)

= P
Pour l'unicité de p,, supposons qu’il existe z, dans X, tel que A, A, _1..AsA1(21) = 21 avec z; # py et
pour tous i = 2,n, z; = A;_12_, dans X;. Ensuite :

AnAn—l . .A2A1 (Zl) 7é AnAn—l . .A2A1 (pl)

A, _s. A2A1(Z’1) 7é An—z--AzAl(pl)
n 2- A2A1(2’1) 7é An—?--AQAl(pl)
A2A1(Z1) ?’é A2A1(p1)
Ay(21) # Ai(pr)

On pose x1 = p; et xo = Ajz; = 25 dans (2.1.1) ona
M1(AnAn71--A2A1Z1, ApAn_1..AsA 1, t)7
Mi(p1, AnAy_1.. AsAr 21, 1),
¢ | Mi(pr, AnAn—1..AsA1p1,t), Mao(Ar21, Aipr,t), | >0

MQ(A121> A A A, As A2, t)7
M2(A1p1, A1 A A, 1. As A2, t)
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Et donc

M (21, p1,t) > My(z2,p2,t) (2.3.3)

On pose r3 = A2A1p1 = Agpg = P3, Ty = Alzl = 29 dans (212 ona

My(A1 AL A, 1. A3Agps, A AL A, .. A3Ag2, t),
My(z9, Ay A Ap_1.. Az Agpa, t),
0y M (22, Ay A Ap_1.. Aszo, 1), M3(ps, Aaza, t), >0
Ms(ps, AgA1 Ay A1 Asps, t),
M;5(Agze, AsA1 AL A, 1. A3Ps,t)

Et ainsi de

My(22, 2, t) > Ms(23,ps3,t) (2.3.4)

De la méme manieére, on pose pour tout i = 3,n— 1,x;,1 = A;A;i1...A2A1pr = A;p;i = pi1 et

x; = Aj_12;_1 = z; dans (2.1.7) on obtient

Mi(Ai1Ai—a. At AR AL 1 Ai1 Aipiy Ai 1 Aio A1 AR AL 1. Aizi ),
Mi(2zi, Ai1Ai—g. A AL A1 Aip1 Aips, T),

?; Mi(zi, Ais1Ai—o. At AL AL 1. Aizis 1), M1 (pigr, Aizis t), >0

M1 (piy1, AiAir. At AR A1 Ajapiga, t),

M1 (Aiziy AjAi 1. A1 A AL 1. A1 Py, t)

Et ainsi de

M;(2, pist) > Mig1(Zip1, Dis1, t) (2.3.1)

Onpose xr1 = A A, 1. AsAipr = Appn = pretx, = Ap_1...AyA1 Az, = 2, dans (2.1.n) on obtient :

(bn(Mn(pnv Zn, t)a Mn(vapna t)a ]-7 Ml(pl; 21, t)v 17 Ml(zlapla t)) >0

Et ainsi de

M, (pn, 2n, t) > Mi(p1, 21, 1) (2.3.n)

A laide de (2.3.3),(2.3.4), (2.3.7) et (2.3.n) on obtient

My (p1, z1,t) > Mi(ps, 21, 1)
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Qu’elle est une contradiction. D’ou p; est le point fixe unique de A, A, _1...AsA;.
De méme, nous pouvons lunicité des points fixes de A;_1A;_»...A1A,A,_1..A;, pour tout i = 2, n.
De la méme, le théoréme (2.2) tient si (a;), 1 > 2 est satisfait.

Exemple 2.2 Soient (M;, X;,0;), i = 1..n sont des n-espaces métriques flous
Mi(i,yi,t) = gy Pouri=Lonet Xy =[0,1], X; =]i — 1,4[, pour tout i > 2.
Ondéfini A; : X; — X; et A, X, » X1,Vi=1.n— 1lpar:

Alxlz{ ‘%Sixl < [0’%[

%Sil‘l S [%,1]

p i+ gsiz €li—1,i—3]
o i+ Lsizeli—3,4)

J

pourtoutit=2..n—1,

-,
3 o1 3
A — ZSla.:n €ln—1,n—g]
Isiz, €[n—3n|
Soit ¢1 = ¢2 = ...= ¢n = ¢ et ¢<t1,t2,t3,t4,t5,t6) = tl — min{tg,tg,t4,t5,t6}.

Notons qu’il existe w; dans X; tel que :

(Ai—lAi—2~A1An~-Ai)wi == ’UJMVZ == m

a) Pour i =nona (A, 1A, 2. A1 Ap)w, = w, St w, =n — 3

1
(An_lAn_g..AlAn)(n — 5) = An_lAn_Q..Al(l),

3
AnflAnf2~-A1(]~) = AnflAnf2--A2(§)7
3 )
An—lAn—2--A2(§) = An—lAn—2-‘A3(§)7

1
e = An—lAn—2--Ai+1(Z + —) = ...

2
5 3
= An—lAn—2<n - 5) = An—l(” - 5)
1
=n——.
2
— 3 i €ln — 2 —1
Puisque A, 17,1 = S .$ In=2n -4l ,doncn—3¢en—1n-1]
n—1isiz;€n—1n-1]

b) On remarque que pour tout i = 1,n — Letz; € [i — 3,i[; Ajx; € [(i+1) — 2 i+ 1[ et Apz, € [5,1]
pour tout x, € (n — %, n), alors il existe w; =i + % tel que :

(AzflAszAlAnAz(Z + %) =1+ %pOur tout 1 = 1, 2, = 1
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De plus, A, A, _1...A3A5A; est continue dans X, par ce que r = % est le point de discontinuité de A,
ona:

T3

2

lim A, A, 1. AsAyAyr = AnAnl...AgAQ(g) _

1 1
ApAn1o A2+ 5) = ApAnor A3 4 5) =

2
o1
AnAn—l'--Ai—i-lAi(Z — 5) e =
3 1

et

hm+ AnAnfl---A3A2A1x = AnAn1A3A2<g) =

1 1
AnAn—l---A3(2 + 5) == AnAn_1A4(3 + 5) =
1 3 1
ATLAn—l"-Ai+1Ai(7/ - 5) ces — ATLATL—]_(n — 5) = An(” —_ 5) = 1

¢) Les inégalités (2.i) pour tout i = 1,n sont satisfaits puisque la valeur du coté gauche de chaque
inégalité est 1. En fait ,

Mi(Ai—lAi—Q---AlAnAn—l--Ai—i—lxi—l—la Ai—lAi—2---AlAnAn—l--Aixia t) =1
pourtoutt=1n—1lona:

(1)siz; €li—1,i—3[ona:

AiflAi,Q.. -AlAnAnfl Alxz =

1
A171A172-'-A1An14n71-'A'i+1 (Z + Z)

1
= Ai—lAi—Qu-AlAnAn—l--Ai+2 ((Z + 1) + —>

2
1
= AiflAifQ---AlAnAnfl <(n - 2) + 5)

- AiflAi72---A2Al (1)

1
A4
‘ 1 . 11
Aer (-0 ) =g =ieg

(2) Siz; € [i — 3,i[ on obtient

AiflAi,Q...AlAnAnfl..Ai$i = AiflAi72...AlAnAnfl..Ay}i»l(i + %),
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= Ai—lAi—2-~-A1AnAn—1 ((n — 2) + 1) ,

= Ai—lAi—Q---AlAn (TL — %) N

= AiflAi72'--A2A1 (1)

1 1 1
i1 ((z )+ 2) (1—1)+ 5 =175
(3) Si w4y € [i,i+ 1[ on obtient

. 1
A Aig A AZA, 1 ATy = A Aig AV A A, Ao ((P+ 1) + Z_l)u

= Ai_lAz‘—Q---AlAn(n - %)7

= A,L',lAi,Q...AlAQ(l)

_ ;41-1 ((i—2)+%):(i—1)+%:i—%.

(4) Si w41 € [i + 5,1+ 1] on obtient

. 1
A Aig A AZA, AT = A Aig AV AGA, Ao ((P+ 1) + 5)7
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= Ai_lAi—Z---AlAn(n - 1)7

2
= Ai_lAi_g...AlAg(l)

:Ai_1<(z’—2)+%>:(i—1)+%:i—%.

ALors, toutes les conditions de le téoréme (2.2) sont satisfaite.

Sion prend n = 5 dans le téoreme (2.2), on trouve le corollaire suivant :

Corollaire 2.1 [24]Soient (X;, M;,0;) i = 1,5 sont 5-espaces métriques flous , A; : X; — X1,
i=1,4et A, : X, — X, sont des applications satisfaisant

M1(AnAn—1~A2$2, ApAn_1.. AsAj t)7 M, ($17 ApAn_1. Ay, t)7
¢1 M1($1,AnAn_l..AgAll‘l,t),Mz(ﬂfg,All'l,t), >0 (2.4.1)
M2(5U2, Ay A Ay Ag, 75), Mz(AliUb Ay A A,y Ag, 75)

pour tout x1 € X1, x9 € Xy avec xo # x1A;, et pour tout t > 0,

My(A1A A, 1. Aszs, A1 AL A, 1. A3Agzy, t),
My (xe, Ay AL A, 1. Aszs, t),
Oy | Mo(xe, Ay ARAL_1..Asxa, t), M3(x3, Agza, 1), >0 (2.4.2)
Ms(z3, AgA1 A A, 1. Az, ),
Ms(Azxs, AsA1 A, A 1. Asxs, t)

pour tout x5 € X, x3 € X3 avec r3 # x9A,, et pour tout t > 0,

M (A2A1AnAn71--A2$2> ApAn_y.. Asxs, t) , M3 (1'3, Ag Ay A Ay Ag, Ay Ay Ay, t) )
o My (13, AgA1 Ay Ay Ass, t) , My (14, Ass, t), >0
My (24, A3Ag A1 Ay A 1. Agey, t) , My (Asas, AgAs Ay Ap Ay 1. Ay, t)

pour tout x3 € X3, x4 € X4 avec x4 # x3As, et pour tout t > 0:
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My (A3 Ay Ay Ass, Ag Ay Ay As Ayy, t),
My(r4, A3A A1 Ass, 1),
Oy | My(zy, A3As A1 A5 Ay, t), Ms(z5, Agza,t), | >0 (2.4.4)
Ms (w5, AgAz A Ay Ass, 1),
Ms(Ayxy, AgAs Ay Ay Ascs, t)

pour tout x4 € Xy, x5 € X5 avec x5 # x4Ay, et pour tout t > 0:

M5(A4A3A2A1»’Ul, AyAzAr Ay Ass, t),
?s Ms(z5, AyA3As Ayxq,t), >0
My (x5, AyA3As Ay Asas, t), My (x1, Asxs, t),
pour tout x1 € X1, x5 € X5 avec x1 # x5A4s, et pour tout t > 0:
As A4 A3 Ay Ay est continue dans X,
ay) (Xy, My, 0;) est séquentiellement compact et A5 AgA3 Ay Ay est continue dans X7,
as) (Xa, My, 05) est séquentiellement compact et Ay As Ay4AsAs est continue dans X,
as) (X3, M3, 03) est séquentiellement compact et A; Ay As Ay Az est continue dans X3 ,
ag) (X4, My, 04) est séquentiellement compact et A3 As Ay As Ay est continue dans Xy,
as) (X5, Ms, 05) est séquentiellement compact et Ay A3 Az Aq As est continue dans Xs.
Alors
A5 A4 A3 A3 Ay a un point fixe wy € X3,
A1 A5 A4 A3 A5 a un point fixe we € Xo,
As A1 A5 A4 Az a un point fixe ws € X3,
A3As A1 A5 Ay a un point fixe wy € Xy,
A A3A3 A1 As a un point fixe ws € Xs.

De plus, A1w1 = W2, A2w2 = w3, A3w3 = W4, A4w4 = wsy et A5w5 = Wj.

2.2 Théoremes de point fixe dans n-espaces métriques flous

complet

Définition 2.2 [25]M est une fonction continue sur X? x (0,1).

Nous notons ¥ Uensemble de toutes les fonctions 1 : [0,1]* — [0,1] tel que

i) 1 est semi-continue supérieur dans chaque variable.

ii) v décroissante en 3iéme et 4iéme variable.

iit) st Y(u,v,1,u) > 0ou ¢(u,1,1,v) > 0 ou(u,1,v,1) > 0 pour tout u,v € [0,1], alors u > v.
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Lemme 2.1 [25]La suite {x,}nen dans X tel que lim;_, o M (z,y,t) = 1 pout x,y € X. S'il existe
k €]0,1] tel que
M (zpi1, 20, kt) > M(2p, xp-1,1)

alors {x, },en est une suite de Cauchy dans X.

Théoreme 2.3 [25]Soient (X;, M;, 0;)1<i<n Sont n-espaces métriques flous complet avec M;(x, z;,t) —
1 comme t — oo pour tout z, z; € X; et {Ai}jjf A; + X; — Xy pour touti = 1,..,n — 1 et

A, : X,, — Xi, satisfaire les inégalités

Ml(AnAn_l..Azl'Q, AnAn_l..AgAlxl, k’t),
(bl Mg(l‘g, AlAnAn_l..Agﬂfz, t), >0 (245)
My (21, ApAp 1. Agxa, t), My (21, ApAp_1.. AsAr21, 1)

pour tout x1 € X1,x9 € Xpett > 0, en général,

Mi(Ai1 Aio Ay A An 1 A1 @iy, Aior AL A A, ki),
5, M1 (@i, AiAiq At Ay Ap 1 A1 @i, L), >0 (2.4.0)
M;(2s, Ai1Ai—g. A1 A A, 1 AiaTiga, ),

Mi (QZZ‘, AiflAif2‘-AlAnAnfl---Aixiu t)
pour tout x; € X;, ;41 € X;11,t >0eti=2,...,n—1et

Mn(An—lAn—ZuAlxl; An—lAn—2-~A1Anxn7 kt)u

My (21, AyA, 1A, 5. Az, 1),
qbn 1(!1317 1 2.-A1T7 ) >0 (2.4.n)
Mn($n7An71An72-'Alx17t)7

Mn(xvm AnflAan--AlAnxna t)

pourtoutx; € Xy, x, € Xpett>00u¢p, € V,i=1,2,...,net0 <k <lalors A, 1A; 5. A1 A An_1..4;
admet un point fixe unique p; € X; pour i = 1,...,n de plus, A;p; = p;x1 pouri = 1,...n — 1 et
Anpn = p1.

Preuve. Soient {:vﬁl)}, {xﬁz)}, ..... , {xﬁi)}, s {x,(n")},r € N sont des suites dans X, Xo, ..., X;, ..., X,
respectivement. Maintenant, soit x((jl) un point arbitraire dans X, nous définissons les suites {xff)}reN

pourt=1,....,n par

2D = (Apdp_q. A )
ORI Ai_lAi_g..Al(AnAn_l...Al)’“xol) pouri=2,..,n

Pour n = 1,2,..., 2V + xq(fgl on appliquons linégalité(2.4.5) pour xy = Al(AnAn_l...Al)’”*lxél),
T = (AnAn_l...Al)Tx(()l) on obtient :
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M, ((AnAn,l..Al)rxg”, (Ap Ay AV, kt) ,
Mo(A1(AnAn_1. A 12V, A (An Ay A 2P 8,
Mi((AnAn_1. A2, (AnAn_1. A2 ),

My (Ap A1 A2V (Ap Ay A+l 1)

_¢1( ( rl)> r-l—lvkt) M (wv(?)lax?(“)a ) 1 M ( pﬂf«%i)) 20

D’ou la relation implicite on a :

b1

Ml <"L‘£ ) ﬁglakt> Z M2< 1(“2)17 5”2)71:)

M1< OF f}jl,kt) 2M2< @ §2>,t) (2.5.1)

On applique linégalité (2.4.n) pour z;11 = A;...A1(An... A1) ) et x; = Aiq.. A1 (A, AT 1‘0 :

on obtient :

Mi(Aiq Ay (An A2l Ay Ay(An . A2 ke,
M (i = Ape Ar (A A) 2l A A (A Ay a8,
Mi(Ai 1. Ay (An ATV, A1 A (A A2 ),
Mi( iy Ay (A A2l A AVA A (A AT )

P;

B ¢ M <x1(”)7 7“+17 kt) Mi+1 (xfnij_ll)’x?(”i—‘rl);t) ) >0
1 M <377("l)7 S—l)—la t)

Alors

M, (xg , TH,kt) > MZH( (’“),xs?“),t) (2.5.0)

Pour i = 2,n—1 et r = 1,n on applique linégalité (2.4.n) pour x, = An_l...Al(An...Al)’”x[()l) et
r = (AnAn 1 Al) OTl a:

My(An_ 1. Ay (A A Y, Ay Ay (A A 2D ke,
Mi((Ap. Ay) o) ,(A LAz g,
My (2 = Ap_1. A (Ap. A 2D, Ay 1 Ay (A A2l 1),
My (A1 Ay (An A2 A 1A g AL(AnAn 1. Ay )Tng ) )

_¢ M <{E£~ ’ T—O—)Dkt) M ( f"l)lv'rg’l)at)a >0
n 1M (l’r 73?1(;1)1,]5) -

Pn
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Alors

M, (xf,"),:cﬁ)l,ko > M, (1’&21,:1:(1) t)

(2.5.n)

r o

d’apres (2.5.1), (2.5.7) et (2.5.n) pour n suffisament grand on obtient :

Mi(xv(j)? Jff«i_?_l, kt) > Mi+1(l‘7("z;i—-_11)7 x7(~i+1)7 t)
i ; i 1) Kt
MiJrl(x?(“jll)? x1("l+1)7 t) MiJrl(':C?("jll)? x1("l+1)’ E)
i i t
2 Mi+2('r£'j_22)7 $£j12), E)
i i t
Z Mi+3 ($§.j—33), x1("j23)7 @)
i i t
> Mi+4(ffq(~j44)» xv("j—34)7 E)
(n) (n) t
2 Mn(x’r-i-i—n? 'rr—i-i—n-l—l? W)
t
1 1
> M (%(uzi—m xg’-gi—n—&-l? W)
t
2 2
Z M2 (xili—n—l7 x1(”-|2i—n7 ]{Jn_i+1)
t
3 3
> M3(‘I1(ﬂ+)ifn727 xfuzifnfb kn,i+2)
t
4 4
> M4(l’£‘+)ifn737 x££i7n72> W)
(i) (i) t
> M’i(xr—n—}—l? Trpi2 F)
sir=mn
@0 @) _1
> Ml(ml yLa ", kn_l)
Mi+1('x(() +1)7 $g +1)7 H)

Depuit 0 < k < 1. D’apret le lemme (2.1) la suite {xﬁl)} est de Cauchy dans X; avec une limit p; dans

X;pouri=1,2,..,n.
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Pour prouver que p; est un point fixe de A;_1...A1A,...A;p;, pour i = 2, ...n — 1, supposons que
En utilisant Uinégalité (2.4.1) pour x; = p; et ;41 = e — A A, A(A, A

obtient :

M(2) ) Ay AL A, Aips, k),
?; Mi+1(x7(~2j11),33(l+1) t), My(ps, 20, t), | >0
Mi(pi7Aifln-AlAnn-Aipiat)

Pourr — +ocoona:

v

0.

4 M;(pi, Aic1.. A1 A Aipi, kt), 1,1,
' M;(pi, Aimyr... A1 Ay Aips, T)

Il découle de (iii) que p; = A;_1...A1A,...A;p; dans X; pouri =2,n — 1

et

pi=Aicpic1 = ... = A1 Ao Ay Aipy.

Pour le cas i = 1, nous utilisont (2.4.5) pour x1 = p; et x5 = Al(AnAn_l...Al)’”*lx(()l) — 2% en
donnant :

My (2, Ay A 1. Arps, kt)
¢ M2($$2)7 5421: t), Ml(pl,x,(nl),t), >0
Mi(p1, ApA,_q... A1p1,t)
pour n — oo on a

My(py, Ay A, 1. Aipy, kt), 1,1,
qbl 1(]?17 1 1P1 ) >0
Ml (p17 AnAn—1-~-Alp17 t)

Il découle de (iii) que A, A, _1...AsA1p1 = p1 dans X;.
(1)

Finallement, si i = n en utilisant U'inégalité (2.4.n) pour xz, = p, et x1 = x, ' on obtient :

M, (x T+)1,An 1 An g Ay Aypy, kt)
¢n 7M1(x1” 7x£~J217t>7Mn<pn7'r1(ﬂ1)17t)7 Z 0
Mn(pn>An—lAn—2~--A1Anpn7t)

Pourr — +ocoona:

¢ Mn(pna An—lAn—Q'--AlAnpna kt)a 17 17 > 0
" Mn(pna AnflAnf2-'-A1Anpm t) B
Et par (lll), Pn = An—lAn—Q--AlAnpn dans Xn et p, = An—lpn—l =..= An—lAn—Q----AQAlpl-
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Pour prouver lunicité supposons que A; ;....A1A,...A; admet un deuxiéme point fixe z; # p; dans

X1. En utilisant U'inégalité (2.4.5) pour x;;1 = A;z; et x; = p;ona:

Mi (Aifl--AlAn---AiZ’h AzflAlAnAzp'L; y kt),
;i Mi1(Aiziy Ai Ay A Aizi t),
Mz<p7,7 A,_lAlAnAZzZ, t)Ml (pl, Az—lAlAnAzpm t)

Et comme

Spl(Ml(zhpla kt)> 17 Ml<pl7 Zi, t)? 1) 2 0

qui implique que z; = p;. On prouve lunicité de p; dans X; pour i = 2,....n — 1
Lunicité de p; dans X et p, dans X,, de la méme maniere.

Finallement, on note que :

Aipi = AiAiq---AlAn---AiH(Az‘pz')a

par conséquent, p; est un point fixe unique de A;A;_1...A1A,...A; 1. Il suit que A;p; = p;,1. pour tout
i=1,...n—L

De la méme maniére A,p, = p;. ®
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Chapitre 3

Théoremes de point fixe commun sous
conditions contractives du type intégral
dans un espace semi-métrique flou

intuitionniste

Le but de ce chapitre est de prouver des théorémes de point fixe commun pour une famille
d’applications dans un espace symétrique flou intuitionniste a 'aide de la propriété (E.A) et la

compatibilité de fonctions.

Théoremes de point fixe commun sous des conditions contractives de type integral dans

un espace symétrique

Dans ce paragraphe on va montionner un théoréme de point fixe commun de type intégral pour
une famille d’applications dans un espace symétrique. Ce théoreme a été établi par E Merghadi

et C. Godet-Thobie [26].Tout d’abord nous commencons par la définition de la fonction implicite.

Définition 3.1 [32]soit F l'ensemble de toutes les fonctions continues F' : RS — R satisfaisant les

conditions su&'vantes . . .

(pg) s F </ @(t)dt,/ (t)dt, 0,0,/ go(t)dt,/ gp(t)dt) > 0 pour tout u > 0, 0u ¢ : R — R, est
0 0 0 0

une fonction localement intégrable qui satisfait

/ e(t)dt > 0,Ve > 0
0

(pq) @ il existe 0 < o < 1 de telle que pour tout u,v > 0, si (F,) ou (Fy) est satisfait

41
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(Fa)F</0u<p(t)dt, /ngo(t dt,/o ot dt,/o ot / )dt+/ovg0(t)dt,0) <0.
(7)) F( Ougo(t)dt, /O “ot)t, /0 S(1)dl, /O ot /O o(t)dt + /O vcp(t)dt) <0.

Exemple 3.1 F(tl,tQ,tg, t4,t5,t6) =1 — cmax{tg,tg,t4, %[t5 + tG]}, avec c ¢ [0, 1[ et (p(t) = 3t2

U

(1) / @(t)dt = u®. Donc, () est satisfait de puis F'(u®,u?,0,0,u? u®) = (1 — c)u?

0
*(py) pour (F,) soit u,v > 0 et

F </ug0(t)dt, /vgo(t)dt, /ugp(t)dt, /Ugo(t)dt,/ugo(t)dtjt/v (t)dt, 0) = u® —cmax{u?,v3, 1 (ud+
o) 0 0 0 0 0 0

lequel est < 0 seulement si u < v puis il est égal a u® — cv®. Avec (p,) est satisfait de o = c.

De meme, nous montrons (Fy).

On peut aussi donner :

*F(t1, g, t3, ta, t5, t6) = t1 — cmax{ty, t3, 14, t5, te}, avec ¢ € [0, 1] et ¢(t) = 3t%.

*F(t1, o, t3, ta, t5, t6) = min{ty, to} — cmax{ts, t4, 5,16}, avec c € [0, 1] et p(t) = 3¢t2.

% F(ty, o, tg, by, ts, g) = t, — cmax{ty, ts, ty, t5, tg}, avec ¢ € [0, 1] et @(t) = 1/(1 +t).

Théoreme 3.1 [26]soient (X, d) un espace symétrique qui satisfait les propriétés (W,), (H.E), (CE;)
et (CEs), et (A;)ier, A, SetT, Vi € I, sont des auto-applications de X satisfaisantes

AX CTX, et A X CSX,Viel. (3.1)
et
d(Az,A;y) d(Sz,Ty) d(Az,Sx) d(A;y,Ty) d(Az,Ty) d(Sz,A;y)
F / o(t)dt, / o(t)dt, / (1), / (1), / (1), / o(t)dt, | <o
0 0 0 0 0 0
(3.2)

pour touti € I, et tout x,y € X, avec F' € F et ¢ : R, — R, est une fonction localement intégrable
g

qui satisfait /go(t)dt > 0, Ve > 0.

0
Supposons que :

i. La paire (A, S) satisfait la propriété (E.A).

ii. La paire (A, S) pour certains k € I, et (Ax,T') sont compatibles.

Si l'un des sous-espaces AX, SX, A; X et TX de X est fermé, alors A;, A, S et T ont un point fixe
commun unique dans X, Vi € I.

Preuve. voir [26] =
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3.1 Espace métrique flou intuitionniste

Le concept suivant d’espace métrique flou intuitionniste est donné par Park (2004) avec la défini-

tion de 'espace métrique flou de George et Veeramani (1994).

Définition 3.2 [36]Un espace métrique flou intuitionniste (en court MFI) (X, M, N, x,{) si X un

ensemble non vide * est t-norm continue, et {) est t-conorm continue, et M, N des ensembles flous

dans X? x [0, c0), satisfaisant les conditions suivantes pour tout z,y,z € X et t,s > 0:

1. M (z,y,t) + N (z,9,t) <1,

2. M (z,y,t) >0,

3. M (z,y,t) = 1siseulement si v =y,

4. M (z,y,t) = M (y,z,t),

5. M (z,y,t)« M (y,z,8) < M (z,2,t+s),
6. M (x,y,-):]0,4+00[ — [0, 1] est continue,
7. N (z,y,t) = 0 si seulement si x =y,

8. N (z,y,t) =N (y,x,t),

9. N(x,y,t)ON (y,2,8) > N (z,2,t +35),
10. N (z,y,-) : ]0,4o00[ — [0, 1] est continue.

Alors (X, M, N, %, Q) s’apelle un espace métrique flou intuitionniste dans X.

Exemple 3.2 Soient X = R. Notons que axb = abet a ¢ b =min{1,a + b} pour tout a,b € [0,1].

Pour tout t > 0, on defini :

M(x,y,t) d(z,y)

:t+|x—y| C t+d(z,y)

d(z,
1) M (‘T?y7t) —f—N(CC,y,t) = t+‘;7y| + t+51(my7?g) — L.
Les conditions 2, 3, 4, 5 et 6 sont satisfaisantes, voir Uexemple (1.12) chapitre 1

7)N (z,y,t) =0« tf&?i;) =0<d(ry) =0 x=y,

8 N (w,9,1) = mity = ity =N (w.0.1).
DN (z,y,t) ON (y,2,8) > N (z,2,t + 5)
N (2,y,t) ON (y,2,5) = min {L, N (z,y,t) + N (y,2,5)} > N(z,2,t+5)

Cas 1 : min{1,N (z,y,t) + N (y,z,)} =1 est triviale.

et N(z,y,t) = ———— pour tout x,y € X.

3.1. Espace métrique flou intuitionniste
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Cas 2 : min {1, N (z,y,t) + N (y,z,8)} =N (x,y,t) + N (y,z,5s) alors :

N (z,y,t)ON (y,2,8) =N (z,y,t) + N (y,2,5)

_ _dy,r) | _dy.2)
t+d(y,z) t+d(y,z)

- d(y, ) N d(y, z)
T t+s+dy,z) +dy,x) t+s+dy,z)+dy, )

d(y, x) + d(y, 2)
T t+s+dy,z) +dy, x)

d(x, z)
T t+s+d(z,2)

> N(z,z,t+ s).

10) Soit N : 10, +o00[ — [0,1] avec N (z,y,t) — tfng;)
Donc N est une fonction continue.

Alors (X, M, N, *, ) est un espace métrique flou intuitionniste.

Remarque 3.1 1. Il résulte de la définition que M (x,y,.) est croissante et N (z,y, .) est décrois-

sante.

2. Les fonctions M (z,y,t) , N (z,y,t) désignent le degré de proximité et le degré de non proximité

entre x et y par rapport a t respectivement.

3. Chagque espace métrique flou (X, M, x) est un espace métrique flou intuitionniste de la forme
(X, M,1— M, x, ) tel que x t-norm, et { t-conorm est associé, i.e. tQy =1— ((1—z)* (1 —y))
pour tout (z,y) € X? (Lowen,1996).

4. Si, dans un espace métrique (X, d), nous definissons * et { par axb = ab et aOb = min {1, a + b}

pour tout a,b € [0, 1],
M(z,y,t) = m et N(z,y,t) = t—ifi?f,;)’ Vo,y € X2, Vt € [0,1], alors (X, M, ) est dit

espace métrique flou standart induit par d, alors (X, M, N, *,{) est un espace métrique flou

intuitionniste qui s’qppelle Uespace métrique flou intuitioniste induit par la métrique d (Park,
2004).
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3.2 Espace semi-métrique flou intuitionniste

Dans cette section, nous définissons une nouvelle classe d’espaces semi-metriques flous intuition-
nistes introduit par E Merghadi. et C. Godet. Thobie. Nous étudions certaines propriétés topolo-
giques de ces espaces. Ensuite, nous étendons, dans ce contexte, certaines propriétés classiques

utilisées dans I'espace métrique généralisé pour prouver des théorémes du point fixe commun.

Définition 3.3 [15]Un espace semi-métrique flou (en court SMF) (X, M, ) si X un ensemble non
vide, * est t-norm continue, et M un ensemble flou dans X? x [0, 0) ,satisfaisant les conditions

suivantes pour tout z,y,z € X ett > 0,
1. M (z,y,t) >0,

1 si seulement si v = vy,

4. M (z,y,-) : ]0,+00] — [0, 1] est continu.

Définition 3.4 [15]Un espace semi-métrique flou intuitionniste (en court SMFI) (X, M, N, x,{) si
X un ensemble non vide * est t-norm continue, et { est t-conorm continue, et M, N des ensembles

flous dans X? x [0, c0), satisfaisant les conditions suivantes pour tout z,y,z € X ett,s > 0:

1. M(z,y, )+N(-r y.t) <1,

2. M (z,y,t) >

3. M (z,y,t) = 1siseulement si z =y,

4. M (z,y,t) = M (y,z,t),

5. M (z,y,-) : ]0,+00[ — [0, 1] est continu,
6. N (x,y,t) = 0 si seulement si x = y,

7. N(2,y,t) = N (y,,t),

8. N (z,y,-):]0,400[ — [0,1] est continu,

Remarque 3.2 i. Dans la définition précédente, les relations (5) et (9) de la définition (3.2) qui sont
sorte d’inégalité triangulaire, sont suprimé. Le passage de Uespace MFI a Uespace SMFI est similaire
a celui de Uespace symétrique (semi-métrique).

ii. Il evident que chaque espace MFI (X, M, N, x, ) est un espace SMFI.

iii. Tout espace semi-métrique flou (X, M, ) est un espace SMFI de la forme (X, M,1 — M, *, Q) tel
que % t-norm, et { t-conorm est associé,i.e. Oy = 1 — ((1 — z) * (1 — y)) pour tout (z,y) € X"
(Lowen,1996).
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iiii. Dans un espace symétrique (X, d), nous definissons x et { par : axb = abet aQ0b = min {1,a + b},
Va,b € [0,1], et M(x,y,t) = m, N(z,y,t) = t+dmy),Va: y € X2Vt € [0,1],alors (X, M, N, x,0)

est un espace SMFI qui est appellé [ ’espace semi-métrique flou intuitionniste standart induit par la

symétrique d.

Pour étayer son résultat les auteurs présentent 'exemple suivant

Exemple 3.3 Soit (X, M, /N, x, ) défini come suit :

X =10,1], ax b= ab, adb = max {a, b},

ﬂﬂ%%ﬂ={ etN@wJ%:{|x
2

Osix=y
—§lsiz#y

lsiz=y
max {Z, 4} siz#£y
1. M(2,y,t) + N(2,9,t) <1 &

lsiz=y . Ostz =y B lsiz=y
max {3, 4} siz £y [5— 5| sizs#y max {% Y} + |2 Y| siz#y

lsiz=y
2. M (z,y,t) >0, M(z,y,t) = ) > 0.
max{%,%} siz#y
lsiz=y

3. M (z,y,t) = 1siseulement siz =vy,< M(z,y,t) = _
max{%, %} stz F#vy

ST =y.
4. M (z,y,t) = M (y,z,t),
lsix = lsiy =
Ona: M(z,y,t)= =y = Y=
max{2,2} sixzF#y max 2,2} siy #x
donc M (z,y,t) = M (y,x,t).

] lsiz=y . .
5. Soit M :]0,4o00] — [0, 1] avec M (z,y,t) = est une fonction continue.
max{2, 2} six £y
. . Osix =
6. N (z,y,t) =0 siseulement si x = y,< N (x,y,t) = N . =0
55| siz#y

ST =Y.
7. N(z,y,t) =N (y,x,1),
Osiz = Osiy =
Ona:N(x,y,t):{ szx.y :{ Sty =
|55l sty
donc N (z,y,t) = N (y,z,1).
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Osix =
8. Soit N (z,y,-) : ]0, +o00[ — [0,1] avec N (x,y,t) = g _ Y est une fonction conti-
|5 — 5| siz#y
nue.

Nous pouvons facilement vérefier que toutes les conditins de définition (3.4) sont sataisfaites. Donc
([0,1), M, N, %, Q) est un espace semi-métrique flou intuitionniste.
Et que les conditios (5) et (9) de la définition (3.2) ne sont pas sataisfaisantes.

George et Veeremani (1994), nous pouvons définir une topologie sur X par la famille des en-

senbles ouverts commes suites
Définition 3.5 [15]Soit (X, M, N, *,{) un espace semi-métrique flou intuitionniste. Pour t > 0, la
boulle ouverte B(x,r,t) de centre x et rayon r est définie par :

B(z,rt)={y e X, M(z,y,t) >1—ret N(x,y,t) <r}

Un sous-ensenbles A C X est appellé ensemble ouvert si pour chaque x € A, il existe t > 0 et
0<r<1telque B(x,rt)C A.

Soit 7(n,n) désigner la famille de touts les sous-ensembles ouverts X. Alors 7y 1) s’appelle la topolo-
gie sur X induite par Uespace semi-métrique flou intuitionniste (X, M, N, *, ().

Il facile de montrer que 7(arnr) est une topologie sur X. Cette topologie n’est généralement pas Hauss-

dorf, contrairement a Uespace MFI.

Maintenant, nous donnons ces définitions qui étendent celles de George & Veeramani 1994.

Définition 3.6 [15]Soit (X, M, N, x,{) est un espace semi-métrique flou intuitionniste.

1. Une suite (x,,) en X converge vers x si seulement si M (x,,, x,t) — 1 et N (x,,z,t) — 0 comme

n — oo, pour chaque t > 0.

2. La suite (x,) dans X est une suite de cauchy si, pour chaque 0 < € < 1 et chaque t > 0, il existe

ng € N, tel que pour tout n > ng et m > ng :
M (2, T, t) > 1 —c et N(zp, T, t) < .
Nous donnons des propriétés élementaires de ces espaces.
Proposition 3.1 [15]Soit (X, M, N x,{) est un espace semi-métrique flou intuitionniste et 7, n)

sa topologie sur X induite par Uespace semi-métrique flou intuitionniste (X, M, N, x, ().

Alors la convergence dans Uespace topologique (X, 7(n,ny) coincide avec celui de définition (3.18).
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Proposition 3.2 [15]Soit (X, M, N, *, ) est un espace semi-métrique flou intuitionniste. La topolo-

gie T(yr,n) sur X est indépendante de N et edentique a celle de 'espace semi-métrique flou (X, M, ).
Preuve. Il suffit de montrer que les boules ouvertes de ces deux topologies sont les mémes.

Soit Buuwy(z,rt) = {ye X : M(z,y,t) >1—r, N(z,y,t) <r} la boule ouverte dans lespace
semi-métrique flou intuitionniste. Et B(x,r,t) = {y € X : M(x,y,t) > 1 — r} celui la dans lUespace
semi-metrique flou (X, M, *). Il est clair que By, ny(x,7,t) C B(x,7,t). ®

3.3 Propriétés de ’espace semi-métrique flou intuitionniste

Dans la premiére partie de ce paragraphe, nous montrons que tout espace métrique flou intuition-
niste satisfait les propriétés classiques qui sont généralement utilisées dans un espace métrique
généralisé pour prouver les théoremes de point fixe commun. Elles sont Propriétés (WW4), (WW3) a
(Wilson, 1931), (H.E) a (Aamri & El Moutawakil, 2003), (CE.1) et (CE.2) dans (Pathak et Al,
2007a; Pathak et al., 2007b). Dans le deuxieme partie, nous étendons au contexte des espaces

SMFI, quelques propriétés de compatibilité.

Définition 3.7 [15](X, M, N, x, ) satisfait la propriété (W 3) si seulement si, donné (z,)nen, « et y
dans X, si pour chaque t > 0, d’'une partie lim M (z,,x,t) = 1et lim M(x,,y,t) = 1, et sur Uautre

partie lim N (z,,z,t) =0et lim N (z,,y,t) =0, alors © = y.
Définition 3.8 [15](X, M, N, x, ) satisfait la propriété (W4) si seulement si, donné (x,,)nen, x et

(Yn)nen dans X, si pour chaque t > 0, d'une partie lim M (z,,z,t) = 1let lim M(x,,y,,t) = 1 d'une
premier partie, d’une autre partie lim N (x,,x,t) = 0 et lim N (z,,y,,t) = 0, alors pour chaque

t >0, lim M(y,,x,t) =1et lim N (y,,z,t) = 0.
Il claire que (W4) implique (1V3).

Définition 3.9 [15](X, M, N, x,Q) satisfait la propriété (H.E) si seulement si, donné (x,,)nen, = et

(Yn)nen et x dans X, si pour chaque t > 0, lim M(x,,z,t) =1, lim M(y,,z,t) = let lim N (x,,z,t) =
0et lim N (y,,z,t) =0. o T o
Alor;HOO

lim M (2, yn,t) = 1et lim N (2,,yn,t) = 0.

n—oo n—oo

Définition 3.10 [8](X, M, N, *, Q) satisfait la propriété (C'E.1) si seulement si, donné (., )nen, x et

y dans X, si pour chaque t > 0 :
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lim M (z,,x,t) =1 implique hm M(zp,y,t) = M(z,y,t) et lim N (z,,z,t) = 0 implique

n—oo n—oo

lim N (z,,y,t) =N (z,y,t) .

n—oo

Définition 3.11 [15](X, M, N, x, ) satisfait la propriété (CE.2) si seulement si, donné (z,)nen,
(Y)nen et (2n)nen dans X, si pour chaque t > 0 :

lim M(z,,yn,t) = 1 implique lim inf M(z,,y,,t) = lim inf M(z,,x,,t) et lim N (z,,y,,t) =0

n—oo

implique lim sup N (2., yn,t) = lim sup N (z,, Ty, ).
Définition 3.12 [15]Soient S et T deux auto-applications de X . La paire (S, T') satisfait la propriété

(E.A) s’il existe une suite (x,,),ey de X tel que :

lim S(z,) = lim T'(z,) =ue X

pour chaque t > 0, hm M(Szy,,u,t) = lim M(Tz,,u,t) =1
et lim N (Sz,,u, t) = 11m N(T&:n,u t) = 0.

Proposition 3.3 [15]Tout espace métrique flou intuitionniste satisfait les propriétés (W4), (H.E),

(CE.1) et (CE.2).
Preuve. D’abord on note (5) et (9) de la définition (3.2)

M(z,y,t)*« M(y,z,8) < M(z,z,t+s) et N(z,y,t)ON(y, z;t) > N(x,z,t + s) &)

par conséquent

Dsiz=uxy=ux,et z=ydans (x) ona

M (x, 2, t) * M(2,,y,s)
lim (M (2, z,t) * M(xp,9y,)) lim M(z,y,t+s) =

1x1 M(z,y,t+s)<1=
M(z,y,s)

IN

M(z,y,t+s) =

IA A

ler=y

et

N(.T,.%’n,t) (-Tnyya )
lim N(l’,l‘n, ) (x’rwya )
0

v

N(z,y,t+s) =
lim N(z,y,t+s) =

n—oo

N(z,y,t+s)>0=

v

n—oo

v

lim N(z,y,t+s) = 0=y

n—oo
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alors la propriété (W3)

2)sizx=ux,y=uz,etz=uy,dans (x)ona

lim M(x,x,,t) * M(xy,Yn,s) < lm M(x,y,, t+s)=

n—oo n—oo

1x1 < lim M(yn,z,s+t) <1=

T n—oo

1

lim M (y,,x,s+1)

n—oo

et de la méme maniére on obtient
lim,, oo N(2y, 2, t) = 0 et lim,, oo N(2pn,Yn,s) = 0 implique lim,, oo N(y,,z,t+5s) =0
alors la propriété (W4) est satisfaisante

3)siz=ux,,y==xetz=y,dans (x)ona

M(z,y,t)« M(y,z,s) < M(z,2,t+s)=
lim M(z,,x,t) « M(2p,Yn,s) < lim M(x,,yn,t+5) =
1x1 < lim M(zp,yn,t+s) <1=

n—oo

lim M(xp,, yn,t + ) 1

n—oo

et

lim,, oo N(Zp, Yn, t + s) et lim,, oo N (2, yn, t + s) implique lim,, oo N(xy, yn,t + s) =0,

par conséquent, la propriété (H E) satisfait.

4) Maintenant, nous supposons que M (z,,z,u) — 1 pour chaque u,t € |0, 00[, et chaque 0 < ¢ < t,
de M (z,,y,t) > M(xp,x,e) %« M(x,y,t — €), nous obtenons lim inf M(x,,y,t) > M(x,y,t —¢€), et

n—oo

par la propriété (5) de definition (3.4) :

lim inf M(x,,y,t) > M(x,y,t) (1)

n—oo

Etona: M(x,y,t+¢) > M(x,x,,¢)* M(x,,y,t), pour chaque t,c > 0, on obtient M (z,y,t+¢) >
lim sup M(z,,y,t),et

M(.Z’,y,t) 2 hm SupM(a:?%yat) (*2)
D’aprés () et (x2), nous obtenons M (x,y,t) = lim M(x,,y,t).
La méme raison pour N, nous supposons N (z,,z,u) — 0, pour chaque u,t € ]0,00[, et chaque
0<e<t de N(zny,t) <N(xn,x,€) O N(x,y,t — ), nous obtenons
lim inf NV (z,,y,t) < N(z,y,t —€), et par la propriété(5) de definition (3.4) :

lim inf N'(z,,y,t) < N(z,y,t). (*3)

n—oo
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Etona : N(z,y,t +¢) < N(z,2,,¢) O N(xy,y,t), pour chaque t,e > 0, on obtient N'(z,y,t +¢) <
lim sup N (x,,y,t), et

o N(z,y,t+¢) < nh_)ngo sup N (2, y, t). (*))
D’aprés (x3) et (*4), nous obtenons N (z,y,t) = lim N (x,,y,t).

Donc la propriété (C'E.1) est satifait. T

5) Maintenant, nous supposons M (z,,y,,u) — 1 pour chaque u € ]0,00[, par (5) de déf (3.2),
M (zp, Yn,t +€) > M (2, T, t) * M (20, Yn, €), alors lim inf M(z,,yn,t +€) > lim inf M(z,, z,, 1),

n—oo n—o0

donc :

lim inf M (2, yn,t) > lim inf M(z,, x,,t) pour chaque t > 0

Linegalité opposée resulte de :
M (zp, xp, t+e) > M (zp, Yn, t)x M (yn, Tp, €). Alors lim inf M (z,, z,,t) > lim inf M (z,, y,,t), donc:

n—oo n—o0

lim inf M (2, x,,t) = lim inf M (z,, y,,t)

n—oo n—oo

De la méme, nous obtenons lim sup N (2., y,,t) = lim supN (z,,z,,t). Alors la propriété (CE.2)

n—oo n—oo

satisfait. m

Définition 3.13 [15]Soient S, T deux applications d’un espace semi-métrique flou intuitionniste
(X, M,N,x,0). S, T sont dites R-faiblement commutative s’il existe un R > 0 tel que pour chaque

re X:

M(STx,TSx,t) > M(Tx, Sz, %) et N(STx,TSx,t) > N(Tx, Sz, %)

Définition 3.14 [15]S et T sont dite compatibles si et seulement si :

lim M(STz,, TSz,,t) =1et lim N(STxz,,TSx,,t) =0

n—oo n—oo
Pour toute suite (z,),en dans X satisfaisant :
lim Sz, = lim Tz, =p
n—oo n—o0
pour un certain P € X.

Définition 3.15 [15]S et T sont dites faiblement compatibles si elles commutent aux points de coin-

cidence; i.e., pour tout x € X satisfaisant {Sxz = Tx} C {STx =TSz} .
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Définition 3.16 [15]Soient S, T deux applications d’un espace métrique. Alors S et T sont dites
occasionellement faiblement compatible si :
{reX:Se=Tz}N{xe X :STx=TSx} # ¢.

Remarque 3.3 1. Si S et T sont commutatives, alors elles sont faiblement commutatives, donc

compatibles, et la compatible implique la faiblement compatible.

2. 1l est prouvé que la R-faiblement commutative équivaut a la commutativité a des point de
coincidence. S et T point sager R-faiblement commutative se traduisant si et seulement s’il sont

fiblement compatibles.

3. Il est connu que 'ensemble de toutes les sélections non faiblement compatibles forme une sous-
classe appropriée des applications occasionellement faiblement compatibles (Voir Al-Thagafi &
Shahzad, 2008).

4. Les propriétée de la compatibilité faible ou compatibilité et la propriété (E.A) sont indépen-

dantes comme le montrent les exemples 1 et 2 de (Merghadi & Godet-Thobie, 2013).

3.4 Quelques résultats de point fixe commun dans un espace

semi-métrique flou intuitionniste

On commence par la définition des relations implicites qui seront utilisées dans les prochains

résultats dans ce qui suit.

Définition 3.17 [15]Soit ¢ : R, — R, est une fonction localement intégrable qui vérivie

f5 ¢ (t)dt > 0, pour chaque 0 < § < e.

On note par ®, (respectivement V), Uensemble de toutes les fonctions continues ¢, (respectivement
1Y) : RS — R tel que, si

¢(/Ouso<t>dt,/0”so<t>dt,/Ouso@)dt,/Ovso<t>dt,/0“so<t>dt,/ovso<t>dt)zo, )

as(/Ouso@)dt,/ovso(t)dt,/ovso(t)dt,/ouw)dt,/Ovso@)dt,/ouw(t)dt,)zo, ()
¢(/0“go<t>dt,/Ouso<t>dt,/0”so<t>dt,/Ovso<t>dt,/0“so<t>dt,/Oumt)dt,)zo. (69)
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Alors, [ (t)dt > [ o (t)dt.

Et respectlvement, st

¢(/0“¢<t)dt,/0”¢<t>dt,/O“Mt)dt,/0”¢(t)dt,/o“@<t>dt,/o”¢<t>dt)go, W)

w(/Ouwt)da/ﬂvso(t)dt,/ovw(t)dt,/ouso(t)dt,/ovw@)dt,/o"so(t)dt)so, (W)
¢(/Ouso(t)dt,/ouso@)dt,/ovso<t>dt,/0”so<t>dt,/0“so<t>dt,/0“so<t>dt,)so. (W)

Alors, [ (t)dt < [] ¢ (t)dt.
Nous donnons quelques exemples depePetyy e V.

ou

ou

Exemple 3.4 Soit ¢(t1,ts,t3,ts,t5,t6) = V(t1, b2, ts, ta, t5, t6) = t1 — £ (t2 + t5 + ta + t5 + o)

Nous devons commencer par (¢;) pouri = 1,3

Pouri=1:

o ([ et)dt, [Je)dt, [o@)dt, [Jet)dt, [ e@)dt, [)e@)dt) =2 ([ et)dt— [ p(t)dt) >

0

Si et seulement si [ p(t)dt > [ @(t)dt). Alors, (¢,) est satisfait pour chaque .

Pour i =2:

ooy, Ji oW, [ ot)dt, [ [t o)) =2 () o)t — f; o))
>0

Si et seulement si [ p(t)dt > [ @(t)dt). Alors, (¢,)est satisfait pour chaque .

Pouri=3:

ooy, fotyd, [{ot)d [{od e [ o@)d) =2 (7 bt - [} o))
>0

Si et seulement si [ p(t)dt > [ @(t)dt). Alors, (¢3) est satisfait pour chaque ¢ et ¢ € .

De méme, nous montrons que 1) € ¥ .

Exemple 3.5 Un autre exemple est donné par :

G (t1,to, ts, ta, s, te) =t — min {to, b3, ta, ts, tg} et ¥ (t1, ta, ts, ta, s, tg) = t; — max {ta, t3, t, ts, tg}
Nous devons commencer par (¢;) pour i = 1,3.

Pouri=1:

o (f5 e)dt, [ e@)dt, [ e@)dt, [ e@)dt, [i et)dt, [ et)dt) = [ e(t)dt—min { [ @(t)dt, [ o(t)dt}

>0
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Si et seulement si [' o(t)dt > [ ¢(t)dt). I est facile de vérifier que (¢,) et (¢4) sont satisfaits puis

¢ € ®. de méme, nous montrons que ) € V.

Maintenant, nous présentons deux théorémes pour une infinité (pas nécessairement dénom-
brable) des applications dans un espace SMFI et MFI en utilisant les hypotheses de la propriété
(E.A) et la compatibilité faible.

Théoreme 3.2 [15]Soient (X, M, N, *,{) un espace semi-métrique flou intuitionniste (qui verifit
implicitement les propriétés (W4), (H.E),(CE.1), et (CE.2)) et A, (A;)icr, S et T sont des auto-
applications de X satisfaisant AX C TX et A; X C SX, Vi€ [et

M (Ax,A;y,t M(Sx,Ty,t M (Azx,Sz,t
¢<f0( " (s)ds, fy O g (s) ds, [ >¢<s>d5,>>0 32
M(A;y,Ty, M (Ax,Ty, M(Sz,A;y, -
MAVTID o (s) ds, [T o (s) ds, [T o (5) ds
N (Azx, Ay, N (Sz, Ty, N (Azx,Sz,
’ < Jo D p(s)ds, ;0 p(s)ds, [0 o (s) ds, ) “0 5
N (A;y, Tyt N (Az,Ty,t N (Sz,A;y,t —
NAWTVD o () ds, [T o (s) ds, [V o (5) ds

Pour tout x,y € X, Vi € [, ou¢p € ®,1p € Vet p: R, — R, est une fonction localement intégrable
qui satisfait 5 ¢ (t)dt > 0 pour chaque 0 < § < e.

On suppose que :

i. La paire (A, S) vérifié la propriété (E.A),

ii. La paire (A, S) et (A, T) sont compatibles pour certains k,

si U'un des sous-espaces AX,SX,A; X et TX de X est fermé, alors A, A;, S et T ont un point fixe
commun unique en X, Vi € [.

Preuve. Depuis (A, S) satisfait la propriété (E.A), il existe une suite (z,)nen dans X tel que, pour
certains z dans X, lim, ..o M(Ax,, z,t) = lim, oo M(Sz,,2,t) = 1 et lim, oo N(Ax,,2,t) =
lim,, oo N (S, 2,t) = 0. Par propriété (HE), nous avons

lim M(Azx,, Sz, t) =1 (3.1,)
lim N(Azx,, Sz,,t) =0 (3.1,)

Depuis AX C TX, il existe une suite (y,)nen dans X tel que Ax,, = Ty, pour tout n € N et pour

tout 1. De plus, on a

lim M (Ax,, Ty,,t) =1 (3.24)
lim N(Ax,, Tyn,t) =0 (3.24)

Par (CE.2), (3.14) et (3.1,), on obtient

lim inf M (Ax,, Aiyn,t) = lm inf M (Sz,, Ajy,,t) = lim inf M (Tx,, Aiyn, t),

lim sup N (Ax,, Aiyn,t) = lim sup N (Szy,, Aiyn, t) = lim sup N (Tx,, Ajyn, t),
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Maintenant, nous montrons que liminf, .., A;y, = z, soit o; = liminf, ., M (Az,, Ajy,,t) et B, =

lim, 0o SUp N (A, Aiyn, t), de (3) et (3y) avec v =z, et y = y, on a

M AxnyAi n M anyT ny M Ax’rnswnv

o S () ds, o1 () ds, [y o (5) s
M(Aiyn,Tyn, M(Azyp, Tyn, M(Sxpn,Aiyn,
Jo ) o (s) ds, [T g (s) ds, [T o (5) ds

N (Axy ,Ajyn t N (S, Tyn,t N (Azy,Sxp,t
¢< SN damt) o (g, [N ST (s)ds,fo( Vo (s) ds, )

>0

<0

N Ai an n,t N A$nT n,y N an,Ai n,t
O(y Y )go(s)d f( Y (S)dS,fO( Yy )QO(S)dS

Comme n — oo, on obtient

o ([ eras. [ etras. [ otsris, [ oas. [ otsris, [ oas) 20
¢(/Oﬂigp(s)ds,o,o,/f’igp(s)ds,o,/omws)ds) <0

Alors, a; = liminf,_. M (Az,, Aiyn,t) = 1 et §; = limsup, . N (Az,, Ay, t) = 0, par (¢,) et
(1,). Donc, on obtient

lim M (Ax,, Ajyn,t) =1 (3.34)
lim N (Az,, Aiyn,t) =0 (3.3,)

Par (W.4), (3.3,) et (3.3y), limy, 0o M (Ajyn, 2, t) = 1 et lim,, oo N (Ajyn, 2,t) = 0, ie.

lim Ay, = lim Az, = lim Sx, = lim Ty, =z, Vi

n—oo n—oo n—o0 n—oo

Si nous supposons que T'(X) et fermé, z € T (X) et il existe u € X tel que z = T'u. par (34) et (34),
avecxr = xr, ety =u, ona

M(Azp,Aju,t) M (Szn,Tu,t) M(Azy,Szp t)
¢<f0 ¢ (s)ds, [, ¢ (s)ds, [, (s)ds,)zo

M(A;u,Tu,t) o (8) dS, fOM(Axn,Tu ,t) S d fO (Szn,Aju,t)

0 p(s)ds

f(i/\/(Aiu,Tu t) ( ) dS ./\/(AluZ Tu t) S d fN(SIn VAt (S) ds

N (Azn,Aju,t N (Szn,Tu,t N (Azy,Sxn,t
¢< 0( )go(s ds fo( ) sdtfo( )gp(s)d8,>

quand n — oo, en utilisant (C'E.1), on obtient

5 ( fOMH(z’AW’t) o (s)ds, fol ©(s)ds, fol o(s)ds, ) -

z,Au, z,Au,
JHEAD o (5)ds, [ p(s)ds, [MEND o (s) ds

N (z,A;u,t) N (z,A;u,t) N (z,A;u,t)
ay o(s)ds0.0, o(s)dro. | ¢ (s)ds | <0
0 0 0
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Ce qui implique, par (CE.1), (¢,) et (¢5),
Au=Tu=2z Wi (3.4)

depuis z € A; X C SX, il existe v € X tel que z = A;u = Sv = T et, appliquant (3) et (3;), avec

r=vety=uona

Av,z, Av,z,
& < foM( t)@(s) ds,fo1 o(s)ds, OM( t)go(s) ds, ) -0

Av,z,
Il ols)ds, [ o (s) ds, [ o(s)ds

N (Av,z,t) N (Av,z,t) N (Av,z,t)
ol [ e@aso [ pdso [ easo) <o
0 0 0

Donc, par (¢,) et (1), z = Av = Sv. Alor (A, S) est faiblement compatible, ASv = SAv i.e.
Az = Sz.

On remplace v = z et y = u dans (3) et (3,)

¢< OM(AZ,Aiu,t)90(8) d87f0M(Sz,Tut S d fM(AZ ,Sz,t) )dS )

0
M(A;u,Tu,t M(Az,Tu,t) (Sz,4; ut
S o sy ds, [T o (s ds, [T 0 (s) ds

Y

IA

N (Az,Aju, N (Sz,Tu, N (Az,Sz,
w(fo( Yo (s)ds, [T o (s) dt, [ t)go(s)ds,> ;

N (Azu,Tu,t N (Az,Tu,t N (Sz,A;u,t
JPATED o (5) ds, [T g (s) ds, [V 6 (s) ds
C’est

¢ ( fOM(AZ,Z,t) ()0(8> dSJJ"OM(AZ,Z,t) SO(S) ds’ fol Qp(s)d& ) > O

M(Az,z, M(Az,z,
Il p(s)ds, [0 o (s)ds, [N o (s) ds

N (Az,z,t) N (Az,z,t) N (Az,z,t) N (Az,z,t)
P / ¢ (s) ds,/ ¢ (s) ds,0,0,/ ¢ (s) ds,/ p(s)ds] <0
0 0 0 0

Alors, Az = z par (¢4) et (13) .
Par la compatible faible de A, et T, on obtient AyTu = Ayz = TApu = Tz.
Et on applique (3,4) et (3,) avec © =y = z, on obtient

M(z,Akz,t) M(z,A z,t) 1
é Ik § @(S)ds,fo * s) ds fo ©(s)ds, -
(s)ds

fol (P(S)ds, fOM(z,Akz ,t) d fM(z JAgz,t) s

N (z,Akz,t) N (z,Agz,t) N (z,Akz,t) N (z,Akz,t)
Y / @ (s) ds,/ ¢ (s) ds,0,0,/ ¢ (s) ds,/ p(s)ds|] <0
0 0 0 0

e (¢3), (3) et (3.3), est suit Apz = Tz = Sz = z. Alors, z est un point fixe commun de A, S,T et
Ay. Mais, pour chaque i, on obtient

M(Az,A;z,t M(Sz,Tzt M(Az,Sz,t
0 ( %0(3) ds, fo ( ) fo ( ) p(s)ds
¢ d >0
S

M(A;z,Tz,t) M(Az,Tz,t) M(Sz,A;z,t)
0 (s)ds, [, p(s)ds, [ P (s
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et

N (Az,A;z,t N(Sz, Tzt N (Az,Sz,t
¢<L( Yo ls)ds, fy O os)ds, >wwm><0

N(A;z, Tzt N (Az, Tzt N (Sz,A;z,t
0 ( )cp(s) ds, [; ( )go(s)ds,fo ( )go(s) ds

C’est

>0

M(z,A;z,t 1 M(z,A;z,
M, (s) ds, [fp (s) ds, [N (5) ds
et

N (z,A;2,t) N (z,A;2,t) N (z,A;2,t)
ol [ e@asoo [ pmaso [ p(sds] <o
0 0 0

Puis, de (¢,) et (1), z = A;z alor z est un point fixe commun de A, S, T et A;, pour chaque i.

¢( JMEARN, () ds, [0 (s) fip () ds, )

Maintenant, on montre lunicité du point fixe commun. Si Z est un autre point fixe commun, a partir

(34) et (3,) on applique v = zety =z, ona

M(z,z, M(z,z, 1
of Jo el ds [T g () ds, [y pls)ds, |
I ols)ds, [ o (s)ds, [ o (s)ds ) T

N (z,z,t) N (z,z,t)
¢<0 p(s)ds, [ ¢@M&Q>§O
0,

N(z,z,t N(z,z,t
JNEE o (s)ds, [N o (s) ds

Donc, par (¢5) et (15), on obtient z = z. Alors, z est le point fixe commun unique de A;, A, S et T,
Viel m

Dans le théoreme suivant, le seul changement par rapport au théoréme précédent est 'hypothese

M.

Théoreme 3.3 [15]Soient (X, M, N, ,{) un espace semi-métrique flou intuitionniste pour X qui
satisfait les propriétés (W4), (H.E), (CE.1),et (CE.2)et A, (A;)icr, S et T sont des auto-applications
de X satisfaisant AX C TX et A; X C SX,Vie et

M(Ax,A;y,t M(Sz,Ty,t M(Azx,Sx,t

¢<f0 e A o (s)ds, [;751" o (s) ds, [, )w(S)d8,>>0 3.)
M(A;y,Ty,t M (Ax,Ty,t M(Sx,A;y,t =
oA o (s)ds, [T o (s) ds, [;10 o (s) ds
N (Azx, Ayt N (Sz,Ty,t N (Az,Sxz,t

w( T el W I Lo ><O 32
N Az ,T ,t NA;E,T 3 N S:E,AZ y -
0( Y y)@(s)ds,fo( yt)(P(S)dS,fo( yt)g@(s)ds

Pour tout z,y € X, pour tout i € I ,ou ¢p € ;1) € Vet p: R, — R, est une fonction localement
intégrable qui satisfait [ ¢ (t)dt > 0 pour chaque 0 < § < e. On suppose que :
i. La paire (A;, T') satisfait la propriété (E.A), Vi € 1,
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ii. La paire (A, S) et (A, T) sont faiblement compatibles pour certains k,
Si l'un des sous-espaces AX,SX, A; X et TX de X est fermé, alors A, A;, S et T ont un point fixe

commun unique dans X, Vi € 1.

Remarque 3.4 Lorsque T'X est supposé un sous-espace férme de X, la preuve est similaire. D’aute
part, le cas que AX ou A;X est un sous-espace fermé de X est similaire au cas dans lequel T X ou
SX est fermé.

Théoreme 3.4 [15]Soient (X, M, N, x, ) un espace métrique flou intuitionniste et A, (A;)ics, S et
T : X — X sont des auto-applications de X satisfaisons AX C TX et A;X C SX,Vi € et (3,)et
(3y),Va,ye XetVt>0o0u¢ e P, c Vet p: Ry — R, est une fonction localement intégrable
qui satisfaisant [; ;s ¢ (t)dt >0, pour chaque 0 < 6 < e.

On suppose que :

i. La paire (A, S) ou (A;.T), Vi € I satisfait la propriété (E.A),

ii. La paire (A, S) et (A, T) sont faiblement compatibles pour certains k,

Si l'un de sous-espaces AX,SX,A; X et TX de X est fermé, alors A, A;,S et T ont un point fixe
commun unique dans

X,Viel.

Théoreme 3.5 [15]Soient (X, M, N, x, () un espace semi-métrique flou intuitionniste et A, (A;)icr, S
et T sont des auto-applications de X satisfaisant les conditions suivantes :

i. La paire (A, S) est occasionellement faiblement compatible.

ii. Il existe v € Nie;C(A;, T) tel que A;Tv = TAw, Vi € I,ou C(A;,T) est Uensemble des points de
coincidence de A; et T.

A A, SetT, Vi€ Isatisfaire (3,) et (34), Va,y € X ou ¢, : RS — R satisfaire les conditions (¢s)
et (15) avec ¢ : Ry — R est une fonction localement intégrable qui satisfait [; ¢ (t)dt > 0, pour

chaque 0 < 0 < e. Puis, A, A;, S et T ont un point fixe commun unique dans X, Vi € I.

Preuve. Par (i) et (ii),il existe u et v € X tel que, Vi € [
Au = Su, ASu=SAu Av=Tv, ATv=TAw (3.5)

En utilisant (34) et (3,) avec x = uety = v, ona

M(Au,A;v,t) M(Su,Tv,t) M (Au,Su,t)
¢<0 ¢ (s)ds, [, sdf )d8>20

OM(Aw,Tvt S d 7f0 Au,Tvt S d 7f0 M(Su,A;v,t) ( )dS

<0

w( ()/\[(AU7AiU7t)Q0(S) ds,foN(SU’TU ) 8 d fN(Au ,Su t) )dS, >

N(Ajv,Tv, N (Au, T, (Su,A;v,
o AT g (s) ds, [T o (s) ds, [ %(s)ds
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Puis par (¢4) et (v3), Au = T et nous avons
Au = Su = A;v = Tv pour chaque i (3.6)
De (3.5), nous pouvons écrire, pour tout i,
A;Au = A;Tv =TA;v =TAu, (3.7)
En utilisant (3,) et (3,) encore une fois avec x = u et y = T'u, nous obtenons avec (3.7)

¢ foM(AU7TAU7t) ¥ <t> dt, foM(A%TAW) dt fUl S) ds, >0
f01 o () ds, fOM(Au,TAut t) dt, fM(Au T Aust) ot)dt )

N (Au,T Au, N (Au,T Au,
¢<f0( t)¢<3)d5’fo( t)¢(5)d5’0’><0
N (Au,T Au, N (Au,T Au, =
0, [; ( t)go(s) ds, [; ( t)go(s) ds

Donc grace a (¢5) et (15), Au = T Au. par conséquent, nous avons par (3.5),(3.6) et (3.7) pour
chaque i € 1,

A; (Au) =T (Au) = Au (3.8)

et
A(Au) = A(Su) = S(Au) (3.9)

En utilisant (34) et (3,) encore une fois avec x = y = Au, on a

¢< fOM(AAu,Aut d fM(AAu Aut) dS fol (8) dS, folgD(S) dS, ) -

M(AAu Au t) M(AAu Au,t)
Jo s)ds, [, o (s)ds

N(AAu,Au,t) N(AAu,Au,t)
s ( I v (s)ds, [ v (s)ds, 0,0, ) <0

N (AAu,Aut N (AAu,Au,t
S o (s) ds, [0 o (s) ds

Par conséquent,par (¢5), (¢5), (3.8) et (3.9), pour tout i, on a
A(Au) = S (Au) = A; (Au) =T (Au) = Au

Donc Au est un point fixe de A;, A, S et T, pour tout i € I. Uunicité du point fixe commun est prouvée

comme dans le théoréme précédent. m

Théoreme 3.6 [15]Soient A, B, S et T sont des auto-applications d’un espace semi métrique flou
intuitionniste (X, M, N, %, Q) qui satisfait

Az, Sz, Az,Sx, Ty,
M(Az,Ty,t) t M(Sz,By,t) =
fo @ (s)ds, fo @ (s)ds

3.4. Quelques résultats de point fixe commun dans un espace semi-métrique flou intuitionniste



Chapitre 3. Théorémes de point fixe commun sous conditions contractives du type intégral dans un
espace semi-métrique flou intuitionniste

N (Az,By,t) N (Sz,Ty,t) N (Az,Sx,t)
. ( ) @ (s)ds, J; @ (s)ds, J; @ (5) ds, ) <0 5

N(By,Ty,t N (Az,Ty,t N (Sz,By,t
fo(y y)gp(s)ds,fo(x y)gp(s)ds,f0($ y)go(s)ds

Va,y € X, ou ¢,¢ : RS — R satisfaire les conditions (¢;) et (15) ou ¢ : Ry — R est une fonction
localement intégrable qui satisfait [5 ¢ (t)dt > 0, pour chaque 0 < 0 < e.
Si les paires (A, S) et (B,T') sont occasionellement faiblement compatibles, A, B, S et T ont un point

fixe commun unique.

3.5 Example illustrative

Exemple 3.6 (X, M, N, x, ) un espace semi-metrique flou intuitionniste, tel que
X =1[04], M(z,y,t) = N(z,y,t) = 25 qxb=abet adb=min{l,a+b}.

t
t+|z—y|’ t+|z—y|’
Soit ¢(s1, S2, S3, S4, S5, S¢) = S1—min {sg, S3, S4, S5, S } €t V(1 Sa, S3, S4, S5, S¢) = S1—min {sq, S3, S4, S5, S6} -

A;, A, S et T sont des auto-applications de X tel que

gifxe[o,2[ 3 ifz € [0,2]
Ax = { 2ifze[2,3] , Sx= :;ifx€[2,3[
Cifrel3 Sif w34

2 lfyG[O,?)[ 4_yl:fy€[073]

pour touti € N,Ayy = , Ty=

2+% ify € [3,4] Zifye]?»,‘l]

On remaque qu’il existe z = 2 dans X tel que A2 = A;2 = S2 = T2 = 2, Vi. C’est clair que la paire
(A, S) satisfait la propriété (E.A) pour la siute x, = 2 + %, Vn € N*.

C(A,S)={2}, AS2 = SA2, alors la paire (A, S) est faiblement compatible.

C(A2,T) = {2} et AyT2 =T A2 =2, alors le paire (A, T') est faiblement compatible.

Puis, les hypotheéses (i) et (ii) du théoréme (3.2) sont satisfait.

AX = {2,2, g} CTX = {%}U]l,zl] et A X ={2,2+ %} C SX =[2,3 U{;}

Maintenant, nous vérifiont les conditions (3,) et (3,) du théoréme (3.2). Soit o(s) = 1.

M (z,y,t) N (2,y,t) [z =y
Donc fO Y QD(S)dS = m et fO v gp(s)ds = m .

Si on définit R, L, P et (Q par

M(Az,A;y, M(Sz,Ty, M(Azx,Sz,
¢( AnABD o () ds, [T o (s) ds, [ t)tp(S)ds,>

0
M(A;y,Ty, M(Az,Ty, M(Sz,A;y,
JMABTD o (5) ds, [MASTYD o (s) ds, [ o (s) ds

R(x,y,t) =

3.5. Example illustrative [§]
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N (Azx,A;y,t) N (Az,Ty,t) N (Azx,Sz,t)
Lz y.t) = 0 v go(s)ds,fo v sdtf )ds

— : t t t t t
P (l‘, Y t) = min {t+\Sx—Ty| V t+|Az—Sx|’ t+|Ajy—Ty|’ t+|Az—Ty|’ t+|Sz—A;y| }

Q (z,y,t) = max |Sz—Ty| |[Az—Sz| [Asy—Ty| |Az—Ty| [Sz—A;y|
Y5 t+|Se—Ty|’ t+|Ax—Sz|’ t+|A;y—Ty|’ t+|Az—Ty|’ t+|Sz—A;y|

|Azr — Ayl
e~ L (@) et Lia,y. 1) = e

ver que R(z,y,t) > 0et L (z,y,t) <0, Va,y € [0,4].C’est évident que R(x,y,t) > 0et L (z,y,t) <0

quand x € [2,3[ et y € [0, 3] puisque, dans ce cas, |Ax — A;y| = 0. nous devons étudier les autres cas

alor, R(x,y,t) = —Q (x,y,t). nous devons prou-

suivants.

Il est facile de voir que R(z,y,t) > 0et L (z,y,t) < 0si
V(z,y) = max {|Sx — Ty|, |Ax — Sz|,|Ay — Ty|, |Ax — Ty|,|Sz — Ajy|} > |Ax — Ay|
K(z,y) = min{|Sz — Ty|,|Azx — Sz|, |Aiy — Ty|, |Ax — Ty|, |Sz — Ayy|} < |Az — Ay

0.2 ze[02 ze02 xe[0.2[ we22+
yel0,1] yell,2f € [2,3] y € [3,4] y € [3,4]
|Az — Ayl 5 ' L 1_1 1
|Sz —Ty| l1—y y—1 y—1 o v
| Az — Sz 2 2 2 2 T —2
Ay =Tyl 2-y 2y y— 2 541 541
| Az — Ty 2y ly — 3| y—2 19 5
Sz — Ayl 1 1 1 11 2+1 g
V(z,y) 3 1 y—1 : 541
>3 >3 >3 >1-1 > 1
T € [2+%,3[ x € [3,4] x € [3,4] x € [3,4] [3,4]
y €34 yel0,i yeld [ yell3 ye
e ; ; R
|Sz — Tyl z—3 1y y—1 y— 1 u
|Ax — S| T —2 9 9 9 5
[Aiy =Tyl S+ 2 — ly — 2| y—2 541
Ar=Ty TV ETEREE
|Sz — Ayl 2+1 -2 3 3 . 51
Viz.y) it 5y 2 y— 1 u
23 >3 >3 >4 =i

3.5. Example illustrative
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ve0,2] ze€0,2] x€0,2] xe€l0,2[ axe€[22+1]
yel0,1] yell,2] wyel2,3] ye(3,4] y € [3,4]
|Az — Ay % % % %_% %
Sz =Ty  1-y y—1 y—1 o z—3
|Ax — Sz| 2 2 Z 2 T —9
|Asy — Ty 2 — 2 — 1 541 5.1
| Az — Ty| g— | _§| _g % 2
S — Ayl 1 1 1 1-12 2+1 3
K(z,y) -y l—y : 11 2+1 -3
<} s osb o osieb s
re2+43] ze[3,4 ze[3,4 zel3,4 3, 4]
yeBa  yelsl welhil vel3sl yeld
| Az — Ayl i 1 1 1 [yt
|z — Ty v 3 Y= 3 y—3 u
|Az — Sz T —2 2 9 9 9
[Aiy — Tyl +1 2— ly — 2| y—2 541
ATy 3 soy 3oy oy
Sz — Ayl 2+1 -2 3 3 3 3_1
K(z,y) 2+ ;-2 3 Y y—3 y—3 1
= <3 <3 <l <|i-y

Qu

Donc, pour chaque z, y, R(x,y,t) > 0et L(z,y,t) < 0.alors, toutes les conditions du théoréme (3.2)

sont remplies.

Nous donnons maintenant un exemple qui illustre le théoréme (3.5)

Exemple 3.7 Soit (X, M, N, *,¢) Uespace SMFI, X = [0.4], M(z,y,t) = max {£,4}, N(z,y,t) =
min{%,%},a*bzab€ta<}b=min{1,a+b}.

Soit ¢(s1, S2, S3, S4, S5, S¢) = S1—Iin {9, S3, S4, S5, S} €t V(1 Sa, S3, S4, S5, S¢) = S1—Mmax {sq, S3, S4, S5, S6} -

3.5. Example illustrative
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A, Ajen+ i3, S et T sont des auto-applications de X tel que

(5 . . 5 iszel0 g
—siz €0, 3] L
= LEE
| 5151'6 29 ZSl 376]%,1]
(3 1
i 50l Lsiye (0.4
pour tout i € N*, A;y = Tsiy=1 ,Ty=4¢ 1
2 1 . 1 §Sly€[%7]‘]
L 7+Z Sly€]§,1]

C(A,S) = {3}, ASL = SAL, alors la paire (A, S) est occasionellement faiblement compatible
faiblement compatible.

C(4;,T) = {3}, A T3 = TA[3, alors la paire (A;, T) est occasionellement faiblement compatible
faiblement compatible.

Maintenant, nous vérifiont les conditions (3,) et (3,) du théoréme (3.5). Soit ¢(s) = 1.

Si on définit R, L, P et () comme suite :

2P(z,y,t) = min {max {Sz, Ty} ,max { Az, Sz} ,max {A;y, Ty} ,max { Az, Ty} ,max { Sz, A;y}}
2Q(z,y,t) = max{min {Sx, Ty} ,min { Az, Sz} ,min {A;y, Ty} , min { Az, Ty} ,min {Sz, A;y}}
R(z,y,t) = %max {Az, Ajy} — P(x,y,t) et L(z,y,t) = 3 min {Az, Ay} — Q(z, y,t)

nous devons prouver que R(x,y,t) > 0et L(x,y,t) <0, Vz,y € X.

C’est évident que R(x,y,t) > 0 et L(x,y,t) < 0 quand x = y = 1 puisque, dans ce cas, Az = Ay =

Sz =Ty = 1, nous présentons les autres cas dans les tableau suivants :

zel0,3 =z€(0,3 ze 0, r=1

y €0, 3] y=3 y €3, 1] y €10, 4]
max { Az, A;y} 2 5 5 3
max {Sz, Ty} - ! 1 s
max {Ax, Sx} 5 8 5 1
wcfAnts) % :
max { Az, Ty} 5 8 5 1
max {Sz, A;y} 3 ! 241 3
P (z,y,t) s 1 144 3

R(z,y.1) %_%20 %—iZO 152_%_4%‘20 2_520

3.5. Example illustrative



Chapitre 3.

Théoremes de point fixe commun sous conditions contractives du type intégral dans un
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max { Az, Ay}

max {Sz, Ty}

max { Az, Sz}

max {A;y, Ty}

max { Az, Ty}

max {Sz, A;y}
P (x,y,t)

R($7y7t) z_i -

AR R N = N N= N N

v

Et les tableaux similaires pour N

=)

T €
Y €

=)

min { Az, A;y}
min {Sx, Ty}
min { Az, Sz}
min { Ay, Ty}
min { Az, Ty}
min {Sz, A;y}
Q (v,y,1)
L(z,y,t)

TR Ol U= O W Ot Ot

min { Az, Ay} 2

min {Sz, Ty}

min {Az, Sz}

min {A;y, Ty} 2

min { Az, Ty}

min {Sz, A;y}
Q(z,y,1)
L(z,y,t)

NI—= N~
—

—

o|w

8
< m

1 1 1
}571] T E]Qa 1] x 6]57 1]
1 1 1
0,5[  v=53 y=3
3 1 1
4 2 2
4 1 1
5 2 2
1 1 1
2 2 2
4 1 1
5 2 2
4 1 1
5 2 2
3 1 2 1
1 2 b
1 1 1 1
1 1 7t@

1 1 1 1 1
120 1-320 3—-7-320
1 1 1
1 1 1
=3 y€]§71] ?JE[O@[

1 2 1 1
2 7T 2
1 1 1
5 5 2
1 1 1
5 5 2
1 2 1 3
2 Tt 1
1 1 1
2 2 2
1 1 1
5 5 2
1 1 3
4 4 8
1 1 1 1 1 3
ZSO 7+E_Z§0 Z_ESO
1 1 1
6]57 1] x 6}571] x E]Ea 1]
1 1 1
6[075[ Yy=3 y€]§,1}
1 1 2 1
2 2 b
1 1 1
4 4 4
1 1 1
4 4 4
3 1 2 1
1 2 7T
1 1 1
2 2 2
1 1 1
4 4 4
3 1 1 1
3 1 Ay
3 1 1 1 1 1 1
—5<0 §-350 z+5-7-5=0
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3.6 Conclusion

La théorie des ensembles flous apporte un cadre formel, un support logique et un outil mathéma-
tique rigoureux a I'axiomatique et la définition des espaces métriques flous telles que I'imprécision
et I'incertitude. Puisque dans la réalité, toute activité humaine comporte soit de I'incertitude soit
de I'imprécision, il s’avere donc important pour des recherches futures, de montrer comment la
théorie des ensembles flous peut contribuer a mieux modéliser différents comportements obser-
vés dans le monde réel. Par ailleurs, la théorie de point fixe et la théorie des ensembles flous ont
également ouvert un vaste champ de recherche dans le domaine purement théorique et scien-
tifique. Ainsi, dans les publications ultérieures, nous tenterons également d’explorer quelques
notions plus avancées des mathématiques floues, telles que la topologie floue. Et nous montre-
rons que ces notions plus approfondies sont utiles dans la formulation des plusieurs problemes

mathématiques.

3.6. Conclusion
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