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Aujourd’hui, les recherches portant sur la synchronisation du chaos se sont
généralisées du fait des ses divers applications notamment dans le domaine des
communications, les systemes biologiques, les réactions chimiques, etc. Cependant,
I'étude des probleéemes inverses de la synchronisation des systemes dynamiques est
un sujet qui vient d'étre traité tres récemment. L'étude des problémes inverses est
une idée séduisante et importante, et elle donne naissance a des nouveaux schémas
de synchronisation améliorant la sécurité dans les télécommunications.

Au fil des années, plusieurs schémas de synchronisation des systemes dynamiques
hyperchaotiques ont été développés. Parmi ces schémas on mentionne la
synchronisation (HFPS) « Hybrid Function Projective Synchronization » des systémes
chaotiques qui est largement considérée. Par conséquent, nous étudions le probleme
inverse de ce schéma qui produit un nouveau type de synchronisation notée (IHFPS).
Le résultat tiré est prouvé en utilisant la théorie de stabilité de Lyapunov et la
simulation numérique a mis en évidence |’efficacité du schéma proposé ici.

Mots clés:

Chaos, systeme chaotique, systemes dynamiques, Stabilité de Lyapunov,
synchronisation, Erreur de synchronisation, vecteur de contréle, contréleur actif,
maitre, esclave, synchronisation projective a fonction hybride inverse.



[ Abstract ]

Today, research deals with the synchronization of chaos have been generalized due
to its various applications notably in the field of communications, biologic systems,
chemical reactions, ect. However, the study of the inverse problems of the
synchronization of dynamical systems is a subject which has just been treated very
recently. The study of the inverse problems is an attractive and important idea, and it
gives rise to new synchronization schemes improving security in telecommunications.

Over the years, several synchronization schemes for hyperchaotic dynamical systems
have been developed. Among these schemes we mention the synchronization (HFPS)
"Hybrid Function Projective Synchronization" for chaotic systems which is widely
considered. Consequently, we study the inverse problem of this scheme which
produces a new type of synchronization noted (IHFPS). The result has been proven
using Lyapunov's stability theory and numerical simulation highlighted the
effectiveness of the scheme proposed herein.

Key words:

Chaos, chaotic systems, dynamical systems, Lyapunov stability, synchronization,
Synchronization Error, Vector Controllers, active controller, master, slave, Hybrid
Function Projective Synchronization.
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Notations

R” Ensemble des nombres réels.
R+ Ensemble des nombres réels positifs.
Ty = fl—f Dérivée de la variable x par rapport au temps
A Matrice constant
To Pétat initial de la variable z.
x* Point fixe.
Ty Iétat de x au temps t = k7.
Tt Pétat de x au temps t = (k + 1)7.
Jp(x) La matrice Jacobienne.
7t Ensemble des nombres entier positif.
Im(\;) Partie réel du valeur propre.
Re(\;) Partie imaginaire du valeur propre.
|-l La norme euclidienne.
V(z) Fonction de Lyapunov.
d La distance.
U j éme itération de f .
Aet B(A) Attracteur et Bassin d’attracteur
e(t) Cerreur.
H(x) Fonction de Heaviside.
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Introduction générale
. y

D’un point de vue historique, la théorie des systémes dynamiques est née avec les travaux de Poincaré
autour des années 1881-1890, notamment avec les deux grandes mémoires (sur les courbes définies par
des équations différentielles, sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique) et prolongée
par quelques mathématiciens et physiciens théoriciens autour des années 1930.

Les systemes dynamiques concernaient en premier lieu I'itération des applications continues et la stabilité
des équations différentielles. Mais progressivement, au fur et a mesure de la diversification des mathéma-
tiques, Les systemes dynamiques se sont considérablement élargis. Ils comprennent aujourd’hui ’étude des
action continues de groupes, dont l'intérét réside dans ses applications en géométrie, et la théorie de la
mesure et qui trouve ses échos en probabilités.

Le terme "chaos" définit un état particulier d’'un systéme dont le comportement ne se répete jamais qui
est trés sensible aux conditions initiales et imprédictible a long terme. Et la théorie du Chaos a vu le
jour dans les travaux d’'Henri Poincaré a la fin du XIXe siécle et c’est dans les années soixante qu’elle fut
redécouverte apres la publication d’un article qui allait révolutionner le monde des sciences [1]. Le chaos
est devenu un champ d’exploration de la science.

Parallélement aux travaux sur le chaos, une autre branche développée dans le domaine des systémes dyna-
miques attire I'intérét des chercheurs scientifiques, c’est la synchronisation. Au cours des derniéres années,
la synchronisation des systémes chaotiques a attiré beaucoup d’attention en raison de ses larges applica-
tions dans divers domaines de la physique et de I'ingénierie. Différentes méthodes et diverses approches
ont été appliquées avec succes a la synchronisation du chaos et hyperchaos dans les systemes dynamiques,
telles que : la méthode de controleur actif (adaptif), la méthode Feedback, la méthode de backstepping
design et la méthode de controleur en modélissant...etc. De nombreux types des synchronisation ont été
proposés dans les systémes chaotiques intéressants telles que : la synchronisation complete (CS), I'anti-
synchronisation (AS), la synchronisation projective (PS), la synchronisation projective fonctionnelle (FPS)
, la synchronisation généralisée (GS) et la synchronisation Q-S. .. etc.

Treés récemment, des nouveaux types hybrides sont proposés, par exemple, la synchronisation HPS (Hybrid
Projective Synchronization), la synchronisation HFPS (Hybrid Function Projective Synchronization) ... etc.
Bien que I’étude de ces types de synchronisation soit assez importante, investir leurs problémes inverse
parait une idée séduisante. En effet, d’autres schémas sont introduites tels que (IGS) inverse de (GS) et

(IHFPS) l'inverse de la (HFPS) , ce dernier fait 'objet de cette mémoire.




Le mémoire est organisé de la facon suivante :

-Le premier chapitre présente un rappel sur les systemes dynamiques telle que : leurs définitions, la
définition de systeme continu et discret, aussi que la linéarisation des systémes dynamiques (continu et
discret). ..

-Le deuxiéme chapitre est réservé la théorie de chaos, et nous avons également fourni des exemples des
systemes chaotiques et hyperchaotiques a temps continu.

-Le troisieme chapitre on trouve les différents types connus dans la synchronisation et la méthode de
synchronisation la plus usé.

-Le quatrieme chapitre est focalisé sur 'étude d’un type de synchronisation IHFPS des systemes chao-
tiques : Un critere simple est dérivé pour la synchronisation du chaos entre deux systemes dynamiques
chaotiques maitre et esclave a n dimensions a temps continu, on démontre l'efficacité du schéma de syn-

chronisation (IHFPS), applications numérique de la synchronisation entre deux systemes chaotiques.



Chapitre 1

Préliminaires sur les systemes dynamiques

1.1 Introduction

Les systemes dynamiques désignent couramment la branche de recherche active des mathématiques, a la
frontiere de la topologie, de I'analyse, de la géométrie, de la théorie de la mesure et des probabilités.

Les systemes dynamiques n’ont été étudiés en tant que tels qu’assez tardivement. Ils sont néanmoins ap-
parus assez tot dans I'histoire scientifique puisqu’on peut les reconnaitre dans les premiers travaux de la
mécanique donnant lieu a des équations différentielles.

Les systémes dynamiques ont été développés et spécialisés au cours du 19" siécle par des mathématiciens
et des physiciens dont Henri Poincaré et Aleksandre Mikhailovich Lyapunov.

Tobjectif de ce chapitre est présenter quelques définition des systemes dynamiques (continu et discret),

nous rappelons quelques concepts relatifs a leurs stabilités en particulier au sens de Lyapunov.

1.2 Définitions des systemes dynamiques

En mathématiques, en physique, en ingénierie un systeme dynamique est un systeme "classique" qui évolue
au cours du temps de facgon a la fois :

-causale (c.a.d.que son avenir ne dépend que des phénomeénes du passé ou du présent),

-déterministe (c.a.d.qu’a une "condition initiale" donnée a I'instant présent va correspondre a chaque ins-
tant ultérieur "un et un seul état futur" possible).

On définit un systeme dynamique par un triplet (X, 7, f) constitué de l'espace d’état X, du domaine
temporel T, et d’'une application de transition d’état f : X x T' — X, qui permet de définir a partir d’'un

vecteur de conditions initiales, '’état du systeme a tout instant.



Chapitre 1. Préliminaires sur les systémes dynamiques

Définition 1.1 Un systeme dynamique sur R™ est une application :
f:R" xR" — R".

définie sur tout R™ x R", telle que :
e f(.,z) : R" — R" est continue,
f(t,.) : RT — R™ est continue,
f0,2) =
flti+ts, 2 ) f(t1, f(t2,z)) pour t1,ts € RT x € R".

Définition 1.2 On définit le systéme dynamique linéaire par :

t(t) = A
B =4z Rt e RY (1.1)
z(0) = xg
ou A est une matrice constant.
la solution de (1.1) est
x(t) = e, (1.2)
et on défini le systeme non-linéaire par :
i(t) = f(x), (1.3)

le systeme (1.1) engendre un systéme dynamique,car 'application

f:R" xR" = R"

qui a tout ¢t € R, 2 € R™ associe :

f(t,z) = et (1.4)

verifiée les quatre propriétes de systeme dynamique.

Définition 1.3 Considérons le systeme (1.3). le systeme :

x(t) = Ax(t), (1.5)
Oou
fi . ) .
A=(=—(z")=Df(x"),1<1i,j <mn, (1.6)
0xj
et
f(z*) =0. 1.7)

est appelé linéarisation de (1.3) en z* (z* point d’équilibre du systeme 1.3).

1.2. Définitions des systemes dynamiques



Chapitre 1. Préliminaires sur les systémes dynamiques

1.3 Systemes autonomes et non-autonomes

Définition 1.4 Soit le systéme dynamique suivant :

i(t) = ‘;—f = f(t, ). (1.8)

Lorsque le champ de vecteur f ne dépend pas explicitement du temps, on dite que le systeme

dynamique est autonome, Dans le cas contraire il est non-autonome.

Remarque 1.1 On peut toujours transforme un systéme non-autonome en systéme autonome, on

posant :

{ Tn4+1 = ta (1 9)
jJn—O—l - fn—&—l(I?p) =1

On augment ainsi la dimension du systeme d’'une unité, mais cela permet remplacer systemati-
gment ¢ dans I'équation par z,,.Les algorithme de résolution de systéme d’équations différen-

tielles vous en remercieront.

Remarque 1.2 Par un changement de variable approprié on peut transformer un systéme non-

autonome de dimension n a un systéme autonome équivalent de dimension n + 1.

1.4 Comportement des systemes dynamiques

1.4.1 Espace de phase

-Lespace de phase est un espace souvent multi-dimensionnel permettant d’interpréter géomé-
triquement le mouvement d’un systéme dynamique décrit par des équations différentielles par

rapport au temps.

1.4.2 Espace d’état

-Lespace d’état est 'ensemble des coordonnés nécessaires la description compléte d’un systeme.

Cet espace peut étre continu ou discret.

1.4.3 Trajectoires et orbites

-La trajectoire est une solution du systeme différentiel.

-Lorbite d’un point z est 'image de la trajectoire issue de .

1.3. Systémes autonomes et non-autonomes



Chapitre 1. Préliminaires sur les systémes dynamiques

1.5 Classification des systemes dynamiques

1.5.1 Systemes dynamiques a temps discret

Un systéeme dynamique discret représenté par une équation aux différences finies (fonction itéra-
tive) sous la forme :
Tp+1 = f((lﬁk,k,’) (110)

Ou f: R™ x Z* — R™ Indique la dynamique du systeme en temps discret.

On peut également identifier pour chaque couple (zy, ky) une solution unique.
¢f(.,3§'0, k/’o) : Z+ — R”

telle que
¢f(k0,$0, ]{30) =x9 et ¢f(k + 1,1’0, ]{30) = f( ¢f(k,$0, ko), k’) (111)

Exemple 1.1 (Lapplication de Hénon) :

{ Tpp1 = Y + 1 — axi,
Y1 = bxy.

Ou a, b sont des parameétre réels, 'espace des phases est R?, 'espace des parameétres est R?,

Dans tout ce qui suit, nous ne considérons que des systemes dynamiques discrets obtenus on

itérant une fonction continue f : X C R" — R".
1. Point fixe

Définition 1.5 Un point =* est appelé un point fixe de Uapplication xy,1 = f(zx, k) si f(z*) = z*.

-Géométriquement le point fixe est une intersection de la courbe de notre fonction y = f(x) avec

la ligne y = .

Définition 1.6 Un point fixe d’'une application xy.1 = f(zx, k) est un point invariant par f, c’est-

*

a-dire un point z* de Uespace de phase vérifiant lU'équation f(z*) = z*.
Définition 1.7 Soit f : R — R le multiplicateur est la pente :
m = f(x*) (1.12)

de la tangente au point fixe z*de f qui détermine le type(ou la nature) de point fixe.

m : s’appelle le multiplicateur de f au point z*.

Exemple 1.2 Soit x;,1 = x} posséde trois point fixe : x; = —1, z5 =0, 23 = 1.

1.5. Classification des systéemes dynamiques



Chapitre 1. Préliminaires sur les systémes dynamiques

2. Etude de la stabilité
Théoreme 1.1 Supposons que x*est un point fixe de x;.1 = f(x, k), alors le point fixe x*est :

1-Attractif (ou stable) si |m| < 1.

2-Répulsif (ou instable) si |m| > 1.

3-Indifférent si |m| = 1.

4-Super attractif (ou super stable) si m = 0.

En dimension n, pour déterminer si un point fixe z*est attractif ou non, il faut calculer les valeurs

propres de la matrice jacobienne D f(z*) = Jy(x*).
Théoreme 1.2 Pour f: R" — R", le point fixe est :

1-Stable si toutes les valeurs propres de J;(z*) = D f(z*) sont a I'intérieur du disque unité (leurs
modules sont inférieur a 1).
2-Instable si I'une de ces valeurs propres de J¢(z*) = D f(z*) a un module plus grand que 1 (&

I'extérieur du disque unité).

1.5.2 Systéemes dynamiques a temps continu

Un systéme dynamique dans le cas continu est présenté par un systeme d’équations différentielles
[2]1,[3] de la forme :

Ou f: R™ x R — R" désigne la dynamique du systeme.

Si on associe a cette dynamique un état initial
xo = x(to), (1.19)
Pour chaque couple choisi (zy, y) on peut identifier une solution unique :
é(., g, t) : RT — R",

telle que :

gbf(tOv:EOatO) = Zo et ¢f(t7x0at0) = f(gbf(t)xmtO)at)- (115)
-Cette solution appelée souvent trajectoire, fournit les états successifs occupés par le systeme a

chaque instant ¢.

Exemple 1.3 (Loscillateur de Duffing) :

= (1.16)
U = x — 2% — §y + 7y cos wt.

1.5. Classification des systéemes dynamiques
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Ou 9, v, w sont des parametre réels,
Lespace des phases est R?, 'espace des paramétres est R3, ce systéme est non linéaire, non auto-

nome.

1. Point d’équilibre

Définition 1.8 Un point d’équilibre (ou point critique, ou point singulier, ou point stationnaire) de

Uéquation i(t) = f(xy,t) est un point z* de Uespace des phases vérifiant Uéquation f(z*) = 0.
Remarque 1.3 Par un changement de variable y = x — z*, on peut ramener le point a lorigine.

Théoreme 1.3 Considérons le systéme linéaire :
x(t) = Az(t), (1.17)

Ou x = (x1, x3, ..., ¥,) et A une matrice constant inversible.

Soit Ay, ..., \,, les valeurs propres de A.

e Si les valeurs propres Ay, ..., \,, sont réelles et de méme signe, la solution x = 0 est appelée
noeud.

Si les valeurs propres Ay, ..., A\, , sont réelles, non nulles et de signe différent, la solution =z = 0
est appelée selle.

eSi les valeurs propres Ay, ..., A, sont complexes avec Im()\;) # 0,7 = 1, ..., n, la solution = = 0 est
appelée foyer.

Si les valeurs propres )y, ..., A, sont complexes avec Re()\;) = 0,7 = 1,...,n, la solution z = 0 est
appelée centre.

Tous ces cas sont regroupés (FIG.1.1).

Noeud Col Fover

Centre Noeud impropre ST

FIG.1.1-Classiffication des points d’équilibre dans R?.
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Exemple 1.4 Soit le systéme suivant :
S () —
f(t) = 72 (1.18)
J;Q(t) =T — $%

Les points d’équilibre sont : 27 = (0,0) et 25 = (1,0)
-Le point d’équilibre 27 est un point selle.

-Le point d’équilibre zest un point centre.

Théoreme 1.4 Soit le systéme non-linéaire :

i(t) = f(2,1), (1.19)

Un point critique de x*de (1.19) est appelée :

e Puits si toutes les valeurs propres de la matrice A = D f(z*) ont des parties réelles négatives.

e Sources si toutes les valeurs propres de la matrice A = D f(z*) ont des parties réelles positives.
e Selle s’il est hyperbolique et si A = D f(x*) a au moins une valeur propre avec une partie réelle

positive ou au moins une valeur propre avec une partie réelle négative.

2. Stabilité au sens de Lyapunov

La stabilité au sens de Lyapunov est une théorie général valable pour tout équation différentielle
cette notion signifie que la solution d’une équation différentielle initialisé au voisinage d’une point
d’équilibre en reste suffisamment proche.

-Soit le systeme dynamique suivant :

{ iy = fla,t), (1.20)

x(tog) = wo.

oz € R, f:R™ x RT — R" continu et non-linéaire et soit 2* point d’équilibre.

Définition 1.9 Le systéme (1.20) est dit stable au sens de Lyapunov par rapport au point d’équi-

libre x* si pour des conditions initiales x(ty) suffisamment proches du point d’équilibre soit :
Ve > 0,30 > 0: ||z(ty) — 2*|| < 6 = ||z(t,z(ty)) — || < &,Vt > to. (1.21)
Définition 1.10 Le point d’équilibre x*est asymptotiquement stable si :

Vo >0: ||z(ty) —2*|| < § = tliin |lx(t, z(to)) — z*|| = 0. (1.22)
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Définition 1.11 Le point d’équilibre x* est exponentiellement stable si :
Ve >0,3a,b > 0: [la(to) —2™[| <6 = [|=(t, 2(to)) —27|| < allz(to) — 2| exp(=bt), Vi > to. (1.23)
Définition 1.12 Le point d’équilibre x* est instable si U'équation(1.21) n’est pas satisfaite.

Définition 1.13 Une solution ¢(t) du systéme (1.20) telle que ¢(ty) = t, est dite stable au sens de

Lyapunov tel que toute solution x(t) de (1.20) dont la valeur initiale x(t,) vérifie :

Ve > 0,36 = 8() > 0: |[z(to) — dol| < 6 = ||lz(t) — 6(b)|| < 2, V¢t > to, (1.24)

si en plus de cette définition on a :

lim [|lz(t) — 6(t)]| = 0. (1.25)

t—-+o0

Alors la solution ¢(t) est dite asymptotiquement stable.

Tous ces cas sont montrés (FIG.1.2).

asymptotiguement stable

[/[° ﬁ instable

stable — "\ Y ) X1

RS
\

FIG.1.2-Différents types de stabilité de Lyapunow.

Exemple 1.5 (n = 2) Soit le systéme :

{ a(t) =~y ( (0) ) _ ( 0 > ’ (1.26)
g(t) = . y(0) 0

La solution qui vérifie (z(0), y(0)) = (xo, yo) est :
(:U(t) ) _ <:Uocost—yosmt) et o(t) = (0)7 (1.27)
y(t) zosint — yo cost 0

1.5. Classification des systéemes dynamiques E




Chapitre 1. Préliminaires sur les systémes dynamiques

Ve > 0,36 > 0 telle que :
< eVt >0,

Gl =10)
Yo y(t)

x(t
H( <>)" = |x(t) |+ | y(t) |=| xocost —yosint | + | zosint — ypcost |< 2(| zo | + | yo |)-

y(t)
= 2 <w0 ) <25,0nprend5§§,5:§.
Yo 2 2
. 0
d’ou ¢(t) = ( 0 ) est stable au sens de Lyapunov.
) 0\’
x
lim — = lim (22 +*t)) =22 +1y2=c>0-» 0. (1.28)
Jim_ (y@) (O) i (2(0) + 92 (1)) = 23 +

Donc la solution n’est pas asymptotiquement stable.

On va présenter les deux méthodes de Lyapunov (méthode indirecte et méthode directe) :

» Premiere méthode de Lyapunov (méthode indirecte)

La premiere méthode de Lyapunov est basée sur 'examen de la linéarisation autour du point
d’équilibre z* du systeme (1.20). Plus précisément, on examine les valeurs propres \; de la matrice
jacobienne évaluée au point d’équilibre. Selon cette méthode, les propriétés de stabilité de x*

s’expriment comme suit :

1. Siles valeurs propres de A = D f(x*) sont toutes a partie réelle strictement négative, alors

x* est un équilibre asymptotiquement stable au sens de Lyapunov.

2. Si 'une des valeurs propres de A = D f(z*) posséde une partie réelle strictement positive

alors x* n’est pas un équilibre stable au sens de Lyapunov ( z* instable).

Exemple 1.6 Soit le systéeme :

& =y® -,
=123 -2y —xz, (1.29)
2 =—z+ay.
Lorigine 0 est un point fixe (z* = 0).
Son linéarisation est :
T -1 0 T
Df(O)=|g|l=]10 -2 0 vl (1.30)
z 0 -1 z
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Les valeurs propres de Df(0) sont \; = —1, Ay = —2, A3 = —1. Toutes négatives, d’ou le point

d’équilibre 0 est asymptotiquement stable.

Remarque 1.4 Cette méthode ne permet pas de dire si Uéquilibre est stable ou instable quand la
matrice jacobienne comporte au moins une valeur propre nulle, et aucune valeur propre avec partie
réelle strictement positive. Dans ce cas, les trajectoires du systéme convergent vert un sous-espace
(une variété) dont la dimension est le nombre de valeurs propres nulles de la matrice jacobienne, et

la stabilité de Uéquilibre peut étre étudiée dans ce sous-espace par la seconde méthode.

» Seconde méthode de Lyapunov (méthode directe)

La seconde méthode de Lyapunov est plus difficile a mettre en ceuvre mais, en contre partie, elle
est d'une portée beaucoup plus générale. Elle est basée sur la définition d’une fonction particu-
liere, notée V' (z) et appelée fonction de Lyapunov, qui est décroissante le long des trajectoires

du systéme a l'intérieur du bassin d’attraction. Le théoréme suivant résume cette méthode.

Théoreme 1.5 Le point d’équilibre x* du systéme (1.20) est stable s’il existe une fonction

V(z) : D — R continuellement différentiable ayant les propriétés suivantes :

i) D est un ouvert de R” et z* € D.

i) V(z*) =0et V(x) > V(z*),Vz # 2* dans D.

iii) V(z*) < 0,Vz # «* dans D.

-Si de plus pour z, V(z) < 0,Vx # z* dans D, alors z* est asymptotiquement stable au sens de

Lyapunov.

Remarque 1.5 Il n’y a aucune méthode pour trouver une fonction de Lyapunov.

Exemple 1.7 Considérons le systéeme décrit par U'équation différentielle du premier ordre :
i=—x—2°, (1.31)

Le point z* = 0 est un point d’équilibre de I'’équation différentielle.
-Le but est de déterminer si le point d’équilibre est stable sans avoir a résoudre I'équation diffé-
rentielle
Soit alors la fonction : .
2

V(z) = 51‘ , (1.32)

On peut I'assimiler a une énergie puisque cette fonction est strictement positive. Calculons main-

tenant la dérivée de cette fonction le long des trajectoires du systéme.

Viz) = —1, (1.33)
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D'ou :
V(z) =a(—x —2%) = —a? — a*, (1.34)

Par conséquent, on dit que la fonction V' est définie négative.
V() <0, (1.35)

Cette énergie est donc toujours strictement décroissante. On dit que V' est une fonction de Lya-

punov que le point d’équilibre z* = 0 est globalement asymptotiquement stable.

Exemple 1.8 Soit le systeme :

{ i =y + ax(z? + y?), (1.36)
y=—z+ ay(z® + y?).

Ce systéme & une point d’équilibre unique (0, 0). On pose V (z) = 2% + 3> > 0.

D’apres le théoreme de Lyapunov :

-Sia < 0, le point z* est asymptotiquement stable.

-Si a > 0, le systéme est stable au sens de Lyapunov.

-Si a = 0, le point est au moins stable au sens de Lyapunov.

1.6 Linéarisation des systemes dynamiques

Lorsque les valeurs propres de la matrice jacobienne d’un systeme différentiel en un point sta-
tionnaire ne sont ni nulle, ni imaginaires pures, les trajectoires de ce systeme au voisinage de ce

comportent comme les trajectoire de son linéarité au voisinage de l'origine.

1.6.1 Linéarisation des systemes dynamiques continus

Considérons le systeme dynamique non linéaire définit par :
iy = flay, t), (1.37)

Oux = (z1,....,x,)" ,f = (f1,..., fn), €t soit z* un point d’équilibre de ce systéme. Supposons
qu'une petite perturbation £(t) soit appliquée au voisinage du point d’équilibre. La fonction f

peut étre dévéloppée en série de Taylor au voisinage du point z* comme suit :

E(t)+a" = f(a" +¢e(t)) =~ f(z") + Js(z7) - (), (1.38)
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Ou J;(z*) est la matrice Jacobienne de la fonction f définie par :

df dfy dfr
dzry dxo dxn
Je(x) =1 ... .. . .. (1.39)
dfn  dfn dfn
dxy dry 777 drn ) p—gpx
Comme f(z*) = z*, alors '’équation (1.38)devient :
E(t) = Jp(x™) - e(t), (1.40)

Iécriture (1.40) veut dire que le systéme (1.37) est linéarisé.

1.6.2 Linéarisation des systemes dynamiques discrets

Il s’agit d’étuder la nature des point fixe d’un systéme dynamique non-linéaire définit en dimen-

sion m par l'application suivante :

{ JiR" —R™, (1.41)

Trr1 = f(zr, k).
Soit 27 € R™ est point fixe de f au voisinage du point 7}, le systéme peut étre linéarisé, en
négligeant les termes de second ordre du développement de Taylor au voisinage d’un point

xs = x} + ¢ on peut alors écrire :
f(x3) = a7+ A™e +0(e), (1.42)

Ou A = J¢(z7) (la matrice Jacobienne de f au point x7})
Par itération on obtiens :
f™(x3) = a7 + A™e + 0(¢). (1.43)

e — Ae application linéarisé de f au voisinage du point fixe z7, le systeme (1.41)est approximé

au voisinage du point d’équilibre z} par le systeme linéaire (1.43).

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons avancé un rappelle récapitulatif sur les systemes dynamiques, telles
que : Définitions des systemes dynamiques, leurs classifications et comportement (I'espace de
phase, 'espace d’état, trajectoires et orbites).

Ensuite nous avons donné la stabilité des systemes dynamiques (continus et discrets).

A la fin de ce chapitre, nous avons fourni la linéarisation des systémes dynamiques continus et

discrets.

1.7. Conclusion



Chapitre 2

Initiation au chaos dans les systemes

dynamiques

2.1 Historique

Au début du XXe siecle, le mathématicien, physicien et philosophe francais Henri Poincaré
découvre le phénomene de sensibilité aux conditions initiales lors de I'étude astronomique du
probleme des trois corps.

En 1963, le météorologue Edward Lorenz expérimentait une méthode lui permettant de prévoir
les phénomenes météorologiques. C’est par pur hasard qu’il observa qu'une modification minime
des données initiales pouvait changer de maniere considérable ses résultats. Lorenz venait de
mettre en évidence le phénomene de sensibilité aux conditions initiales. il expliqua d’ailleurs tres
joliment cette notion a l'aide de I'image métaphorique suivant :

probléme effet de papillon : le battement d’ailes d’'un papillon au brésil peut-il provoquer une
tornade au Texas ?

En 1975, Li et Yorke ont pour la premiere fois de I'histoire utilisé le terme "chaos" pour décrire les
systémes déterministes et imprévisibles.

Depuis ces découvertes, la théorie du chaos a trouvé diverse applications en mathématiques, en
physique, en électronique, en biologie, en médecine et plus récemment en télécommunications.
Comme pour beaucoup des limites en science, il n’y aucune définition standard du chaos d’ou la
parution de plusieurs définition 1égerement différente. Deux principes mathématiques importants

expliquent le comportement chaotique, celui de Devaney et celui de Li et Yorke.

13



Chapitre 2. Initiation au chaos dans les systéemes dynamiques

2.2 Définitions du chaos
Il existe plusieurs définitions possibles du chaos :

Définition 2.1 (Ensemble dense) Supposons que X est un ensemble et Y un sous-ensemble de X,
Y est dense dans X si, pour tout x € X, il existe y € Y arbitrairement proche de x, c’est-a-dire si la
fermeture de Y est égale @ X (Y = X). Ce qui revient a dire que Y est dense dans X si pour tout

r € X on peut trouver une séquence de points {y,},.x € Y qui convergent vers x.

Définition 2.2 Soit f : X — X une fonction, f posséde une sensibilité aux conditions initiales s’il
existe 6 > 0 tel que, pour zo € X et pour tous ¢ > 0 il existe un point y, € X et un entier j > 0
satisfait : d(zo,y0) < € = d (f (), f D (yo)) > 8, ou représente la distance et f V) (x) la j ieme

itération de f.

Définition 2.3 On dit que la fonction f est topologiquement transitive si U et V étant deux en-
sembles non vides ouverts dans X, il existe xo € U et un indice j > 0, tel que pour f ¥)(zy) € V ou
de facon équivalente, il existe un indice j > 0 tel que pour f V(U) NV # 0.

Définition 2.4 (Chaos dans le sens Devaney) [4]

La fonction f: X — X est dite constituée d'une dynamique chaotique si :

1. f possede une sensibilité aux conditions initiales,
2. f est topologiquement transitive,

3. ensemble des points périodiques de f est denses dans X.

2.3 Caractéristiques du chaos

Un systéme chaotique est caractérisé par :

2.3.1 La non-linéarité

- En fait, des études approfondies ont révele que les phénomenes chaotiques étaient caractéris-
tiques des systéemes non-linéaires.
- Un systeme chaotique est un systeme dynamique non linéaire, un systéme linéaire ne peut pas

étre chaotique.

2.2. Définitions du chaos
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2.3.2 Le déterminisme

- Un systeme dynamique chaotique est déterministe c’est -a-dire qu’il obéit a des lois qui décrivent
completement son mouvement.
- Le comportement irrégulier provient des non-linéarités intrinseques plutét que des bruits aléa-

toires un systeme chaotique ne présente pas des parameétres stochastique (probabilistes).

2.3.3 Laspect aléatoire

Si le mouvement est aléatoire, les points du systeme remplissent 'espace des phases au hasard :
aucune structure n’apparait. Quand le mouvement est chaotique, les points paraissent a premiere
vue aléatoires. Néanmoins, quand on observe le systeme suffisamment longtemps, on constate
que les points dessinent une forme particuliére.

La figure (FIG.2.1) montre I’aspect aléatoire d’'un systeme dynamique chaotique, en occurrence,

le systeme de Rossler.

157

10} f t |

th

~10 - - -
0 50 100 150 200

temps(s)

FIG.2.1- Faspect aléatoire du systeme de Rossler.

2.3.4 Sensibilité aux conditions initiales

Edward Lorenz venait de découvrir que dans des systémes non linéaires, d’infimes différences
dans les conditions initiales engendraient a la longue des trajectoires totalement différentes. Lo-
renz a illustré ce fait par I'effet papillon. Pour deux conditions initiales arbitraires trés voisines
initialement, les deux trajectoires correspondant a ces données initiales divergent exponentiel-

lement. Par la suite, les deux trajectoires sont incomparables. Une des propriétés essentielles du

2.3. Caractéristiques du chaos
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chaos est donc bien cette sensibilité aux conditions initiales que 'on peut caractériser en mesurant
les taux de divergence des trajectoires.
D’un point de vue mathématique, on dit que f montre une dépendance sensible aux conditions

initiales lorsque :

Ve > 0,30 > 0,Vx € D,3(y,n) € D telque : ||z —y|| <e= || f"(x) — f"(y)|| > 0. 2.1

2.4 Les attracteurs

2.4.1 Ensemble invariant

Un ensemble M C I est dit invariant par un champ de vecteurs si toute solution z(¢) du systéme
différentiel associe au champ de vecteurs issue de M vérifie z(¢) C M pour tout ¢ pour lequel

cette solution est définie.

2.4.2 Définitions d’attracteur

On peut introduire la notion d’un systeme chaotique a I'aide d’'un nouvel élément géométrique,
cet élément est appelée "attracteur".

On donne d’abord quelques définitions d’attracteur :

Définition 2.5 (Ruelle)[5]

Un attracteur est un objet géométrique vers lequel tendent toutes les trajectoires des points de
I'espace des phases, c’est a dire une situation ou un ensemble de situations vers lesquelles évolue
un systéme, quelles que soient ses conditions initiales.

Mathématiquement, 'ensemble A est un attracteur si :
— Pour tout voisinage U de A, il existe un voisinage V' de A tel que toute solution
x(xg,t) = p,(xg) restera dans U si xzg € V.

— 1l existe une orbite dense dans A telque : Ny, (V) = A,t > 0.

Définition 2.6 (Zeraoulia et Sprott)[6]

Soit A un ensemble fermé de 'ensemble non errant Q(f), A est dit attracteur si :
1. A est invariant par f s’il vérifie f(A) = A,
2. 1l existe un voisinage V' de A dans R" tel que : Ny>¢ f™(V) = A,

3. [ est transitive (il existe C, D C Atel que f "(C)N D # 0; C, D ouvert).

2.4. Les attracteurs
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2.4.3 Bassin d’attracteur

Le bassin d’attracteur B(A) d’un attracteur A est 'ensemble des points de 'espace des phases qui
donnent une trajectoire évoluant vers A, donc B(A) = Uy, (V). On appelle bassin d’attracteur
B(A) de A le plus grand des tels voisinages attirés, c’est-a-dire B(A) = U{U € ¢(x)}, U est un

voisinage attiré A.

2.4.4 Les propriétés d’un attracteur

Un attracteur possede les propriétés suivantes :

1. Tous points de I'espace d’état qui appartiennent a un attracteur demeurent a l'intérieur de

cet attracteur pour tout ¢.

2. Il existe un ensemble A C B, tel que pour tout voisinage de A, la trajectoire qui prend son
origine dans B se trouve au bout d’'un temps fini dans ce voisinage de A. Autrement dit,
toute trajectoire qui a son origine dans B tend vers l'attracteur, cette "zone d’influence" est

le (Bassin d’attraction) .

3. Un attracteur est indécomposable c’est-a-dire que la réunion de deux attracteurs n’est pas

un attracteur.

2.5 Les différents types d’attracteurs

Il existe deux types d’attracteurs :

2.5.1 Les attracteurs réguliers

Les attracteurs réguliers (non chaotique) caractérisent I'évolution de systémes non chaotiques,
et peuvent étre de quatre sortes :

e Le point fixe : C’est le cas le plus courant, et le plus simple d’attracteur, dans lequel le systéme
évolue vers un état de repos (point).

e Le cycle limite périodique : Une solution X (¢) d’'un systéme dynamique autonome ou non est
périodique s’il existe un entier 7' pour lequel : pour tout ¢, X (t+7) = X (t) et X (t+7) = X (t) pour
0<T < T,T estalors appelé la période de la solution. La représentation d’une telle solution
dans le plan de phase nous donne une trajectoire fermée appelé cycle-limite et telle qu’aucune
trajectoire commencant, suffisamment proche d’elle, ne soit également fermée. En général, on a
trois types de cycle-limite : cycle-limite stable, cycle-limite instable et cycle-limite semi-stable (en
pratique instable) (FIG. 2.2.b).

2.5. Les différents types d'attracteurs
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e Cycle-limite pseudo périodique : Il existe des systemes dont la solution orbitale en régime
permanent (dans le plan de phase) oscille entre deux cycles-limites relativement proches sans
jamais passer deux fois de suite exactement sur la méme trajectoire, on parle alors d’attracteur
quasi-périodique.

e Un tore : cet attracteur correspond a un régime quasi-périodique ayant n fréquences de base
indépendantes. Le systéme présente au moins deux périodes simultanées dont le rapport est irra-
tionnel. La trajectoire de phase ne se referme pas sur elle-méme, mais s’enroule sur une variété
de dimension deux (FIG.2.2.c).

SnMe (mishle St - 1able

FIG.2.2-Les attracteurs réguliers : (a) Points fixes attracteurs, (b) Cycles limites,(c) Un tore.

2.5.2 Les attracteurs étranges

Les attracteurs chaotiques -dit aussi étranger-est une caractéristique géométrique du chaos. Les
attracteurs étranges sont caractéristiques de 1’évolution des systemes chaotiques au bout d'un
certain temps, tous les points de I'espace des phases (et appartenant au bassin d’attraction de
I'attracteur) donnent des trajectoires qui tendent a former I'attracteur étrange.

Un sous-ensemble borné A de 'espace des phases est un attracteur étrange (chaotique) pour une
transformation 7" de I'espace s’il existe un voisinage U de A, c’est-a-dire que pour tout point de A

il existe une boule contenant ce point et contenue dans R vérifiant les propriétés suivantes :

2.5. Les différents types d'attracteurs
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1. Attraction : U est une zone de capture, ce qui signifie que toute orbite par 7" dont le point
initial est dans U est entierement contenue dans R. De plus, toute orbite de ce type devient

et reste aussi proche de A que 'on veut.

2. Il est contenu dans un espace fini. Son volume est nul. Sa dimension est fractale (non

entiére).

3. Presque toute trajectoire sur I'attracteur a la propriété de ne jamais passer deux fois sur le

méme point : chaque trajectoire est presque stirement apériodique.

4. Deux trajectoires proches a linstant ¢ voient localement leur distance augmenter a une

vitesse exponentielle (sensibilité aux conditions initiales).

Les définitions suivantes sont fournies par :

Définition 2.7 (Ruelle et Takens) [/] Un attracteur étrange est caracteérisé par la sensibilité aux

conditions initiales.

Définition 2.8 (Berge et al) [8] Un attracteur étrange est caractérisé par la sensibilité aux condi-

tions initiales et ayant une dimension fractale.

Définition 2.9 (Farmer et Sidorowich) [9] Un attracteur étrange est un attracteur possédant un

exposant de Lyapunov \; > 0.

2.5.3 Différents types d’attracteurs chaotiques (étranges)

Les attracteurs chaotiques (étranges) peuvent étre classés en trois types principaux :

1. Attracteur hyperbolique

Les attracteurs hyperboliques sont des ensembles-limites structurellement stables. Généralement,
la plupart des systémes physiques connus n’appartiennent pas a cette classe des systemes d’at-
tracteurs hyperboliques.

2. Attracteur de type Lorenz

Ces types des attracteurs ne sont pas structurellement stables, mais leurs orbites homoclines et
hétéroclines sont structurellement stables (hyperboliques) et aucune des orbites périodiques in-
stables apparaissent sous les petites variations des parametres, comme par exemple dans le sys-
téme de Lorenz lui-méme [1] .

3. Quasi-attracteurs

Ces types d’attracteurs sont des ensembles-limites renfermant des orbites périodiques de diffé-
rents types topologiques et des orbites structurellement instables. Par exemple, les attracteurs

générés par le circuit de Chua [10] .

2.5. Les différents types d'attracteurs
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2.6 Détection du chaos

Pour déterminer si des systémes non linéaires sont ou non chaotiques. Elles ne sont générale-
ment pas trés nombreuses, ni réparties sur un temps suffisamment long a I'échelle du systéeme
étudié. On a choisi de mettre en ceuvre deux des méthodes les plus couramment utilisées qui sont

appelées : la dimension fractale et les exposants de Lyapunov.

2.6.1 Les exposants de Lyapunov

Les exposants de Lyapunov servent a mesurer la divergence possible entre deux orbites issues de
conditions initiales voisines et permettent de quantifier la sensibilité aux conditions initiales d'un
systeme chaotique. Le nombre des exposants de Lyapunov est égal a la dimension de I’espace des
phases.

Rappelons d’abord cette formule et voyons comment Lyapunov a pu arriver a déduire une telle

formule.

:nkrfooﬁzm (vi1)]. (2.2)

Considérons un systeme dynamique quelconque dont la condition initiale x, est affectée d'une

erreur infinitésimale Ej. Apres n itérations, I'erreur initiale £, sera donc amplifiée d’'un facteur

En
Eo*

Notons que l'erreur diminue lorsque le facteur est inférieur a let augmente s’il est supérieur a 1.

Puisque

(2.3)

En o En En—l En—2 E2 El
EO Enfl Enf2 Enf?; El EO .
Il suffit alors de calculer ce produit pour déterminer la facon dont s’amplifie 'erreur initiale.

Le logarithme d’un produit correspond a une somme de logarithmes. Utilisons plutot le logarithme

du produit pour compléter cette étude.

En En En—l En—2 E2 El
In|—| = In . .
EO En—l En—2 En—3 El EO
n En—l E E
= In + In + In 4+ ..+In|—|+ ln In
Enfl ‘ En72 En73 El ;

Avant de faire tendre cette derniere quantité vers l'infini, on calcule d’abord la moyenne de la

somme obtenue. On arrive ainsi a 'exposant de Lyapunov.

) , .4
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E; et F;_; étant de tres petites valeurs, le rapport correspond a la dérivée de la fonction associée

a 'équation utilisée si naturellement la fonction est dérivable. En effet, soit f(z;) cette fonction :

E; = f(xz 1+ Bie 1) f(xZ—l)
E; fxic1+ Eic1) — f(zi-1)

- 2.
o Ery 2:5)
puisque :
- fle+Ar) - flx)
AI;IUIEO N = f'(z). (2.6)
alors, si f est dérivable on a :
Ei i— Ez’— - i—
— flwioa + 1) = f(@in) = f'(x;_1) lorsque E; | — +o0 2.7)
Ei Ei_
par conséquent :
=1 1 2.
A= i Do) 29
Lorsque I'exposant de Lyapunov est positif :
In|—- 2.
n B, >0 (2.9)
et par conséquent :
— 1 2.10
B~ (2.10)

e Les exposants de Lyapunov sont une généralisation des valeurs propres pour le point fixe et des
multiplicateurs caractéristiques pour les solutions périodiques.

e Pour un attracteur non chaotique, les exposants de Lyapunov sont tous inférieurs ou égaux a
zéro et leur somme est négative. Un attracteur étrange possédera toujours au moins trois expo-
sants de Lyapunov, dont un au moins doit étre positif (Voir le Tableau).

-Classification des orbites suivant le signe de ’exposant de Lyapunov

On peut classer trois cas des orbites suivant le signe de I'exposant de Lyapunov :

1. Si A < 0, lorbite est attractive vers un point fixe ou une orbite périodique stable, il carac-
térise les systemes dissipatifs. Ce type de systéme exhibe une stabilité asymptotique, plus
I'exposant est négatif, plus la stabilité est grande. Les points fixes et les points périodiques

super-stables ont un exposant de Lyapunov qui tend vers —oo

2. Si A = 0, l'orbite est un point fixe neutre. Un systeme physique avec un tel exposant est dit

conservatif. Dans cette situation, les orbites gardent une séparation constante.

2.6. Détection du chaos
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3. Si A\ > 0, l'orbite est instable et chaotique. Tous les points voisins doivent étre visités, ces points

sont dits instables. Pour un systéme discret, on a un ensemble de points sans aucun rapport

de liaison. Pour un systeme continu, I’espace de phase est un ensemble de lignes croisées.

Etat stable Flot Dimension de Lyapunov | Exposants de Lyapunov
Point d’équilibre | point 0 A T awe AL =0
A‘l =
Périodique cercle 1
Ap e <A 0
)11 = )l.g = U
Période d’ordre 2 | tore 2
Ap Zeea = A =0
. , M=A=waa=2A=10
Période d'ordre k | k -tore | &
A Caee €Aee1 <0
)ﬁj =0
Chaotique Non entier n
Z )\; <0
i=1
}\1 = U,}\g =0
Hyperchactique Non entier n
Z }\.{ = 0
i=1

Classication des régimes permanents selon les éxposants de Lyapunov.

2.6.2 Dimension fractale

Il y a un autre genre d’attracteur qui a une forme inhabituelle, une structure géométrique fractale

due a I'étirement dans une direction et au repliement dans une autre direction qui est I'attrac-

teur étrange, La caractéristique géométrique principale de ce type d’attracteur est leur dimension

fractale. Plusieurs dimensions ont été proposées, on peut citer : il ya dimension de Corrélation

et dimension de Lyapunov, une différence 1égere entre chaque une de ces dimension, mais elles

caractérisent toutes, I'attracteur étrange avec sa dimension fractale et satisfont les propriétés sui-

vantes :

) AC B=d(A) <d(B).

i) A=0=d(A)=0

ii)) d(A x B) = d(A) + d(B).

2.6. Détection du chaos
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1. Dimension de corrélation

Le principe de cette méthode repose sur les corrélations entre les points de la série temporelle
étudiée.

Notons C'(R) le nombre de boites requises pour chaque dimension N. on peut définir aprés cor-
rélation en utilisant une fonction appropriée qui est :

1
C(R) = lim (2.11)

avec 1) représente le nombre de paires ¢, j dont la distance | X; — X,| < R.
On peut réécrire la fonction (2.11) comme :

n

C(R) = lim 1 > H(R—|X; — Xj]) (2.12)

H : la fonction de Heaviside.

On définit la dimension de corrélation par :

log(C(R))
= 1 —_— 2.13
YT R log(R) (2.13)
2. Dimension de Lyapunov
La dimension de Lyapunov est définie par Li et York [11] et elle donnée par :
J
>
Dy =j+ =2 (2.14)

| Ajs |
d’ou A\, < ... < \; sont les exposants de Lyapunov d’un attracteur d’'un systeme dynamique j est
j+1

J
le plus grand entier naturel telque : Z A >0, Z A < 0.

i=1 =1

2.7 Transitions vers le chaos

Il existe plusieurs scénarios qui décrivent le passage vers le chaos. On constate dans tous les cas
que I'évolution du point fixe vers le chaos n’est pas progressive, mais marquée par des change-
ments discontinus qu’on a déja appelés bifurcations. On peut citer trois scénarios de transition

d’une dynamique réguliere a une dynamique chaotique lors de la variation d’'un parameétre.

2.7. Transitions vers le chaos
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2.7.1 Cascade de doublements de période

Ce phénomeéne se manifeste sur un oscillateur forcé. A mesure que la contrainte augmente, la
période d’un systeme forcé est multipliée par 2, puis par 4, puis par 8, etc. Ces doublements
de périodes sont de plus en plus rapprochés, lorsque la période est infinie, le systéme devient

chaotique [12],[13].

2.7.2 Lintermittence

Un mouvement périodique stable est entrecoupé par des bouffées de turbulence. Lorsqu’on aug-
mente le parametre de controle, les bouffées de turbulence deviennent de plus en plus fréquentes,

et finalement, la turbulence domine [14],[15] .

2.7.3 La quasi-périodicité

Ce scénario via la quasi-périodicité a été mis en évidence par les travaux théoriques de Ruelle
et Takens [7]. Ce phénomeéne intervient quand un deuxieme oscillateur perturbe un systeme
initialement périodique. Si le rapport des périodes des deux oscillateurs (systémes) en présence
n’est pas rationnel, alors le systeme est dit quasi-périodique. Si le rapport entre les deux périodes

est rationnel, le comportement est périodique.

2.8 Exemples des systemes dynamiques chaotiques a temps

continu

Exemple 2.1 (Systéme de lorenz)

Prenons comme exemple de systéme chaotique continu le systeme de lorenz (1963) [1].
Le systeme dynamique s’écrit :
i =6y — ),
y=ux(r—2z)—uy, (2.15)

Z=uxy — bz,

d et b : valeurs fixées respectivement a 10 est .
r > 0 : parametre de control positif.

) : Le nombre de prandtl,

b : La taille physique dy systeme ,

r : Le nombre de Rayleigh.

2.8. Exemples des systemes dynamiques chaotiques a temps continu
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FIG.2.3-Attracteur étrange de Lorenz.

e Recherche des points d’équilibres :
on cherche les points d’équilibre (z,y, ) vérifiant & =y = 2 = 0.
-Pour r < 1, il n’y a qu'un seul point d’équilibre I'origine (0, 0,0).

-Pour r > 1, il y a deux autres points.

Ona:
T =0(y—x), My —z)=0, dy = oz,
y=x(r—z)—y, =4 z(r—z)—y=0, =1 z(r—2z) =y,
Z=uxy— bz. xy — bz = 0. y?—b(r—1)=0.
r=1Y,
=4 z=r—1, (2.16)

y =x+/b(r —1).

donc les deux points sont : (1/b(r —1),1/b(r — 1),r — 1) et (—+/b(r — 1), —/b(r — 1),r — 1).
e Etude de la stabilité des points d’équilibres :
Iétude de la stabilité des points d’équilibres repose sur le signe de la partie réelle des valeurs

propres de la matrice jacobienne D f qui s’écrit par :

x o o6 0
Dflyl=|r—2 1 —x (2.17)
y 0 —=b

1-La stabilité de 1’équilibre pour r < 1 au point (0,0, 0) (I’équilibre nul)

2.8. Exemples des systemes dynamiques chaotiques a temps continu
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Les valeurs propres de la matrice jacobienne sont :

-6 6 0
A=l r -1 0 (2.18)
0 0 —=b
Iéquation caractéristique est définie par :
—6— A 5 0
P()\) = det(A — XI) = det r —1—-X 0 =A+0)N+ (0 +DA+6(1—7)=0.
0 0 —b— A
(2.19)
Pour les racines, on a :
A = —b,
A, = 271 (6+1)2+46(r71)7 (2.20)

2

—5-1-/(0+1)2440(r—1)
Ny = 5—1—1/(64+1)2445(r—1)

3 .

Nous reportons les valeurs de § et b, on obtient :

)\1: 8

-8
\, — —Ll+vA40r$8I
2= %5

\. = —l1=VA0rEsT
3 — P} .

— léquilibre est stable, pour r < 1 ,c’est -a-dire il y a trois racines réelles sont négatives

Az < Ay < A < 0.

— Iéquilibre est instable (col), Pour r > 1, c’est -a-dire une des valeurs propres est positive ;.
— Iéquilibre est dit marginal, c’est -a-dire Il y a une bifurcation quand r =1 .

2-La stabilité de I'équilibre pour r > 1 :

Les valeurs propres de la matrice jacobienne sont solutions de I'’équation en A :
N4 (64 b+ 1A+ b5+ 7))\ + 25b(r — 1) = 0. (2.21)

Selon les valeurs du parameétre r, ce polynome de degré trois peut avoir trois racines réelles
négatives (I’équilibres stables) ou bien une racine réelle et deux racines complexes conjuguées.

On peut chercher s’il existe une valeur critique de r pour laquelle les équations deviennent in-
stables. La déstabilisation de ces équations par changement de signe d'une valeur propre réelle
est impossible car si A = 0 on a forcément » = 1. On peut donc rechercher pour quelles valeurs
de r on peut obtenir deux racines iw et —wi de partie réelle nulle. En reportant la valeur \ = iw

dans I’équation.

2.8. Exemples des systemes dynamiques chaotiques a temps continu
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On obtient les deux conditions :

—wWA(d+b+1)+20b(r — 1
W (d+b+1)+20b(r —1) = (2.22)
—iw3 + iwb(§ + 1) = 0.
Iélimination de w? entre les deux équations permet d’obtenir la valeur r, critique :
(6 +b+3)
=02 2.23
R (2.23)

Pour les valeurs : a = 10, b = £ . la valeur critique est r, = 4% ~ 24.73.

La déstabilisation des équilibres correspond a une bifurcation de hopf. Deux valeurs propres com-
plexes conjuguées traversent I'axe des imaginaires lorsque le parameétre r franchit la valeur cri-
tique r..

Lorsque r > r. le systeme transite vers un régime chaotique. La trajectoire tourne autour l'un
des deux équilibres instables comme si elle y convergeait avant de basculer aléatoirement vers
l'autre équilibre pour y répéter le méme type de comportement. On montre que la distance entre
deux conditions tres proches simplifie trés rapidement. Toutes les trajectoires convergent vers

I'attracteur étrange.

Exemple 2.2 (Systéme de Rossler)

Ce systéme semblable a celui de Lorenz, a été proposé par le biochimiste Allemand Otto Rossler
en 1976[16], il découle des équations de Navier Stokes, ainsi il est lié a I'étude de I'’écoulement
des fluides.

Les équations de ce systéme sont les suivantes :

y=r+ay, (2.24)
z2=0—-vz+xz.

Avec «, [ et v des constantes (parametres de bifurcation).

Pour a = 0.2, b = 0.2 et ¢ = 5.7 nous obtenons I'’évolution aléatoire dans le temps de la coordonnée
z et lattracteur de Rossler (FIG.2.4).

2.8. Exemples des systemes dynamiques chaotiques a temps continu
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FIG 2.4-Attracteur étrange de Rossler.

2.9 Exemples des systemes dynamiques hyperchaotiques

Un attracteur hyperchaotique est généralement défini, comme étant un comportement chaotique

avec au moins deux exposants de Lyapunov positifs.
Remarque 2.1 La dimension minimale d’un systéme hyperchaotique (continu) est quatre (4).

Exemple 2.3 (Le systéme hyperchaotique de Rossler)

Le premier systeme hyperchaotique a 4 dimensions a été proposé en 1979 par Rossler [17],[18].

Ce systeme est défini par les équations suivantes :

i =—(y+2),

=1+ ay +w,

yoaTayTe (2.25)
Z=b+zz,

w = —cz + dw.

Le systéme suit un comportement hyperchaotique (FIG.2.5), quand les parameétres a ,b ,c et d
prennent les valeurs suivantes : a = 0.25,0 = 3,¢ = 0.5 et d = 0.05.

Les conditions initiales peuvent prendre les valeurs suivantes : zo = —10,y9 = —6, 29 = 0, wo = 10.

2.9. Exemples des systemes dynamiques hyperchaotiques
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40

R

FIG.2.5-Projection plane de I'attracteur hyperchaotique de Rossler en 4-D.

Les quatre exposants de Lyapunov correspondants sont : A\; = 0.112, Ay = 0.119, A3 = 0 et
Ay = —25.118. On constate bien que ce systeme répond aux conditions de passage du chaos vers
I'hyperchaos. Le caractére hyperchaotique de ce comportement n’est pas si évident a partir de

cette projection d’avion, qui ressemble un peu a un attracteur chaotique "bruyant".

Exemple 2.4 ( Les systémes hyperchaotiques de Liu et de Chen)
Le systéme de Liu [19]est proposé en 2001, il est défini par les équations suivantes :

T = &1(332 - 371),
T = QT + T1T3 — L4, (2.26)

i‘g = —Qasxs + T1T2 + Ty,

jf4 = X421 + Ta.

Otlalzl(), as = 35, a3:1,4eta4:5.

Le systéeme hyperchaotique de Chen est défini par les équations suivantes :

T = —a1x1 + a129,
To = 4x1 + asxo + 4y — 10212,
2 1 22 4 1 (2.27)

.fg = —Aasxs + l’%,

[).34 = —4T1.
Oou aj :3576L2 = 21,@3 =3Jetay =2
Remarque 2.2 Seulement peu de comportements hyperchaotiques expérimentaux ont été identifiés.

Loccurrence du comportement hyperchaotique a été trouvée, par exemple, dans un circuit électronique
[20].

2.9. Exemples des systemes dynamiques hyperchaotiques
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2.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un apercu historique du chaos et quelques définitions sur
le phénomene .ainsi que les caractéristiques du chaos (sensibilité aux conditions initiales, attrac-
teur étrange, sa dimension fractale et au moins I'un de ses exposants de Lyapunov est positif).
Cependant, il existe un certain nombre de scénarios de transition vers le chaos qui permettent de
décrire I'évolution d’un systéme dynamique.

Pour cloturer le chapitre, nous avons présenté quelques exemples, les plus célebres, qui illustrent

le comportement des systemes dynamiques chaotiques et hyperchaotiques en temps continu.

2.10. Conclusion



Chapitre 3

Synchronisation des systemes dynamiques

chaotiques

3.1 Introduction

La synchronisation des systemes dynamiques au comportement complexe tels que les oscillateurs
et les systemes chaotiques a suscité un intérét croissant de par I'existence de nombreux champs
d’applications ou d’investigations potentiels (exemples en télécommunication, neurosciences, in-
formatique, ...).

Dans la littérature plusieurs concepts de synchronisation chaotique ont été proposés tout d’abord
avec les travaux de Yamada et Fujisaka (1983) [21] qui ont utilisé une approche locale de la syn-
chronisation chaotique. Par la suite Afraimovich et al [22].ont développé les concepts importants
liés a la synchronisation chaotique et ultérieurement Pecora et Carroll (1990-1991) [23],[24]
ont défini la synchronisation chaotique connue sous le nom de synchronisation identique, déve-
loppée sur la base de circuits chaotiques couplés, avec I'un maitre et 'autre esclave, Ces travaux
ont ouvert la voie des applications du chaos aux télécommunications [25].

Le principe de ce chapitre est de donner la définition, nous introduisons différents types de syn-
chronisation savoir la synchronisation complete (CS), I'anti-synchronisation (AS), la synchro-
nisation généralisée (GS), la synchronisation projective (PS), la synchronisation Q.S et la syn-
chronisation HPS, enfin la synchronisation HFPS. Aussi les méthodes de synchronisation les plus

performantes.

31
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3.2 Définitions de la synchronisation

Définition 3.1 (Cas générale)

» Synchronisation est un mot grec décomposé en deux parties :

-Syn veut dire ensemble,

-Chrono veut dire temps,

C’est I'action de mettre en phase pour créer une simultanéité entre plusieurs opérations, en fonc-
tion du temps.

»La synchronisation est une maniere de faire 'entretien d'un mouvement périodique (ou chao-
tique). La synchronisation de deux systémes dynamiques signifie que chaque systéme évolue en

suivant le comportement de I'autre systéme.

Définition 3.2 (En mathématiques)

Au cours de la derniére décennie, apres plusieurs tentatives pour définir un mouvement de syn-
chronisation, Brown et Kocarev [26] sont récemment arrivés a une définition mathématique
généralisée.

Pour construire la définition, il supposent que le systéme dynamique peut étre divisé en deux

systemes :
X = f(X()) o)
Y =g(Y(t))
Ou X € R", Y € R™ sont des vecteurs qui peuvent avoir des dimensions différentes.
Soit p(wy) une trajectoire du systéme globale donné par (3.1) avec la condition initiale
wo = [xo, Yo] € R x R™.
Pour chaque sous-systeme on forme une trajectoire ¢, (wo) et ¢, (wo) (wo €tant une condition
initiale donnée).
On note par x 'espace de toutes les trajectoires du premier sous-systeme, et par ( I'espace de
toutes les trajectoires du second sous-systéme, et on considere deux fonctions (propriétés)
g: X xR —Réetg,: (xR— R? quine sont pas identiquement nulle, le premier R représente
le temps, nous disons que les fonctions, g, et g, sont des propriétés des sous-systemes définis par
(3.1) respectivement.
Enfin, pour définir un état synchronisé, Brown et Kocarev [26] exigent une fonction
h(gz, gy) : RY x RT — R? telle que ||h]| = 0 ou ||k|| — 0 (ou

que la fonction A qui est indépendante du temps, compare les propriétés mesurées sur les deux

||| est toute norme). Nous disons

sous-systemes.

3.2. Définitions de la synchronisation
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Les deux mesures conviennent dans le temps si et seulement si A (g, g,) = 0.

Avec ces préliminaires, propose la définition suivante pour la synchronisation :

Définition 3.3 Brown et Kocarev [26] Les sous-systémes dans les équations (3.1) sont synchronisés,
par rapport aux propriétés g, et g,, s’il existe un instant indépendant de Uapplication h tel que

1(gz, gy) || = O sur toutes les trajectoires.

Avec le choix de g,et g, et h on peut déterminer le type de synchronisation. Cette approche
conduit a I'idée qu’il existe des différents types de synchronisation qui pourraient étre englobés
dans un méme formalisme.

Théoreme 3.1 Le systéme maitre et le systéme esclave sont synchronisés si et seulement si tous les
exposants de Lyapunov du systéme esclave, appelés les exposants de Lyapunov conditionnels, sont
négatifs.

e Le maitre est un systeme indépendant.

e Lesclave est un systéeme qui est dépendant du systeme maitre.

Définition 3.4 (Synchronisation unidirectionnelle)

Dans la synchronisation unidirectionnelle, le couplage entre deux systéemes identiques a et b est
réalisé a 'aide d’un élément fonctionnant dans un seul sens.

a x1 b
x1,x2,x3,x4 — y1l,y2,y3.y4

FIG.3.1-Le couplage unidirectionnelle .

Définition 3.5 (Synchronisation bidirectionnelle)

Dans la synchronisation bidirectionnelle, le couplage entre deux systemes identiques a et b est

réalisé a 'aide d’'un élément fonctionnant dans les deux sens.

1
a Y b

x1,x2,%3 x4 y1l,y2,y3.v4

A

x1

FIG.3.2-Le couplage bidirectionnelle.
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3.3 Différents types de synchronisation

Depuis le résultat de Pecora et Caroll [23],[24], une multitude d’articles a été consacrée a la
synchronisation de systemes chaotiques et de nombreux critéres de synchronisabilité ont alors
été définis.

Dans cette section, au sens d'une étude bibliographique extensive, nous avons recueilli diffé-
rents types et schémas de la synchronisation telle que la synchronisation compléte (CS), 'anti-
synchronisation (AS), la synchronisation généralisée (GS), la synchronisation projective (PS), la

synchronisation Q-S, la synchronisation HPS, la synchronisation HFPS .

3.3.1 Synchronisation complete

Nous étudier la synchronisation complete notée par CS (en anglais : Complete Synchronization),
a été réalisé grace aux effet des forces d’accouplement unidirectionnelles des systemes cest la

forme de la synchronisation la plus simple et la plus typique.

Définition 3.6 On considére un couple de systémes chaotiques maitre-esclave représenté par :

X = f(X(1),
¢ = f(X(1) 59
Y =g (t)+U.

Ou

X(t) : le vecteur d’état du systeme maitre de dimension n.

Y (t) : le vecteur d’état du systeme esclave de dimension m.

f et g sont des champs de vecteur tel que : f : R” — R", g : R™ — R™.

U = (u;), € R™ a déterminer le vecteur de contrdle

Lerreur de la Synchronisation compléte est définie par :

e(t) =Y (t) — X(t),Vz(0),y(0) tel que thI+I1 lle(t)]] = 0. (3.3)

ot ||.|| est la norme euclidienne.

Remarque 3.1 La Synchronisation compléte ou la Synchronisation identique a été réalisée grdce
aux effets des forces d’accouplement unidirectionnel des systémes dynamiques, elle est basée sur les

propriétés d’accouplement de deux systemes ou plus.

e Si f = g, la relation devient une synchronisation complete identique.

e Si f # g, c’est une synchronisation complete non identique.

3.3. Différents types de synchronisation
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3.3.2 Anti-synchronisation

Définition 3.7 Théoriqument, deux systéme sont anti-synchronisés (AS) si d’'une part, le systéme
maitre et le systéeme esclave ont des vecteurs d’état identiques en valeur absolue, mais avec signes
opposés, et que d’autre part la somme de ces vecteurs d’état de deux systéemes tend vers zéro lorsque

le temps tend vers Uinfini. Lerreur de Uanti-synchronisation peut donc étre définie comme suite :

e(t) = Y(t) + X(t). (3.4)

3.3.3 Synchronisation généralisée

Nous étudier la synchronisation généralisée notée par GS (en anglais : Generalized Synchro-
nization), Elle est considérée comme une généralisation de la synchronisation complete, 'anti-
synchronisation et la synchronisation projective dans le cas des systemes chaotiques de dimen-
sions et de modeles différents. la synchronisation généralisée a été introduite pour des systemes
couplés uni-directionnellement par Rulkov et Al [27/] en 1995.

Pour définir la GS, on considere un couple de systemes maitre-esclave représenté par :

{ X = [(X(1), 3.5)

Y =g¢g(Y(t)+ U.
Définition 3.8 S’il existe une fonction ¢ : R" — R™, telles que toutes les trajectoires du systéme
maitre et du systéme esclave, avec les conditions initiales x(0) et y(0) vérifient :

lim || Y'(#) — (X (1)) = 0,V(0), y(0). (3.6)

t—+o00

Alors, les systémes maitre-esclave (3.5) se synchronisent au sens généralisé par rapport a la

fonction ¢.

3.3.4 Synchronisation projective

Nous étudier la synchronisation projective notée par PS (en anglais : Projective Synchroniza-
tion), a été d’abord rapportée par Mainieri et Rehacek [28]dans les systemes chaotiques partiel-
lement linéaires, dans les quels les réponses des deux systemes identiques synchronisent jusqu’a
un facteur d’échelle constant «;. Xu et Al [29] ont également introduit plusieurs régimes de
contrOle basés sur la théorie stabilité de Lyapunov pour mener le facteur échelle a une valeur
souhaitée et dérivé une condition générale pour la synchronisation projective que tous condition-

nels des exposants de Lyapunov sont non positifs pour les systémes en temps continu.
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Définition 3.9 On dit qu'on a une synchronisation PS si les variables d’état y;(t) du systéme chao-
tique esclave Y (t) = y;(t)1<i<n Se synchronisent avec une constante multiple de Uétat x;(t) du systéme

chaotique maitre X (t) = x;(t)1<;<n tels que :
Ja; #0, im [ yit) — aiwi(?) [|= 0,¥(2(0), y(0)), 1 = L.2,..,n. (3.7)

e Le cas ou tous les «; sont égaux 1 représente un cas de synchronisation complete.

e Le cas ou tous les «; sont égaux —1 représente un cas d’anti-synchronisation complete.

3.3.5 Synchronisation Q.S

La synchronisation Q-S est considérée comme une généralisation de tous les types de synchroni-

sations précédentes [30].

Définition 3.10 Nous disons qu’un systéme maitre, n-dimensionnelle, X (t) et un systéme esclave,
m-dimensionnelle, Y (t) sont en synchronisation Q-S dans la dimension d, s’il existe un contréleur

U € R" et deux fonctions @ : R* — R? S : R™ — R telle que Uerreur de synchronisation défini

comme suit :
e(t) = Q(X(1)) — S(Y(2)), (3.8)
vérifie :
Jim_[le(t)] =0

3.3.6 Synchronisation HPS

La synchronisation notée HPS (en anglais : Hybrid Projecive Synchronization) a été proposé
par Manfeng Hu et Al [31]. Elle peut étre considérée comme une extension de la synchronisation
projective PS, Dans ce type de synchronisation les deux systémes émetteur et récepteur peuvent
synchroniser jusqu’a des différents facteurs d’échelle.

Pour définir la synchronisation HPS, le terme d’erreur est présenté par :
e(t)=H@)Y(t) — X(1), (3.9

Ou H(t) = diag(hy(t), ha(t),...,h,(t)) est une matrice de mise a I’échelle, h;(t) est un facteur
d’échelle et h;(t) # 0 pour tout ¢.

Définition 3.11 Pour le systeme (3.2), s’il existe une matrice réversible de mise Uéchelle H d’ordre n
telle que :
lim || e(t) ||= th+m | Ht)Y (t) — X(¢) ||= 0. (3.10)

t—+o0
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Alors, il y a une synchronisation HPS.

e Si H = I, ou [ est la matrice unité, alors la synchronisation est appelée Synchronisation com-
plete (CS).

e Si H = —1, alors la synchronisation est nommeée Anti-synchronisation (AS).

e Si H = al, et « # +1 un réel constant différent de zéro, alors la synchronisation est appelée
synchronisation projective (PS).

Donc CS, AS, PS sont des cas particuliers de la HPS.

3.3.7 Synchronisation HFPS

Zhang et Li [32] ont développé un nouveau type de synchronisation notée par HFPS (en an-
glais : Hybrid Function Projective Synchronization), dans laquelle les deux systemes émetteur
et récepteur se synchronisent jusqu’a une matrice de fonction de mise a échelle.

Pour définir la synchronisation HFPS, le terme d’erreur est présenté par :

Ou H(t) = diag(hi(t),ha(t),...,h,(t)) est une matrice de mise a 1’échelle,h;(t)est une fonction

contintiment différentiable bornée tel que h;(t) # 0, Vt.

Définition 3.12 Pour le systeme (3.2), s’il existe une matrice de fonction de mise a échelle H telle

que :

lim || e(t) = lim || ()= HOX() |=0. (3.11)

t—+

Alors, il y a une synchronisation HFPS.

3.4 Méthodes de synchronisation

Cette section est consacrée a la présentation de diverses méthodes de synchronisation les plus

performantes et les plus rencontrées.

3.4.1 Méthode du controleur actif

» Avantages de la méthode
-La technique du contréleur actif est efficace non seulement pour la synchronisation des systemes

identiques, mais aussi pour la synchronisation des systémes non identiques.
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-La Méthode du controleur actif offre une simplicité remarquable pour I'implémentation de 1’al-
gorithme [33].
»Le Principes de cette méthode

Soit un couple des systemes chaotiques maitre et esclave représenter par :

X = f(X(#)), (3.12)

Y =g(Y(t))+ U (3.13)

Pour que les deux systémes se synchronisent, il faut que :

lim [ é(t) [|= 0,

t——+o0

Ou é(t) lerreur entre les trajectoires des deux systemes est obtenue comme suit :
Y(t) = X(t) = g(Y (1) — fF(X(1) + U. (3.14)
Si on peut écrire
g(Y' (1)) = f(X (1)) = Ae(t) + N(X (1), Y (1)). (3.15)
Lerreur peut étre exprimée comme suit :
é(t) = Ae(t) + N(X(1),Y(t)) + U. (3.16)

Ou A € R™*"est une matrice constante, N une fonction non linéaire
et
U=V —-N(X(t),Y(t)), (3.17)

Ou V est le controleur actif défini par :

V =—Le(t). (3.18)

Ou L est une matrice de contrdle inconnue.

On obtient la formule finale suivante de Perreur :
é(t) = (A — L)e(t). (3.19)

Donc le probleme de la synchronisation entre le systéme maitre (3.12)et le systéme esclave (3.13)

est transformé en probleme de zéro-stabilité du systeme (3.19).

Théoreme 3.2 Le systéeme maitre (3.12) et le systéeme esclave (3.13) sont globalement synchronisés
sous la loi du contréle (3.19), si et seulement si la matrice de contrdle L est choisie telles que les

valeurs propres de (A — L) se trouvant a Uintérieur du disque de l'unité.
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3.4.2 La méthode backstepping

»Avantages de la méthode

-Elle peut étre appliquée a différents systémes chaotiques.

-Elle offre la possibilité de réaliser la synchronisation avec un seul controleur.

-Le contréleur calculé offre une simplicité dans 'implémentation de I'algorithme.
»Le Principes de cette méthode

En considére que le systéme maitre et le systeme esclave sont définis comme suit :

)
&1 = fi(z1, 22),

Tg = f2($1,$2,373)>

(3.20)
L jjn:fn(xlax%x&"'axn)'
et .
th = fi(xr, 22),
1o = fa(x1,T9,x3),
Y2 f2( 1, L2 3) (3.21)

| O = fo(x1, T2, 23, ..., Tn) + .
ou f; est une fonction linéaire,

fi, (i = 2,...,n) sont des fonctions non-linéaires,

u est un contrdleur qui doit étre choisi convenablement pour obtenir la synchronisation entre les
systemes (3.20) et (3.21).

Lerreur de synchronisation est définie comme suit :

.
€1 = Y1 — T,

€2 = Y2 — T,

(3.22)
L €n = Yn — Tn-
alors, la dynamique du systéme d’erreur s’écrit :
( .
é1 = gi(e1, e2),
¢y = ga(e1, €2, €3),

{ (3.23)

L én :gn(ela627"' 7671) + u.

ol g;est une fonction linéaire et g;, (i = 2, ...,n) sont des fonctions non-linéaires.
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Lobjectif est de calculer une loi de contrdle u qui assure la convergence du systéme ¢;, (i = 2, ...,n)
vers l'origine en utilisant 'algorithme backstepping.

Pour cela, le systeme d’erreur (3.23) doit étre décomposé en sous-systeme :
e1, (e1,e2), (e1,€a,€3),...,(e1,€2,...,€p). (3.24)
et pour chaque sous-systéme on défini une fonction de Lyapunov V positive :
Vi(ej, uj, a;). (3.25)

d’ou j est 'ordre du sous-systéme,
uj, a; représentent, respectivement, la loi de contrdle et le contréleur virtuel du sous systeme
d’ordre j.

u; et o; sont calculés & chaque fois de tel sorte que V; < 0.

3.4.3 Exemple numérique

» Synchronisation du systéme chaotique de Lorenz via méthode de controleur actif [34] :
Considérons les systemes identiques chaotiques complete de Lorenz (d’apres l'erreurs) sous la

forme paramétrique triangulaire suivant comme systeme maitre (émetteur) :

1= —10(z1 — y1),
U= (r1— 1) — 21(9 + 21), (3.26)
Z"l = 9(5[1 + yl) — 321 + T1Y1.

Soit le systeme esclave (récepteur) :
Zi'g = —10($2 — y2) —+ Uy,

U2 = (@2 — y2) — 22(9 + 22) + us, (3.27)
Zy = 9(x9 + y2) — 322 + Tayo + us.

ou u;,7 = 1,2, 3 sont les fonctions du controle actifs qui seront déterminées ultérieurement.

Pour la synchronisation complete ,définissons les états erreurs pour chaque variable d’état :

€y = T2 — xl)
€y = Y2 — Vi, (3.28)

€, = 29 — 2.

Et suivons les étapes de la procédure du controdle actif, par soustraction des équations du systemes

(3.26) de ceux des équations du systémes (3.28) on utilisant la définition du systéme (3.27), on
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obtient les dynamiques du systéme erreur suivant.

e, = —10e, + 10e, + uq,
éy =€y — €y — e, — 22%9 + 2101 + Ug, (3.29)
e, = 9e, + e, — 3e, + Tayo — T1Yy1 + Us.

D’aprées la méthode de controleur actif, 'erreur peut étre exprimée comme suit :

é(t) = Ae(t) + N(X (1), Y (1)) + U.

é.(t) ~10 10 0\ {e.(t) 0 w
éy(t> = 1 -1 -9 €y(t) + —Z22T9 + 2171 + U9
é,(t) 9 9 -3 e.(t) Tols — T1Y1 Us

D’ou
U=V —N(X(),Y(t)).

On défini le controleur U comme suit :

Uy = v,
Ug = 299 — 2121 + Vo, (330)
Uz = —TY2 + 11 + V3.

Les dynamiques du systéme erreur devient :

¢, = —10e, + 10e, + vy,
€y = € — €y — 9e, + Vg, (3.31)
e, = 9e, + 9e, — 3e, + vs.

V' le controleur actif défini par V' = — Le(t) nous le choisissons comme suit :
v1 = —10e,,
vy = —e, — 2e, + 9e,, (3.32)

vz = 9e, + 9¢, + 8e,.

D’ou la matrice de contrble inconnue

~10 0 0
Lty=] -1 -2 9
9 9 8

On obtiens la formule finale d’erreur
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é.(t) ~10 10 0 ~10 0 0 ex(t) 0 10 0 €x

¢,(t) | = 1 -1 -9 - -1 =29 e,) =12 1 —18] e,

é.(t) 9 9 -3 9 9 8 e.(t) 0 0 —10/ \e.
On calcule le polynéme caractéristique et on trouve les valeurs propres \; = —10, \y = —3,
)\3 = —11.

Tout \;,7 = 1,2, 3 sont négatives, donc le systeme est asymptotiquement stable au sens de Lyapu-
nov, ce qui assure que pour tout ¢t — +oo l'erreur e; — 0 (7 = 1, 2, 3) c’est-a-dire la synchronisation
complete de deux systéme est réalisée.
» Synchronisation du systéeme chaotique de Lorenz via Backstepping [34] :
Soit le systeme esclave :
Ly = —10(x2 — y2),
o = (w2 = y2) — 22(9 + 21), (3.33)
29 = 9(xe + y2) — 320 + ways + U.

Pour la synchronisation compléte, lerreur est défini par :

(
€rx = T2 — X1,

ey = Y2 — Y1, (3.34)

€, = 2y — 21.

Sa dynamique est :
éx = 552 - j;la
éy - yQ - yh (335)

b, = 39 — 2.

Ce qui donne :

é; = —10e, + 10¢, (1)
ey = e — ¢y, — 9e, — Tge, — 216, -~ (2) (3.36)
é, =9e, +9e, — 3e, + yoey + 116, +U -+ (3)

Premiere étape :

Considérons la stabilité du deuxieme sous systeme, ses dynamiques sont calculés en prenant :
e, = —10e, + 10¢,,

Définissons la premiére variable virtuelle du " backstepping " w; et la commande virtuelle a;

comme :

{ = (3.37)

Wy = ey — Q.
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a; est la fonction linéarisante du sous-systeme (1), ws est une nouvelle variable.

D’ot, le sous systeme (1) devient :
w; = €, = —10w; + 10wz + 100;. (3.38)

Choisissons une fonction de Lyapunov :

1
Vi(wy) = 510%, (3.39)
La dérivée dans le temps est :
Vl(wl) = ’LUlwl = —Iwa + 10w1w2 + 10'LU10./1, (340)

Pour rendre \71(w1) négative définie, on choisi la fonction stabilisant a; = 0,

Alors I'équation du premier sous systeme devient :
'Li)l = 10'LU2 — 1011)1, (341)

Les coordonnées de conception ont changées de (e,, e,) vers (wy, ws),
Seconde étape :
Considérons la stabilité du deuxiéme sous-systeme, ses dynamiques sont calculées en prenant :

ey =e,(1—2z1) — ey, — e, (9 + x2),
Donc les dynamiques du deuxiéme sous-systeme en (wy, ws) sont :
Wo =6, — a1 =e,(1 —21) —ey —e;(9+x2) = wi(1 —21) —wy — €,(9+ x2), (3.42)
La nouvelle loi de controle virtuelle est choisie de telle facon a avoir :
W3 = e, — g, (3.43)
oy est la fonction stabilisante pour le deuxieme sous-systeme et wsest une nouvelle variable d’état.
wy = wi(l — 21) —wy —w3(9+ z3) — an(9 + x9), (3.44)
Et une fonction de Lyapunov appropriée au second sous systeme (3.44) comme :
Vo (wy,wy) = Vi(wy) + %wg, (3.45)

La dérivée dans le temps est :

Va(wy,ws) = —10w} — w3 + wa(wy (11 — 21) — w3(9 + o) — (9 + 22)), (3.46)
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Pour rendre V5 (w,, w,) négative définie, on choisi :

(].1 — zl)wl
vy =~ 3.47
2 (9 + ﬂ?Q) ( )
Alors
Vg(wl, wy) = —10w] — wj — wyws(9 + 3), (3.48)
Alors I'équation du second sous-systeme devient :
ﬂ)g = —10’[1]1 — Wy — w3(9 + 372). (349)
Troisiéme étape :
Léquation du troisiéme sous-systeme devient :
w3 = €, — Qg,
Avec
éz :w1(9+y2)+w2(9+x1) —3UJ3 —3042+U, (350)
“ (9 22) — 11003 (9 + )
. 110102 9—|—132 —11011)1 9—|—y2
Qg = , 3.51
2 (9 + 2)? (3.51)
Donc
u';3 = w1(9 + y2) + w2<9 + l‘l) — 3w3 — 30[2 +U
B 11021}2(9 + IEQ) — 110w, (9 + y2)
(9 + fL‘2)2 ’
Choisissons une fonction de Lyapunov :
1
Va(wy, wa, ws) = Vi(wy) + Va(wy, wy) + §w§, (3.52)
Donc
Vs = —10w? — w2 — 3w? + ws(—wa(9 + x9) + wi(9 + ya) + we(9 + 1)
g M 110ws(9 4 55) — 110wy (9 + ) |
(9 +x2) (9 + x5)?
Pour rendre V;;(wl, wy) négative définie, on choisi U comme :
11wy 110w2(9 4 x2) — 110w (9 + y2)
U=wy(94+x2) —wi(9+ —wy(9+ 1) +3 , (3.53
o 2) 1 ( Y2) 2 1) 9+ 22) 9+ 22)2 ( )
Alors la dérivée de la fonction de Lyapunov globale du systeme est :
Va(wy, wy, w3) = —10w} — wj — 3w3, (3.54)
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Le systeme final en (e, e,, €,) est :

éx == wl == ]_OUJQ - 1011)1,
éy = lbg = —1011)1 — Wy — U}3(9 + ZEQ), (355)
é, = —3ws + wa(9 + z3).

3.5 conclusion

Lobjectif principal de ce chapitre était de présenter les différents types de synchronisation et les
diverses méthodes de synchronisation les plus performantes.
Le controleur actif et le backstepping sont les méthodes les plus utilisées pour réaliser la synchro-

nisation des systemes dynamiques.

3.5. conclusion



Chapitre 4

Meéthode et application pour un type de
synchronisation IHFPS des systemes

chaotiques

4.1 Introduction

Ces derniéres années synchronisation du chaos est devenu un domaine de recherche actif, en raison de
ces applications potentielles dans la communication sécurisée .Dans la synchronisation HFPS, le systeme
maitre et le systeme esclave pourraient étre synchronisés avec une matrice de fonction de mise I’échelle,
I'imprévisibilité de la matrice de fonction de mise ’échelle dans le schéma HFPS peut améliorer la sécurité
dans la télécommunication. Ainsi, nous avons contribué présenter une nouvelle méthode de synchronisa-
tion notée IHFPS (en anglais : Inverse Hybrid Function Projective Synchronization) qui est l'inverse
de HFPS. Cette nouvelle méthode de synchronisation pourrait étre, de sa part, utilisée pour obtenir une
communication plus sécurisée, car il est évident que I'imprévisibilité de la fonction de matrice de mise en
échelle dans ce concept de synchronisation peut en outre améliorer la sécurité de la communication.

Ce chapitre, nous introduisons la synchronisation IHFPS pour une classe générale de systemes chaotiques
en H-Dimensions dans un temps continu, le résultat tiré est prouvé en utilisant la théorie de stabilité de
Lyapunov. Afin d’atteindre nos objectifs, ce travail est scindé en trois section tels que, une déscription
des systemes maitre-esclave chaotiques, puis définition de la synchronisation IHFPS, nous fournissons un
exemple consiste a valider la nouvelle méthode de synchronisation chaotique IHFPS. Des simulations sont
données pour montrer l'efficacite du nouveau résultat. Le contenu de cette section a fait I'objet d’'une
publication internationale : "A General Control Method for inverse Hybrid Function Projective Syn-

chronization of a Class of Chaotic Systems"[35].
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4.2 Description des systemes maitre-esclave chaotiques

Considérons le systeme chaotique maitre sous la forme suivante :

@i(t) = Z%wﬁ Z Zaql WO () F o, 1<i<n, “.1)

gn=1 q1=1

d’ou X (t) = (x;(t))1<i<n est le vecteur d’état du systéme maitre, (a;;) € R™*", (aé?._,qn) e Rmxm
tels que : agig._.o =0, 04[()1'1)...0 =0,.., a[%)__l =0,(1<i<n)et (¢)i<icn € R.

Pour le systéeme esclave, nous considérons le systéme chaotique décrit par :

Zb’ﬁjyj—i_z Zﬁql qn ygn()—i_dl—i_ulalgzgna (42)

qn=1 =1
dou Y (t) = (yi(t ))1<Z~<n est le vecteur d’état du systéme esclave, (b;;) € R™*", (Bql ) € R tels
que 510 0=0, 501 0=0, 7500 1=0,(1<i<n)et (d;)i1<i<n € R, (u;)1<i<, sont des controleurs.

4.3 Définition de la synchronisation IHFPS
Pour définir la synchronisation IHFPS, les erreurs de synchronisation sont fourni par :

ei(t) =x; — hi(t)y;, 1 <i<mn. (4.3)
Ou h,(t) des fonctions continliment différentiables bornées ( h;(t) # 0 pour tous ¢ ,1 < i < n).

Définition 4.1 Pour le systeme maitre (4.1) et le systeme esclave (4.2), s’il existe des controleurs
(u;)1<i<n et des fonctions continiiment différentiables bornées h;(t) # 0 pour tous t ,1 < i < n, telle
que lim; . e;(t) = 0, 1 < i < n, Il est dit qu il ya une synchronisation IHFPS (Inverse Hybrid

Function Projective Synchronization).

4.4 Méthode de la synchronisation IHFPS

Le systeme d’erreur entre le systeme maitre (4.1) et le systeme esclave (4.2)

(selon la Définition 4.1) peuvent étre décriées comme suit :

n

éit) = agei(t) + ¢, + @ + ¥, — hi(t)w;, 1<i<n, 4.4)

Jj=1

4.2. Description des systemes maitre-esclave chaotiques
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Oou
¢i - Z e Z Oé‘(;l)---antil T _ngl"’ 1 S Z S n, (4.5)
gn=1 q1=1
o = —hi() YD B vyl 1< <, (4.6)
gn=1 q1=1
7j=1

Pour atteindre la synchronisation IHFPS entre le systeme maitre (4.1) et le systeme esclave (4.2),

nous choisissons la loi de contrdle suivant :

1 i—1 n
he hi(t) (Z(Qaij + aji)ej(t)) +siei(t) — Z ajiej(t) + ¢; + o, +;, 1 <i <, (4.8)

=1 j=it1

Ou (s;)1<i<n sont des constantes de contrdle déterminer ultérieurement.

En remplacement '’équation (4.8) dans I'’équation (4.4), le systeme d’erreur peut s’écrire comme

suit :
é1(1) air — S1 Q21 + Q12 B Bl A e1(t)
Gg(t) _ —((121 —l— a12) a2 — So . Apo —|— Ao, 62-(15) (49)
én(t) —(an1 + a1n) —(ana+az,) ... Quu— Sp en(t)
Donc
é(t)=(L+S—L")e(t). (4.10)
ous = dlag {(all - Sl)a SR (ann - sn)} et
—(a;; i 1 19 < "
L = (Iij)nxn tels que : { (ai; + aj:) ?1] ! (4.11)
0 si j >u.

Théoreme 4.1 Si les constantes de contréle (s;), ..., sont choisis telles que :

si > ai;, 1 < i < n, alors les deux systemes maitre (4.1) et le systeme esclave (4.2) sont globalement
synchronisés au sens IHFPS sous les controleurs (4.8).

Preuve. Considérons la fonction de Lyapunov sous la forme :

V(e (t)) = %eT (t)e(t), (4.12)

Alors nous obtenons :

4.4. Méthode de la synchronisation IHFPS
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Vi) = % (7 (8 e () + e ()¢ (1) (4.13)
= LW (BT KT~ L)e() + " (1) (L+ K — L7 e (1) (4.14)
= ' (t)Ke(t) = Zn: (ai; — s;) €7 (t) < 0. (4.15)

Ainsi, par la théorie de stabilité de Lyapunov, il est montré immédiatement que :

lime; (t) =0,1 <i<n. (4.16)

t—o0

»Nous concluons que les systemes systéemes maitre (4.1) et le systéme esclave ( 4.2) sont globale-

ment synchronisés au sens de la synchronisation IHFPS.

4.5 Application de la synchronisation IHFPS pour deux sys-

temes chaotiques en temps continu

Exemple 4.1 Cet exemple consiste a valider la nouvelle méthode de synchronisation chaotique (IHFPS)

(en 5-Dimensions).

Considérons le systeme chaotique maitre décrit par :

(
1 = a1 (x9 — x1) + T2T3747T5,

By = ag (1 + T2) — 1232475,

Ty = —a3T4 + T1T2X3Ts5,
jf5 = —Qy (1'5 — 1'4) —ar] + T1T2X3T4.

\

et le systeme esclave décrit par :

¢

U1 = a1 (Y2 — Y1) + Y2ysyays + ua,
Yo = ag (Y1 + Y2) — Y1Y3Yays + Uz,
U3 = —y3 + 0.1y2 + us, (4.18)

Ya = —a3ys + Y1Y2Y3Ys + U4,
Us = — a4 (Y5 — Y1) — asy1 + Y1Y2Y3ys + Us.

\

ou ay, as, as, as, as sont des parametres de bifurcations et (u;),.,., sont des controleurs de syn-

chronisation.

4.5. Application de la synchronisation IHFPS pour deux systémes chaotiques en temps continu



Chapitre 4. Méthode et application pour un type de synchronisation IHFPS des systémes chaotiques

Le systétme maitre a un attracteur chaotique, quand (ay, as, as,aq,as) = (37,14.5,10.5,15,9.5)

[36].

En appliquant la méthode de contréle présentée, nous dérivons 'erreur de synchronisation entre

le systeme maitre (4.1) et le systeme esclave (4.2) comme suit :

(

é1(t) =aq(ex(t) — e () + Ry — hy (t) uq,
é(t) =as (e1 (t) +e2(t)) + Ra — ha (1) ug,
é3(t) = —es (t) + Rz — hg (t) us, (4.19)
éq4 (t) = —ageq (t) + Ry — ha (t) ug,
| é5 (1) = —aa(es (1) —ea(t) — aser (t) + Rs — hs (t) us
ou ) .
Ry = zom32475 — ha (1) y2ysyays — ha () 1,
Ry = —m1a3m4ms + ha () y1ysyays — ha (t) ya,
Ry = 0.12F — hg () (0.1y7) — hs (t) s, (4.20)

\

Ry = 21222375 — ha () Y1y2y3ys — ha () ya,
Rs = 21202324 — hs () Y1y2y3ya — hs () ys.

Et (h; (t)),<;<5 sont les fonctions de mise a I’échelle.

Pour atteindre la synchronisation IHFPS entre les deux systemes maitre (4.1) et le systéme esclave

(4.2), nous choisissons les controleurs de synchronisation comme suit :

Ou s est une constante de contrdle a déterminer.

Les erreurs de synchronisation (4.19) peuvent étre décrites comme :

(u, = #(t) (ageq (t) + ases (t) + Ry),
Uy = #(t) (areq (t) + sea () + Ra),
Uz = #@)Rg, (4.21)
Uy = #(t) (ages (t) Ry) ,
[ us = ﬁ(t)Rg,.
—a; a;—ay O as er (1)
ag—a; ay—s O 0 0 ey (1)
- 0 0 -1 0 es(t) |- (4.22)
0 0 0 —as eq (t)
—as 0 0 a1 —a4 es (t)

4.5. Application de la synchronisation IHFPS pour deux systémes chaotiques en temps continu
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» En utilisant la méme procédure de la preuve du Théoreme 4.1, nous pouvons obtenir le résultat
suivant :

Si une constante de controle s est choisis telle que : s > a,, alors les deux systemes maitre (4.1)
et esclave (4.2) sont globalement synchronisés de type IHFPS sous la loi de contréle (4.21).

Afin de valider les résultats théoriques obtenus, une simulation numérique est élaborée

(FIG. 4.1).

FIG.4.1-Evolution du temps des erreurs de la synchronisation IHFPS

entre le systeme maitre (4.1) et le systeéme esclave (4.2).

4.6 conclusion

Lobjectif principal de ce chapitre était de présenter la synchronisation IHFPS 'inverse de HFPS,
pour une classe générale n-dimensionnelle des systémes chaotiques en temps continu. une simu-
lation numérique est montré I'efficacité de la méthode IHFPS en 5-D. Cette nouvelle méthode de

synchronisation pourrait étre, de sa part, utilisée pour obtenir une communication plus sécurisée.

4.6. conclusion



Conclusion générale

Ce mémoire a été consacré a I'étude d’un type de synchronisation noté « IHFPS » des systémes
chaotiques. Pour atteindre nos objectifs, nous avons organisé notre travail en quatre chapitres :
Le premier chapitre présente les notations de base sur les systémes dynamiques en temps continu
et discret avec la stabilité et la linéarisation de ces systemes.

Le deuxieme chapitre est un panorama sur la théorie du chaos tels que, la définition du chaos
et ses caractéristiques du chaos, les attracteurs et leurs différents types en donnant des exemples
des systemes chaotiques et hyperchaotiques.

Le troisieme chapitre est réservé a la synchronisation des systemes chaotiques pour donner les
types de synchronisation les plus utilisés tels que : CS, AS, GS,...etc. Les nouvelles types hybrides
de synchronisation tels que : HPS et HFPS sont étalés. Les méthodes les plus usées tels que : la
méthode backstepping et la méthode de contréleur actif sont aussi exposées.

Récemment, la synchronisation projective hybride (HPS), dont les différentes variables d’état
peuvent synchroniser jusqu’a des facteurs de mise en échelle différents, est évoquée. Cependant,
la synchronisation projective fonction hybride (HFPS) pour des systemes chaotiques est largement
considérée. Dans le schéma de synchronisation (HFPS), le systéme maitre et le systéme esclave
pourraient étre synchronisés avec une matrice de fonction de mise en échelle, et 'imprévisibilité
de la matrice de fonction de mise en échelle peut améliorer la sécurité dans la télécommunication.
D’autre part, étudiant le probléme inverse de ce schéma produit un nouveau type de synchroni-
sation notée (IHFPS).

Notre contribution, qui parvient a travers le quatrieme chapitre du présent mémoire, est de for-
muler une nouvelle approche et un nouveau critere de la synchronisation de ce nouveau type de
synchronisation (IHFPS). Basée sur la théorie de Lyapunov , ses performances sont prouvées a
partir de leurs applications pour la synchronisation de deux systémes dynamiques identiques hy-
perchaotiques. Cette nouvelle méthode de synchronisation pourrait étre, de sa part, utilisée pour
obtenir une communication plus sécurisée, car il est évident que I'imprévisibilité de la fonction
de matrice de mise en échelle dans ce concept de synchronisation peut en outre améliorer la
sécurité de la communication. Afin de montrer 'efficacité de cette méthode proposée, elle a été
appliquée pour synchroniser des systémes dynamiques hyperchaotiques identiques continus en

5-D. Un exemple numérique est exploité pour illustrer I'efficacité de la méthode.
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