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Abstract

In this work, we have studied two articles for some

common fixed point theorems.

The conditions of the first theorem included continuity,
commutativity and contractivity as well as completeness of
the metric space. For the second theorem, we used the
compatibility notion of type (P), under a generalized

contractual condition in a complete metric space.

Using two theorems, we have proved the existence and
the uniqueness of a common solution for two systems of

functional equations which apear in dynamic programming.

Keywords:
Common  fixed point, continuity, = commutativity,

compatibility, contraction, complete metric space, functional

equations, dynamic programming.



Résume

Dans ce travail, nous avons étudiée deux articles sur

quelques théoremes du point fixe commun.

Les conditions du premier théoreme comprenaient la
continuité, la commutativité et la contractivité ainsi que la
complétude de I'espace métrique. Quant au deuxieme
théoreme, nous avons utilisé la notion de compatibilité de
type (P), sous une condition contractive généralisé dans un

espace metrique complet.

En utilisant deux théoremes, nous avons démontré
I'existence et l'unicité d'une solution commune a deux
systemes d'équations fonctionnelles qui apparaissent en

programmation dynamique.

Mots clés:

Point fixe commun, continuité, commutativité, compatibilité,
contraction, espace  métrique  complet,  équations

fonctionnelles, programmation dynamique.
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Introduction

Dans la vie, 'exemple le plus simple qui nous permet de voir un point fixe se
trouve dans le thermomeétre lorsque cet outil est utilisé pour mesurer la tempéra-
ture, les points d’ébullition et de congélation de ’eau sont des points fixes car ils
sont facilement réalisables. En mathématiques, un point fixe est un point qui reste
statique par une application ou une transformation.

Qu’elle est 'importance de la théorie du point fixe ?

La théorie du point fixe est considérée comme la base de I’analyse non linéaire.
Il est & noter que cette théorie est I'une des outils plus utiles et important dans
I’étude de plusieurs domaines notamment en biologie, chimie, économie, théorie de
jeux, théorie d’optimisation et en physique. .. etc.

Dans ce travail, nous nous intéressons a des théorémes de point fixe qui peuvent étre
approchés sans aucun fond topologique.

L’un de ces théoréemes génére la notion de la contractivité des auto-applications
sur un espace métrique. Cela a été introduit par S. Banach en 1922, donnant un
nouveau champ de recherche dans le théorie du point fixe appelé contraction d’ap-
plication et connu sous le nom de principe de contraction de Banach.

Pour démontrer un point fixe commun dans un espace métrique, nous avons
besoin quelques propriétés sur les applications comme la commutativité, la compa-
tibilité et la contractivité. Ainssi que la complétude de 1’espace (ou sous-espace) qui
assurez la convergence de solution.

En 1982, Sessa [27] était parmi les premiers mathématiciens qui donna un théo-
réme de point fixe commun dans lequelle il généralisa la notion de commutativité
par la commutativité faible. Ensuite, Jungck [12] en 1986 introduisant la notion de
la compatibilité de fonction celle plus générale.

D’autre part, la notion de la compatibilité était généralisée aux plusieurs types :
la, compatibilité faible, la compatibilité de type (A), la compatibilité de type (B), la
compatibilité de type (C), la compatibilité de type (E) et la compatibilité de type
(P).

Dans notre travail, on va étudier plusieurs articles sur des théorémes du point fixe
commun. A travers cette synthése bibliographique on va obtenir quelques remarque
et quelques résultats qu’on va résumer dans notre travail.

Dans le premier chapitre on va rappeller quelques notions élémentaires et des
définitions importantes qui sont nécessaire dont on aura besoin pour notre travail
comme les applications contractantes et quelques types de contractions, ainsi que
quelques propriétés de commutativité et compatibilité.

Dans le deuxiéme chapitre nous allons prendre deux articles [10] et [22] et nous
allons approuver des théoremes :



- Un théoréme du point fixe commun pour deux paires d’applications continues
dans un espace métrique complet. Anssi que, nous allons approuvé un cas particulier
pour deux applications.

- Un théoréme du point fixe commun pour deux paires d’applications compatible
de type (P) dans un espace métrique complet, et pour un paire.

Dans le dernier chapitre on va détailler la preuve de deux applications des théo-
rémes mentionnés dans le chapitre 2 pour montrer I'existence et 1'unicité d’une so-
lution commune pour des systémes d’équations fonctionnelles qui apparaissent dans
la programmation dynamique.

Finalement notre travail sera conclu par une conclusion.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

On va mentionner dans ce chapitre quelques définitions, théorémes, propositions
et remarques on introduisant les notions de bases qu’on aura besoin dans notre
travail.

1.1 Notions de base

"Espace métrique" Un espace métrique est un ensemble au sein duquel une
notion de distance entre les éléments de ’ensemble est définie.

Définition 1.1 [31] (Espace métrique) Un espace métrique (X, d) est un ensmble
non vide X muni d’une application d : X x X — R, appelée distance ou métrique,
vérifiant les propriétés suivantes :

i) Ve,ye X :d(z,y) =0z =y,

it) Ve,y € X 1 d(z,y) = d(y, z) (La symétrie)

iti) Vo,y,z € X 1 d(x,y) < d(z,2) + d(z,y) (I"inégalité triangulaire) .

Exemple 1.1 L’application d : R x R — R, définit par :
d(z,y) = |z —y|
est une distance sur R, appellée distance usuelle.

FExemple 1.2 Dans R™, on peut considérer les distances suivantes :

doo (7,y) = max {|z; — yil},

1<i<n

dp (z,y) = <Z|xi—yz~|> , pour p > 1.

=1

RS



1.1. NOTIONS DE BASE

Définition 1.2 [32] "Suite de Cauchy" Soit {z,},  une suite d’éléments de X
dans un espace métrique (X, d), est dite une suite de Cauchy si :

Ve >0,3n(e) e N,Vn,m > n(e) : d(x,, xy) <&,

c’est a dire
lim d(z,,z,)=0.

7,1M—00

Exemple 1.3 Soit {x,}, . une suite dans (R,| . |) définie par :

1
U, =—
n
Soit n,m € Nyn >m
1 1
d(@n, Tm) =| — — — |
B |n—m|
B nm
n
< |
nm
1
< [ =]
m
o1
< lim —=0
m—oo M,

Donc {xn}, oy est une suite de Cauchy.

Définition 1.3 "Suite convergente” Soient (X, d) un espace métrique et {x,},
une suite dans X. On dit que {x,}, . est une suite convergente si et seulement si :

Ve > 0,3dng () € N,Vn > ng (e) = d(z,,x) < e,

on note alors
lim z,, = z.
Définition 1.4 "Espace métrique complet” On dit que (X,d) est un espace
métrique complet si et seulement si toute suite de Cauchy de X converge dans X.

Proposition 1.1 1. Toute suite convergente est une suite de Cauchy. La réciproque
n’est vraie que dans un espace complet.

2. Toute suite de Cauchy est borné.

3. A partir de toute suite de Cauchy, on peut extraire une suite convergente.

4



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Exemple 1.4 Soit la suite {x,} dans l’espace métrique (R — {1} ] . ), tel que z,, =
g
On alim, o v, =1 ¢ R—{1}, donc la suite {x,} diverge.

Soit n,m € Nyn >m :

n m
d(wn, o) = ’n+1_m+1’
| n—m |
' (n+1)(m+1)
< n
~ n(m+1)
1
< -
- m+1

Alors lim,,,_,o m+r1 =0, dou lim d(z,,x,) =0, donc la suite {x,} est dite

7,1M—00

une suite de Cauchy.

1.2 Applications contractantes

Tout d’abord, on va donner quelques définitions concernant les applications
contractantes.

Définition 1.5 Soit (X,d) un espace métrique complet. Une application T : X —
X est dite :

1. Lipschitzienne (ou k-lipshitizienne) s’il existe un nombre réel positif k tel que
pour tout x,y € X, on a :

d(Tz,Ty) < kd(z,y).

2. Contractante ou une contraction si k < 1.
3. Sik =1, Uapplication T’ est dite non-expansive si et seulement si 1-lipchitizienne.

4. Contractive si pour tout v,y € X etx #y on a :
d(Tz,Ty) < d(z,y).

Remarque 1.1 La contraction tmplique contractive, implique non-expansive, im-
plique Lipschitziénne et que toute ces applications sont uniformément continues.

Exemple 1.5 Soit T : R — R une application définie par :
1
Tr = §$+1,V:C€R

alors T est une contraction.



1.3. QUELQUES TYPES DE CONTRACTION

Théoréme 1.1 "Banach" Soient (X, d) un espace métrique complet etT : X — X
une contraction. Alors :
T admet un point fize unique dans X, i.e.

Jlu € X tel que Tu = u.

1.3 Quelques types de contraction

1- Contraction de Rakotch (1962)
Ce théoreme est une généralisation de théoréme du point fixe de Banach.

Théoréme 1.2 [25] Soit (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une
application satisfaisant :

d(Tz, Ty) < a(d(z,y))d (z,y),Vr,y € X

ot a : Ry — [0,1) est une fonction décroissante. Alors T admet un point fize
unique dans X .

2- Contraction de Kannan(1968)

Dans le théoreme de Banach, la contraction de ’application entraine la conti-
nuité. Il est normal de poser la question s’il existe des conditions contractives qui
n’impliquent pas la continuité de Papplication (7"). Cette question a été répondue
d’une maniére affirmative par Kannan [I4]en 1968.

Théoréme 1.3 [15] Soit (X,d) un espace métrique, et T : X — X on dit que T
est une application de Kannan s’il existe h € [0, % [, tel que pour tout x,y € X :

d(Tx,Ty) < hld(x,Tz) + d(y, Ty)] .

Théoréme 1.4 Soit (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une applica-
tion de Kannan. Alors T admet un point fize unique dans X.

3- Contraction de Boyd-Wong(1969)
Ce théoréme est une généralisation de théoréme du point fixe de Banach a plu-
sieurs des applications dans I’analyse non-linéaire.

Théoréme 1.5 [6] Soit (X,d) un espace métriqgue complet et T : X — X wune
application. Supposons qu’il existe une fonction ¢ : R, — R semi-continue supé-
rieurement telle que ¢(t) <t pour tout t > 0 et vérifiant :

d (T, Ty) < o(d(z,y)),

pour tout x,y € X. Alors T admet un point fixe unique x*. En outre, pour tout
re X, ona
lim T"x = z*.

n—oo

Dans ce cas, T est dite ¢-contractive ou contraction non linéaire.

6



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

4- Contraction de Meir-Keeler(1969)
En 1969, A. Meir et E. Keeler ont prouvé un théoréme du point fixe pour une
contraction faiblement uniformément stricte généralisant le principe de contraction

de Banach.

Théoréme 1.6 [19] Soit (X,d) un espace métrique complet et T : X — X wune
application satisfaisant pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout x,y € X :

e <d(z,y) <6 implique d (Tz, Ty) < e.
Alors T a un point fize unique dans X. De plus, pour tout x € X, on a

lim T"x = x*.

N—oo

5- Contraction de Geraghty(1973)

Définition 1.6 Soit (X,d) un espace métrique. L’application T : X — X est dite
contraction de Geraghty si et seulement s’il existe une fonction 5 : Ry — [0,1)
satisfaisant 5(t,) — 1 implique t,, — 0 et pour tout x,y € X on a :

d(Tz, Ty) < pd(z,y)).

Théoréme 1.7 [9] Toute contraction de Geraghty d’un espace métrique complet
dans lui méme admet un point fixe unique.

6- Contraction de Caristi(1976)

Théoréme 1.8 [7] Soient (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une
application satisfaisant la condition suivante :
1l existe une fonction ¢ : X — Ry semi -continue inférieurement telle que :

d(z,Tz) < ¢ (z) — ¢ (Tx),
pour tout x € X, alors T admet un point fize.

7- Contraction de Matkowski

Définition 1.7 Une application T : X — X d’un espace métrique (X, d) est dite
contraction de Matkowski (ou @-contraction) si et seulement s’il existe une fonction
v : Ry — Ry vérifiant :

1. ¢ strictement croissante,

2. lim, o " (t) = 0,Vt € R,

3.d(Tx,Ty) < p(d(z,y)), Vr,y € X.



1.4. PROPRIETES DES APPLICATIONS

Théoréme 1.9 [20] Toute @-contraction T d’un espace métrique complet (X, d)
dans lui méme admet un point fire unique x*. De plus, pour tout xo € X, on a
lim,, oo T"x¢g = x*.

8- Contraction de Branciari(2002)

Théoréme 1.10 [19] Soit T une application d’un espace métrique (X,d) dans lui
méme satisfaisant :

d(Tz,Ty) d(z,y)
S(t)dt < k / S(t)dt,
0 0

pour tout x,y € X, ou k € [0,1] et ¢ : R, — R, est une fonction intégrable au
sens de Lebesque vérifiant :

£

/gp(t)dt S 0,¥e > 0.
0

AlorsT a un point fixe unique x*. De plus, pour tout xo € X, on a :lim,, .., T"xq =

*

T*.
9- Contraction de Reich

Théoréme 1.11 [26] Soit (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une
application satisfaisant la condition suivante :
da,b,c > 0 avec a + b+ c < 1, tel que pour tout x,y € X :

d(Tz,Ty) < ad(z,Tx) + bd(y, Ty) + cd(z,y),

alors T' admet un point fixe unique dans X.

1.4 Propriétés des applications

1.4.1 Continuité

Définition 1.8 Soient (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques, T : X — Y une
application et a € X, on dit que T est continue au point a si :

lim T'(x) = T'(a),

n—a
c’est o dire

Ve > 0,36 > 0,Vzx € X,dx(z,a) <0 = dy(T(z), T(y)) < e.



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Définition 1.9 (Semi-continuité inférieure)
On dit que f est semi-continue inférieurement en xq si :

pour tout t < f(xo) il existe un voisinage U de xq tel que Vx € U, f (z) > t,
Si on est dans un espace métrique, la propriété suivante suffit :

lim inf f (z) > f (z0)

T—T0o

ot liminf désigne la limite inférieure d’une fonction en un point.

Définition 1.10 (Semi-continuité supérieure)
On dit que f est semi-continue supérieurement en xqy St

pour tout t > f(xq) il existe un voisinage U de xq tel que Yz € U, f(z) <t,

Si on est dans un espace métrique, la propriété suivante suffit :

lim sup f (x) < f(x0)

Tr—XT0

ot limsup désigne la limite supérieure d’une fonction en un point.

1.4.2 Compatibilité

Le concept des applications commutative en introduisant le concept des applica-
tions faiblement commutative a été généralisé par Sessa [27]

Définition 1.11 [71] Soient S, T deux applications d’un espace métrique (X,d)
dans lui-méme. S et T sont dites commutatives si :

STx=TSx,Vr e X

Définition 1.12 [27] Soient S, T deux applications d’un espace métrique (X, d) dans
lui-méme. S et T sont faiblement commutatives si est seulement si :

d(STz, TSx) <d(Tz,Sz) Ve e X

Remarque 1.2 De toute évidence la commutativité implique la commutativité faible,
mais la réciproque n’est pas vraie en général.

Jungck [12] a amélioré le concept des applications faiblement commutatives en
introduisant le concept des applications compatibles.

9



1.4. PROPRIETES DES APPLICATIONS

Définition 1.13 [22] Soient S, T : X — X deux applications. Les applications S et
T sont compatibles si et seulement si :

lim d (STz,,TSx,) =0

n—o0

pour tout suite {x,}, -, dans X satisfaisant :

lim Sz, = lim Tz, =zVze X

n—oo n—o0

Remarque 1.3 Si S et'T' sont commutatives, alors elles sont faiblement commuta-
tives, donc compatibles, mais la réciproque est fausse en général.

Exemple 1.6 Soit X =R et d la métrique euclidienne. Définissons :

1
St = x;— , et Te =22 —1
soit la suite {x,}, -, définie par x, =1+ %.On a:
1+141 1
lim Sz, =lim —2*—=1lim 14+ —=1

1 2
lim Tz, = lim2(1—|——)—1: lml1+—-—=1
n

n—oo n—oo n—oo n
alors :
lim Sz, = lim Tz, =1
n—oo n—oo
de plus :

n—0o0 n—oo

lim STz, = lim S(l—i—z) =1
n

1
lim TSz, = lim T(1+—> =1

n—oo n—oo 27’),

donc la paire (S,T') est compatibles

Définition 1.14 S et T sont dites faiblement compatibles si elles commutent aux
points de coincidence, i.e., pour tout u € X satisfaisant Su = Tu, alors STu =
TSu :

La compatibilité était généralisée aux divers types :

Définition 1.15 [22] Soient S,T : X — X deux applications, sont dites compatibles
de type (A) si et seulement si

lim d(T'Sx,,SSx,) =0 and lim d(STx,,TTx,) =0

n—0o0 n—oo

pour toute suite {x,},~, dans X satisfaisant :

lim Tz, = lim Sz, =2 Vz € X.

n—oo n—o0

10



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Définition 1.16 [21] On dit que S, T sont compatibles de type (B), si et seulement

S1
1
lim d(STan, TTa,) < - [lim d(STx,,Sz2) + lim d(sz,ssxn)} et
1
lim d (TSx,,SSz,) < = [nm d (TS, T7) + lim d(Tz,TTxn)} :

pour toute suite {x,},~, dans X vérifiant :

lim Tz, = lim Sz, = z,Vz € X.

Définition 1.17 [22] S et T' sont dites compatibles de type (P) si et seulement si :

lim d(SSxz,, TTx,) =0,

n—oo
pour toute suite {x,}, -, dans X satisfaisant :

lim Tz, = lim Sz, =2 Vz € X.

n—oo n—o0

Définition 1.18 [2]] S et T sont compatibles de type (C') si et seulement si :

|
lim d (ST, TT2,) < 3 [lim d(STx,,S2) + lim d(Sz, TTx,) + lim d(Sz, SSmn)] ,
1
lim d(TSz,, Sw,) < 3 [nm d (TS, T>) + lim d(Tz, SSz,) + lim d(Tz,TTxn)] ,

pour toute suite {x,},-, dans X satisfaisant :

lim Tz, = lim Sz, = z,Vz € X.

Définition 1.19 [28/ S et T sont compatibles de type (E) si et seulement si :

lim T7Tx, = lim TSz, = Fz,Vz€ X

n—oo n—oo

et
lim SSx, = lim STz, =Tz, Vz e X

n—oo n—oo

pour toute suite {x,},>, dans X vérifiant :

lim Tx, = lim Sz, = z,Vz € X.

n—oo n—oo

11



1.4. PROPRIETES DES APPLICATIONS

Définition 1.20 [29] S,T : X — X sont dites S-compatibles de type (E) si :

lim SSz,, = lim STz, =Tz Vze X

n—oo n—oo

FElles sont dit T-compatible de type (E) si :

lim TTx, = lim TSz, =Sz Vze X

n—oo n—oo

pour toute suite {x,}, ., dans X vérifiant :

lim Tz, = lim Sz, =2 Vz € X.
Proposition 1.2 [27] Soient S, T : (X,d) — (X, d) deuz applications continues,
1) Si S et T sont compatibles, alors ils sont compatibles de type (A).
2) S et T sont compatibles si et seulement si ils sont compatibles de type (A).

Proposition 1.3 [27] Soient S, T : (X,d) — (X,d) deux applications compatibles
de type (A), si l'une des applications S et T est continue, alors S et T sont compa-
tibles.

Proposition 1.4 [2Z] Soient S,T : (X,d) — (X,d) deux applications continues,
alors S et T sont compatibles si et seulement si ils sont compatibles de type (P).

Preuve. Soit {z,},en une suite dans X telle que :

lim Sz, = lim Tz, = z,

n—oo n—oo

pour tout z € X, car S et T sont continues alors,

lim SSz, = lim STz, = Sz

n—oo n—oo

et
lim TSz, = lim TTx, =Tz.

n—oo n—o0

Supposons que S et T sont compatibles. On a

lim d(STz,,TSz,) =0

n—oo

et

d(SSx,, TTx,) d(SSzy, STx,) + d(STx,, TTx,)

<
< d(SSz,,STx,)+ d(STx,,TSz,) + d(T Sz, TTz,)

et lim, o d(SSx,, TTx,) = 0. Donc, les applications S et T" sont compatibles
de type (p).

12



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Inversement, supposons que S et T sont des applications compatibles de type

(p), on a:
lim d(SSxz,, TTz,) = 0.

n—o0

Alors,

d(STx,,TSz,) d(STx,,SSz,) + d(SSz,, TSz,)

<
< d(STx,,SSz,) +d(SSz,, TTx,) + d(TTxz,, STx,).

Par conséquent, il s’ensuit que lim,,_,o, d(STx,,TSz,) =0. =

Proposition 1.5 [27] Soient S, T : (X,d) — (X,d) deux applications compatibles
de type (A). Si l'une des applications S et T est continue, alors S et'T" sont compa-
tibles de type (P).

Preuve. Soit {z,},en une suite dans X telle que :

lim Sz, = lim Tx, = z, pour tout z € X.

n—oo n—oo

Supposons que S et T sont des applications compatibles de type (A).
Choisisant que S soit continue. Nous avons,

d(SSxy,, TTx,) < d(SSzy, STx,) + d(STx,, TTx,).
Car S et T sont compatibles de type (A), donc,
lim d(SSxz,, TSx,) =0et lim d(STx,,TTx,) = 0.

n—oo n—oo

Par conséquent
lim d(SSxz,, TTz,) = 0.

Quand choisi T continue, en trouve le méme résultat. m

Proposition 1.6 [22] Soient S, T : (X,d) — (X, d) deux applications continues et :
(1) S et T sont compatibles si et seulement si sont compatibles de type (P).
(2) S et T sont compatibles de type (A) si et seulement si sont compatibles de

type (P).

Proposition 1.7 [2Z] Soient S,T : (X,d) — (X,d) deux applications. Si S et T
sont compatibles de type (P) et Sz = Tz pour tout z € X, alors SSz = STz =
TSz=TTz.

Preuve. Soit {z,},en une suite dans X définit par =, = 2,n =1,2,..., et Sz =Tz
pour tout z € X. Alors nous avons Sz, — Sz quand n — oo. Car S et T sont
compatibles de type (P), on a

d(SSz,TTz) = lim d(SSx,,TTxz,) =0,

n—oo

par conséquent, SSz = TTz. On a Sz = Tz ce qui implique S5z = STz =
TSz=TTz. m

13



1.5. THEOREME DU POINT FIXE COMMUN DE BANACH

Proposition 1.8 [2Z] Si S et T sont compatibles de type (P) et Sz, Tx, — z
quand n — oo pour tout z € X. Alors on a les égalités suivantes :

(1) limy, oo TTx,, = Sz si S est continue & z,
(2) limy, 0o SSz,, = Tz 51 T est continue a z,
(3) ST2=TSz et Sz=Tz si S etT sont continues a z.

Preuve. [22] =

1.5 Théoréme du point fixe commun de Banach

Le théoréme du point fixe de Banach (connu aussi sous le nom du théoréme de
lapplication contractante), il est la base de la théorie du point fixe. Ce principe
garantit l'existence et I'unicité d’un point fixe pour toute application contractante
d’un espace métrique complet dans lui-méme.

Théoréme 1.12 Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X wune
application telle qu’il existe K € |0, 1] vérifiant :

d(T(x), T (y) < Kd(z,y)
pour tout (x,y) € X x X. Alors il existe un point five z* de X tel que :
T (x*)=x"
Preuve. Soient vy € X et {xy,}, . une suite définit par :

Tn4+1 = T (xn>

d(zpi1,2,) < Kd(xn,2,-1),Yn €N
S KKd (xn—laxn—Q)
< K"d(x1,20)

Montrons que {x,}, .y est une suite de Cauchy.

14
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Soient p,q € N avec p > q

d(zp,zq) < d(zp,2p1) +d(Tp-1,Tp2) + -+ d(Tg41,2q)
S Kpild("lil,'ro)+Kp72d<371,560>+"'+qu($1,$0)
p—q—1
S qu(flﬁl,.’lfo) Z Kz
=0

S Kid (331,1’0) ZKZ

=0

— K" (21, m0) <ﬁ>

K4
= 1 Kd(xl,xo)

Passant par la limite car k < 1 donc

lim d(zp,z,) =0,
P,q—00

Donc la suite {x,}, o est une suite de Cauchy dans X, et comme (X, d) complet,
donc la suite {x,,}, yconverge vers z dans X.
D’aprés la continuité deT' on a :

Vn e Nz, = T(z,)
= lim 2z, = lim T'(x,)
= z=T(lim z,) =T (2).

Donc z =Tz, d’ou z est un point fixe de T.
Supposons qu’il existe zy,z9 € X tel que z1 # 29, avec zy =Tz = 29 = Tz9, 00 a

d(z,2) =d(T(z1),T(2)) < Kd(z1, 22).
Ce qui est possible si d(z1,23) =0, donc z; = z5. ®

Un point fixe commun est un point qui reste stationaire a travers des applications
données (plus d’une) ou des transformations.

Théoréme 1.13 Soient (X, d) un espace métrique complet, f et g deuz applications
sl existe k € |0, 1 vérifiant :

d(fz,gy) < Kd(x,y),

pour tout (x,y) € X x X. Alors il existe un point fize commun x* de X tel que :
f@) =g(z") =2

15
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Preuve. Soient xy € X. Définisons

Ton+1 = fxzn
Ton4+2 = GToan+1
d($2n+17$2n+2) = d(f$2mg$2n+1) < Kd ($2m$2n+1) ,Vn eN
S KKd (x2n717x2n)
S Knd (Io,ﬂ?l)
sip>q
d(zp,zq) < d(p,2p1) +d(Tp1,Tp2) + - + d(Tg41,2g)
S Kp_ld (ZEO, ZEl) + Kp—Qd (.To, 131> + -+ qu (xg, I‘l)
p—g—1
< qu(iCo,iCl) Z Kl
i=0

< K (xg,z1) ZKi

=0

1
= q I
K d(xm.fl) <1 — K>
K1

= 1 _Kd(l'o,xl)

Passant a la limite quand ¢ — oo,

alors, d (zp, x,) — 0

Donc on prouve que la suite (22,), .y est une suite de Cauchy dans X converge
vers z € X.

Supposons que z et 2z’ sont deux points fixes de f et g, alors,

d(z,2') =d(fz,g2') < Kd(z,2").

Ce qui est possible si d(z,2') =0, donc z = 2. =
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CHAPITRE 2

THEOREMES DU POINT FIXE COMMUN DANS UN
ESPACE METRIQUE COMPLET

Dans ce chapitre nous avons présenté des théorémes concernant le point fixe
commun. Notre travail sera basé sur deux articles [10] et [22], précisément :

-Un théoréme du point fixe commun pour deux paires d’applications continues
dans un espace métrique complet et nous avons pris un cas particulier pour deux
applications.

-Un théoréme du point fixe commun pour deux applications compatibles de type
(p) dans un espace métrique complet et aussi pour deux paires compatibles de type

(p)-

2.1 Théoréme du point fixe commun pour deux
applications

Théoréme 2.1 Soient (X, d) un espace métrique complet, f et g deux auto-applications
continues dans X s’il existe w € @ tel que :

¢ ={w: R, — Ry est une fonction continue tel que 0 < w(r) < r pour r > 0}

17



2.1. THEOREME DU POINT FIXE COMMUN POUR DEUX APPLICATIONS

satisfaisant

DN | —

d(fr.gy) < max{d(fx,a:%d(gy,y),d(:v,y), (d(fz,y) + d(gy, 7)),

d(fr,z)d(gy,y) d(fz,y)d(gy,z) d(fz,y)d(gy, :v)} (2.1)
1+d(x,y) ~ 1+d(zy) ~ 1+d(fz,gy) ’

(oo {d(,2). dlgy. ). do. ) 5102, ) + dlan. )]

d(fz,)d(gy,y) d(fz,y)d(gy,z) d(fx,y)d(gy,x)})
1+d(z,y) = 14d(z,y) = 1+d(fz,gy) '

~—

Alors f et g admet un unique point fixe commun.

Preuve. Soit 2 un point arbitraire dans X, on peut définir une suite {y, }n>1 telle
que

Yon+1 = nyn et Yon+2 = GYon+1, Vn € N*,

On va démontrer

dp1 < d, —w(d,),¥n € N*. (2.2)

Pour cela en utilisant (2.1) pour tout n € N*, en remplacent = = y9,11 €t ¥y = Yo,
on a

d(fyant1, 9y2n) < max{d(fyani1, Yont1), A(gY2n, Y2n) d (Y2nt1; Yon)

1 d(fy2ns1, Yan+1)d(gY2n: Yon)
~ d 7 i n + d mny mn 29
[d(fy2ni1, Yon) + d(9Y2n, Yoni1)] T+ d(yansr, von)

2

d(fy2n+1,y2n)d(9y2m y2n+1) d(fy2n+17 yzn)d(9y2m y2n+1) }
1 + d(y2n7 y2n+1) ’ 1 + d(fy2n+17 gy2n>

— (w {max d( fyan+1, Yan+1)s A(9Y2n: Y2n), A(Y2n+1, Y2n),

d(fy2n+17 y2n+1>d(gy2n7 y2n)
1 + d(y2n+17 y2n)

d(f?/2n+1,y2n)d(9y2m y2n+1) d(fy2n+17 yzn)d(9y2m y2n+1) })
1 + d(y2n7 y2n+l) 7 1 + d(fy2n+17 ngn)

I

Y

1
) [d(fy2n+17 y2n) + d(gy2m y2n+1)] )
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d(y2n+27 y2n+1) S max {d(y2n+27 y2n+1)7 d<y2n+17 y?n)> d<y2n+17 y2n)>

1 d(y2n+27 y2n+1)d((y2n+17 y2n)
- d n 9 n d n ) n Y
[d(Yon+2, Yon) + d(Yont1, Y2nt1)] 1+ d(Yans1, Yan)

2
d<y2n+27 y?n)d(y2n+la y2n+1) d(y2n+27 y2n)d(yzn+1, y2n+1) }
I+ d(y2n+17 ?/2n) 7 1+ d(y2n+2, y2n+1)

—w (max {d(y2n+2a y2n+1)7 d(yZn—i-la y2n)7 d(y2n+la y2n)7

1 d(y2n+27 y2n+1)d((y2n+17 yzn)
- d n 9 n d n 9 n Y
[ (yz +2, Y2 )+ (yz +15 Y2 +1)] 1 +d(y2n+17y2n)

2
d(y2n+27 yzn)d(yznﬂ, an+1) d(yzn+2, yzn)d(yan, y2n+1) })
1+ d(yon+1, Y2n) 7 1+ d(yon+2, Y2n+1) 7

?

’

dant1dan
[d(y2n+2’ y2n) + O] I u, 0, O}

1
d n+2s Yon < dn ad'rud’ru_
(?Jz +2, Y2 +1) > max{ 2n+1, A2n, A2 9 1+ do,

1 dont1d2n
—w ({dQn—i—la dQna d2n> 5 [d(y2n+27 y2n) + 0] ) ﬁa Oa O}) )

dop+1dan,
[d(y2n+27 y2n+l) + d(y2n+17 y2n)] 3 ﬁa Oa O}

DO | —

d2n+1 S max {d2n+la d2n> d2n7

1 dopt1don
—w d2n+17 don, don, = [d(y2n+2, 3/2n+1) + d(y2n+1, yzn)] ) u; 0,0 )
2 1+ds,

1

5 [dont1 + dan)]

d2n+1d2n
1+ ds,

dopy1 < maX{d2n+1>d2n7

1 d n d n
—w <max {d2n+17 dop, B [dan1 + dan)] ﬁ}> 7

donc
d2n+1 < max {d2n+17 dzn} —w (max {d2n+1, dQn}) ) (2-3)

si dop i1 > dop, Vn € N*, alors implique que
dont1 < dopg1 — w (dony1) 5
ce qui est une contradiction car
W (dan+1) < daps,

on peut démontré que
d2n+1 S dgnﬁn € N*,
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2.1. THEOREME DU POINT FIXE COMMUN POUR DEUX APPLICATIONS

par (2.3)) on a

don+1 < dop — w(day,),Vn € N*,

de méme, nous avons

don, < dop—1 — w(day—1),Vn € N*.

dpiy < dy —w(dy,),Yn € N7,

alors,

f:dn-&-l S idn - zm:w(dn)avn € N*7
n=1 n=1

n=1

Zw<dn) S Zdn - Zdn+17vn S N*,
n=1 n=1 n=1
par conséquent,
> wldy) < di = dyya,¥n € N,
n=1

et on a
dm+1 S dm S dm—l S S dO-

m
Donc d,, 1 est bornée par d, alors E w(d,,) est une série a terme positive bornée

n=1
donc elle est convergente, alors :

lim w(d,) = 0.

n—oo

d, },~1 est une suite non négative décroissante. Cette suite converge vers un certain
n fn>
point p, par la continuité de w on a

w(p) = lim w(d,) =0,
ce qui signifie que p = 0 donc,
lim d,, = 0.

Pour montrer que {y,},>1est une suite de Cauchy, on suppose que {yo, }n>1 n’est
pas une suite de Cauchy, il existe un nomber positif € tel que pour chaque pair entier
2K, il y a méme des entiers 2m(K) et 2n(K) tel que

A(Yom(x) Yon(x)) > € €t 2m(K) > 2n(K) > 2K,
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pour chaque nomber pair entier 2K, soit 2m(K) le plus petit nombre entier positif
dépassant 2n(K) satisfaisant I'inégalité suivante :

d(yzm(K)q, y2n(K)) <eg, d<y2m(K)a yzn(K)) > e

donc pour chaque nomber pair entier 2K

IN

d(Yam(K), Yon(K)) d(Y2n(K)s Yom(K)—2) T A(Y2m(x)—2> Yom(k)—1) + AYam(K)—15 Yom(K))

IN

kh_{& d(Yam(K)s Yon(K)) kh_{glo d(Yon(K)s Yom(K)—2) + kll_{{}lo d(Yam(K)—25 Yam(K)—1) +

]gll—>r£10 d(Yam(K)—1; Yom(K))-
Alors,

€< ;}H& d(Yam(x) Yan(r)) < €,

donc

kh—{{olo d(?JQm(K)? y2n(K)) =g, (24)

d’apres les inégalités triangulaires suivantes

|d(Yan(rc)s Yomz)—1) — AWY2n(c)ys Yom(r))| < d(Wom(r)—1, Yam(x))

| d(Yon(r)+1, Yom(i)-1) — A(Yon(i)s Yom)) | < AYam(i)—1, Yom(i)) + AYon(k)> Y2n(r)+1)

et

|d<y2n(K)+1a y2m(K)) - d(y2n(K)> y2m(K))| < d(yZn(K)7 y2n(K)+1)a

nous démontrons pour ([2.4) et pour chaque nombre pair d’entier 2K que

kh—{go d(an(K)a yZm(K)—l) = khjf)lo d(y2n(K)+lyy2m(K)—1) = kh_{ilo d<y2n(K)+17y2m(K)) =é,
(2.5)
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on utilise (2.1]) on a

IN

d(Yan(x), Yom(K)) d(Yan(i)s Yon(K)+1) T A(Y2n()+1, Yom(K))

IN

don(ry + d( fYon(x)> 9Y2m(K)-1)

IN

dan(rcy + max {d(fyan(i), Yon(r))> A(GY2m(i)-1, Y2m(K) 1)

1

2

d(fl/%(K), y2n(K))d(gy2m(K)—1a y2m(K)—1)
1+ d(Y2m(x)-1, Yon(K))

d(y2m(K)—1, y2n(K)) [d(fyZn(K)a yzm(K)—1) + d(9y2m(K)—1, y2n(K)] )

9

d(fy2n(K)> y2m(K)71)d(gy2m(K)71> y2n(K))
1 + d(Yom(x)—1, Yon(K))

?

d(fYan(i)s Yom()=1) A GY2m(K)—15 Yon(K)) }
1+ d(nyn(K)a gy2m(K)—1)

—w (max {d(fym(K), y2n(K))7 d(ngm(K)—ly y2m(K)—1>>

1
d(Yam(K)—1> Yon(K) ) 3 [d(fY2n(r), Yom(r)-1) + A(GY2m(K) 1, Yon(x) ] »

d(fYan(x)> Yon (i) ) A GY2m(K) 15 Y2m(K) 1)
1+ d(Yom(r)-1, Yon(k))

9

d(fy2n(K)> y2m(K)fl)d(gy2m(K)fl> y2n(K))
1+ d(Yam(r)-1, Yon(K))
d(fYan(i)s Yom(5)—=1) A GY2m(K)—15 Yon(K)) })
1+ d(fy2n(K): gy2m(K)—1) ’

Y
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d(l/2n(K), me(K)) = Inax {d(an(K)+17 an(K))a d(y2m(K)7 y2m(K)—1)7 d(y2m(K)—1; y2n(K)>7
1
2 [d(y2n(K)+1> Yom(K)—1) + A(Y2m(K) y2n(K)] ;
d(y2n(K)+17 y2n(K))d(y2m(K)7 y2m(K)—1)
1 + d(Yom(x)-1, Yon(K)) ’

d(y2n(K)+17 y2m(K)fl)d(y2m(K)a y2n(K))
1+ d(Yam(r)-1, Yon(K))

A(Y2n(K)+1> Yam () —1)A(Y2m(K)s Yon(K)) }
1+ d(Yon(x)+1, Yom(K))

—w (max {d(y2n(K)+17 an(K))a d(y2m(1<), y2m(K)—1)7 d<y2m(K)—17 y2n(K))7

1
B [d(an(K)H, Yom(K)—1) + d(Y2m(K) y2n(K)] ;

d(Y2n ()41 Y2n(K))A(Y2m (k) Yom(K)—1)
1 + d(Yom(x)-1, Yon(K)) ’

d(y2n(K)+17 y2m(K)fl)d(y2m(K)a y2n(K))
L+ d(Yam(r)-1, Yon(K))

d(y2n(K)+17 me(K)—l)d(yzm(K), Yon(K)) })
1+ d(Yon(x)+1, Yom(K)) 7

)

par (2.4) et (2.5) on trouve

< max{0,0,6, e 4,0, ——, =3
IS max s ,6,—6 8, [ ——
- 2 1+ 1+¢
1 g2 g2
— 0,0,e, = 0, ——
w(max{ ) 7672[€+€]7 71+€71+8})7

e < e—w(e),

ce qui implique que w(e) < 0, alors, il y a une contradiction donc {y,},>1 est une
suite de Cauchy, par conséquent {y,},>1 converge vers un point z € X donc

nh—>HOIO fy2n(K) = nh_)nolo Yan(K)+1 = 2.

Supposons que fz # z,
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on pose © = z et y = ys,11 dans (2.1) on trouve

d(fza 2) = d(fzagy%z-i-l)

IN

[d(fza ) y2n+1)+

1
max {d(f'z7 Z)? d(992n+1> y2n+1)7 d(Z, y2n+1)7 5

d(fZ, Z)d(gy2n+17 y2n+1)
1 + d(zv y2n+1)

d(fZ, y2n+1)d(za gy2n+1) d(f»’«’, y2n+1)d(gy2n+17 Z) }
1+ d(z7 y2n+1) 7 I+ d(fz7 gy2n+1)
—w (maX {d(fZ, Z)a d(ng’n-‘rl? y2n+1>a d(Z, y2n+1)a

d(fza Z)d(gy2n+17 y2n+1)
1 + d(Z, y2n+1)

d(qu y2n+1)d<zu y2n+1) d(f% y2n+1)d(gy2n+17 Z) })
L+d(z,y2041)  1+d(fz,9y2n11) ’

d(gy2n+la Z)] 9

Y

1
5 [d(fZ, ) y2n+1) + d(gy2n+1> Z)} s

quand n — oo, on trouve

A(f22) < max{d(fz2),0,0,5 [d(fz ) +0],0,0,0}

w (max{d(fz,z),0,0, % (2, 2) + 0] ,o,o,o}) |
d(fz,2) < d(fzz2)—w(d(fz 2)),

ce qui implique

d(fz,2) <0,
alors il y a une contradiction ce qui donne
z= fz.

Supposons que z # gz
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on pose T = Y, et y = z dans (2.1) on trouve

d(z,92) = d(fym,92)
e { ). 95,2, ).
d(fyan, yon)d(g2, 2)

1+ d<y2m Z)

d(fy2m Z)d(gza y2n) d(fy2n7 z)d(gz, y2n) }
L+d(yan,2) " 1+d(fyan, 92)

—w (max {d(fyzn, y2n), d(92, 2), d(2, yan),
d(fyon, Y2n)d(gz, 2)

IN

I

(92, yan)]

b

& [0, 2) + (92, )],

1 + d(ygn, Z)
d(fy2n7 Z)d(gza y2n) d(fy2n7 Z)d(gzv y2n) })
L+d(yan,z) " 1+d(fy2n, 92) ’

quand n — o0, on trouve

1
d(z,9z) < max{0,d(gz,2),0,5[0+d(gz2)],0,0,0}

—w (max {0, d(g2,2),0, % 0+ d(g2,2)],0,0, o})
d(z,92) < d(z,92) —w(d(z,97)),

ce qui implique
d(z,92) <0,

alors il y a une contradiction ce qui donne
z = gz.

Donc
z2=gz= fz,

alors, z est une point fixe commun de f et g. m

2.2 Théoréme du point fixe commun pour quatre
applications

Théoréme 2.2 [10)] Soient (X,d) un espace métrique complet, f,g,h et T quatre
applications continues dans X satisfaisant :
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APPLICATIONS

(i) ft =tf, gh = hg,
(1) f(X) S h(X) et g(X) Ct(X)
Si existe w € ® tel que

b= {w : R, — R, est une fonction continue tel que 0 < w (r) < r pour tout r € Ri}

satisfaisant

d(fz,gy)

max {d (fz,tx),d (gy, hy),d (hy,tz),

1 d(fz,tx)d(gy, hy)
§[d(fw7hy)+d(gy7tx)]7 T+ d (g tz)

d(fz, hy)d(gy,tz) d(fz, hy)d(gy,tz) }
1+d(hy,tz) = 1+d(fz,gy)

—w (max {d (fx,tx),d(gy, hy),d (hy,tx),
2l hy) + d gy ), LI L9 )

IN

1+ d(hy,tx)
d(fx,hy)d(gy,tx) d(fz,hy)d(gy,tr) })
1+d(hy,tz) = 1+d(fz,gy) '

Alors f,g,h et T admet un unique point fixe commun

Preuve. Soit o un point arbitraire dans X, d’aprés la propriété (ii) du théoréme,
on peut définir deux suites {Yn}, >, €t {Tn}, >, telle que :

Yont1 = foon = W1, V0 €N,
et

Yon = gTon—1 = t$2n,vn c N*.

On va démontrer

dpiy < dy — W (dy), V0 > 1. (2.7)

Pour cela en utilisant (2.6) pour tout n € N*,en remplacent = = x4, et y = Tapy1,
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on a

doypy1 = d (y2n+1,y2n+z) =d (f$2n79$2n+1)
max {d (fx2n> tx2n) ; d (gx2n+l> hx2n+1) ) d (h$2n+1a tw?n) )
1 d (fl‘2m thn) d (gx2n+17 h$2n+1)
5 [d (fron, htont1) + d (9T2n+1, tTa,)] 1+ d (Ihamse, t22m) )
d (fron, htont1) d(gTont1, tTon) d(fTon, htont1) d(9Toni1, tT2n) }

1+ d(hxoptt, txe,) 7 1+ d(fron, gTani1)
—w (max {d (fxa,, tra) , d (9Tont1, htont1) , d (hroni1, txay,),
1 d (f332n, mzn) d (9$2n+1, h372n+1)
. ns h n d n 7t n)l» 9
9 [d (ffl?2 4y +1) + (9332 +1, L2 )] 1 +d(hx2n+1,tx2n)
d(fron, htont1) d(gxont1, tron) d(fTon, htont1) d(9Toni1, tT2n) })

1 + d (hl‘2n+17 thn) ’ 1 + d (fx2n7 gx2n+1) ’

IN

dont1 < max{d (Yan+1,Y2n) » d (Y2nt2; Y2nt1) » d (Yons1, Yon) 5

1 d (Y2nt1, Yon) d (Yon+2, Yont1)

- d n 9 n d n 9 n 9

2 [ Wont1, Yon41) + d (Yons2, Yon) 14+ d (Y2n+1, Yon)

d (y2n+17 y2n+1) d (y2n+2a y2n) d (y2n+17 y2n+1> d (y2n+27 y2n+1) }
1+ d (y2n+1, Y2n) ’ 1+ d (y2n+1, Yon+t2)

—w (max {d (Yant1, Y2n) , d (Y2n12, Yont1) s d (Y2nt1, Yon)

1 d (Y2n+1, Y2n) d (Y2n+2, Yon+1)

- d n 9 n d mn 9 n 9

2 [ <y2 +1, Y2 +1) * <y2 +2: Y2 )] 1 + d (y2n+17 y2n)

d (y2n+17 y2n+l) d (y2n+2; yzn) d (y2n+1, y2n+1) d (y2n+2, y2n+1) }>

)

Y

1+ d (Yan+1, Y2n) 7 1 +d (Y2n+15 Y2nt2)
1 dopdoy,
d2n+1 < max {d2n7 d2n+1; day,, 5 [0 +d (y2n+2, Z/2n)] ) 12—1——2d;;1’ 0, O} )
1 donday,
—w (max {d2n7 d2n+1> dap, 5 [0 +d (y2n+2, y2n)] ) 12—1——2d;;17 0, 0}) >
donc
don+1 < max {day, dop+1} — w (max {day, dant1}), (2.8)
parce que

d2n < d2n +1

d2n 1
1+dy, —
d2n+ld2n
—— < dypyq-
1 + d2n ~ 2n+1
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Si dapy1 > dop,¥n € N* alors (2.8)) implique que
dony1 < dony1 — W (dany1),

ce qui est une contradiction car :

w (dapt1) < dony1,

on peut démontré que
d2n+1 < dgn,Vn € N*,

Par (2.8) on a :

d2n+1 S dgn —w (d2n> ,Vn € N*,

de méme, nous avons
dap < dop—1 — w (dan—1) ,Vn € N*.

On a
dpi1 < d, —w(d,),Vn € N*,

alors,

Zm:dnJrl S Zm:dn - Zm:w<dn) 7vn € N*,
n=1 n=1 n=1

m

w (dn) S f: dn - idn-l-l;vn S N*v
n=1

n=1 n=1

par conséquent,
m

Y w(dy) < di = dpi1 Y € N,
n=1
et on a
1 < dyy < dpq <. Zod.

donc dy11 est bornée par dy, alors Y " w(d,) est une série a terme positive
bornée donc elle est convergente,
alors :

lim w(d,) = 0.

n—oo

puisque {d,}, -, est une suite non négative décroissante, cette suit converge vers
un certain point p.
Par la continuité de w on a

ce qui signifie que p =0,
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donc,
lim d,, = 0.
Pour montrer que {yn}n21 est une suite de Cauchy, il suffit de montrer que
{Y2n},>, est une suite de Cauchy,
on suppose que {ygn}n21 n’est pas une suite de Cauchy,
il existe un nombre positif € tel que pour chaque nombre pair entier 2k, soit
2m (k) le plus petit entier positif dépassant 2n (k) satisfaisant l'inégalité suivante

d (Yam), Yon(y) > €, 2m (k) > 2n (k) > 2k,

pour chaque nombre pair entier 2k, soit 2m (k) le plus petit nombre entier positif
dépassant 2n (k) satisfaisant l'inégalité suivante :

d (yzm(k)—z, y2n(k)) <e,d (y2m(k), yzn(k)) > €, (2.9)

alors, pour chaque nombre pair entier 2k, d’aprés [inégalité triangulaire on
trouve :

d (Yamm), Yonky) < d (Yo, Yomy—2) + d (Yom)—2 Yome)—1) + d (Yome)—15 Yomk)) »
klggo d (Yamm)> Yon(ry) < klligo d (Yan(k)s Yom(ky—2) + khjf)lo d (Yam(k)—2, Yoy —1) + khj{.lo d (Yam(k)-1, Y2m(
alors,
e<d <y2m(k)> y2n(k)) <d (y2m(k)72, y2n(k)) <eg,
donc

kll—>I£lo d (y2m(k)7 y2n(k)) =&, (2-10)

d"aprés les inégalités triangulaires suivantes
| d (Yonk), Yom@e)—1) — & (Y2ni), Yomr)) |< d (Yomp)—1, Yom(r)) »

| d (Yan()+1, Y2mk)—1) — d (Y2n(e)s Y2m)) 1< d (Y2 -1, Y2mw)) + d (Yon(k)s Yon(r)+1)

et
| d (Yan(k)1s Yom@y) — & (Y2n()> Yom)) 1< d (Y2n(e)s Yoniiy+1) »

nous démontrons pour (2.10) et pour chaque nombre pair d"entier 2K que
]}1_{1010 d <y2n(k)> y2m(k)71> = ]}1_{1010 d <y2n(k)+1a y2m(k)71) = ]}LITOIO d <y2n(k)+17 yZm(k)) =g,
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on utilise (2.6)) on a

d (an(k:); Yon(y+1) + d (y2n(k)+17 Yom(k))
d2n + max {d (f932n (k) tl"zn(k)) d (9%2m(k)—1, RTamm)-1) »

1
5 [ (fffzn (k)> NT2m k)—l) +
2

d (me(k)7 y2n(k))

IA A IA

d (h$2m(k:)—1, tx2n(k)) ;
(f$2n s Won(k )) d (9$2m( ~1 hx2m(k)71)
} 14+d (hl'gm k)—1, tTon(k ))

d (fiUzn s W om (k) — 1) d <g$2m (k)—1 tfﬁzn(k))

1+d (hxzn(k —1, tTon@ ))
d (fzan()> htamm-1) d (9Z2mm)-1, tZank))

1+d (f@n( » 9Tom(k)—1 ) }
—w (max {d (f2n(k), t2n(r)) + d (9T2m(0) -1, h2mr)-1) -

d (ngm 17t$2n ) )

)

Y

1
d (W am()—1, tTanw) ) » 3 [d (f2an0k), hoamp-1) +
] d (f2nmy: tr2nm)) d (9T2mm) -1, PT2m()-1)
1+ d (h@am)-1, tT2n(k))
d (fzan(), htamm-1) d (9Z2mm) -1, tZank))
1+d (hl’Qm(k —1 tl‘gn( ))

d (fronmy: Mm@ -1) d (9T2mk)—1, T2n(k))
1+ d (fTan(r)s 9T2m(k)-1) ’

Y

d (g$2m (k)— 17t332n ) )

Y
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d (y2m(k)7 an(k)) = Inax {d (an(k)+1a y2n(k)) N (an(k)—ly y2m(k)) )
1

d (y2m(k)717 yzn(k)) ) [d (y2n(k)+17 yzm(k)q) +

d (y2n(k)+17 y2n(k)) d (y2m(k)7 y2m(k)—1)
14 d (Yam) -1, Y2n(k) )

d (Yan(e)+15 Yom@k)—1) d (Yom(k)s Yon(e) )
1+d (me(k)fla y2n(k))

d (Yan(e)+15 Yom@k)—1) d (Yo2m(k)s Yon(e) )
1+d (y2n(k:)+17 y2m(k))

)

W (max {d (yzn(k)—f—l; Yon(k)

1
d (y2m(k)—1> y2n(k)) ) 5 [d (y2n(k)+1> y2m(k:)—1) +

d (me(k)7 yZn(k))] )

?

Y

o (Yon(k)—1, Yom() )

d (Yan(e)+15 Yon(k)) & (Y2 Yamie—1)
1+d (y2m(k)—1> y2n(k))

d (Yan(e)+15 Yom@k)—1) d (Yom(k)s Yons) )
1+d (y2m(k)—17 y2n(k))

d (Yan(e)+15 Yom@k)—1) d (Yom(k)s Yon) ) })
1+ d (Yonk)+1, Yomie) ) ’

d (yzm(k), Z/%(k))] g

Y

bl

quand k — oo, alors

g2 g2 g2 g2
e < max<0,0,e,¢,0, —, —w |max<0,0,,¢,0, —, ,
1+ 1+¢ 14+e 1+¢

e < e—w(e),

ce qui implique w () < 0, alors une contradiction, donc {y,},~, est une suite de
Cauchy par conséquent {y, },~, converge vers un point z € X donc :

lim fxo, = lim hxe, 1 = lim gxo,,1 = lim tx,, = 2.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Par la continuité de h, f,t et g, et la propriété (i), nous concluons que pour tout
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neN

d(tfron, hgtomi1) = d(ftxe,, ghtoni1)
max {d (ftxop, ttxay,) , d (ghroni1, hhae, 1),

IN

1
d (hhwoni1, ttray,), 3 [d (ftzon, hhag, 1) +

d (ftaon, ttxs,) d(ghra, 1, hhro, iy
d (ghxani1, ttaa,)] : 14+d (}1h$(2n+17 ttran,) )
d (ftzon, hhaani1) d (ghrani, ttaa,)
1+ d(hhxop 1, ttxs,)
d (ftxon, hhaon1) d (ghTony1, ttae,) }
1+ d(ftxon, ghroni1)
—w (max {d (ftzay,, ttra,) , d (ghxen i1, hha, 1),

b

)

d (hhxon i1, ttxoy,) % [d (ftazon, hhTanst) +

(ghea,in, o)), 2 e O Pl

d (ftron, hhaon 1) d (ghxeni1, ttray,)
1+d (hhx2n+1, ttx2n>

d (ftxon, hhxoni1) d (ghrani1, ttas,)
14+d (ftiL’Qn, gh$2n+1) }) )

Y

)

quand n — oo, alors

1
d(tz,hz) < max {d (tz,tz),d (hz,hz),d(hz,tz), 5 [d(tz,hz) +d(hz,tz)],

d(tz,tz)d (hz,hz) d(tz,hz)d(hz,tz) d(tz,hz)d(hz,tz2)
1+d(hz,tz) = 1+4+d(hz,tz) =~ 14d(tz, h2)

—w (max {d (tz,tz),d (hz, hz),d(hz,tz), % [d(tz,hz) +d(hz,tz)],

d(tz,tz)d(hz,hz) d(tz,hz)d (hz,tz) d(tz,hz)d(hz,tz)
14+d(hz,tz) = 1+d(hz,tz) = 1+4+d(tz, hz) ’

hz,tz) d(tz,hz)d(hz,t
d(tz,hz) < max{070>d(hz,tz),d(hz,tz)707d(tz’hz)d( z,tz) d(tz,hz)d(hz, z)}

14+d(hz,tz) = 1+d(tz, hz)

d(tz,hz)d (hz,tz) d(tz,hz)d(hz,t

1+d(hz,tz) = 14d(tz, hz)
d(tz,hz) < d(tz,hz) — W (d(tz, hz)),

ce qui 1mplique
d(tz,hz) <0,

32



CHAPITRE 2. THEOREMES DU POINT FIXE COMMUN DANS UN ESPACE
METRIQUE COMPLET

alors, il y a une contradiction qui donne tz = hz.
On a aussi

d (tf$2n7 h9$2n+1) =d (ftl'Qna ghx2n+1) 7vn € N;

quand n — oo, nous avons immédiatement d(fz,gz) = d(hz,tz).
Donc fz = gz.
1l en résulte de (12.6))

d (f-r2m hgx2n+1) = d (fJ;Qn’ gthn—H)
max {d (fona tx2n) ) d (ghx2n+17 hh$2n+1) )

1
d (hhxaniq, txoe,) , B [d (fxan, hhaont1) +

d (f$2m tl‘zn) d (ghxan, hh$2n+1)
1+ d (hhx2n+]_, tf]?gn) ’
d (fan, hhaoni1) d (ghzan 1, tray,)
1+ d (hh$2n+1, tﬂ?gn) ’
d (fxon, hhoni1) d (ghxantt, tray) }
1+ d(fron, ghtoni1)
—w (max {d (fxa,, tra) ,d (ghroni1, Rhooni1),
1
d (hhxoni1,txay,) 3 [d (fron, hhaoni1) +
d (fxon, tran) d (ghxons1, Rhaoni1)
1+ d (hhzontr, teg,) ’
d (fxon, hhtoni1) d (ghxantt, tran)
1+ d (hh$2n+1, tl'Qn) ’

d (f*rQna hthn—&—l) d (gh$2n+l7 thn) })
1+ d(fron, ghwani1) 7

IN

d (gthn—&—l? tx2n)] 9

d (gh:EQn—&—l, tIQn)] ’

quand n — oo, nous obtenons cela

% [d(z,hz) +d(hz, 2)],
d(z,z)d(hz,hz) d(z,hz)d(hz,z) d(z,hz)d(hz, z)}
14+d(hz,z) = 1+d(hz,z) = 14d(z, hz)

d(z,hz) < max {d (2,2),d(hz,hz),d(hz, 2),

—w (max {d (2,2),d(hz,hz),d(hz, 2), % [d (2, hz) +d(hz,2)],

d(z,z)d(hz,hz) d(z,hz)d(hz,z) d(z, hz)d(hz,z)})
1+d(hz,z) = 14d(hz,2) = 1+d(z,h2) ’
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d(z,hz) < maX{0,0,d(hz,z),d(hz,z),0’d(z’hz)d(hz’z) d(z,hz)d(hz,z)}

1+d(hz,z) = 1+d(z h2)

d(z,hz)d (hz,z) d(z,hz)d (hz,z)
—w (maX{0,0,d(hz,z) ,d(hz,2),0, T+d{hzz)  1+d(zhe) }) ,

d(z,hz) < d(z,hz) =W (d(z,hz)),

ce qui implique
d(z,hz) <0,

alors, il y a une contradiction qui donne z = hz.
Pour cela (2.6), nous déduisons que

d(ff@m 9$2n+1) < max {d (ff$2n, tfon) ,d (9I2n+1, h$2n+1) )
1
d (h$2n+1, thQn) ) 5 [d (ffl'2m h$2n+1) +

d(f fron,tfrom)d(92ons1, honi1)
1+ d(hzani1,txe,)
d (ffl’gn, hﬂ?gn_H) d (gh£2n+1, tt$2n>
1+ d(hzany, tfran,) ’
d (f fron, hvani1) d (gTan i1, tT2,) }
L+d(ffron, g9Tons1)
—w (max {d (f fron, tfra,),d (gxoni1, hrani1),

1
d (hxoni1,tfon), B [d (f fran, haoni) +

d (f fron, tfren) d (9T2nt1, hvoni1)
1+ d(hzopi1, txe,)
d (f fron, hani1) d (gheoni1, ttao,)
1+ d(hzony, tfran,) ’
d (f fon, hvoni1) d (gTany1, tT2,) })
L+d(ffron, 9T2ns1) ’

d (gx2n+1> tfon)] )

Y

d (gx2n+17 tfon)] )

’

quand n — oo on trouve

d(fz,2) < max{d(fz,fz),d(z,z),d(z,fz),%[d(fz,z)—l—d(z,fz)],

d(fz, f2)d(z,2) d(fz,z2)d(z, fz) d(fz,z)d(z,fz)}
1+d(z fz) = 1+4d(zf2) = 1+d(fz2)

1
-W (max {d(fz,fz) d(z,2),d(z, f2), 5 d(fz,2)+d(z, f2)],

d(fz f2)d(zz2) d(fz2)d(z f?) d(fz,z)d(z,fz)})
1+d(z,f2) = 1+4d(z,f2) = 14+d(fz2) ’
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d(fz,z) < max{O,O,d(z,fz)7d(z7fz)707d(fz>z>d(z,f2’) d(fZ,z)d(z,fz)}

1+d(z fz) = 1+d(fz2)
(fz,2)d(z, fz) d(fz,2)d(z, fz)})
L+d(z fz) = 1+d(fz2) ’

—w (max {0,0,d(z,fz) ,d(z, f2),0, d
d(Z,fZ) < d(Z,fZ) _w(d<z>fz))7
ce qui implique
d(z, fz) <0,

alors, il y a une contradiction, ce qui donne z = fz.
Donc
2= fz=g9gz=1tz=hz.

Alors, z est une point fize commun de f,g,h ett. m

2.3 Théoréme du point fixe commun pour deux
applications compatibles de type (P)

Théoréme 2.3 [22] Soient (X, d) un espace métrique complet, A et B deux appli-
cations dans X satisfaisant la condition suivante :

d(Az,By) < ®(max{d(z,y),d(x,Ax),d(y, By)
% [d(z, By) +d (y, Ax)] }) (2.11)

pour tout x,y € X, ® (t) : Ry — R, une fonction non décroissante et semi continue
supérieurement et ® (t) <t pour tout t > 0.

Alors A et B admet un point fize commun dans X.
Preuve. Soit xoy un point arbitraire dans X, on peut définir une suite {a:n}n21 dans
X telle que

Top—1 = Aﬂlgn,Q et Loy = B.’L‘ang,vn e N*.
Pour démontrer
dn S (I) (dn—l)
En utilisant (2.11)) pour tout n € N*, en remplacent x =y = x9, 2 on a :

doyp—1 = d ($2n, 1U2n—1) =d (A$2n—27 B$2n—2)
< @ (max{d (ron—2, Tan—2) ,d (Tan—2, ATay—2) , d (T2n—2, Bron_2)

1
5 [d (22n—2, Bxon—2) + d (22,2, A$2n—2)]})

® (max {d (ron—2, Ton—2) , d (Tan—2, Tan—1) , d (Tan—2, Tap)

3 o)+ d oo ).

IN

2
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don—1 < @ (max{d(xen—2,Ton—2),d(T2n—2,Ton-1),

1
d ($2n—2, $2n—1) +d (510271—1, $2n) ) 5 [d ($2n—17 $2n)]}>

IA

1
P (max {0, don—2,don—o + dop—1, §d2n—1 })
< & (max {d2n—2 + d2n—l}) )

on a :
don—2 < max {dz, o, don1}
et
dan—1 < max {dan—2,d2p1},
donc
don—2 + dop—1 < 2max {day—2, dan-1} ,
alors,

don—1 < ® (max {da,—2,d2n—1})

st doy_1 > doy_9, pour tout n € N,
alors,
don—1 < ® (dop—1) < don—1

donc une contradiction.
On peut démontrer que ds, < da,_1, pour tout n € N, donc

don < @ (dop—1) < dap—1-

Par conséquent, d,, .1 < d,,, pour tout n € N, car {d,} est une suite décroissante,
et converge vers 0 quand n — oo donc

lim d,, = 0.

n—oo

pour montrer que {x,}, -, est une suite de Cauchy,

On suppose que {x2n}n>; n’est pas une suite de Cauchy. Il existe donc un nombre
positif €, tel que pour chaque nombre pair entier 2k, il y’a deux entiers 2m (k) et
2n (k) tel que :

d (xgm(k),azgn(k)) >¢g,2m (k) > 2n (k) > 2 (k), (2.12)

pour chaque nombre pair entier 2k, soit 2m (k) le plus petit nombre entier positif
dépassant 2n (k)

d (Tamw)—2: Tan(k)) < &,d (Tam), Tan()) > €,
alors pour chaque nombre pair entier 2k, et d’aprés ['inégalité triangulaire on trouve :

d (Zam(ky Tank)) < d (Tan@), Tamm—2) + d (T2me)—22 Tame)—1) + d (Tamk)—1, Tam(r)) -

36



CHAPITRE 2. THEOREMES DU POINT FIXE COMMUN DANS UN ESPACE
METRIQUE COMPLET

Pour cela , lim, .o d, = 0 et [inégalité précédente en déduit quand k — oo
que
e < d (Tamk)s Tangy) < d (Tam(r)—2: Tan(ry) < &,
donc
lim d (J:Qm(k), xgn(k)) = E. (2.13)

k—o0
D"aprés les inégalités triangulaire suivantes

| d (22m(k)—2, Tan)—2) — d (Tan(ky, Tamiy) |< d (T2m)—2, Tam)) + d (T2n(e)—2; T2n(k))

| d (I2m(k:)72; $2n(k)) —d ($2n(k), 5172m(k)) |§ d ($2m(k)72a 902m(k))
et

| d (T2n(k)—2, Tam)—1) — d (Tan(k)y Tam)) 1< d (Tanm)—2: Tanw)) +d (T2m)—1, Tamw) ) »
nous démontrons pour (2.13) et pour chaque nombre paire entier 2K que

]}1_{1&10 d (Tam(k)—2, Tan(k)—2) = ljl_)ﬂélo d (Tam(k)—2, Tan)) = I}g& d (Tan()—2, Tam(k)—1) = €.

En utilise , on a
d (Zamm)s Tanky) < A (Tam@)—1, Tam@ky) + & (Tam)—1, T2n(k))
< dompy—1 + d (Ao —2, BTom)—2)
< dampy—1 + ® (max {d (zamm)—2, Tanr)—2) » d (T2m(k)—2, ATam)—2) ,

1
d (Zan()—2, BTan(r)—2) '3 [d (22m()—2, BTan—2) + d (Tan)—2, ATam)—2) ] })
= & (max {d (me(k)f% x2n(k)72) ,d (:L‘2m(k)f27 $2m(k:)71) )

1
5 [d (22m()-2, Tan)) + d (T2nm)—2, Tamp)-1) ] }) :

o (max 00,1 +.4)

e < ®(e),

d (l’zn(k)an 372n(k)) )

quand k — oo, alors,

IN

3

Ce qui tmplique la contradiction donc {x,},~, est une suite de Cauchy.
Par conséquent {x,},-, converge vers un point z € X par la completude de X,
donc -
Jim Ay = lim Bz, = =

En utilisant (2.11)) et remplacent © = Axo,_o, Yy = Top_o. pour tout n € N
d(AAz9,—9, Broy—3) < & (max{d(Axs,_2,Ton—2),d (ATon_2, AATs, ),

1
d (x2n—2, Bron_2) , 5 [d (Axop—2, Bxay_2) + d (z2,—2, AAHT%M}) )
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quand n — oo, alors,

d(Az,z) < @ (max {d (2,2),d(z,Az),d(z,2), % [d(z,z)+ d(z,Az)]})
< @ (max {o, d (2 A2) 0, % 0+d(z, Az)]}) ,

par la semi continuité supérieure de ® (t), si z # Az, nous avons

d(Az,z) < ®(d(z,Az2)) < d(z, Az)

ce qui implique la contradiction et ainsi z = Az,
par (2.11) et © = x9,_2, y = Bxg,_o, pour tout n € N

d (A$2n—2, BBfL’zn—z) < ¢ (max {d (96271—2, B$2n—2) ,d (:L‘Qn—Qa AxQn—Q) )
1
d (Bxan—2, BBxa, o), B [d (29n—2, BBXg,—2) +
d (Bx2n—27 Ax2n—2) ) ]}) )

quand n — oo, donc
d(z,Bz) < & (max {d(z, 2),d(z,2),d(z,Bz), % [d(z,Bz) +d(z, z)]})
< P <max {0,0,d(z,Bz) : % [d(z, Bz) + O]}) :
par la semi continuité supérieure de ® (t), si z # Bz, nous avons
d(z,Bz) < ®(d(z,Bz)) <d(z Bz),
ce qui implique la contradiction et ainsi z = Bz. Alors,
Az = Bz =z,

donc les deux fonctions A et B admet un point fixe commun dans X. m

2.4 Théoréme du point fixe commun pour quatre
applications compatibles de type (P)
Théoréme 2.4 [22] Soient (X, d) est un espace métrique complet et A, B, S et T des

applications de X dans lui-méme, supposons que S et T deux applications continues

satisfaisant les conditions suivantes :
(1) A(X) CcT(X) et B(X) C S(X),
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(1) les paires {A, S} et {B, T} sont compatibles de type (p),

[d(Sz, By) + d(Ty, Ax)] }>

(2.14)
pour tout x,y € X, ou ® : R, — R, est une fonction non décroissante et semi
continue supérieurement et ®(t) <t pour tout t > 0,
Alors A, B, S et T admet un point fire commun unique en X.

d(Az,By) < ® (max {d(S:U,Ty), d(Sz, Az),d(Ty, By),%

Preuve. Soit xy un point arbitraire de X, par la propriété (i) du théoréme, on peut
choisir deux suites {z, },en €t {yn fnen dans X telle que

Yon—1 = TTon 1 = ATg, 5 €t Yo, = ST2, = Brg, 1,Vn € N. (2.15)

On pose
dp = d (Yn, Yns1),Vn € N.

En utilisant (2.14]) pour tout n € N, en remplacent = x,, et y = x5,_j0n trouve

d2n - d(y2n+1a y2n) - d(AxQna BxQn—l)
< (q> max {d(5$2n, T$2n71)7 d(5$2n, Aﬂ?Qn); d(T:UQn*l’ B$2n71>7

1
5 [d(Sx?m Bm2n—1) + d(TxQn—h Am2n>] }) )

d (y2n+17 an) S (b (maX {d(y2n7 y2n—1)7 d(y2n7 y2n+1)7 d(an—la y2n)7 }
1
5 [d(y2n7 an) + d(an—h y?n-‘rl)] })

1
S o (maX {d2n17 d2n7 d2n717 a [0 + d(yanla y2n+1)] }) )

2
on a
d(Yon—1,Yont+1) < d(Yon—1,Y2n) + A(Y2n, Y2n+1)
< dop—1 + dap,
donc )
doy, < P (max {din, day, dop—1, 5 [don + d%l]}) ) (2.16)

si dyy, > day,—1, pour tout n € N, alors (2.16)) assure que da, < ® (dy,) < da, ce qui
est une contradiction par la définition de semi continue supérieurement.
On peut démontrer que ds, < ds,_1, pour tout n € N,

donc
don < @ (dop—1) < dap—1.
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Par conséquent d,,,1 < d,,, pour tout n € N, car {d,} est une suite décroissante, qui
converge vers 0 quand n — oo donc

lim d,, = 0.

n—o0

Pour montrer que {y,},>1 est une suite de Cauchy. Supposons que {ys,} n’est
pas suite de Cauchy. Il existe un nombre positif € pour chaque nombre pair entier
2K, il y a deux nombres pairs entiers 2m(K) et 2n(K) tel que :

d(Yom(rc), Yan(x)) > €, 2m(K) > 2n(K),

pour chaque nombre pair entier 2K, soit 2m (K') I'entier dépassant 2n(K) satisfaisant
I'inégalité suivante :

d(Yom(K)—2, Yon(K)) < €, A(Yom (k) Yon(k)) > €,

alors, pour chaque nombre paire entier 2K, et d’apres l'inégalité triangulaire on
trouve :

d(yzn(K) Yom(K)— 2) + d(yzm(K) 2, Yom(K)— ) + d<y2m lay2m(K)>
kliff)lo d(Yan(K), Yom(Kx)—2) + kll_{{)lo d(Yom(r)—2> Yom(K)—1) + kll_{{)lo d(Yam(K)-15 Y2m

d(me(K)> y2n(K))
l}LIgO A(Y2m(x), Yon(r))

ININA

A\

€ A(Y2m(x)s Yon(x)) < A(Y2n(x)s Yomx)—2) < €,

donc
lim d(yZm K) Yon(K) = &,

k—oo

par les inégalités triangulaires, nous déduisons pour chaque nombre pair entier 2K

| d(Yan(rc)s Yomr)-1) — Aoy Yom(r))| < dYam(i)—2, Yom(r)—1)
|\ d(Yan(rc)+1, Y2m()-1) — AW2n(r)s Vo)) | < AWam(r)—15 Yom(x)) + A(Yon(i): Yon(r)+1)

et
| d(Yan(r)+1, Y2m)) — AWom(r)s Y2n(r))| < A(Yon(ic)s Yom(r)+1),
que
d(Yon(k), Yom(x)—1) < d(2n(x)s Yom(r)) + A(Yom ()2, Yom(K)—-1)
1im d(an(K), Yom(K)-1) < ]}1_{210 d(2n(x)s Yom(i)) + kll_{rolo d(Yam(K)—2> Yom(K)—1)
hm d<y2n » Yom(K)— 1) = &,
et

d(Y2n(k)s Yom(k)) + AYom (k) =15 Yom(i)) + A(Y2n(k)s Yon(K)+1)
lim d lim d _ lim d
kl_{]go (an(K)7y2m(K)) + kl_{glo (yzm(K) 17y2m(K)) + kl_{lglo (y2n(K)7y2n(K)

d(y2n(K)+17 y2m(K)71)
lim d _
m (Yon(K)+1> Yam(K)—1)

ININA

/}l_{go d(Yan(K)+1, Yam(K)—1) &
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et
d(an(K)—Ha y2m(K)) < d(y2m(K)7 y2n(K)) + d(g/Zn(K)a y2m(K)+1)
]}gﬁlo A(Yon(K)+1, Yom(K)) < klgglo d(Yom(K), Yon(K)) + ]}LIEO d(Yon(K)> Yom(K)+1)
]}1_{{)10 d(y2n(K)+17 y2m(K)) = &
donc

1}520 d(Yan(K)s Yom(K)-1) = ;}520 A(Yon(K)+1> Yam(K)—1) = ’}LIIOlo d(Yan(K)+15 Yom(K)) = €.

Pour cela (2.14]), nous obtenons la suite :

d(Yan(r)s Yom(x)) < A(Yon(k)s Yon(x)+1) + A(Yon(x)+15 Yom (k)

< d(Avon(ky, Bromr)-1)

< (@ {max d(Szan(x), TTom(r)-1), d(STan(i), ATon(i))s A(TTom(rc)—1, BTom(r)-1),
1
3 [d(S@on(x), Bram(x)-1) + A(TTom(rc)—1, Aan(rc))] })

< (@ {max d(yan(r)s Yom(x)-1)s AY2n(x)s Y2n(r)—1)> AY2m(r) 15 Yom(K) )
1
5 [d(y2n(K)> yzm(K)q), d(yzm(K)A, y2n(K))} }) )

3

IN

1
d(¢,0,0, 5 e +¢])

e < Pe) <e,

d’apres la définition de semi continue supérieurement de ®(¢), on trouve la contra-
diction, alors {y, },>1 est une suite de Cauchy, par conséquent {y, },>1 converge vers
un point z € X donc

lim Twonk)—1 = lim Azonxy = lim Sxoy k) = im Bro,(g)—1 = 2.

n—oo n—oo n—oo n—oo

Car {A, S} et {B,T} sont compatibles de type (p), il en résulte de la continuité de
S et T d’apres (2.14) et la proposition (1.9), on trouve :

Tys, — Tz, Bys, = BBry,_1 — Tz, (2.17)
Syomm—1 — Sz, Aysn_1 = AAxg, 9 — Sz,

donc
lim Sz, = 2,

n—oo
et par la continuité
lim Tz, =Tz,

n—0o0
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et on a Sxy, = Y2, donc

lim Tys, = Tz,
et

lim yon11 = 2,

donc

lim Syop1 = Sz,
{A, S} compatibles de type (p), alors,

lim AAZL‘Qn_g = Aan_l = SZ,

n—oo

{B,T} compatibles de type (p), alors,
lim BBZL’Qn_l = Bygn = TZ,

n—o0

quand n — oo par (2.14) et (2.15)) on trouve
d(AyZn—b Ban) S (D(max{d(San—la Ty2n)7 d(Sy2n—17 Aan—l)a d(TyQTw By2n)7
1
B [d(SY2n—1, Byan) + d(Ty2n, Ayan—1)]}),

par la semi continue supérieurement de ®(t), (2.15) et (2.17))

d(Sz,Tz) < & (max) {d(Sz,Tz), d(Sz,8z2),d(Tz,Tz), % [d(Sz,Tz) + d(Sz, Tz))]}
< & (max{d(Sz,T%),0,0,d(Sz,Tz)}),
d(Sz,Tz) < ®(d(Sz,Tz)) <d(Sz,T=z),

ce qui est une contradiction donc Sz = T'z.de méme (2.14) et (2.15) et (2.17) et la
semi continue supérieurement de ®, on obtient Sz = Bz et Tz = Az nous avons

donc
Az=Bz=Sz=Tx. (2.18)

Montrons que Bz = z, supposons que Bz # z d’apres et , nous avons :
d(Azy,, Bz) < ® (max {d(ngn, Tz),d(Sxe, Axay),d(Tz, Bz), % [d(Sxap, Bz) + d(T'z, Azay,)] }) :
quand n — oo

d(z,Bz) < ® (max {d(z, Tz),d(z,2),d(Tz, Bz), % [d(z,Bz) + d(Tz, z)]}> ,

{B, T} compatibles de type (p) donc
alors, une contradiction, par conséquent Bz = z et par (2.18), on résult

Az=Bz=Tz= 5z =z,

alors, z est une point fixe commun de A, B,SetT. m
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CHAPITRE 3

APPLICATION SUR LA PROGRAMATION
DYNAMIQUE

Ce chapitre concerne certaines applications. On va appliquer les théorémes (2.2)
et (2.4) pour garantir 'existence et I'unicité de la solution commune des systémes
des équations fonctionnelles qui apparaissent dans le domaine de la programmation
dynamique.

Nous savons bien que les problémes d’existence et d’unicité des solutions de
diverses équations fonctionnelles découlant de la programmation dynamique ont
un intérét théoriques et pratiques. On savait que Bellman [2] a étudié en premier
temps D'existence de solution pour certaines type d’équations fonctionnelles dés la
programmation dynamique et il a amélioré avec Lee [3] que la forme de base des
équations fonctionnelles en programmation dynamique est comme la suite :

f(l‘) = OptyeDH(I7y7f(T(xvy))) ,VI' € S>

avec opt qui représente sup ou inf, x, y désignent respectivement les vecteurs d’état
et de décision, T la transformation du processus et f(x) le retour optimal avec 1’état
initial z.

Nous supposons que X et Y sont deux espaces de Banach, S C X 'espace d’état,
D C Y Tespace de décision et i, est I’application d’identité dans X.

Par la suite, Baskaran et Subrahmanyam [1], Bhakta et Choudhury [5], Bhakta
et Mitra [4], Chang et Ma [8], Liu [27] -[15], Liu, Agarwal et Kang [I8], Liu et
Ume [I7], Pathak et Fisher [23], Zhang [30] et d’autres ont étudié 'existence et
I'unicité de la solution et de la solution commune pour certains types d’équations
fonctionnelles et des systémes d’équations fonctionnelles, sous plusieurs hypotheéses,
la programmation dynamique est le résultat de I’équation fonctionnelle qu’on
considére comme un cas particulier.
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3.1. APPLICATION 1

Soit B (S) I'ensemble de toutes les fonctions bornées a valeur réelle sur X et

d(f,g) =sup{| f(x) —g(z) |z €S} (3.1)

3.1 Application 1

On va utiliser le Théoréme 2.2 pour établir I'existence et 'unicité de la solution
commune des systémes des équations fonctionnelles qui apparaissent dans le domaine
de la programmation dynamique.

Nous supposons que X et Y sont deux espaces de Banach, S C X 'espace d’état,
D C Y Tespace de décision et i, est I’application d’identité dans X.

Soit B (S) I'ensemble de toutes les fonctions bornées a valeur réelle sur X et

d(f,g) =sup{| f(x) —g(2) |,z €5}

(B (S),d) est un espace métrique complet.

Par le Théoreme 2.2, nous étudions l’existence et 'unicité d’une solution com-
mune du systéme d’équation fonctionnelle suivant découlant de la programmation
dynamique :

fi (l’) = sup {u (l’,y) + H; (xayvfi (T (xay)))} Vo € 5= {1727?’?4} (32)

avec
u:SxD—-RT:SxD—Set H;: SxDxR—-R,Vie{l,23,4}

Théoréme 3.1 [10] Supposons que les conditions suivantes soient satisfaites :
(1) u et H; sont bornés pour i € {1,2,3,4},
(13) Il exist w € ® et les applications Ay, As, Az et Ay sont définit par :

Aigi () = sup {u (2,y) + Hi (z,y,9: (T (x,9)))},Vx € 5,9: € B(S) i € {1,2,3,4},

satisfaisant
‘ Hl (xmyag (t)) - H2 (xaya h (t)) ‘

max {d (A19, Asg) ,d (Ash, Ash) ,d (Ash, Asg) ,
1 d(Alg7A4g) d(A2h7A3h>
5 [d(A1g, Ash) + d (Azh, Asg)], | 1 d (Ash, Asg)
d (A197 A3h> d (A2h7 A49) d (A197 A3h) d (A2h, A49) }
1+ d(Ash, Asg) ’ 1+ d(Awg, Ash)
—w (max {d (Alg, A4g) s d (A2h7 Agh) s d (Agh, A4g> s
1 d(Alg,A4g) d(AQh,Agh)
2 [d (A1g7 A3h) + d (A2h7 A4g)] ) 1 + d (Agh, A4g) )
d(Ayg, Ash) d (Ash, Ayg) d(Aig, Ash)d(Azh, Asg) })
1+ d(Ash, Asg) ’ 1+ d(Awg, Ash) ’

IN
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pour tout (x,y) € S x D, g h € B(S),t €S,

(iii) Ay (B(5)) € As(B(5)), A2 (B (S)) € Aa(B(9)),

(v) Il existe certain A; € {A1, Ag, A3, As} tel que pour toute suite {hy},-, C
B (S) et h € B(S)

lim sup | h, () — h(z) |= 0= lim sup | A;h, (z) — A;h(z) |=0

n—=0 ges o0 zes

(U) A1A4 = A4A1, A2A3 = A3A2

Alors le systéme d’équation fonctionelle a une unique solution commune en
B(S).
Preuve. Par les propriétés (i) , (i) , (1it) et (iv) du théoréme il en résulte que Ay, As, As
et Ay sont des applications continues de B (S) .

Pour tout g,h € B(S),z € S,e>03y,z€ D tel que :

Arg (7) < w(z,y) + Hy (v, y,9 (T (v,y))) +e, (3.3)
Ash (z) < u(z,2)+ He (z,2,h (T (x,2))) + ¢, (3.4)
notez que :
Arg(x) >u(x,z)+ Hy (x,2,9 (T (2, 2))), (3.5)
Ash (z) > u(x,y) + Hy (z,y,h (T (2,y))) (3.6)

pour cela (3.3), (3.6) et la propriété (ii) du théoréme on trouve

Alg (33’) - Agh, (x) < Hl (xayag (T (xay))) - H2 (.T, Y, h (T (33, y))) +e
< max {d (Alg, A4g) ,d (Agh, Agh) ,d (Agh, A4g) ,
1 d(A1g, Asg) d (Azh, Ash)
7 [d (Arg, Ash) + d (Azh, Asg)], |+ d(Ash, Arg)

d (Alg, Agh) d (Agh, A4g> d (Alg, A3h) d (Agh, A4g) } (3 7)

1+ d(Ash, Asg) 7 L+ d(Avg, Ash)
—w (max {d (Alg, A4g) s d (Agh, Agh) s d (Agh, A4g) s
1 d(A1g, Asg) d (Azh, Ash)

5 (4419 Ash) +d (A:h, Avg)], == o ==

d(Arg, Ash) d(Ash, Ayg) d(Aig, Ash)d(Azh, Asg) }) te
1+ d(Ash, Asg) ’ 14 d(Awg, Ash) ’
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par (3.4)), (3.5) et (it) nous obtenons :

Aqg () — Ash (2) Hy(z,2,9(T (z,2))) — Ha (z,2,h (T (x,2))) — ¢

—max {d (A9, Asg) ,d (Ash, Ash) ,d (Ash, Asg),

1 d(A1g7A4g) d<A2h7A3h)

5 [d (A1rg, Ash) + d (Azh, Asg)], 1+ d (A3h, Asg)

d(Arg, Ash) d (Ash, Ayg) d(Aig, Ash)d(Azh, Asg) } (3.9)
1+ d(Ash, Asg) 7 1+ d(Awg, Ash) .

+w (ma’X {d (Algv A4g) ) d (AQha A3h> ) d (A3h7 A4g) )

1 d(A1g7A4g> d<A2h7A3h)

5 [d (A1g, Ash) + d (Azh, Asg)], 1+ d (Ash, Asg)

d (Arg, Ash) d (Ash, Asg) d(Arg, Ash)d (Azh, Asg) }) .
1+ d(Ash, Asg) 7 1+ d(Awg, Ash) 7

(AVARYS

Par (3.7) et (3.8)) on trouve :

d(A.g, Ash) SUIS? | A1g (7) — Ash (z) |
S

’ Hl (-Ia Yy,g (T (‘r7 y))) - H2 (l’,y, h (T (l’,y))) | +e

max {d (Alg, A4g) s d (A2h7 A3h) s d <A3h, A4g> s

1 d(Alg,A4g)d(A2h,A3h)
2 [d (Alg7 A3h) + d (A2h7 A4g)] ) 1+ d (Agh, A4g)

d(Alg,Agh)d(A2h7A4g) d(Alg,A3h)d(A2h,A4g)} (3 9)

ININA

L+d(Ash,Asg) 7 1+d(Ag, Ash)
—w (max {d (Alg, A4g) s d (AQh, Agh) s d (Agh, A4g) s
1 d (Arg, Asg) d (Ash, Ash)

3 [d(A1g, Ash) + d (Ash, Asg)], 1+ d(Ash, Ayg) ’

d(Arg, Ash) d(Ash, Ayg) d(Aig, Ash)d(Ash, Asg) }) -
1+ d(Ash, Asg) ’ 1+ d(Avg, Ash) ’
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CHAPITRE 3. APPLICATION SUR LA PROGRAMATION DYNAMIQUE

quand € — 0 dans (3.9)) on trouve

d(Arg (), Ah (z)) = ilelg{l Arg (x) — Agh (x) [}

| Hi (z,y,9 (T (z,y))) — Ha (z,y,h (T (2,9))) |
max {d (419, Asg) ,d (Ash, Ash) ,d (Ash, Asg) ,
d (A1g, Aag) d (A2h, A3h)
1+ d(Ash, Ayg)
d(A1g, Ash) d (Ash, Asg) d(Arg, Ash) d (Azh, Ayg) }3 10)
1+ d(Ash,Ag) 7 1+d(Aig, Ash) '
—w (max {d (A1g, Asq) ,d (Azh, Ash) ,d (Ash, Asg) ,
3 (g, Auh) . (Aah, Agg)), SLZUDCLE ),
d(A1g, Ash) d (Ash, Asg) d(Arg, Ash) d (Ash, Asg)
L+ d(Ash, Asg) 1+ d(Aig, Ash) }) ’

IA N

1
5 [d (A1g, Ash) + d (Azh, Asg)],

il en résulte de (v) et (3.10) que la Théoréeme 2.2 implique que les applications
Ay, Ag, As et Ay admet un unique point fixe commun z € B(S) c’est a dire que
z (x) est une unique solution commune du systéme d’équation fonctionnelle. m

3.2 Application 2

On va utiliser le Théoréme (2.4) pour établir 'existence et 'unicité de la solution
commune des systémes des équations fonctionnelles qui apparaissent dans le domaine
de la programmation dynamique.

Dans cette section, nous supposons que X, Y sont des espaces de Banach, S C X
est espace d’état et D C Y est I'espace de décision. Notons B(S) I'ensemble des
fonctions bornés a valeurs réelles sur S.

Nous étudierons l’existence et 'unicité de la solution commune de 1’équation
fonctionnelle suivante dans la programmation dynamique :

fz(l') = Slelg HZ'(.T,Z/, fl(T(x,y))),x € 57 (3'11)
gi(x) = SIEIBF%(%, Yy, 9i(T'(7,y))),x € S, (3.12)

avec
T:SxD—-SetH,F;: SxR— R,i=1,2.

Théoréme 3.2 [29] Supposons que les conditions suivantes sont satisfaisantes :
(1) H; et F; sont bornés pour i = 1,2,
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3.2. APPLICATION 2

()
|H1(ZE, Y, h(t)) - HQ(Ia Y k(t))|
< ® (max {|Toh () — Tok()], [Toh (£) — Avh()], | Tok(t) — Ask(t)]
3 1T (0) = Aak()] + [T24(0) - Ak} ),
pour tout

(x,y) € Sx D,h,k € B(S) ette S

ot ®: R, — Ry est une fonction semi continue supérieurement, ®(t) < t pour tout
t > 0 et les applications A; et T; sont définis comme suit :

Aih(x) = sup Hy(z,y, M(T(2,y))) = €5 heB(S)i=12,

yeD

Tik(w) = sup Fy(w,y, k(T (2,y))) w €S heB(S),i=12,
yeD
(13i) pour tout {k,} C B(S) et k € B(S),
lim sup |k, (x) — k(z)| = 0 = lim sup |T;k,(z) — Tik(z)| = 0,i = 1,2,

n—0o pe§ n—00 pe§
(1v) pour tout h € B(S), il existe ky, ke € B(S) tel que
Aih(z) = Tiki(z), Ash(z) = Tiks(z), 2 € S,
(v) pour tout {k,} C B(S) s’il existe h € B(S) tel que

lim sup |A;k,(z) — h(z)| = lim sup |Tik,(z) — h(z)] =0,i = 1,2,

n—00 pc§ n—=00 zes

alors,
lim sup [T} Tk, (z) — A; Ak, (x)| = 0,7 =1, 2.

n—=0 ges

alors, le systéme d’équations fonctionnelles (3.12)) et (3.12)) a une solution commune
unique dans B(S).
Preuve. Pour tout h,k € B(S), soit

d(h,k) =sup{|h(z) — k(z)| : z € S}.

Alors (B(S),d) est un espace métrique complet. Par (i)—(v), A; et T; sont des appli-
cations de B(S) et T; sont continues, i = 1,2, A1(B(S)) C Tx(B(S)), A2(B(S)) C
T1(B(S)) et les paires des applications A;,T; sont compatibles de type (p), i = 1,2.
Soit h;(i = 1,2) deux points de B(S), v € S et ¢ est un nombre positif. Supposons
qu’il existe y;(i = 1,2) dans D tel que
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CHAPITRE 3. APPLICATION SUR LA PROGRAMATION DYNAMIQUE

ovx;, =T(x,y;) 0 =1,2, on a aussi
? J )=

A1h1<l’) Z Hl(l',yg,h1<5(]2)), (314)

Ashy(2) = Ha(x, y1, ha(21)). (3.15)
De (3.13), (3.15)) et la propriéte (ii) du théoréme on trouve
Arhi(z) — Asho(x) < Hy(x,y1, ha(x1)) — Ha(w,y1, ho(21)) + €
|H1(I7 Y1, h1<l’1)) - HQ(‘T7 Y1, h2<x1))| +e
d (maX{|T2h1(a:1) — TQhQ(:Ul)’ s |T1h1(l'1) — Alhl(l'l)‘ s

1

[ Toha(x1) — Aha(z1)] 3 ([ T1h1(21) — Asha(z1)| +
‘TQhQ(:Cl) — Alhl(xl)u)} +é (316)
(D (max {d (Tghl, T2h2> 5 d (Tlhla Alhl) s

1
[d (T1hy, Ashs) , d (Thhs, Alhl)]}> +é,

VANRVAN

IN

d (Tzh2, Ashs) 3

par (3.13)),(3.14) et la propriéte (ii) du théoréme
Arhi(x) — Asho(x) > Hi(x,y2, hi(22)) — Ha(x, Y2, ha(22)) — €
|Hyi (7, Y2, hi(22)) — Ha(z, Y2, ho(w2))| — €
—d (max {|T2h1(l’2) — T2h2<1'2)| s |T1h1($2) — Alhl(l’g)| s
1
[T2ha(22) — Asha(w2)], 5 [[Tiha(x2) — Azha(22)[+ (3.17)
| Toha(29) — Arha(z2)]]}) — €
—d (max {d (Tghl, Tghg) s d (Tlhl, Alhl) s d (Tghg, A2h2) s

1
2 [d (T1hy, Ashs) , d (Toho, Alhl)]}) -

Pour cela (3.16) et (3.17))
‘Alhl (33‘) — AghQ((E)l S d (max {d (Tghl, Tghg) s d (Tlhl, Alhl) s d (TghQ, Agf(§)18)

1
5 [d (Tyhy, Azhy) ,d (T2h27A1h1>]}> Te.

(A\VANYS

v

Car (3.18|) est vrai pour tout x € S et € est n’importe quel nombre positif, nous
avons en prenant pour tout x € S,

d (Alhl, Aghg) S (0] (max {d (Tlhl, Tghz) s d (Tlhl, A1h1> s d (Tghg, Aghg) s
1
3 [d (T1hy, Aghs) , d (Tohs, Alhl)]}) :

Par conséquent et par le théoréme (2.4) Ay, A2, T1 et Ty admet un point fixe commun
unique h* € B(S), i.e, h*(x) est une solution unique d’équations fonctionnelles

1D ot 1D =
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Conclusion

A travers ce modeste travail, nous avons tenté de mettre en lumiére sur des
théoréemes du point fixe commun, qui ont des applications dans divers domaines
notamment les équations aux dérivées partielles, les équations intégrales, les inéqua-
tions variationnelles et la programmation dynamique. L’essentielle de notre travail
est prouvé de deux théorémes du point fixe commun dans un espace métrique com-
plet avec déférent types des contractions. Dans la partie des applications nous éta-
blissons I'existence et 'unicité de la solution commune des systémes des équations
fonctionnelles apparaissent dans le domaine de la programmation dynamique. Alors,
tant que notre recherche est achevée, nous espérons que nous avons pu ajouter de
nouvelles informations dans ce large domaine, nous voudrions bien confirmer que
ce travail est juste une pierre au grand édifice de la mathématique. Ce travail reste
ouvert & d’autres recherches plus profondes.
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