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Resume
La période de vaccination (c'est-a-dire

la période de rétention de I'immunité acquise apres la vaccination) et la période de
latence sont deux facteurs importants de la dynamique de la maladie. Les modeles
de maladies compartimentales classiques supposent de maniere irréaliste que ces
périodes sont distribuées de maniere exponentielle. Dans ce travail, on suppose
que les distributions de ces deux ages sont arbitraires et représentées par des taux
spécifiques a lI'age quittant les classes vaccinées et exposées, ce qui donne un
modele SVEIR avec une dynamique de population. Nous étudions | comportement
global de ce modeéle et en déduisons le nombre de reproduction de base. Le
nombre de reproduction de base détermine completement la dynamique globale du
modele, c'est-a-dire que I'équilibre sans maladie est globalement
asymptotiquement stable et que la maladie s'éteint toujours lorsque le nombre de
reproduction de base est inférieur a l'unité; alors que lorsque le nombre de
reproduction de base est supérieur a l'unité, il existe un équilibre endémique
unigue, globalement asymptotiquement stable, et la maladie persiste a cet équilibre
endémique, s'il existe initialement. Les contributions du taux de diminution du
vaccin au nombre de reproduction de base et au niveau de I'équilibre endémique

sont affichées.



Abstract

The vaccination period (i.e, the time period retaining acquired immunity
following vaccination) and the latent period are two important factors affecting
disease dynamics. Classical compartmental disease models unrealistically assume
that these periods are exponentially distributed. In this paper, these two ages are
assumed to have arbitrary distributions that are represented by age-specific rates
leaving the vaccinated and the exposed classes, resulting in an SVEIR model with
population dynamics. We investigate the global behavior of this model, and derive
its basic reproduction number. The basic reproduction number completely
determines the global dynamics of the model, i.e., the disease-free equilibrium is
globally asymptotically stable and the disease always dies out when the basic
reproduction number is less than unity; whereas when the basic reproduction
number is larger than unity, there exists a unique endemic equilibrium which is
globally asymptotically stable and the disease persists at this endemic equilibrium
if it initially exists. The contributions of the vaccine-wane rate to the basic

reproduction number and the level of the endemic equilibrium are displayed.
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Introduction

Les systemes dynamiques sont trés répandus en modélisation biologique, et en particulier
en épidémiologie. Il est donc naturel de penser a utiliser des méthodes classiques et des théories
pour étudier de tels systémes.
Durant ces dernieres années les méthodes algébriques, et les logiciels de calcul, ont été largement
utilisés pour étudier les systémes issus de la modélisation biologique. Une application classique
de telles méthodes consiste en la détection et I'’étude de la stabilité des équilibres de ces modéles.
La définition moderne de I'épidémiologie est I'étude de la distribution des états ou des évenements
liés a la santé dans des populations spécifiques, et l'utilisation de cette connaissance pour le
contrble des problemes de santé.
Une maladie est dite endémique si elle persiste dans une population. Elle est dite épidémique si
elle apparait pendant une période relativement courte dans une population (moins d'une année).
I'épidémiologie s'occupe aussi bien des facteurs comme les agents infectieux, le mode de transmis-
sion, la période de latence, la période infectieuse, la susceptibilité, la vaccination et la résistance
que des facteurs sociaux, culturels, démographiques, économiques et géographiques liés a cette
maladie.
La modélisation épidémiologique a pour but essentiel de comprendre et contréler la propagation
d’une maladie infectieuse transmissible.
Le modele classique Susceptible — Exposée — Infectée— Rétablis (SEIR) (voir par exemple, [1, 6])
a été bien étudié et sa dynamique est bien connue d’étre déterminée par le nombre de repro-
duction de base R,. Pour le modele SEIR avec une dynamique de population, si &, > 1, alors
le point d’équilibre sans maladie est instable, et il y a une stabilité globale et asymptotique du
point d’équilibre endémique. D’autre part, si y, < 1 ’équilibre sans maladie est globalement
asymptotiquement stable, et il n'y a pas d’équilibre endémique.
La vaccination a été la mesure de prévention la plus efficace contre nombreuses maladies telles
que la rougeole, polio, coqueluche et grippe. On peut observer que le vaccin peut diminuer au
cours du temps pour la rougeole, la polio, les oreillons, etc. Un modele SVEIR décrivant le déclin
du vaccin pour les maladies infantiles a été développé et étudié par Moghadas et Gumel [7]. Dans
leur modeéle, les nouveau-nés sont vaccinés et entrent dans une classe V, et les individus vaccinés
dans V y quittent avec un taux de déclin constant, et deviennent suceptible (voir par exemple,
[8, 13] pour des modeles similaires). Comme dans le modele classique SEIR , la dynamique
du modele de Moghadas et Gumel est déterminée par le nombre de reproduction de base R.
Autremment, Arino et al. [14] ont montré que, si les vaccins sont imparfaits, c’est-a-dire que les
individus vaccinés peuvent étre infectés, alors il pourrait y avoir des bifurcations en arriere.

Pour comprendre l'effet de la distribution de la période de vaccination et de la distribution de




I'age latent sur la dynamique globale, nous formulons ce modele SVEIR en tant que modele
EDP structuré en age, avec un taux de quittant des classes de vaccintion et de latence qui dépend
de l'age. Nous caractérisons la condition de seuil du modéle avec une formule explicite pour le
nombre reproducteur d’infection qui détermine la stabilité de ’équilibre sans maladie.
Nous obtenons aussi une formule explicite pour I'équilibre endémique et '’équation caractéristique
de cet équilibre, qui détermine sa stabilité locale. Le point essenciel de ce mémoire est d’ étudier
le comportement dynamique global de cet équilibre endémique.
Les fonctionnelles de Lyapunov ont été développées pour les modeles structurés en age [24, 25,
, 31]. Inspiré par cette méthode, nous construisons des fonctionnelles de Lyapunov et obtenons
la stabilité globale de I'équilibre sans maladie et équilibre endémique.
Dans ce travail nous concentrons sur I'étude et 'analyse, par des méthodes de la stabilité locale
et globale, des points d’équilibre sans maladie et endémique dans les modeles épidémiologiques
structurées en age SVEIR. On va appliquer des critéres et des théoremes classiques de la stabilité
du Lyapunov.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, (Préliminaires) est consacré aux résultats préliminaires, des définitions
et des théoremes tres importants utilisés dans le mémoire ainsi que des outils mathématiques dont

nous aurons besoin.

Le deuxieme chapitre, est un étude générale d'un modele SVEIR structuré en age de la vaccina-
tion a, et de latence 6. en introduisant un taux de reproduction basic. En analysant les équations
caractéristiques correspondantes et on discute de la stabilité locale du point d’équilibre sans ma-
ladie et le point d’équilibre endémique. on vas prouver que I’équilibre sans maladie est localement
asymptotiquement stable si le nombre de reproduction de base #, < 1 et que des conditions suffi-
santes sont obtenues pour la stabilité asymptotiquement localle de ’équilibre endémique. On vas

appliquée la notion de la persistance uniforme pour prouver la stabilitée.

Le troisieme chapitre, on discute de la stabilité globale du point d’équilibre sans maladie et
le point d’équilibre endémique. Par la théorie de Lyapunov, on vas prouver que 1’équilibre sans
maladie est globalement stable si 8y < 1, est que I'équilibre endémique est globalement asymp-

totiquement stable si le nombre de reproduction de base Ry > 1.

Des conclusions et des perspectives sont données a la fin de ce mémoire, qui se termine par une

bibliographie.




Chapitre 1
Préliminaires

Les concepts que nous rappelons ici sont classiques et pour la plupart de nature élémentaire pour
un mathématicien. Nous les introduisons ici dans le but de rendre plus facile, pour un épidémio-
logiste, la lecture des autres chapitres. Nous renvoyons aux ouvrages classiques [48],[49],[50]

pour plus de détails.

1.1 Généralités sur les systemes dynamiques

Définition 1.1 (Equation différentielle).

Soit f: 1 x Q — R" une fonction. On appelle équation différentielle ordinaire du premier ordre

associée a f I'équation suivante

dx
o= (t,z(t)). (1.1)

ou f(t,x)=(fi(t;z), -, fa(t;x)) et chaque fonction f; est continue sur /x  a valeurs dans R.
La fonction f est appelée champs de vecteurs, '’équation représente un systeme de n équations
différentielles ordinaires. Dans la pratique, 'équation (1.1) exprime la loi d’évolution du systeme
considéré en fonction du temps ¢, et = représente I'état du systeme étudié.

Soit le systeme suivant

%=f(t,x(t)) t € (0,b)

z(0)=m,

(1.2)

ou f: QO — R" est une fonction donnée, (2 est un ouvert de R", zo € Q et b € R
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1.2 Définition de la stabilité

Considérons un systeme continu autonome décrit par une équation différentielle du premier
ordre :
= f(z) x € R". (1.3)

Définition 1.2
z est appelé point d’équilibre pour le systéme (1.1) sl est vérifie I'équation
f(x)=0. (1.4)
Définition 1.3
le point d’équilibre z est stable si pour tout ¢ > 0, il existe p(e) > 0 tel que :
|2(0) —z*|| < p=|jz(t) —2"|| <€ : (1.5)

sinon il est instable.
Cela signifie que, quel que soit le rayon e d’'une boule centrée sur I'équilibre, il est possible de
trouver une sous-boule de rayon p(¢), telle que la trajectoire issue de n’importe quelle condition

initiale dans cette sous-boule de rayon p ne quittera jamais la boule de rayon .

Définition 1.4 Le point d’équilibre x* est asymptotiquement stable s’il est stable et il existe v > 0 tel

que pour toute solution x(t) de (1.1) on a

4(0) = ") < v = lim_Jla(t) - "] =0. (1.6)
Définition 1.5
Le point d’équilibre z* est dit attractif s’il existe p > 0 tel que

l#(0) = a7l < p = Jim_[la(t) — "] =0.

1.2. Définition de la stabilité
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Lattractivité signifie que, si 'état est initialisé dans un certain voisinage de I'état d’équilibre, alors
la trajectoire issue de cet état initial convergera vers I'état d’équilibre au bout d’'un temps suffi-

sant(méme infini)
Définition 1.6 (Stabilité asymptotique)

Le point d’équilibre z* est asymptotiquement stable s’il est stable et attractif.
Outre la stabilité, la stabilité asymptotique exige I'existence d’un voisinage du point d’équilibre, tel
que pour toute condition initiale appartenant a ce voisinage, I'état x(¢) converge vers xz* lorsque

le temps tend vers l'infini

Figure 11 Tllustration de la stabilité asymptotique

Cependant, la définition de la stabilité asymptotique ne donne pas une idée sur la rapidité de
convergence de la trajectoire x(¢) vers le point d’équilibre . D’ot1 la notion de stabilité

exponentielle.
Définition 1.7

Le point d’équilibre z* est exponentiellement stable s’il existe « > 0 tel que, quel que soit € > 0, il

existe p(e) tel que
Vit > to, [|[zo — 2| < p= ||x(t) — 27| < € ||x* — x| exp(-a(t — to)).

Cette définition traduit le fait que toute trajectoire issue d’une condition initiale appartenant a la
boule ouverte de rayon p converge vers le point d’équilibre z* plus rapidement qu'une fonction
exponentielle. o est appelé dans ce cas le taux de convergence. On note que la stabilité exponen-
tielle implique la stabilité asymptotique ainsi que la stabilité au sens de Lyapunow.

Dans chacune des définitions précédentes 1.3 et 1.4, la stabilité est définie localement, puisque
les conditions initiales sont prises dans un voisinage V' (z*) autour du point d’équilibre x*.

Si V(z*) = R", le point d’équilibre z* est dit globalement asymptotiquement (exponentiellement)
stable.

1.2. Définition de la stabilite [
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Définition 1.8 (Stabilité Globale).

Si la condition de stabilité asymptotique (resp. exponentielle) est vérifiée dans tout R", le point

d’équilibre est globalement asymptotiquement (resp. exponentiellement) stable.

x(7)

v

to {

Figure 12 Illustration de la stabilité asymptotique
Définition 1.9

Léquilibre z* de (1.1) est dit globalement asymptotiquement stable s’il est stable et globalement

attractif. 5

Soit J¢(z*)= a—f(x*) la matrice jacobienne de f évalue au point z*. Considérons le systeme linéaire
X

suivant
x = Ar.

ou A=J(z*) s’appelle le linéarisé ou I'approximation linéaire du systeme non linéaire (1.1) en z*
létude de la stabilité de I'origine pour le linéarisé permet dans certains cas de caractériser la

stabilité de I’équilibre x de (1.1). Plus précisément on a.

Théoreme 1.1 [46]

Si toutes les valeurs propres de la matrice A sont de partie réelle strictement négative alors
I'équilibre z* du probléme (1.1) est stable.

S’il existe au moins une valeur propre de la matrice A de partie réelle strictement positive alors
x* est instable.

Lorsqu'un équilibre z* est stable mais pas asymptotiquement stable on dit que la stabilité est
neutre, c’est-a-dire les trajectoires qui commencent au voisinage de z*restent au voisinage de
cette équilibre lorsque t — 400

Dans tous les autres cas on ne peut rien dire sur la stabilité de z* .

1.2. Définition de la stabilité
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1.3 Stabilité des équilibres au sens de Lyapunov

Définition 1.10 Soient Q un ouvert de R" contenant 0 et V : Q — R une fonction de classe C', V

est dite défunie positive si :

i) V(0) =0, et
ii) V(u) > 0 pour u € Q\ {0}

Définition 1.11 V est dite définie négative, si —Vest définie positive.

Définition 1.12 V est dite semi-définie positive si :

i) V(0) =0, et
i) V(u) > 0 pour u € .

Définition 1.13 V est dite semi-définie négative si —V est semi-définie positive.

Définition 1.14 (Fonction de Lyapunov).

Soient U = Vois(z*) C E et L : U — R" continue. L est une fonction de Lyapunov en z* si :
1 L(z) > L(z*) pour x # z* dans U,

2 Pour toute solution z(.),t — L(z(t)) décroissante i.e.

d
EL(x(t)) <OVt € I

L une fonction de Lyapunov stricte en z* Si de plus :

3 Pour toute solution x(.),t — L(z(t)) est strictement décroissante i.e.

courbe d'une fonction de lyapunov

1.3. Stabilité des équilibres au sens de Lyapunov E
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Théoreme 1.2 (Stabilité au sens de Lyapunov ).

Soit z(t) solution de » = f(z)
et soit VV une fonction de classe C! définie positive sur Q un voisinage de z = 0 (sans pertede

généralité on prend I'équilibre exactement l'origine)

. dV S *
(z) Si o est semi-définie négative alors = est stable.

LAV et . * .
(i) Si o est définie négative alors x est asymptotiquement stable.

Dans le cas (i) V(x) est dite fonctionde Lyapunov faible, et dans le cas (ii) V'(x) est dite fonction

de Lyapunov stricte.

Xyfx) Xix)

U

Théoreme 1.3 (Théoréme de LaSalle)[46]

Soit §2 un sous ensemble de R"™, supposons que ) est un ouvert positivement invariant pour le
systeme (1.1) en T

Soit V' : Q — R une fonction de classe C" pour le systéeme (1.3) en z telle que :

V < (O sur €.
— Soit £ = {x eQ: V(x) = 0} et est le plus grand ensemble invariant par ® et contenu dans £

contrairement aux théoreme de Lyapunov, le principe d’invariance de LaSalle ne requiért pas que

la fonction V' (x(t)) soit définie positive.

Théoreme 1.4 (Théoréme de Liapunov-LaSalle )

V est une fonction de Liapunov si elle est continue et V' < 0.

E—{@:V((Z))—O}

E le plus grand ensemble de F invariant par rapport aux équations.

1.3. Stabilité des équilibres au sens de Lyapunov E
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1.4 Le taux de reproduction de base

Définition 1.15

Le taux de reproduction est le nombre moyen de cas secondaires générés par une personne
durant la période ou elle est infectieuse, symptomatique ou non. Lors de l'introduction d’une
infection dans une population entierement susceptible, on parle de taux de reproduction de base
(Ro). Si ce taux est inférieur a 1, chaque cas donne naissance en moyenne a moins dun cas
secondaire, le nombre de cas diminue a chaque génération et la chalne de transmission finit par
s'interrompre. Inversement, si iy > 1, le nombre de cas s’accroit a chaque génération créant une

situation épidémique.

le taux de reproduction de base joue le role d’'un coefficient multiplicatif. En effet si
on introduit un petit nombre d’infecté n, on obtiendra tout d’abord Ryn nouveaux infectés, puis
RFn au bout de k etapes. Ce raisonnement est evidemment intuitif. Il s’agit d’'une approximation
au voisinage d’une situation ot il y a peu d’infectieux, par rapport a la population totale. On a
I'impression que si iy, > 1 alors on observera une augmentation des cas, donc une épidémie, et
que si Ry < 1 alors les cas disparaitront. Le taux de reproduction de base apparait donc comme

susceptible de jouer le role d’'un seuil, pour les apparitions d’ épidémie.
quelques termes qui seront fréquemment utilisables au cours de ce mémoire[44]
Maladie infectieuse :
maladie provoquée par la transmission d’un agent pathogene : virus, bactérie, parasite,...etc
Epidémie :

augmentation rapide de I'incidence d’une pathologie. Bien que souvent utilisée dans un contexte
de maladies infectieuses.
Seuil épidémique : seuil théorique présent dans les modeles mathématiques au dessus du quel il

y aura (ou pourra y avoir) une épidémie.

Vaccination :
un procédé consistant a introduire un agent extérieur (le vaccin) dans un organisme vivant

afin de créer une réaction immunitaire positive contre une maladie infectieuse.

1.4. Le taux de reproduction de base
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1.5 Persistance uniforme

Soit F' le flot associé au systeme (1.1) et soit d une métrique. On note par JF la restriction de F
a OF ou OF n’est pas nécessairement positivement invariant et soit NV 'ensemble invariant
maximal de 0F dans OF, de plus N est fermé et il existe un recouvrement { N, },c4 de N ou A
est un ensemble d’index non vide et N, C 9FE, N C LEJANQ et N, sont des ensembles invariants
fermés disjoints deux a deux. Nous proposons les hypO(;théses suivantes

i) Tous les {/V,}.c4 sont des ensembles invariants isolés du flot F.
ii) tout sous ensemble compact de E contient de nombreux recouvrements { N, }oc -

Théoréme 1.5

Soit F C X ensemble fermé positivement invariant, et soit ' le flot défini sur £. Supposons qu’il
existe « > 0 tel que F' est un point dissipatif dans S [0F, o] N E est satisfaite. Alors, le flot F' est

uniformément persistant si et seulement si :
W*(N,) NS[OE,a| N E = 0.

pour tout o« € A, ot WH(N,) ={y € X,AT(y) C N,}.

Supposons que 7' est asymptotiquement réguliere et uniformément persistant, et que 7" a un
attracteur global A. Alors T' (My,d) — (My,d) a un attracteur global Ay. De plus, pour chaque
sous-ensemble B deM,, s'il existe k > 0 tel que v (7T%(B)) est fortement borné, alors A, attire B

pour 7'.

Définition 1.16 (Attracteur)[45]

Soit (X, N, f) un systeme dynamique. Une partie A de X est appelée attracteur si est seulement
si les conditions suivantes sont réalisées
i) A est fermée.
ii) A est positivement invariante.
iii) A est attractive, c’est-a-dire, il existe un voisinage U de A tel que U est positivement
invariant et
Vu € U, lim d(f"(u),A) =0.

n—-+4o0o

Définition 1.17 (Attracteur locale)

un ensemble A C M est un attracteur (locale) si

A est positivement invariant c’est -a-dire U*(A) = A pour tout ¢ > 0

1.5. Persistance uniforme
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A attire un voisinage de lui-méme, c’est-a-dire qu’il existe un ouvert B contenant A tel que pour
tout ouvert N contenant A, il existe ¢t C T tel que pour tout ¢ > to, U*(B) C N. Plus simplement,
pour un espace métrique, la distance entre U*(B) et A tend vers 0 quand +oo ,

Le bassin d’attraction de A est I'union de tous les ensembles B attirés par A. Il existe certaines
variantes de cette définition principal, typiquement sur la forme de I'invariance requise.

Un point fixe attractif est un exemple typique d’attracteur local, qui est réduit a un singleton.

Définition 1.18 (Attracteur globale)

Un attracteur globale est un attracteur dont le bassin d’attraction est 'espace des phases M tout
entier. Il contient donc I'ensemble de la dynamique asymptotique et aussi 'ensemble des tra-
jectoires invariantes comme les points d’équilibres, les trajectoires périodiques, les cycles limites

etc.

Définition 1.19 (la persistance faible)

Le semi-flot U :J x X — X est appelé p- faiblement persistant , si

lim supp(U(t,z)) >0 Ve X, p(z) > 0.

t—o0

Définition 1.20 (la persistance forte).

Le semi-flot U :J x X — X est appelé p- fortement persistant, si
limtinf p(U(t,x)) >0 Vze X, p(x)>0.
Définition 1.21 (Semi flot).

On appelle le semi-flot de I'équation différentielle 2'(f) = f(x(¢)) a un instant ¢, 'application

suivante
d

EUt(l‘o) = f(Ui(wo))

Ut({L‘O) = Xp-

Définition 1.22 (L'ensemble Oméga Limite)

soit X un espace métrique et soit f : X — X une fonction continue. Censemble w — Limite de

x € X, noté par w(z, f),est 'ensemble des points de 'orbite{ f"(z)}, _ .Cela exprimer par

neN

w(z, f) = Muen{f™(z) : k > n}.

1.5. Persistance uniforme
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Définition 1.23 (Lensemble Alpha Limite).

La méme définition s’applique dans le cas ou t devient tres petit, on parle d’ensemble oo — Limite

a(z, f)= Unen {f™(x) - k > n}
Définition 1.24 (Point dissipatif).

Soit U :J x X — X un semi-flot U continu est appelé un point dissipatif s’il existe un sous

ensemble B de X qui attire tout les points dans X.
Définition 1.25 Le semi-flot U :J x X — X est appelé fortement dissipatif, s’il existe ¢ > 0 tel que

lim supU(t, X) > c.

t—o00

Définition 1.26 (Ensemble invariant)

Un sous ensemble D de K est dit positivement (respectivement négativement) invariant a ’équa-
tion 2/(t) = f(x(t)) si U(t,D) C D pour tout ¢t > 0 (respectivement ¢t < 0) D est un ensemble
invariant si seulement si U(x, D)=D pour tout t.

Espace de Sobolev

Définition 1.27 (Espace de Sobolev)

Soit a,b un intervalle borné et soit p € R avec 1 < P < oc.
On définit 'espace de Sobolev W'*(I) par

Wl’P(I)={u€LP\EIg€LP tel que /ug@’:—/gap‘v’goeC’go(I)}.
I I

On utilisant le lemme fondamentale de la solution des variation qui dit soit f € L} . tel que
Ji fo=0,vp € Cg°(I).

Définition 1.28 (Espace L”)

un espace L% est un espace vectoriel de classes des fonctions dont la puissance d’exposant p est
intégrable au sens de Lebesgue, ou p est un nombre réel strictement positif. Le passage a la limite
de l'exposant aboutit & la construction des espaces L™ de fonctions bornées. Les espaces L? sont

appelés espaces de Lebesgue.
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Etude de la Stabilité locale et persistance

uniforme

Différents modeles mathématiques existent dans la littérature et le choix du modele dépend
de la maladie étudiée. Parmi les modeles les plus connus, le modele SVEIR (Susceptibles-Vaccinés-
Exposés-Infectieux-Rétablis), qui est une extension du modele SEIR (Susceptibles-Exposés-Infectés-
Rétablis).

Ce chapitre présente un modele SVEIR structuré en age d’infection et de latence, qui joue un role

important dans la transmission des maladies infectieuses.

Dans notre modele, nous considérons une population N divisée en classes des individus : la den-
sité des susceptibles S, la densité des infectés I, la densité des vaccinés V, la densité des exposés
E et la densité des réfractaires R. Nous abusons également de la notation et exploités S(t), V (¢),
I(t), E(t) et R(t) pour désigner le nombre d’individus dans chaque classe, respectivement. Les
susceptible sont vaccinés avec le taux ¢, et ensuite passer a la classe vaccinée ou ils sont comple-
tement protégés contre I'infection. Nous supposons que le vaccin diminue avec le temps, et les
individus vaccinés finissent par redevenir susceptibles. Nous notons I’age de vaccination, c’est-a-
dire le temps entre la vaccination jusqu’a présent, par a. Les nouveaux individus vaccinés entrent
dans la classe vaccinée avec age de vaccination a = 0. Le taux auquel le vaccin décroit dépend
de I'age de vaccination est noté par «(a). De méme, on note par 6, le temps de I'infection jusqu’a
présent, I'age latent. Les nouveaux infectés entrent dans la classe exposée E avec dge latent § = 0.

Le taux auquel les individus exposés deviennent infectieux dépend de 'age de latence, est noté

par p(6).

14
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Soit le modele SVEIR suivant

GSO=0=(u+ S0 = 5SO10 + [ ala)u(a.t) da

dv(a,t) N ov(a,t)

oo S = — (a(a) + (o)

de(0,1) N Oe(6,t)

G+ = = (B(0) + n)ed.),

d%](t)=/0 Oop(e)e(e, t) do — (n+7)I(1),
d j—
| 2 BO=71(t) = uR(?)

avec les conditions initiales et limites suivantes
v(0,t)=1yS(t),
0

)=
e(0,1)=BS)1(t),
S(0)=2Sy, v(a,0)=wp(a), e(0,0)=-ey(d), 1(0) =1, R(0)= Ry

)

(2.1)

(2.2)

avec Sy, Iy, Ry € [0, +00) et vg(a), eo(f) € L* ((0,+00),R), ou les parametres A, 3, i1, 1,y sont des

quantités positives telles que

: représente le taux de natalité des nouveau-nés.

: représente le taux de transmission du virus.

: représente le taux de mortalité naturelle.

. représente le taux de vaccination.

: représente le taux de récupération des individus infectés.

: représente 'dge de vaccination qui signifie le temps passé en classe vaccinée.

T Q2T ™ >

: représente le temps de infection qui signifie le temps passé en classe infectée.

v(a,t) : est la densité d’individus vaccinés a I'age de vaccination a et en temps ¢. Ensuite, le

+o00
nombre d’individus vaccinés en temps ¢ est donné par V' (t) = v(a,t)da.

0
e(0,t) : représente la densité d’'individus exposés a 'dge de latence 0 et en temps ¢.Alors, le nombre

+o0
d’individus exposés en temps ¢ est écrit par F(t) = / e(f,t)do.
0
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2.0.1 Analyse du modele

Lexistence et I’unicité de solutions

En utilisant des méthodes standard (les Théoreme de point fixe), nous pouvons vérifier I'’existence
et 'unicité de solutions du systéme (2.1) avec les conditions initiales et aux limites (2.2) ( [32]
et [33]). De plus, nous pouvons montrer que toutes les solutions avec des conditions initiales non

négatives sont des solutions non négatives et bornées pour tout ¢ > 0.

En ignorant 'équation R(t), le systeme (2.1) se réduit au sysetme suivant
(d

LS(t)=A— (u+)S(t) - ASMIE) + / " a(a)v(a, 1) da,

ov(a,t) N Jv(a,t)

pad ¢ SEl= — (ala) + pvlas),

(2.3)

de(0,1) N de(0,1)

oo S = = ((0) + e, ),

400
0= [ p0)e0.0) 0~ ()1

avec les conditions initiales et limites suivantes
v(0,t)=1S(t),
e(0,t)=BS(t)I(t), 2.4
5(0)2507 ’U(CL, 0) = UO(a)a 6(9, 0) = 60(9)7 [(0) = Ip.

(2 ensemble invariant

Proposition 2.1

I ensemble définit par :
(S,v,e,I) € Ry x L*((0,+00), ) x LY((0,4+00),R) x

Q= +o0 A (2.5)
S—l—/ v(a,t) da + e(f,t) dd+ 1 < m
0 0

est positivement invariant.
Preuve.

La population totale N se divise en cing classes d’individus cités précédemment, cela traduit par

N(t)=5(t) + /+Oov(a, t) da + /+ooe(0, t) do+ I(t) + R(t).




Chapitre 2. Etude de la Stabilité locale et persistance uniforme

Nous dérivons N par rapport a ¢, nous obtenons

%N(t):%S(t) + % (/0+oov(a,t) da) + % (/O+ooe(6?,t) d@) + %I(t) + %R(t)~ (2.6)
Ona Ov(a,t)  Ov(at) (a(a) + p)o(a, t)
da ot T
alors, T 0v(a,t) +oo T 0v(a, t)
[T e = [Tia@ e da- [

= — /0+00<a(a) + p)v(a,t) da +pS(t). 2.7)

+oo
De maniere similaire, nous calculons / e(6,t) db, et on écrit
0

/0 m aeget, D o= — /0 +Oop(9)e(9, £) o + BS()I(t). (2.8)

Nous remplacons (2.7) et (2.8) dans (2.6), nous obtenons
N'(t)=A — uN(t).

Finalement, on trouve

A
N(t)=— + coe_“t.
1

, A . . .
Par conséquent, quand ¢ — oo, on a N(t) = — et 'ensemble () est positivement invariant. m
L

Maintenant, il suffit d’étudier la dynamique du systéme (2.3). Pour cela, on note

e O RUREC) S P AR XU

®(a)=a(a)P,(a), (b:/ooo(b(a)da;
0

Ki)=ex0 (= [t plo)s)

K(8)=p(6)K1(6), o= [ K@)

On note par p(f) et p, respectivement, le taux auxquel les individus exposés deviennent infectieux
et le taux de mortalité naturelle. Donc « représente la probabilité qu'un individu exposé devienne

infectieu. D’apres les expressions de ¢ et ¢,, nous pouvons écrire p=1 (1 — uep,).
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Le taux de reproduction basique ¥},

On peut interpréter le taux de reproduction de base $; comme le nombre moyen de nouveaux
cas d’infection causé par un individu infecté (au court de la période ot il est infectieux et donc
contaminant), dans une population entierement considérée comme susceptible. Depuis son intro-

duction le taux de reproduction de base R, s’est imposé comme un concept-clef en épidémiologie,

qui est un produit du taux de transmission /3, la période infectieuse moyenne ot la proba-
bilit(jiX k de survivre a la période de latence et la taille de la population sensible a I'équilibre
(L4+1¢y)
Le nombre de reproduction de base du modele (2.1) est donné par
BSk
Ro=—. (2.9)
Y

Proposition 2.2

Si Ry > 1: alors en moyenne, un individu infecté engendre plus d’individus infectés (ie la maladie
va se persister dans la population).
ATopposé si iy < 1 : un individu infecté engendre en moyenne moins d’individus infectés, ce qui

signifie que la maladie va disparaitre dans la population a terme.

Exemple 2.1 le virus Ebola est trés virulent mais il se propage lentement alors que la grippe sai-
sonniére se transmet plus facilement mais elle reste peu létale dans les pays développés. Le nouveau
coronavirus semble avoir un taux de létalité (nombre de décés/nombre de cas confirmés) plus faible
que pour ceux des précédentes épidémies SARS et MERS. Cependant, ce taux de mortalité et ce taux

de reproduction de base sont provisoires.

Exemple 2.2 Un individu infecté par le VIH est plus infectieux durant la 1re phase, lorsque sa charge
virale (rouge) atteint un pic. Linfectivité par contact serait de Uordre de 0,05, tandis qu’une infectivité

de 0,003 représenterait une phase plus tardive de la maladie.
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G ...........
Rougeole LSRR AR R R LR
Coqueluche T RYEREIRIEFT
Dipnterie | s i § 1§
Rubéole sar
Oreillons R ALY
VIH a5 § 4§
EHQL'EP‘ L
ébula i o
Exemple 2.3
- TAUX DE REPRODUCTION DE BASE RO

Nombre d’individus infectés par une personne infectieuse
placée dans une population d’individus susceptible

22

4 infectés

N, 8882222882
\ geeegsss

16 infectés

Les points d’équilibres

Les points d’équilibre sans maladie :
La recherche des points d’équilbres sans maladie 7°=(S°,v°(a), 0,0) du systéeme (2.3) se traduit

par la résolution du systeme suivant

A= (u+0)S(0) = BSOIO + [ ala)o(at) da=o,
’ (2.10)
Jv(a,t)
Oa

+(a(a) + p)v(a,t)=0.
Alors, les points d’équilibres sans maladie sont

oA
(1 +vey) ’

Les Point d’équilibre endémique :

0 —
= ey M
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La recherche des points d’équilbres endemique 7*=(S*,v*(a), e*(6), I*) du systéme (2.3) passe

par la résolution du systeme suivant

(

A=(u+)S* + pS*I* — /Ooa(a)v*(a) da,
0

Lot (a)= ~ (afa) + )0’ (a),
d . .
e (0)=— (p(0) + e (0), (211)

Ammmawww=w+vﬂa
v(0)=9S*,
e*(0)=5S*I*.

\

La résolution des deuxiéme et troisieme équations de (2.11) donne
v*(a)=1S*®(a), (2.12)

et
e*(0)=BS*I"K1(f). (2.13)

En injectant (2.12) dans la premiere équation de (2.11), on trouve
A=(p+)S* + pS*I* — pS™. (2.14)
De méme, en remplacant (2.13) dans la quatrieme de (2.11), on obtient
/0 o0 (0) d9=rKBS T = (i + I (2.15)

De (2.12) a (2.15),on a

e (p+7)
S = R 1
e*(0) =A(1 — ) K1(0),

Ro
v*(a)=

YA g (),

K
[*=:U’(1 ‘;1/@1) (%O _ 1)

Nous résumons cette étude dans le théoréme suivant

Théoréme 2.1

Le systéme (2.3) admet toujours ’équilibre sans maladie 7° = (S°,v°(a), 0, 0). En outre, il existe

un équilibre endémique unique 7* = (S*,v*(a), e*(#), I*) quand Ry > 1.
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2.1 Stabilité locale et persistance uniforme

2.1.1 La formulation de Volterra

En utilisant la formulation de Volterra [32] [33] [34] et en intégrant les termes v(a,t) et e(0,t)

du systeme (2.3), on trouve

PS(t —a)®y(a) si t > a;
v(a,t)= (2.16)
—(IDIIZ(lz(a—)t) v(a —t,0) si a >t
et
BS(t— 6)I(t — 0)K;(0) si t>0;
e(0,t)= (2.17)
K,(0) .
K0 —1) v(f —t,0) si 0>t,
d’ou g .
GSO=0(u+ S - 55010 + [ ata(a.t) da
G50= [0, a0~ (e )10
»S(t — a)P(a), si t>a;
v(a,t)= (2.18)
®1(a) v(a —t,0) si a>t
D1 (a — 1) s ="
BS(t—0)I(t — 0)K;(0), si t>0;
e(0,t)= K\ (0)
\ m’l](e—t,())? si 0>t.

2.1.2 Formulation de semi-groupe intégrale

Maintenant, nous utilisons 'approche introduite par Thieme [34] pour reformuler le systeme
(2.3) avec les condition initiales et limites (2.4) comme probléme de Cauchy semi-linéaire. Afin

de prendre en compte les condition aux limites, nous élargissons les espaces d’état suivants

2.1. Stabilité locale et persistance uniforme
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X, =R xR x L}((0, +00), R),
Xo=R x L'((0,+00),R) X R,
et on définit deux opérateurs linéaires A; : Dom(A;) C x; — x; (i = 1,2) respectivement par

S —(pn+v)S

< —(0) > :
—' — (a(a) + p)v

(2.19)

avec
Dom(A;) =R x {0} x WHL((0, +00), R),

Dom(Ay) = {0} x WH((0,+0),R) x R,
ou Wh! est un espace de Sobolev. Nous considérons
X=X X Xo = R xR x L}((0,+1),R) x R x L'((0,+1),R) x R.
Xo=R x {0} x L*((0,+00),R) x {0} x L'((0,+00),R) x R,

X+=R+ X R-l— X Ll((07 +OO>aR) X R-l— X Ll((ov +OO)aR) X ]R-H
et

Xo+=Xo M X4

Soit A : Dom(A) C x — x 'opérateur linéaire défini par

NIGIRENG
)

avec Dom(A) = Dom(A;) x Dom(As),

1

2.1. Stabilité locale et persistance uniforme
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et H : y, — x non linéaire définie par

On définit

Nous pouvons reformuler le systéme (2.3) avec les conditions initiales et aux limites (2.4) comme
probléeme de Cauchy suivant
du(t)
dt

En appliquant les résultats donnés dans [34] et [35], nous pouvons démontrer I'existence et

= Au(t) + H(u(t)) pour t > 0,avec u(0) = x € X, (2.20)

I'unicité du semi-flot {U(t) },>0 sur x,, généré par le systeme (2.20). De plus, en utilisant la théorie

du systeme dynamique [36] ,[37], nous pouvons avoir le résultat suivant

Théoréme 2.2

Le systeme (2.20) génere un semi-flot continu unique {U(t) };>¢ sur x,, qui est asymptotiquement
lisse et dissipatif borné. De plus, le semi-flot {U(¢)}:>o a un attracteur global A sur y,, qui attire

les ensembles de .

2.2 Etude de la stabilité locale

Dans cette section, nous étudions la stabilité locale du point d’équilibre sans maladie et le point
d’équilibre endémique du systeme (2.3) en analysant respectivement les équations caractéris-
tiques correspondantes.

On résume cette étude par le théoreme suivant

2.2. Etude de la stabilité locale
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Théoréme 2.3

Si Ry < 1, le point d’équilibre sans maladie 7°=(5°,v%(a),0,0) du systeme (2.3) est localement
asymptotiquement stable. Si non 7 est instable.
Si Ry > 1, L ’equilibre endémique 7%= (S5*,v*(a), e*(#), [*) existe et il est localement asymptoti-

quement stable.

2.2.1 La stabilité locale du point d’équilibre sans maladie

Tout d’abord, nous étudions la stabilité locale du point d’équilibre sans maladie T°.
Preuve.
Substituant (2.16) et (2.17) dans les deux premieres équations du systeme (2.18), respective-

ment, nous avons

%S(t)=A ~ (it 0)S(E) — BSOI(E) + /0 T (@S (t — a) da + Fs(t),
(2.21D)
4 ri0)= Omﬁumsu 0y dB— ()10 + Fi(0),
ol Fy(t)= /t Ooa(a)%v(a —4,0) da,
()= /t TpO)e(0 —t, 0)% o,
et qaund ¢t — oo, Fg(t) =0et Fi(t) =0.
Le systeme (2.21) devient comme
FSO=0— (0 VS0 = BSOIO + [ alw)S( - a) da
(2.22)
%I(t)z ;oo/i’k(e)S(t —0)d0 — (u+ (D).

Aprés, on passe au changement de variables suivant
S=5— 59, I=1-1°

alors, la linéarisation du systéme (2.22) au point 7° est donnée par le systéme suivant

2.2. Etude de la stabilité locale
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d = 7 (TeinT
5=- (M+¢)5—5501+/0 ®(a)S(t - a) da,

(2.23)
%7: /0 BK(0)SI(t — 0)dd — (1 + 7)I(t).

D’autre part, posons
S(t) = eMS, I(t) = M, (2.24)

et en remplacant (2.24) dans (2.23), il s’ensuit que :

d— _ _
%S=—u+u+¢w—5§7+smm,

d— — o~ —
FI=BSTK(\) = (A +p+ )1,

Donc la matrice jacobienne s’ecrit

= A
—(A O(\) —fB—

~ A
0 —A+p+y) +BEN)—————
( ht) ( )M(1+¢¢1)
ot K (A), ®()\) désignent respectivement la transformée de Laplace de K (6) et ®(a).

Posons det(.Jy) = 0, nous obtenons I'’équation caractéristique

()\ Vo — @(A)) (/\ (4 — Bmff(/\)) 0. (2.25)

Clairemment, (S°,0) est localement stable, les équations caractéristiques admettent
des racines A avec Re(\) < 0.

De I’ equation (2.25) on a
A+ 4 — D(N)=0, (2.26)

et

>\+(u+7)—ﬁu A K(\)=0, (2.27)

(1+v¢y)
Si A est une racine de 'equation (2.26) avec Re(\) > 0, alors en on déduit les deux inégalités

contradictoires suivantes

‘%(A)(: [0 [2° a(a) (exp(—(Aa + pa + [ a(s)ds)) dal

2.2. Etude de la stabilité locale



Chapitre 2. Etude de la Stabilité locale et persistance uniforme

< UOOO a(a)exp (— [ a(s)ds) da|=1.
et

AN+ p+Y) > p+ >,

ce qui’ est impossible.

Si A est racine de 'equation (2.27) avec Re(\) > 0, alors on peut déduire que

-

/ ewK(e)cw’ <
0

/0 OOK(e)de‘ k.

et
Z(er)%,

p(1+ve)
BA

a partir de (2.27), nous avons

(1 +Pey)
BA

C’est une contradiction avec la condition $, < 1. Cela signifie que toutes les racines de (2.26) et

’A+(u+'y)

(1 +7)

< k, ce qui implique R, > 1.

(2.27) ont des parties réelles négatives. Par conséquent, les points d’équilibres sans maladie 7°
est localement asymptotiquement stable si i) < 1 et il est instable si &g > 1. =

2.2.2 La stabilité locale du point d’équilibre endémique

Dans la suite, nous étudions la stabilité locale du point d’équilibre endémique 7.

La linéarisation du systeme (2.3) au point 7™ est donnée par le systéme suivant

d *_ * * Tk = *
Lg=—(ur )5 —ps1 +/0 B(a)S*(t — a) da,

(2.28)
%[*:/0 BE(0)S*(t — O)T*(t — 0)d0 — (i + ) I*(8).
Soient
S*(t)=eMS*, I*(t)=eMT", (2.29)

en remplacant (2.29) dans (2.28), il s’ensuit que

d ~
%S*= — A+ p+)S* = pS*I* + S*P(N),

d ~
ST =BS T R(N) = (A + u+ )1
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La matrice jacobienne au point (S*, I*) est donnée par

S ~Arptu)-pr +O(\) —BS*
"\ BrrRW) A+ p+) +BSEREMN )

Ona  3(\)=t — (A — w)®;(A).

Nous posons det(.Jy) =0, alors, nous obtenons I'équation caractéristique
5 Pt .
(A + 1) (1 n ¢<I>1(>\)> Aty = RO ) + (4 i+ 7) B1=0. (2.30)

Notons que \; = —pu n’est pas une racine de I’équation (2.30). Diviser les deux cotés des équations
(2.30) par (A + u)(1 4 ©®;())), nous obtenons

A+pt+9)
-+ ) (1408 ()
Maintenant, si A est une racine de '’équation (2.31) avec Re(A) > 0. Si nous pouvons prouver que
A+p+7)

(A + ) (1+ 9@1(N)
prouvé que Re(Z) > 0. puisque

Bty
K

A+p+v—+ >ﬁ[*= K. (2.31)

la partie réel de 7=

n’est pas négatif, nous laissons Re(\) > 0 est nous avons

P A+p+9) (2.32)

(A + 1) (1+ 921 (N)

<T>1(A)=/OOO¢ exp (—/Oa(u + a(s))ds) e da.

et

Notons que
q(a)=1 exp (—/ (1 + af(s)) ds) : (0 <1 <1). (2.33)
0
On a ¢(a) est non négatif et non croissant avec ¢(0)=1) est cette caractéristique sera utilisée dans

Pétude ultérieure

pour étudier le signe de Re(Z), nous laissons A=x + iy ot Re(\) a été supposé non négatif dans

la preuve de partie (2) de théorémes 2.4. Nous remplacons A=z + iy dans (2.32) donne que

vty iy
(x+p+y)((1+ /0 q(a)ee cos(ya) da) — i/o q(a)e=sin(ya) da)

_r+(pt9)+iy
7 ’

7=

(2.34)

2.2. Etude de la stabilité locale



Chapitre 2. Etude de la Stabilité locale et persistance uniforme

ou

o0

Zy=(x+p)(1+ /Oooq(a)e_m cos(ya) da) + y/o q(a)e " sin(ya) da
+i ly(l + /000 q(a)e " cos(ya) da) — (z + ) /000 q(a)e " sin(ya) da

=C+1D,

avec C et D sont les parties réelles et imaginaires de 7,

_ Zy _ Re(z)
Re(Z)=Re (02 — D?) = b (2.35)
ou
Zy=(x 4+ p+7)C +yD +i(yC — (x4 p+)D),
et

Re(Zs)=(z + p+~)C +yD
=7y / q(a)e " sin(ya) da
0

=[(z+p+7)((z+p)+y*] 1+ /Oooq(a)em cos(ya) da. (2.36)

Il découle de la caractéristique de ¢(a) et Re(A\)=x2 > 0 que le premiere terme du co6té droit

(2.36) est strictement positif . Il raméne alors a deux situations

i) y=0, nous peut facilement voir que Re(Z5) > 0,

i1) y # 0, tandis que y / e " sin(ya) da > 0 et la caractéristique de ¢(a),
_ 0

alors Re(Z3) > 0, il suit alors du (2.36) que Re(Z) > 0.

2.2.3 Persistance uniforme

Dans cette section, nous étudions la persistance du systéme (2.3). On définit les sous-espaces

suivants
Mr=R; x {0} x L'((0,+00),R) x {0} x M,
aM[:X0+\MI.

]/W\={< j) € L'((0,4+00),R) x R, :/096(0) d9>00u1>0},
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Théoréme 2.4

Le sous-ensemble M est positivement invariants sous le semi-flot {U(t)},>, généré par le sys-

teme (2.20) sur y, cest-a-dire , U(t, 8%1) C OM;, pour tout ¢ > 0.

De plus, le point d’équilibre sans maladie 7° = (S°, (0,v°(a)), (0,071), 0) est globalement asymp-

totiquement stable pour le semi-flot {U(t)},., réduit a OM;.

Preuve.

Soit (S, 0, vo, 0, eo, Iy) € My, alors (eq, Iy) € L'((0, +00), R) X R+\]\7 eton a

( Oe(0,1) N Oe(0,1)
a0 ot

= (pl0) + pe(6.1),
9 I(t)= / " p(0)e(6,1)d8 — (i + 7)I(0),

e(0,)=8S(t)1(¢),

I1(0)=0, e(0,t)=eq(0).

. A
Puisque S(t) < — quand ¢ — oo, nous avons
0

e(,t) <e,t) et I(t)<I(t), (2.37)
R - CUNE O Ry
00 ot
%f@: /0 mp(e)g(e, t)d — (u+7)1(t),
< (2.38)
&0, t>=ﬁ%7 (),

1(0)=0,  €(0,0)=eo(6).

\

En utilisant la méthode caractéristique, nous obtenons

5;1(75—9)K1(9), si t>0,
&0, 1)= (2.39)
K1(6) :
GO(Q_t)Kl(e—t)’ si 0 >t.
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En remplacant (2.39) dans (2.38) nous obtenons

d ~

Em):ﬁ%/o K(O)I(t—6) db+ Fi(t) — (u+)T(0),

(2.40)

avec, ) oo Kl (0>
F[(t)—/t p(@)eo(G—t)m d(9,

nous pouvons preuver que F;(t) = 0 pour tout ¢ > 0.

Sit>#,

On a K;(f)=exp (—/Oe(u +p(s)> ds, et K1(0 — t)=exp (—/Oo_t(u +p(s)) ds,

— (s)ds
Ky(0) < / > - ( / )
alors, ———~—=exp | — +p(s))ds |=e M. ¢ <1,
RCED R o_t(u p(s))
K1(6 _
alors, il suit de m <letpe L*® que F;(t) =0 pourt > 0.

Sit <6, alors

Fi(t) < / o @)eo(0 — 1) db

7 “+o00
=/t p(0)eo(0 —t) db +/9 p(0)eo(0 —t) db.

On a p(6) € L=((0, +00), R)\ {01} alors / " p(0) d6 < pre / b,

0 +00
ce qui implique, F(t) < pmax/ eo(f —t) db +/ p(0)eg(0 —t) db.
t 0

Il faut que,

6
/ eo(0 — 1) dO=0,
t

+oo
/ p(0)eo(0 —t) dO=0.
Z

0
D’abord, nous pouvons preuvé que / eo(0 — t) df=0.
t
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On pose

0—t=ux,
alors,

0 0

/ eo(0 — 1) d9=/ eo(x) dx,
etona ’

e € LY((0,+00), R)\M
avec

M= { (j) € L'((0,+00),R) x R, :/096(9) df >0oul > 0} :

alors,

/0960(33) d$=/t9€0(9 —t) do=0.

+oo
En suite, on preuve que / p(0)eo(0 —t) do=0.
9

On a

eo(0 —t)=e(0 —t,0),
et
eo(0 — t) est bornée alors eq(0 — t) < M,

par conséquent,

+00 +oo
/ p(@)eo(d —t) do < M/ p(0) do,
0 0
et, f=inf {9 :/ p(o) dazO} avec > 0,
0
+oo

+oo +oo
on arrive a, / p(0) db < / p(0) dO=0, ainsi,/ p(0) dO=0,
0 0 0

Il meéne alors a deux situations

K,1(0)

it>0:et ———~—
Sit>0:e K0 — 1)

< 1dou Fi(t) = 0, OU Pmax = €58 SUDPge (0 +00) P(F)-
Sit < 0 :il sensuit que F;(t) est égaul a zéro lorsque ¢ est grand suffisant.
Par conséquent, F;(t) = 0 pour tout ¢t > 0.

En appliquant la transformée de Laplace du systeme (2.40), on trouve

~ ~

ﬁ=ﬁ%f?<t>f<t> (DI,
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alors,
=~ A ~
0 |\ = 52RO + (k) =0,
et donc
7(t)=0,

A= BRO+ (k)| 0.

En appliquant la transformée inverse de Laplace, on trouve

Le systeme (2.40) admet une solution unique /(t) = 0. Il suit maintenant de (2.39) que ¢(¢,t) =0
pour 0 <0 <t

pourt < 6, ona

Ky (0)
K0 — 1)

S SIORI

6
(—/ p(s)ds)
0—t

< e leoll 1,

100, )1 11 = ||eo (6 — 1)

<ete leoll s

donc, €(#,t) — 0 quand ¢ — oo en utilisant (2.37), nous pouvons obtenir /(t) = 0 et e(f,t) = 0
quand t — oo
Maintenant, on énonce un résultat important de la persistance uniforme dans le théoreme suivant

Théoreme 2.5

Supposons que R, > 1. Le semi-flot {U(?)},,, est uniformément persistant sur M; par rapport &
(8]\7[}, ]\A/[/I) s’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout (S5,0,v,0,¢,1) € ]\A/[/I,

tggloo inf S(t) > ¢, tEHloo inf [|u(-, )| ;1 > ¢ tginoo inf |le(-, t)||.. > ¢, tE+mOO inf I(t) > c.
De plus, il existe un attracteur globale compact Ay d'un ensemble borné dans ;.
Preuve.
11 découle du Théoréme 2.4 que TV est globalement asymptotiquement stable dans &M, . Ainsi, il

suffit de prouver que

we ({T°}) N M;=0.
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avec
We({T°})= {x € Xoy- ¢, lim U(t)m=T0} .

Supposons par contradiction qu'’il existe x,, = (Soy, 0, Von, 0, €0, Lon) € {y € ]\A/[/I T -y < g} MI tel
que t1i+m U(t)z=T". Donc on peut trouver une suite {z,} C M;
tel que
1
Ult)x, —T°|| < ——, t>0.
U, - 10 <
Oou

U(t)x,=(Sn(t),0,v,(,1),0,e,(-, ), L,(t)), xn=(5.(0),0,(-, 1), en(-, 1), [,(0)).

alors pour tout ¢ > 0,

1
H (Sn(t)7 0, Un<'7 t)a 0, eﬂ('a t)? [n(t)) - (Sn(())? Un('a t)a en('a t)? [n(o))” < n+1 (2.41)
. . 1
On choisit > 0, assez grand tel que S° — 1 > 0.
n
Il exist T > 0, tel que pour tout ¢ > 7', nous avons
SO — ! < Sp(t) < S+ L 0<I,(t) < ! (2.42)
n+1 n+1’ - “n+1’
alors, on a
S, (t) > S° + !
= n+1’

pour tout ¢ > 0, et par conséquent

( De,(0,1) N den(0,1)

= — (p(0) + pen(,1),

o0 ot
%[n(t)=/ooop(9)€n(97 t)d0 — (p+v)1n(t),
en(0,1) > B(S° — ni 1)In(t),

L(0)=I, ,eu(0,t)=¢eno. (no, Ton) € M.

\

En insérant (2.42) dans la seconde équation de (2.3) et en utilisant le principe de comparaison,

on obtient

en(0,8) > En(,1), L(t) > L,(t), (2.43)
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ol (¢,(,t), I,(t)) est la solution du systéme suivant

(9ul0,1) | 92u(6,1)

= — (p(0) + pen(0, 1),

00 ot
d~ < ~
GT0= [ 070, 40~ (s + DL ()
’ (2.44)
24(0,)=5(8" — — )T (0)
Y n + 1 Y
\ Tn<0>210n 7En(07t):€n0, (en07IOn) S MI’
Pareillement a la preuve du Théoreme 2.3.
Soient,
en(0,0)=C,(0)eMt,  I,(t)=I,eM". (2.45)
En remplacant (2.45) dans la premiere équation de (2.44), ce qui donne
0 1 T ’
z (0)= — I — :
L 0)=5(" = DT (- [ 6ls) 4+ A)as)
Il découle de la deuxieme équation de (2.44) que
0
1 o0 / (p(s)ds)
_ 0 —pb _—An0 .
b= B8O [ @) T ),
alore, nous pouvons obtenir 'équation caractéristique du systeme (2.44)
A(0)=(5" ~ — )R =1
! n+ 17 G b uty)
. (2.46)
Depuis, Rp= > 1, il existe n > 0 tel que
(n+7)
A(0)=5(5" — —)k(0)—
n+1 (1+7)
(o)
n+1) (p+7)
1 kf3
=(Ry — ——
AES R
avec . 8
S0 — s 2.47
< n+ 1) (b +7) (2:47)
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Noton que H(),) est une fonction de classe C'! avec

1

L s el

~ 1
lim H(\,)= li SY —

Il peut vérifier que,

/ — 0k(0)e > df / k(0)e0 do
1 0 0

N _
HO=0" = o) | o (An 44477
1 _/oow)e_w 40 [0\ + 1+ 7) + 1]

:ﬁ<SO_ ) 0 < 0.

Ainsi, H'(\,) < 0, pour tout A, < 0 € [0,4+00) , il implique que H(),) est décroissante sur [0, +00),
d’apres 'equation (2.47), H (A\,) a une racine unique \; > 0 pour tout n > 0 assez grand alors,

H(0) > 1. De plus si A\, = £ + ni est un racine complexe arbitraire de 'équation (2.46), puis on a
£ < A, enfait,si{ <0,alors { < A\ Si £ >0

1
(E+nit+p+y)]

()= e + i) < [3(s” = i )Re + i)

alors, on peut déduire que

‘E(S + m')‘ = /OOOK (9)6—(£+ni)9d9) = /OOOK(H)Q_%@ ~HO

et
E+ni+pu+y>E+pn+7].

D’autre part,

1 k(& + ni) 1 k(¢)
6(So_n+1)(£+m‘+u+fy) Sﬁ(SO_nJrl)erujw’
alors,
()| < (),

ce qui implique E< A,

Nous pouvons écrire le systeme linéaire (2.44) sous la forme

du(t)
dt

= Bu(t), (2.48)
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ou
_ [ e 1)
u(t)_ IN(t) ) )
de JE
gl oae | 2| —gp WO +pe

o —(n+NT |

dt
et

D(B)= { (9 e W' ((0,400),R) x R :¢(0)=5(3° — - i 1)7, 7(0)=/0 Oop(e)g(e) de} .

En utilisant le théoréme de Hille-Yosida, 'opérateur(B,D(B)) génére un semi-groupe fortement

continu, noté {(m] (t) }=o0 -

Soit [ [, la projection propre correspondant a la valeur propre dominante \;, et A(\,) =1 —H (An),

puis en utilisant [la Proposition 3.1[40]] et apres des calculs algebriques approfondis, on peut ob-

tenir

1, U() ( o >=exp<A;:t> I, ( o )

— o o * o —1 6OTL
A%LH;H(M A (Al — B) I,
N
g 9
ou p(f), ¢ peuvent exprimés comme
(0 J AR R S K
P PAT, VTl dA(\,) I I

)\n ‘)\n=/\;
+o0 % %
{IO,L—F/ p(é’)/ eon(T) exp(—/ (A 4+ p+p(l)dl) drdf | ,
0 0 0
1 oo
= Np(8) do.
perenst MCOV0

De plus (e, Ion) € M, apres des calculs approfondis, nous pouvons prouver que £ > 0 et p(6) > 0,

pour tous ¢ > 0. Notez que A\, > 0, il s’ensuit alors que

lim < >
t——400 IOTL
Donc, ||e, (., ) =-+o00. Comme ¢t — +oo et de (2.43) on a
L
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Jim e ()] g1 =+o0, Jim I, (1) =00,

“

C’est une contradiction a (2.42) et donc W*({T°}) N M=(.

D’apres le Théoréme (2.2). 1l s’ensuit que le semi-flot {U(¢)};>¢ est asymptotiquement stable,
dissipatif ponctuel et que la trajectoire avant d'un ensemble borné. De plus, I’équilibre sans ma-
ladie TCest globalement asymptotiquement stable dans @M. Ainsi, le Théoréme 4.2 de Hale
et Waltman [38] implique que le semi-flot {U(¢)}:>o est uniformément persistant par rapport a
(OM;, M;). m
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Etude de la stabilité globale

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la stabilité globale de chacun des points d’équilibre
possibles du systeme (2.3). La technique des preuves consiste a utiliser des fonctions appropriées

de Lyapunow.

3.1 Stablité globale du point d’équilibre sans maladie

Puisque U(t)Ay = A, pour tout ¢t > 0 et soit z € Aj, nous pouvons trouver une trajectoire totale
{u(t)}+cr passant par x € Ay. Définir Psu(t) = S(t) et P,u(t) = v(t) pour tout ¢t € R (proposition
4.3 de [23]). Alors S(t) > 0 pour tout t € R, et pourt > 0,7 € R,on a

+oo +oo a +oo
/0 ala)v(t +r) da = /0 a(a)%v(r)(a —t) da + /0 ala)®1(a)S(t —a+r) da.

Sit=t+r, il Sensuit que pour ¢t > r,

/0 " aa)(t)(a) da = /0 " a(a) = (aq)_l(g)_ e (1) da+ /0 " (@)@ (a)S(t — a) da

etpourt >,

+o0 (I)l a
/0 a(a)qh( (a) ))v(r)(a — (t—a)) da| < exp (—pu(t = 7)) V(") 110 400) -

a—(t—r

Puisque u(t) € Ag et Ay est compact, il s’ensuit que (r — —oo) pour tout t € R

/0 " a@)u(t)(a)da= /0 T @)1 (a)S(t — a) da.

Dans la suite, nous pouvons donc réécrire le systeme (2.3) comme

38
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! d 400
CS(t)=A — (u+0)S(1) — SSWI() + / o(a)S(t — a) da,

De(0,1)  0e(6.t) _ (p(0) + p)e(6, 1),

00 ot
3.1)
d Hoo
GT0= [ p(O0e0.0) d0 — (e )110),
0
| €(0,0)=BS(t)I(t), S(0)=S, e(8,0)=eo(d), 1(0)=Io.
Dans la suite, nous définissons la fonction suivante de I'age latent 6
00)= [ sty (= [ e pieis) ar, 3.2
0 0
etn(0)=x , n(#) > 0 pour tout 0 < f < +oo.
On note que
exp (—/ (,u+p(s))ds) <1, (3.3)
0

pour tout 7 € [#,+00), il suit de (2.14) que pour tout 0 > #, nous avons

n(9) < / p(r)dr = 0.
0
Théoreme 3.1

Si %y < 1, le point d’équilibre sans maladie 7°(S° v°(a),0,0) du systéme (2.3) est globalement
stable.

Preuve.

Nous savons que le point d’équilibre sans maladie 7° = (5°,v%(a),0,0) du systéme (2.3) est
localement asymptotiquement stable si Ry < 1.

Dans la suite, nous devons seulement montrer que si ®y < 1, 7° est l'attracteur globale dans
R, x LY((0,+00),R) x L'((0,+00), R x R, \ OM, C’est-a-dire,

Ag ={T°}.

Puisque le systeme (3.1) est obtenu du systeme (2.3), 'attracteur globale A, du systeme (2.3)
devient un nouvel attracteur globale du systeme (3.1), noté Ao, dans R, x LY((0,+0),R) x R,
\ oM.

D’abord, montrons pour le systéme (3.1) que A, = {T° = (5°,0,0)} .

3.1. Stablité globale du point d'équilibre sans maladie



Chapitre 3. Etude de la stabilité globale

Soit
h(z)=2z—1—1Inz, z € R,.
1
Il est clair que h(z) > 0, /(z)=1 — —, pour tout z € R, et mﬂ%nh(z)=h(1)=0.
z z€R4

Soit (S(t),v(a,t),e(0,t),1(t)) la solution positive du systeme (2.3) avec les conditions aux limites
et les conditions initiales (2.4). On définit la fonctionnelle de Lyapunov

S(t) 1 [ 1

— 0 - -
Vi(t)=5(t) = 8~ I g5 + /0 n(0)e(0.1) d + —I(1).
En calculant la dérivée de V;(t), on obtient

Comme A=(p+1)SY — / ®(a)S da, et par 'expression de R(i)), on a

dVi(t) _ (dS(t > 1 dI(t)

© g 1
2o Led,t) do+ -
dt dt /s/o n0) gpel6:1) db+ =

=(pn+1)S /Ooocb )S%a — (u+1)S(t) — BS(t)I(t) —|—/OOO<I>((1)S(t—a) da

—5° {dfzi ) %} + %/00077(& <[—p<9) Fule®,t) = %> v

| [0et6.0) a0~ 100
~(1- 2+ V(S = 5(0) — BSWI) + 55°10)
41— %)/ﬁ@(a) [S(t — a) — 5] da — @m)

_1/00077(9) {36((9% t) + (p(0) + n) e(@,t)} do + %/Ooop(e)e(ejt) do

R

= _ % (S°—S(t))2 + %(R(@D) —DI(t) + /Ooocb(a)S(t —a) da

_SO/Omcb(a)% da + %(50 —S() — %/Omn(e)aeéeét) "

—ilm«mw+¢omm—pwww¢mm, 34

K

ol nous avons utilisé les expressions de S° et ¢.
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Soit
vo=vio + [ o [ (- - 50— som 22

ce qui est également une fonction définie positive avec son minimum global 77. Alors

dv(t) _dVi(t) +/Oooq>(a) {d/oa <S(t—r)—50—501n S(t_”) dr} da.

)drda, (3.5)

dt dt dt S0
Ona
d [* 0 oy St—r)
- S Y (I (U e A
i), (S(t r)—S° —S"In 0 dr
“rd “d “d_ Sit—r) “d
= —S(t—r)dr— —Od—o/—l d/—od
/O(dts( r) dr /OdtSr Sodtn 0 >T0dt57“
o S(t—r)|®
= S(t—7)3—S"In |
S(t S(it—a
=S(t)—S(t—a)—Soln[5E0)— (SO )],

ce qui donne

dv (t) _dVi(t) n /OOO@(Q) {i/oa(S(t —r) =809 —S%n 5 - T)) dr} da

i it 50
U /0 " 0(a) [S(t) - S(t - a)] da + S° /0 "o %(_t)“) da
_ dgt(t) + /0 " (a)S(t) da — /0 "D(a)S(t — a) da+ S° /0 "9(a)n S(;(;)@ e
:dvd;t(t) L 6S(t) — /O "B(@)S(t - a) da + S /0 o) In 2 (;(;)‘” da.

Il découle de (3.4) et la relation entre ¢ et ¢, que
dv(t)_—lﬂrw u+fy
dt - S(t) (SO — S(t)) 24+ (T) (R(Q/)) — 1)](t> — 6S(t)](t)

+§%(so = 5(t) + 5° { | e (— S%(_t)a) o S%(;)a)) d“}

+/0°Oq>(a)s(t —a) da — /OOO@(a)S(t —a) da+ ¢S(1)

65"
S()

LD (50 5007+ (150) (Rw) = 1110 - BSOI0) + (5 - S(0)
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+¢S(t) + ¢S — pS° + SO /0 OO(ID(a)(—S (;(_t)a) 2 (;é)‘”) da

‘1/00077(9)—86(@99’ D /Ooo (s -+ p(8)) n(8) — p(6)) db

K

- —g(ﬂ;?/’ (S°—5S(t)2 + (u : 7) (R(¥) — 1)I(t) — BS(H)I(t) + %(SO _8()

+HS(t) — $S° + 50/0wq>(a)<1 - S%(_t)a) =g do

[ o= [ @) 0) - p16) o

D’autre part, on a

ngO 0 0_—_ ¢SO 0 0
57 (50-510) + 50+ 65°= G5 (75100 ~ (5" - S0)
— (59— S(1)) [ o 1]

Alors, on arrive a

dv(t) _TH (1+v¢,) (SO B S(t)) 2, (M) (R()—1)1(t)—BS(t)I(t)

dt S(t) K
o [~ S(t—a) S(t—a) L[~ 0e(d,t)
+S/O q><a>(1— e >da—;/ﬂ n6) 5 o
1

! / (it p(8) n(6) — p(6)) (6, ) db.

R

On pose
[ w057 = [ noace.n

—(0)e(6,1)[ / " e(0,t)n(6) db
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= 0(0)e(8, )y — 1(0)e(0, ) — / e0,1Yn(60) db,

alors, on obtient

0% G = n0)el6.0l, o -S| et6.070(8) .

Finallement, on obtient

d‘c/git) _TH (gg)w%) (SO _ S(t)) 24 (,u : 7) (R(v)—=1)1(t)—-BS(t)I(t)

+50/O°Oq>(a) <1 — % +In S(;(;)a)) da — %(77(9)6(9; )

f=00

RBS(I(1)— / o0, 0)n(0)d6) — - / Tl p(0))1(6) — p(8))e(6. ) do

K Jo

-0 (50 s+ (A1) i) - 0100

+SO/OOO@(G) (1 B S(;(—t)a) ln S(;(—t)a)) da — 1(77(9)6<9,t)

S(t—a) S(t—a)
OO
si S(t — a) = S(1).

Par conséquent, le fait que o< 1 assure que la fonction définie positive V' a une dérivée né-

dv (t)
dt

dans l'attracteur A, du systéme (3.1). Supposons que P(S”, e?, 17 ) est un point dans 'ensemble

Notons que 1— <0, pour S(t —a) >0, S5(t) > 0, avec égalité si et seulement

gative

. I1 s’en suit alors que la focntion V' est décroissante sur la trajectoire totale u(t)

Alpha limite de u(t), on peut alors en déduire que V' est constante sur toute trajectoire totale
WP (t) = (SP(t), €"(-,t) ,IP(t)) passant par P € A,.

av(t
Autrement, 1'égalité ‘;—t = 0 si et seulement si (SP(t), ’(0,t), I (t))=T7. Alors
SP(t)y =S, eP(O,t) =0, I*(t) = 0.

Ains, 'ensemble Alpha limite de u(t) et 'ensemble Omega limite de u(¢) sont tout simplement
{T?}. Puisque t — V/ (u(t)) est une fonction décroissante, il s’en suit que V (i (t)) =V (T%) et u(t) =T?
pour tout ¢t € R. Il résulte que la trajectoire totale wu(t) dans l'attracteur A, doit étre 1’équilibre

sans maladie du systeme (3.1), et donc

Ap= {1} (3.6)
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Ensuite, nous obtenons de (2.16) et (3.6) que
S9H)=5°  9a,t)=1"(a), €“(0,t)=0, I°(t)=0,

pour toute trajectoire totale u®@(t) = (S9(t),v?(.,t),e%(.,t),19(t)) du systéme (2.3) passant par
Q € Ay, ceci implique que Ay={T°}. m

3.2 Stablité globale du point d’équilibre endimique

Théoréeme 3.2

Si Ry > 1, T est globalement asymptotiquement stable sur M et 'équilibre endémique
T* = (S*,v*(a), e*(0), I*) il est globalement asymptotiquement stable dans 1/;.
Preuve.
On peut facilement démontrer la premiére partie du Théoreme 3.2 a partir du Théoreme 2.3
Nous savons que le point d’équilibre endémique 7™ = (S*,v*(a),e*(0), [*) du systeme (2.3) est
localement asymptotiquement stable si 8, > 1. Dans la suite, nous montrons que si £, > 1 le
point d’équilibre endémique T* est l'attracteur global dans R, x L!((0, +o0), R) x L'((0, +00), R x
R, \OM;j, c’est-a-dire,

Ag ={T"}.

Soit (S(t),v(a,t),e(0,t),I(t)) la solution positive du probleme (2.3). On définit la fonctionnelle

de Lyapunov suivante

Vi=s)-5"-5"n e [T (e(0.0 - c0) - o) m ) )

S* K

ou 7(#) est déja définie dans (3.2). Nous calculons la dérivée de V;(¢), et en utilisant

A=pS*T* 4+ (1 +1)S* — pS* et %I*, il s’en suit que

d‘illt(t) =%§t) —S*In %f)s* + %/00077(«9) (%(e(@,t) —e*(0) —e*(0) In e(Q,t)) df

| (dI®) dI(t)
(Y e B
J%( dt Nt

=(N:7)]* (At )ST — 6S* — (u+)S(t) — BSEH)I(t) + /Ooocb(a)S(t —a) da
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S* [(n+),, ] .
_%{ - I+ (p+)S* — ¢S —(u+¢)5(t)]

+1/Ooo(n(9) {_(pw) +p)e(d,t) — 86(8% t)}

_I* %/Ooop(e)(e(e,t) d — (1 + ’Y)[(t)} ﬁ

— (“:7)1* + o+ P)S* — 6S* — (n+1)S(t) — BS(HI(E) + / " 2(a)S(t ~ a) da

S* [(p+7),, ) )
_%{ 1 + (p+1)S* — ¢S —(M+¢))S(t)]

_% [—ﬁS(t)I(t) + /Ooocb(a)S(t —a) da}

R

+1/OOO(77(0) [_(P(Q) +p)e(d,t) — 86(8% t)]

e (0) {—@(9) F)e(o,t) - ) t>1 “

WL (/Ooop(e)(e(e, t)df — (n+ v)l(t))

K

e F/Ooop(e)(e(e,t) do — (1 + ’y)f(t)l %

R

—(1- %)(M L )(S* — S(8)) + BT — BS(DI(t) — 55*1*% 4 /O " 9()S(t - a) da
g /O T o(a)2 %(_t)“) da + %(S* —S(1)
[ (1= s ) (Z5 L e neton) ) ao
42 /0 " p(0)(e(0,1) d — %% /0 " p(0)(e(0, ) do + @J*. (3.8)
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Soit

V) =Vi(t) + /0 o) /0 ’ (S(t )8 - 2 (tS: r)) drda, 3.9)

est une fonction définie positive avec 77 est son minimum global.

Puisque

/Ooocb(a) [/OG(S(t —r)dr — S*%/Oa In S(tS: 7")] da

“d Lfd . Sit—r)
/OE(S(t_T)dT_S/OEIH o dr] da

_ > a * S(t—’f’) a
_/0 B(a) | (Sl = r)ff— 5"l 2 |O} da

(@) [(S(t) — S(t — a) — S*In(S(t) — S(t — a)] da

Il
C\S
LS

=/Oooq>(a)5(t) da_/ooo(l)(a)S(t —a) da + S*/OOOCI)(CL) In S(;(—t)@ da

=S (t)— /Ooo@(@S (t —a) da + 5*/:0@(6”) o S(;(;a) e

(3.10)

et en remplacant (3.10) dans (3.9), nous obtenons

V(t)=Vi(t) + (bS(t)_/Oooq’(a)S(f —a)da+ S*/Oooq)(a> " S(;(;)a) o

D’apres (3.8), nous trouvons

dVi(t) S+
at (1 -~ S(1)

) (1) (5" — S(t))+55*l*—65(t)1(t)—BS*I*%

—i—/ooo‘I)(a)S(t —a) da — S*/Ow@(a)% da + SO (S*—S(t))

1 1 I*

+E/Oop(9)€(9’t) W Tw /Oop(H)e(e,t) do + “:7[*

+6S(t) — /0 " 0(a)S(t — a) da+ S* /0 " (a)In 2 <;<_t)a) da

= B S0P + | (5T = S(0) + 95(0) — 05"

*

k Tk k* Tk S
HBSTT = S(OI(0) = 55T g

—S*/Ooo(b(a)s(;(;)a) da + S*/Oooq)(a) In S(;(—t)a) da

+ ¢S*
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_l/ooo (0)e(0, £)df — %%/w (0)e (6, t) df

K

—l/ooon(em _ :(*0(92)) (aeé% 8 4t p(e)) e(0,1) do + 27 1

On a
o LS )
S5~ 80) +95(0) + 95" =5 (5"~ (1) Sf(s s(0)
=—4(5" = 50) g3 >
=505 (57— 50))*
et
—p A+ _ 2_i _ w ) 2
s (&I g T Sn 0 (5~ S(1)
— (S(t)wqbl)(s S(0))2
donc
=G s sy 4 45T -AS )65 T 5
+5*/OOO¢(@)(1 - S(;&)a) +1In S(;(;)a)) da
_%/0 ( 6(9))( 290 )(Qt)dg
+%/OOP Je(0,1) 1*?/ 9td9+“+71

0
Notons que le terme (1 - > g7 e(#,t) est important pour nous produire le résultat, et on a

(1‘:50(,02))59 - %(6(9;) Sk 66(9(9?)

- ( 6(0975)) <1 - :Z;i;) (1 +p(0))e(0,1),

en intégrant par partie, nous obtnons

/0 " 00) (1 _ :é%) (aeé% D1 (u+ pl0)e(o, t)) )
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=00

e (0D @0
=20 0) (550 -1 - 5557

_ > e(@,t)_ _ne(e,t) (0" y
[T (S5 - 1w o) + no)eio) ao

0=0

=00

B . i e(0,t)
=n(0)e*(0) ( *(6) 1=l e*(0) ) 0=0
0

+ /0 b (€e<* (’9 t)> “1-In 66(9(;))) e*(0)p(6) db.

En utilisant (3.9), on obtient

()= -0(6)= -+ p(6)n(6) ~ p(0). (3.1
Puisquer/(6)¢*(6) =u-+ p(6)1(6)¢" (6) — p(6)e*(6), et n(6)cs()=— (1 + p(O)n(6)e*(8), alors

7' (0)e(0) +n(0)eg(0)= (1 + p(0))n(0)e(0) — p()e”(0) — (1 + p(0))n(0)e*(0)=—p(0)e(0),
Il résulte que

oo (1= S5 ) (P ek ey eton) )
)

:kawm<i%$_1—mig£)&j+Am<§iQ—1—m€9“)awmwwﬁ

ol nous avons utilisé les expressions suivantes 7(0)=k, *(0)=£S*I*, e(0,t)=£S(t)I(t).

Finallement, on peut écrire

dV(t)_—u (1+w¢1) * 2 * s e O
7 S0 (S*=S(t))*+ S I"*=BS(t)I(t)-BS*T %

—H?AW@MXI—S%é;»+mS%é;hda

+lAmmmdaﬂd0—%%%Ammmdaﬂdﬂ+“+vﬁ

ﬂﬂﬂﬂ_l_mS@Hﬂ]
9=oo:|

1 0,1 0,1t
—— {n(g)e*(g) (M —1—=1n M)
3.2. Stablité globale du point d'équilibre endimique
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oo (1w

_ A+ Yey) o 2 ere | S St
ST (S™=S@)"+p5S1 [S(t) +1n—S(t)I(t) + ]

—i—S*/OOOCI)(a) (1 - S(;(;)a) L2 ; a)> da
.

= oo (S -1-w )|
b, ”) do

1 006* __e(@,t) e
oo (- S

S(t)
1 [>, S* S*
> S(t—a) S(t—a)>
+S*/ d(a (1——+ln da (3.13)
o PO s S
1 e(6,t) e(@,t))
— —n(0)e* (0 —1—1In (3.19)
00 (555 0
1 [ e(0,t) I e(0, ))
+ — e*(0)p(6 (1 —In dl. (3.15)
o oo (1- 15 0 "0 0
D’apres les propriétés de la fonction h(x) = 2 — 1 — In x, nous savons que les termes (3.12)-(3.15)
.. dv(t) e . , . .
sont tous négatifs, et o est définie négative. Par conséquent, la fonction V' est décroissante

sur la trajectoire totale wu(¢) dans l'attracteur Ay du systéme (3.1). Supposons que P(SF e I7)
est un point dans 'ensemble Alpha limite de u(¢), on peut alors en déduire que V' est constante
sur toute trajectoire totale a?(t) = (S”(t), ¢”(-,¢) ,I?(t)) passant par P € Ay.

dv (1)
dt

De plus, I'égalité = 0 est vérifiée si et seulement si (S?(t),e"(0,t), I"(t)) ,=T;. Alors, on a

SP(t) = S*,  eP(0,1) = e*(0), IP(t) = I*.

Ainsi, 'ensemble Alpha limite de u(t) et 'ensemble Omega limite de u(¢) sont tout simple-
ment {77 }. Puisque ¢t — V (u(t)) est une fonction décroissante, il s’en suit que V (u(t))=V(T7)
et u(t)=T; pour tout ¢ € R. Il résulte que la trajectoire totale %(¢) dans lattracteur A, doit étre

I’équilibre endémique du systeme (3.1), et donc

Ag={T7}. (3.16)

3.2. Stablité globale du point d'équilibre endimique
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Ensuite, nous obtenons de (2.16) et(3.16) que
St) = 5%, v%(a,t) = v*(a),e?(0,1) = €*(0), I°(t) = I".

Pour tout trajectoire totale u®(t) = (S9(t),v9(.,t),e?(.,t), I?(t)) du systéme (2.3) passant par
Q € Ag, ce qui implique Ay = {T*}. m

3.2. Stablité globale du point d'équilibre endimique



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié un modele d’épidémie structuré en age avec une période
de vaccination période latente.

Dans ce modele, ces distributions sont déterminées par le débit p(f) de la classe exposée a la
classe infectieuse et le taux du vaccin a(a). Le nombre de reproduction de base R, de notre
modele (2.3) a été trouvé par sa définition. Si £y < 1, le systéme (2.3) a une unique point
d’équilibre sans maladie T°. En prouvant sa stabilité locale et son attractivité globale, nous avons
donc établi la stabilité globale de T°, ce qui imlique que la maladie disparaitra finalement lorsque
Ry < 1.

Quand R, > 1, le systéme (2.3) a deux points équilibres 7° et 7*. En appliquant la théorie du
semi-groupe intégrale et en construisant une fonction de Lyapunov, nous avons prouvé que 7° et
globalement asymptotiquement stable sur 0, tandis que 7™* et globalement asymptotiquement
stable sur M;. Cela implique que la maladie persiste et s’installe a I'équilibre endémique 7™ si la
condition initiale 7y > 0, ou ¢y(#) > 0 sur un ensemble de mesures positives.

La construction de la fonction de Lyapunov basée sur 7(#) dans (3.1), la fonction 7 () est obtenue

en résolvant 'equation (3.11) avec le condition initiale 7(0) = . Alore Le taux de reproduction

de base est
BAk
8%Oz y
(b +7) (1 + ¢oy)
qui est un produit du taux de transmission /3, la période infectieuse moyenne T), la pro-
[ty
a I'équilibre

babi}\ité r de survivre a la période de latence et la taille de la population sensible

(14 1¢y)
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