Cl]:lg)pd

République Algérienne Démocratique et Populaire R

Ministére de 1’enseignement supérieur et de la recherche
scientifique
Université Larbi Tebessi - Tébessa - sl sl el
meadiniedees  Faculté des Sciences Exactes et des Sciences de la Nature — se=sesmnmssiav
et de la Vie

Département: Mathématiques et Informatique

G
T
F

Fp
1=

Mémoire de fin d'éetudes
Pour |'obtention du diplome de MASTER

Domaine: Mathématiques et Informatique
Filiere: Mathématiques
Option: Equation aux deriveées partielles et applications

Theme

4 _ .
Comportement Asymptotique des Solutions d'un

Probleme de Transmission d'Ondes Viscoeélastique
avec Retard

Présenté Par:
Haouam Fadia
Hasnaoui Bouthaina

Devant le jury:

Rebiai Belgacem PROF  Université Larbi Tébessi Président
Nabti Abderrazak M.C.A  Univérsité Larbi Tébessi Examinateur
Boumaza Nouri M.C.A  Univérsité Larbi Tébessi Encadreur

Date de soutenance : 25/06/2020




Dédicace

Nulle dédicace ne puisse exprimer ce que je leur dois
Que dieu leur réserve la bonne santé et une longue vie.

L’eau coule grdce a sa source
L’arbre pousse grice a ses racines

Dédicacea ma maman qui m’a soutenu et encouragé
durantCes années d études.Qu elle trouve ici le témoignage

de ma profonde reconnaissance.

A mon cher pére qui a toujours été dans mon coeur.

A mes fréres : ARram, Hamza, Mohamed, , Abdelrazak,
Pour les sacrifices déployés a mon égards ; pour leur

patiencesLeur amour et leur confiance en moills ont tout

B

BN Fadia Haouam

" 1 lea




Dédicace

Je dédie ce travail a ceux qui ont sacrifies et qui ont donnes
le meilleure pour me voir réussir dans tous les cotés de ma vie
A ma chére mére, [esprit de ma vie, pour ses conseils et ses
encouragements.

A mon cher pére, que lui garde pour nous.

A ma sceur Takwa.

A mes deux_fréres Amjed et Yahya.

A mon cher mari Nacer Al pour ses sacrifices, son soutien
moral et matériel m'ont permis de réussir mes études. Ce
travail soit témoignage de ma reconnaissance et mon amour
sincere et fidele.

A mes trés chére amis: Djenina Nourddine, Ahlem Mrah,
Feten , Sara, Khawla et Zina.

A toute personne qui m’ont aidé de prés ou de loin méme
avec un petit mot du courage

9

p |

82 @ Bouthaina Hasnaoui

A ) 4 -
Vi L




Remerciements

Ni cette espace, ni tous les mots du monde ne suffisent vraiment
pour exprimer
nos sincéres remerciements et gratitude.
Avant tous nous tenons d remercier de tout ceeur mon Dieu

CALLAHO
le tout-puissant de nous avoir donné la force, la volonté et [aide
pour
réaliser ce mémoire.
Nous avons le grand honneur et le profond respect de remercier sa
haute
bienveillance notre encadrant Dr. N. BOUMAZA qui a fait tout
son possible
pour nous orienter et nous a guidé afin de réaliser ce mémoire avec
compétence, pour tous les conseils précieux qu'il nous a prodigués.
Nous remercions les membres du jury qui ont accepté avec
gentillesse d’examiner
notre travail, président Dr. B. REBIAI et examinateur
Dr. A. NABTI
Vraiment un grand merci aussi profond que sincére da tous ceux,
qui m’ont aidg.




Résume

Le but de ce travail est de donner des résultats liés a un probleme de
transmission d’ondes (étudié par Bahri et al) en la présence des termes
mémoire infini et de retard. Sous quelques hypotheses appropriées, on va
étudier I’existence et I’unicité de la solution en utilisant la theorie des semi-
groupes. Pour la stabilité, nous prouvons également que la dissipation unique
donnée par le terme mémoire infinie est forte et suffisante pour stabiliser le
systeme de fagon exponentielle en utilisant la méthode des fonctionnelles de
Lyapunov.

Mots clés: Equation des Ondes, terme mémoire, stability, fonctionnelle de
Lyaponov, terme de retard.

Abstract

The aim of this work is to give a results related to the wave transmission
problem (studied by Bahri et al) in the presence of history and delay terms.
Under appropriate assumptions, we will study the existence and uniqueness
of solution by using the theory of semigroups. For the stability, we also prove
that the unique dissipation given by the infinite memory term is strong
enough to stabilize exponentially the system by using a suitable Lyaponov
functional method.

Keywords: Wave equation, memory term, stability, Lyaponov functional,
delay term.
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Introduction générale

Iévolution au cours du temps de nombreux phénomenes physiques, biologiques, économiques ou
mécaniques est modélisée par des équations aux dérivées partielles (EDP).

Parmi ces équations le probleme de transmission qui se posent aussi dans plusieurs applications
de la physique et de la biologie.

Notre mémoire consacré a I'’étude de I'existence locale et la stabilité exponentielle d'un systeme

de transmission fourni avec un terme mémoire et un terme de retard qui définit comme suivant

1]

U (T, 1) — Qg (T, 1) + fooog(s)um(x,t —8)ds+ pug(z,t —7) =0, z € Qt >0,
U (2, 1) — buge(z,t) =0, x € (L1, Ls),t >0,

avec les conditions aux limites et de transmission

u(0,t) = u(Ls,t) =0,
aug (L, t) — fo S)Uy Lz,t s) ds = bug(L;,t), i = 1,2,

et les conditions initiales

u(z, —t) = uo(z), u(z, —t) = uy(x), reQ t>0,

u(z, t —7) = fola,t — 1), reQ, te(0,7),

v(x, —t) = vo(z), ve(x, —t) = vi(x), = € (L1, Ly), t >0,
ou 0 < Ly < Ly < L3, Q =]0,L1[ U]Ly, Ls[, a, p1, b sont des constantes positives, u, est donné
I'histoire, et 7 > 0 est le temps de retard.
Ce probleme est en relation avec la propagation d’ondes sur un corps qui se compose de deux
types de matériaux différents : la partie élastique et la partie viscoélastique qui a le passé et I'effet

du temps de retard.

Avant d’énoncer et de prouver nos principaux résultats, rappelons d’abord quelques travaux liés
au probléme que nous abordons.

Pour certains équations d’ondes avec différentes dissipations, le lecteur devrait consulter le tra-
vail qui prouve la stabilité de la solution effectué par Nicaise- Pignotti [25] Récemment, des équa-

tions d’ondes avec la dissipation viscoélastiques ont été étudiés par de nombreux auteurs, voir




3,6,5,17,18,19,10, 30] et les références qu’ils contiennent. Il est montré que la dissipation pro-
duite par la partie viscoélastiques peut produire la décroissance de I'énergie. Par exemple, A.

Guesmia [14] a étudié I'équation
wy — Au +/ g Au(t — s) ds + puy(t —7) =0, z € Q,t > 0, (1
0

sous la condition
36 >0,¢'(s) < —=dg(s) Vs >0, (2)

I'auteur a montré la décroissance exponentielle de I'énergie.

Les questions liées a la solvabilité et a la stabilité/instabilité des équations d’évolution avec retard
ou mémoire ont attiré une attention considérable ces dernieres années et de nombreux auteurs
ont montré que les termes de retard peut déstabiliser un systeme qui est asymptotiquement stable.

En 'absence du terme de retard dans (1) (i.e.u = 0),
ugy — Au + / g(t)Au(t — s) ds Vt > 0,
0

une grande quantité de littérature est disponible sur ce modele, abordant les problemes d’exis-
tence, d'unicité et de comportement asymptotique en temps (voir Dafermos, 1970[8] ; Fabrizio &
Lazzari, 1991[9]; Liu & Zheng, 1996 [20] ; Giorgi et al., 2001 [12]; Chepyzhov & Pata, 2006 [7];
Mufloz Revira & Grazia Naso, 2007 [24]; Pata, 2010 [26] ; Guesmia, 2011 [13] et les références
qui y sont citées). I'équation d’onde viscoélastique unidimensionnelle non linéaire a été étudiée
par Dafermos (1970) [8]. Avec la méme condition (2), il a montré que ’énergie du probléme tend
vers zéro asymptotiquement, mais aucun resultat de décroissance a été donné.

Récemment, 'équation d’onde dans le domaine borné a N -dimensions avec retard constant,
mémoire finie et amortissement par frottement linéaire a été considérée par Kirane et Said-Houari
[15] :

ug (x,t) — Au(z, t) + / g(s)Au(z,t — s) ds + pyug(x,t) + pou(z,t —7) =0, x € Q,;t >0, (3)
0

la stabilité exponentielle de (3) a été prouvée sous I’hypotheése 0 < pu, < p,. Le méme résultat a
été obtenu dans Said-Houari (2011) [29] dans le cas du systeme de Timoshenko. Comme indiqué
dans Kirane et Said-Houari (2011) [15], on rappelle que (3) est instable si 0 < p; < p, et g =0
(voir Nicaise et Pignotti, 2006 [25]).

Messaoudi [22] a étudié ’équation viscoélastique suivante

t
utt—Au—i-/ g Au(t —s) ds =0,z € Q,t > 0,
0




dans un domaine borné, et a établi un résultat de décroissance plus générale, a partir duquel les
résultats de décroissance exponentielle et polynome habituels ne sont que des cas particuliers.
Dans [2] Les auteurs ont examiné un systéme d’équations d’ondes avec un frontiere linéaire de

dissipation et un terme de retard

U (2,1) — Aty (z,t) + pyue(x,t) + pou(z, t —7) =0, x € Q,t > 0,
Vgt (2, 1) — buge(x,t) =0, x € (Ly, Ls),t >0,

sous 'hypothése
Ho < Hy

et la méme chose dans [16] avec un terme mémoire

Uy (2, 1) = Uy (2, 1) + [ g(8)uga(,t — 8)ds + pyug(z, 1)
+pgui(z,t — 1) =0, r €O, t>0, 4
v (2, 1) — buge(z,t) =0, (x,t) € (L1, La) x (0,00),

avec la condition ;
Ho < fiy (5)

ils ont prouvé la stabilité exponentielle de la solution. Au contraire si (5) n’est pas vérifié, ils
ont trouvés une suite des termes de retards pour lequels la solution correspondante de (4) sera
instable.

Dans [31] les auteurs ont étudié un probléme de transmission dans un domaine borné avec un

terme de retard variable et a la présence d’'un terme mémoire infinie dans la premiere équation

U (T, 1) = AUge (2, 1) + [ 9(8)uga(z,t — 5) ds + pyuy(z,t)
+usu(z,t — 7 (1)) = 0, xeQt>0,
vy (2,1) — buge(x,t) =0, (x,t) € (L1, La) x (0,00),

Sous des hypotheses appropriées sur le poids de dissipation et le poids du retard, ils ont prouvé
la stabilité exponentielle de la solution.

Dans [23], Les auteurs ont considéré 'équation
u (x,t) — Agu(x,t) — py Agug(x, t) — poAgu(z,t — 1) =0,

sous 'hypotheése
|1o] < 1y (6)

ils ont prouvé la solvabilité et la stabilité exponentielle de 'énergie.

Présentons maintenant le plan que nous allons suivre.




Ce mémoire se divise en trois chapitre :

Le premier est consacré a quelques notions préléminaires, dans laquelle on a définit quelque
théoremes et quelques inégalités trés utilisés dans notre mémoire.

Dans le deuxiéme chapitre, on va étudier 'existence locale de la solution du probleme de trans-
mission avec un terme mémoire et un term de retard en se basant sur le travail de N. Bahri et A.
Beniani [1], on démontre I'existence Locale par la méthode des semi-groupes.

Ensuite nous travaillons sur la stabilité exponentielle du probléme posé, pour cela nous prouvons
la décroissance exponentielle de I’énergie quand le temps tend vers I'infini. On termine par une

conclusion et une liste de références utilisées dans ce mémoire.




Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons les principaux notions dont nous aurons besoins, il consacré
aux notions de la théorie des espaces fonctionnels, des théoremes, formules et des inégalités trés
utilisés dans notre mémoire, Comme nous le mentionnons la théorie des opérateurs et de semi
groupe, car ils sont standard et connues chez les lecteurs comme elles peuvent étres trouvées

dans beaucoup de références de mathématiques.

1.1 Les espaces

1.1.1 Espace vectoriel normé
Définition 1.1 (Sous-espaces vectoriels)

Soit F un espace vectoriel sur le corps K et soit F' sous ensemble dans E. On dit que F' est un
sous-espace vectoriel de F si et seulement si

1. F # &,

2.Vx € F\Vy € F': x +y € F. Autrement dit F' est stable par 'addition ;

3.Vx € F,pour A\ € K: \x € F. Autrement dit F' est stable par la multiplication par scalaire.

Définition 1.2 (Espaces vectoriels normés)

Un espace vectoriel linéaire E est dit espace normé si pour chaque élément u € F il existe un
nombre réel noté par ||u|| , vérifiant les axiomes

1D ||ul| =0 <= u=0;

2) [[u+ || < |lu|l + ||v]|, Yu,v € E (inégalité triangulaire) ;

3) | \ull = |\ |Jul|, Yu € E, VA € K.



Chapitre 1. Préliminaires

Définition 1.3 (Suite de Cauchy)

Soit (&, ||.||) espace normé et (uy), . une suite d’éléments de £, on dit que la suite (uy,), . €st

une suite de Cauchy si

Ve >0, dIng (), Yn, m > 0= |ju, — uyl <e.

1.1.2 Espace complet

Définition 1.4 Soit E un espace vectoriel, on dit que E est un espace complet si toute suite de

Cauchy (uy),, .. de Uespace I est converge vers un élément u de E.

1.1.3 Espace de Banach
Définition 1.5 (Espace de Banach)

Soit (E, ||.||) un espace normé, on dit que FE est un espace de Banach si F est un espace complet.

1.1.4 Espace de Hilbert
Définition 1.6 (Produit scalaire)

Soit H un espace vectoriel, on appelle application de H x H dans le corp

K = C définit par (., .) est un produit scalaire si :

1) (u,v) = (v, u), pour tout u,v € H;

2) (Aup + ug,v) = A (ug,v) + (ug2,v) , pour tout u,v € H, et A € C;
3) (u, \) = X {u,v), pour tout \ € C;
{

Définition 1.7 (Espace de Hilbert)

Un espace de Hilbert est un espace de Banach ((4,||.||;) espace normé complet) muni d'un

produit scalaire pour la norme associée :

lully = (w,w)® Gee) [Jull? = (u,u) .

1.1. Les espaces



1.1.5 Espace Dual
Définition 1.8 (Forme Linéaire)

Soit F un espace vectoriel sur un corps K. On appelle forme linéaire sur £ tous les applications

linéaire de F vers K (K étant considéré comme espace vectoriel sur lui-méme).

Définition 1.9 (Espace Dual)

Soit £ un espace vectoriel sur un corps K. On appelle espace dual de F, et on le note E*, I'en-

semble des formes linéaire sur F.

1.1.6 Espace L?(Q)

Définition 1.10 Soit p € R, avec 1 < p < oo . On définit Uespace des classes de fonctions LP(S2) par
LP(Q) = u:Q — R, uest mesurable et /|u(x)|p dr < 400
Q

La norme est notée par :

3=

lull, = / ()P de

Sip=oc,ona:

L2(Q) = u: Q2 — R, u est mesurable et il existe une constante positive C, telle que
lu(z)] < C p.psur . '
Il sera muni de la norme du sup-essentielle
Jul|, = esssup u(z)] = inf {C; |u(z)] < C p.psurQ}.
€N z€Q

Proposition 1.1 L?(§2) muni de sa norme ||.||;, est un espace de Banach, pour tout 1 <p < oco.

Définition 1.11 On dit qu'une fonction u : Q! — R appartient a L. (Q) si ulx € L (Q) pour tout
compact K C €.

Définition 1.12 L?*(Q) est un espace de Hilbert, avec le produit scalaire

(U, V) 20y = /u (z)v (x) dv, pour tout u,v € L*(Q).
Q




Espace L*((0,7), E).

Définition 1.13 Soit E un espace de Banach, 1 < p < oo et 0,7 un intervalle de R. On appelle
espace de Lebesgue a valeurs dans F et on note LP((0,T), E) Uespace des fonctions u :|0,T[— E,
mesurable qui vérifient

1/p

t
DSi1 < p<oo fulpnn = | [lu@Pds] <.
0

ii)Sip = o© =ess sup |u(x)| < oo.

! HUHLOO 0,7),E
(1.2 z€]0,T

Lemme 1.1 Soit u € L*((0,7),FE) et % € LP((0,T),FE), (1 <p<o0) alors la fonction u est
continue de [0,T] dans E (i.e) u € C* ((0,T),E) .

Pour 1 < p < oo, L?((0,T),E) est un espace de Banach et en particulier L*((0,7), E) est un

espace de Hilbert, lorsque F est un espace de Hilbert.

Espace de Sobolev

Dérivée faible

Définition 1.14 Soit Q un ouvert de R", 1 <i <netu € L}, () une fonction a une i-éme dérivée
faible dans L}, () s’il existe f; € L, () telle que pour tout ¢ € C5° (2) on a

[u@ap@ds =~ [ fiws

Q
Cela revient a dire que f; est la i-éme dérivée de u au sens des distributions, on écrira

ou

62- u

fi.
Espace W'7(Q)

Définition 1.15  Soit Q un ouvert quelconque de R" et p € R, 1 < p < +oo, Uespace W»(Q) est
défini par
WP(Q) = {u € LP(Q); tel que du € LP(Q)}.

ou 0; est la i-éme dérivée faible de v € L} (Q).

loc




Espace W™?(Q)

Définition 1.16 Soit Q2 un ouvert de R", m > 2etp € R, 1 < p < 400, lespace WP () est défini
par
W™P(Q) = {u € LP(Q); tel que Du € LP(Q),Va, |a| < m}.

OtaeN" |a|=a; +ay+..+aq, et DY = 97...0% est la dérivée faible de u € L}, ().

Lespace W™P((2) est muni par la norme :

||U||me( |u||LP + Z |Dau||L2

0<|a|<m

Définition 1.17 Si p = 2, on note par W™2(Q) = H™ et WJ"*(Q) = HJ* (Q) muni par la norme

2

2
llmey = | D2 (10°ullioiey) | -

la|<m

tel que H™ (Q2) espace de Hilbert, avec le produit scalaire

(U, V) gy = Z (D%, D), » = Z 0%ud®vdx, pour tout u,v € H™(Q).

la|<m la|<m o

1) Les espaces W™P((2) sont des espaces de Banach.
2) Sim = 0ona W (Q) = LP(Q).

1.2 Théoreme de Trace

Théoreme 1.1 (de Trace)
Soit 2 un ouvert borné et régulier. On peut définir une application linéaire et continue ;
® : H'(Q) — L*(09)
u — D(u)
Prolongeant I'application trace pour les fonctions continues sur § : pour tout
ue H'(Q)NC°(Q) : @ (u) =u |oq -

Capplication trace est continue de H' (Q) dans L? (092), ce qui signifie qu’il existe une constante

Cq telle que
|® (“)Hm(aﬂ) < Cq HUHHl(Q)

1.2. Théoréme de Trace



1.3 Théoreme de Fubini
Définition 1.18 Soient par exemple X une partie de R?, Y une partie de RY, et
f: X xY —R"

Une application intégrable. Alors, d’apres le théoréme de Fubini, la fonction f(x,.) est intégrable pour

presque tout x de X, l'intégrale paramétrique I définie par

F(z) = / F (. 9)dy,

fowt =k

(et méme chose en intervertissant les réles de x et ).

est intégrable sur X et U'on a

1.4 Quelques formules utiles

Définition 1.19 (Intégration par partie)

Soit (u,v) € H' (Q), pour tout 1 <7 <mnona

Ou vdr = — / gv udz + /uvnida,

81’1‘ €T;
Q Q onN

ou 7, (x) = cos (n, z;) est le cosinus directeur de ’'angle compris entre la normale extérieure a 02

au point et 'axe des x;.

Lemme 1.2 (Formule de Green)

Pour tout u € H? () etv € H' (2) on a

—/Auvd:c = /Vqudx—/@vds,
on
Q Q Rly)

\ au 14 . V4
ou o est la dérivée normale de u sur Of).
n

1.3. Théoréme de Fubini



1.5 Quelques inégalités utiles

1.5.1 Inégalité de Cauchy-Schwartz

Pour tout u, v € L?(2)

N
NG

)

L2(9)

¢
/uvdm S/\uv\dxg (/UQdI)
Q
0

Q

(i.e)

[woll 2y < llull, , M2l

L2(Q)
1.5.2 Inégalité de Cauchy avec ¢ (c-inégalité)
Pour tout ¢ > 0 et (a,b) € R* on a

€ 1
jab] < 5 laf? + 5 bl

1.5.3 Inégalité de Holder

C’est une généralisation des inégalités de Cauchy.
Pour tout u € LP(Q2) et v € L4(Q), |uv| € L*(2) et pour tout 1 < p < co on note q le conjugué de
p ((L?)* = L9), c’est a dire — + — = 1, et on a I'inégalité

p g

1 1
/uvdx < /|uv|dx < (/updx> (/vpdx) :
Q Q Q Q

[ uvlds < ey ol
Q

(i.e);

1.5.4 Inégalité algébrique de Young

Pour tout a,b € R, ona:
1
lab| < dal® + oy b)*, avec § > 0.
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1.5.5 Inégalité de Young
Pour tout (a,b) € R? on a

1 1
jabl < —lal” + = b[*,
p q

i s s . 1 1
ou p, ¢ des nombres réels strictement positifs liés par la relation (- + — = 1).
p q

1.5.6 Inégalité de Young avec ¢
Pour tout € > 0 alors pour tout (a,b) € R on a

jabl < elal” +c(e) [0,

. e 1i .11 1, .=
ou p, ¢ des nombres réels strictement positifs liés par la relation (- + — = 1) et ¢(¢) = —(ep) b
p g p

1.5.7 Inégalité de Minkowski

Pour1 <p<oo,0ona

lu+ll e < llullg + |0ll -

1.6 Les opérateurs
Soient E et I’ deux espaces de Banach. Notons ||.|| la norme dont ils sont munis.

Définition 1.20 (opérateur linéaire)

Soient F , F deux espaces de Banach. Un opérateur linéaire est une application linéaire
A: D(A)CE—F,

ie;

Y(u,v) € D(A)?; A(u+v)= Au+ Av,
VA e C, A (Au) = MAu.
Définition 1.21 (Domaine)

Un opérateur linéaire A de F dans F' est une application linéaire A défini par sur un sous-espace

vectoriel D (A) de E appelé domaine de A tel que




D(A)={u; AueF}.
Ainsi;
A:D(A)CE—F.

On dit que A est borné s'il existe C' > 0 telle que

VueD(A), |lAull, < Cull,.
Dans le cas contraire, A est dit non borné.
Définition 1.22 Graphe/Noyau/Image)
Le graphe de A est le sous-espace vectoriel de ' x I noté Gr (A) défini par

Gr(A) ={(u,Au);u € D (A)}.
On appelle Noyau de A le sous-espace de E noté ker (A) définit par

ker (A) ={u e D (A); Au=0}.
Et Image de A le sous-espace de F' noté Im (A) définit par

Im(A)=A(D(A)) ={ue D(A);Au=0}.

On dit que A est injectif si ker (A) = {0}, et que A est surjectif si Im (A) = F. Lopérateur est bijectif

s’il est a la fois injectif et surjectif.

Définition 1.23 (Opérateur inversible)

On dit qu’un opérateur A de domaine D (A) est inversible si
A:D(A)C E—F,

est bijectif et a un inverse;
A F— D(A) CE,

borné (comme opérateur de F' dans E).
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Définition 1.24 (Resolvante)
Soit A un opérateur linéaire (non nécessairement continu) défini sur un espace de Banach. Pour tout

nombre complexe A tel que (N — A)_1 existe et est continu, on définit la résolvante de A par
Ry=(\ - A"

Lensemble des valeurs de )\ pour lesquelles la résolvante existe est appelé 'ensemble résolvant, noté
p (A).

Le spectre o (A) est le complémentaire de U'ensemble résolvant : o (A) = C\ p(A).

1.6.1 Opérateur dissipatif

Définition 1.25 (opérateur dissipatif)

Un opérateur linéaire A dans F est dit dissipatif si on a
Vo e D(A),VA>0, || Az — Azl > A|z] 5.

A est dit m-dissipatif si A est dissipatif et pour tout A > 0, Uopérateur A\I — A est surjectif, i.e;
Vy e X,VA>0,3x € D(A),\z — Az = y.

Théoreme 1.2 Si A est m-dissipatif alors pour tout A > 0, Uopérateur (A\I — A) admet un inverse,
(M — A)~'y appartient @ D (A) pour tout y € X, et (\ — A)~" est un opérateur linéaire borné sur
X vérifiant

IO = 4)7]| <

>

Théoreme 1.3 Soit (A, D (A)) un opérateur non borné dissipatif dans X. Lopérateur A est m-

dissipatif si et seulement si
dXo > 0,Vy € X, 3z € D (A) : gz — Az = y.
Théoreme 1.4 Un opérateur (A, D (A)), linéaire non borné dans H, est dissipatif si et seulement si

Ve e D(A): (Az,z) <0.
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1.6.2 Opérateurs maximal monotone

Définition 1.26 soit A :D (A) C H — H un opérateur linéaire non borné. On dit que A est mono-

tone si

(Av,v) >0 Yve D(A),

A est maximal monotone si de plus R(I + A) = H i.e;
Vfe H,Jue D(A) tel que u+ Au = f.

Proposition 1.2 soit A un opérateur maximal monotone. Alors

a) D (A) est dense dans H;

b) A est fermé;

¢) Pour tout A > 0, (I + M\A) est bijictif de D (A) sur H, (I + M\A)~! est un opérateur borné et
(7 +A4) ) < 1.

Remarque 1.1 Certains auteurs disent que A est accrétif ou que - A est dissipatif.
Définition 1.27 lopérateur A est Lipchitz continu s’il existe M > 0 tel que

|Au — Av||; < M ||lu —v||; VYu,v e H.

1.7 Semi-groupe fortement continu
Tout au long de cette section, (F, ||.||) désignera un espace de Banach.

Définition 1.28 (Semi-groupe fortement continu)

Une famille d'opérateurs (S(t)),., de L(E) est un semi-groupe fortement continu sur E lorsque les
conditions suivantes sont réalisés :

1) S(0) = I,(I est Uopérateur identité sur E) ;

2) S(t+s)=5(t)S(s); t,s > 0,(propriété de semi-groupe) ;

3) Pour chaque = € X, S (t) x est continue en t sur [0, +00) ;

Ce type de semi groupe sera simplement appelé un Cy-semi groupe.

1.7. Semi-groupe fortement continu



Définition 1.29 Un semi-groupe d’opérateurs linéaire bornés est dit :
1) Uniformément continu si :
lim ||S(t) — I]| = 0.

t—0t
2) Fortement continu ou de classe Cy si :
lim S(t)x —x =0, Vze€E.

t—0t

3) Semi-groupe de contraction de classe Cy s’il est de classe C et :

Is ()] <1, Vt>o0.

Remarque 1.2 Si {S(t)},., est un semi-groupe uniformément continu, alors

lim [[S() — § (s)]| = 0

1.7.1 Générateur infinitésimal

Définition 1.30 Le générateur infinitésimal de S(t) est Uopérateur linéaire A de domaine

D(A) = {x € E: lim M existe} :

t—0t+
défini par
Az = lim M; Vo € D(A)
t—0t t

Théoreme 1.5 ([27]) Soit (A, D(A)) le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (S(t)):>o fortment
continu sur E. Pour tout xo € D(A),z(t) = S(t)x, est l'unique solution du probléme
z € C([0,00); D(A)) NCH([0,00); E),
z'(t) = Ax(t) pourtoutt >0, x(0)= xo.

Théoreme 1.6 ([27]) Soit E un espace banach et soit A un générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-
groupe S (t) sur E, satisfaisante ||S (t)|| < Me“!. Si B un opérateur linéaire borné dans E. Alors
A + B est un générateur infinitésimal d'un Cy-semi-groupe S (t) sur E, satisfaisante ||S (t)| <
MelwtMIBl)

Proposition 1.3 Soit S (t) un Cy-semi-groupe. Il existe deux constantes w € R et M > 1 telle que
I (t)HL(E) < Me®'; vt > 0.

L. Dans le cas ||S (t)|| gy < Me*';Vt > 0, on dit que (S(t)),, est de type (M, w).
2. 8t (M,w) = (1,0), on dit que (S(t)),, est Co-semi-groupe de contraction.
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1.7.2 Théoreme de Hille-Yosida

Définition 1.31 (Théoréme de Hille-Yosidal) Un opérateur linéaire non borné (A, D(A)) dans E est
le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur E si et seulement si les conditions
suivantes sont satisfaites :

(i) A est fermé;

(i) D(A) est dense dans E;

(iii) pour tout A\ > 0, (A — A) est une application bijective de D(A) sur E, et (\[ — A)™! est un

opérateur borné sur I vérifiant :

1 1
|(A—A)7 < T

Définition 1.32 (Théoréme de Hille-Yosida 2) Un opérateur linéaire non borné (A, D(A)) dans E est
le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur E si et seulement si A est m-dissipatif

et de domaine dense dans E.

1.7.3 Théoréme de Lumer-Phillips

Théoreme 1.7 (Lumer-Phillips [27])

Soit A: D (A) C E — E un opérateur tel que D (A) = E :

1. Si A est dissipatif et sil Ao > 0 existe tel que \gI — A est surjectif, alors est A le générateur
infinitésimal d’'un semi-groupe de contractions.

2. Si A est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe de contractions, alors \I — A est surjectif

pour tout \g > 0 et A est dissipatif.

1.7.4 Théoréme de Lax-Milgram

Définition 1.33 On dit qu’'une forme bilinéaire a (u,v) : H x H — R est

i) continue s’il existe une constante C' telle que

ja (u, V)] < Cluf o] Vu, ve H,

ii) coercive s’il existe une constante o > 0 telle que

a(v,v) >alul® Vo€ H.
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Corollaire 1.1 (Lax-Milgram). Soit a (u, v) une forme bilinéaire, continue et coercive.

Alors pour tout p € H il existe u € H unique tel que
a(u,v)=(p,v)y, YveH.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

ueH et %a(u,u)—(g@,w :Umeilr}{%a(v,v)—@a,W}.




Chapitre
Existence et Unicité de la solution

Dans ce chapitre nous allons démontrer I’existence locale et I'unicité de la solution, en utilisant

la théorie des semi-groupes.

2.1 Position du probleme

Considérons le probleme suivant [1]

2.1)

gy (2, 1) = Qe (2, 1) + [ g(8)uga(,t — 8) ds + puy(z,t —7) =0, 2 € Q, t >0,
Vgt (2, 1) — buge(x,t) =0, x € (L1, Ls), t>0,

avec les conditions aux limites et de transmission, et les conditions initiales

U(O, t) = U(L37t) = 07
aug(Li t) — [5° 9(s)us Ll,t s) ds = bvg (L, t), i = 1,2,

u(x, —t) = up(z), ue(x, —t) = uy(x), x €,
u(w,t —7) = folz,t —7), reQ, te(0,7), (2.3)
v(x, —t) = vo(z), v (x, —t) = v1(x), = € (L1, Ly), t >0,
Pour prouver l'existence de la solution unique du probléme (2.1), introduisons la nouvelle va-

riable suivante [25]
z(z,p,t) =u (x,t —7p), x€Q,pe(0,1), t>0. 2.4)

Alors nous avons

Tz (x,p,t) + 2, (2, p,1) =0, 2€Q, pe (0,1), t >0, (2.5)
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et nous introduisons une autre nouvelle variable [8]

n'(z,s) =u(z,t) —ulx,t—s)
et
ni(z,s) +n'(z,s) =u(x,t), €, 5s>0,t>0.

En utilisant (2.4) et (2.6) on peux réécrire (2.1) comme suit

U (@, 1) = lugy (@, t) — [ 9 (8) nby (2, s)ds + pz(x,1,t) = 0, €N, t>0,
v (x,t) — buge(z,t) = 0, x € (L, Ly), t >0,
Tz(x, p,t) + z,(x, p, t) =0, reQ, pe(0,1),t>0,

ni(x,s) +nt(z,s) = u(x,t), reN, s>0,t>0.

les conditions aux limites et de transmission (2.2) deviennent

u((), t) =wu(Ls,t) =0,
lux(LZ,t + g nm(LZ, s)ds = bvx(Ll,t) i=1,2,t>0,

et les conditions initiales (2.3)dev1ennent

u(xa_t):u(J(mat)7 ut(xao):lh(m)a era t>07
2(x,0,t) = w(z, t) 2(x,1,t) = fo(z,t —71), x€Q, t>0,
v(z,0) = vo() vi(z,0) = vi(z), x € (L, Ly), t >0,

il est clair que

nt($70):0 fL‘GQ,
n'(0,s) = n*(Ls,s) =0 s> 0,
n°(z,0) = ny(s) s> 0.

Pour la fonction de relaxation g, nous avons les hypotheses suivantes :

g: R, — R, est une fonction de classe C'(R,,R,) satisfait
g(0) >0, a—/g Jdt =a—go=1>0.
0

Il existe une constante positive J telle que

g'(s) < —dg(s), Vs > 0.

(2.6)

2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(A1)

(A2)
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Nous notons V': = (u,v, ¢, v, 2, nt)T. Alors on peux réécrire le probléme (2.8) avec
Vi=(A+B)V(t),t >0,
V(0) = Vb,
ott Vo: = (ug (.,0), v, u1, vy, fo (., —7),n,)" Popérateur A et BB sont linéaires et définis par

U ¥
v (G
al ¢ - [y + f0+oo G (8) W (s)ds — pp — pz (., 1) |
(8 bUge
z %Zp
w —Ws + ¢

et B (u7 U? 907 w? Z? nt)T = ILL (O7 O? 907 07 07 O)T :

Avec le domaine

D(A) = { (U,U,Qp:w,Z,w)T eEM,z,c L? ((0,1) L2 (), wy e Ry, HY (Q), } |
z2(z,0) =¢(x), w(z,0) =0

tels que

M = {(H*(Q) x H*(L1,Ls) N X,) } x H'(Q) x H' (Ly,Ls) x L* ((0,1),L* (Q))
x L2 (Ry,H* (Q)NH(Q),

et D(B) =M.

Tespace X* est défini par

v (u,v) € HY (Q) N H? (L1, Ly) \u (0,t) = u (L3, t) =0,
T w(Lint) = v (L), lug (Liyt) + 7 g (s) 1t (Liy s) ds = bug (Lit) i = 1,2 |

Lespace de 'énergie est défini par

H = L*(Q) x L*(Ly, Ly) x X, x (L2(0,+00) ; H () x L*((Q) x (0,1)).

tels que L2 (R, ; H ' (Q)) est un espace de Hilbert dont ses élément sont des fonctions a valeurs

dans H' définies sur R, cet espace est muni du produit scalaire

+oo
Oy = [ ([ 960000010, () d5)

Q
Soit
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V = (w,0,0,0,2,0)" V= (4,0,p,0,7,1) "

On définit le produit scalaire sur 'espace de ’énergie H comme suit

Ly Lo
<V,V>H = / @dx+ ww dx+/luxux daH—/ bu, 0, dx
// Yw, (s) W, (8) dsda:—i-Tu// 2Zdp dzx.
+oo

2.2 Existence Locale

Dans cette section nous allons démontrer I’existence locale et 'unicité de la solution, en utilisant
la théorie des semi-groupes.

Ona la solvabilité du probleme (2.8) — (2.10) est assurée par le théoreme suivant.

Théoreme 2.1 Supposons que (A1), (A2) sont vérifiées. Soit Vi, € H, alors il existe une solution
faible unique V€ C (R,,H ) du probléme (2.12). De plus, si V, € D (A), alors

Vel (R,D(A)NC (Ry,H))

Preuve. Pour arriver a prouver le résultat cité dans le Théoréme 2.1, nous utilisons la théorie des
semi-groupes, c’est-a-dire, nous montrons que l'opérateur .4 génere un Cy-semi groupe sur H.
Dans cette étape, nous nous préoccupons de prouver que I'opérateur A est dissipatif. Effective-

ment, pour (u,v,cp,w,z,w)T € D(A), tel que ¢ (L;) = (L;), i = 1,2, on trouve

(AV, V) = /Qlumso dx + /Q </O+Oog (8) ez (8) ds — pep — pz (-,1)> @ dv

L2 L2
—I—/ lugp, dx —I—/ bu, dr + / bv ) dx (2.13)
L

1 L

+oo
// Jwy () (—ws + @), dsdr — // 2z, (x,p) dpdz.

On calcule chaque terme de (2.13), on applique une intégration par partie au premier terme du

membre droite de (2.13), on obtient

/lumgp dx :/ luzp do — / lugp, dz
Q o0 Q

Et pour le deuxieme terme
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/n (/0+°°g (8) wes (5) ds — pp — pz (-,1)) ¢ dv
_ /Q ( /0+°° 9(5) W (5) ds) o+ /Q (o — a2 (1)) o

On applique l'intégration par partie par rapport a = sur {2 et on utilise Fubini sur

+oo
/ </ g (8) Wey (8) ds) o dx,
o \Jo
on trouve

/Q(/O+oog(8)wm(8)ds)godx — /OJFOOg(S)/wm()(pdxds
- VO“O (s) oz (s dWLQ //m Yw, () @, dsda.

Pour le cinquieme terme, on a

L2 L2
/ bt d = [bug]7? — / bugth, di.
L

1 Ly

Par une intégration par partie et en utilisant le fait que w (x,0) = 0, on obtient

[ +°°g<s> e () (s + ), dsr
_ / / () ws () wye dsda + / / () s (), dsda
_ ! / / +OO |wx 2 Jsdi + / / ) e (5) g, dsda
= 5 [lo o))y ) //m ) (2,5)|* dsd
/ /m Vs (s) @, dsda.

Pour le dernier terme du coté droit de (2.13), on obtient

—,u// 22, (z,p) dpdx = p // ——z (x,p) dpdx
- 4 [ Een-2@o) d

En remarquant que z (x,0,t) = ¢ (,t), ¢ (L;) = ¢ (L;),i = 1,2, alors (2.13), devient
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AV = [t [ alous o) dse] Bl

+ [ =z g dn =5 [ [o(6) . (@s)?)y ™ da

//+°° ) |w, (x 8)\ dsdx — g/ﬂ (22 (z,1) — (g;)) dr, (2.14)

en utilisant les conditions aux bord sur {2 au premier terme du membre droite de (2.14), on trouve

o [ a6 uas) ds ] )
_ <luw (Lot) + /0 () s (L, 9) ds) o (L. 5)

- (1 (zat)+ | () ws (L) i) (12,9

= —[bu.1)] Iii

Alors (2.14) devient

1

WV = [ e =) de=3 [ g0 o )], da

//+oo ) |, (9" dsd - %/ﬂ (2% (2,1) = ¢* (2)) de.

En utilisant I'inégalité de Young, on obtient

+0o0
(AV, V), // s) |w, (x,5)* dsdx

par conséquent, en tenant compte de (A2), il vient
(AV,V), <0

Alors, 'opérateur A est dissipatif.

Ensuite, on montre que 'operateur —.A est maximal. Réellement, soit ' = (f1, fo, f3, f1, f5, fﬁ)T €

‘H, montrons qu’il existe V' = (u,v,go,w,z,w)T € D (A) tels que
(M- A)V =F,
qui est équivalent a
Au—p =
Av =1 = fo
>‘§0 - lua:x - f0+00 g (S) W (8) ds + wp + Hz ('7 1) = f3
)\w - bvmz - f4
z+ zp fs
AW+ ws — @ = fg

(2.15)

(2.16)
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Supposons qu’on a trouvé u et v avec la régularité appropiée. Donc, la premiere et la deuxieme

{ Z:i“_? (2.17)
=AU — [y

nous avons donc ¢ € H' (Q) et € H' (Ly, Ly). De plus, on peut trouver z avec

équation de (2.16) donnent

z(z,0) = ¢ (z), pour z € .

En outre, en utilisant '’équation de (2.16) nous trouvons z telles que
p
z(z,p) = p(x) e M + TEAPT/ fs(z,0) e do.
0
En utilisant le fait que ¢ = \u — f1, il vient
p
2 (2, p) = Mue ™M — fre T + Te’\m/ fs(z,0) e do, (2.18)
0

avec p
z(2,1) = Aue™ — fre™ + Te_’\T/ fs (z,0) e do. (2.19)
0

Alors, il est facile de voir que la derniére équation de (2.16) avec w (x,0) = 0 a une solution

unique

wies) = ([ Unten)+p@) ar) e
- ([t - R dy) e (2.20)

En utilisant (2.16), (2.17) les fonctions u et v satisfont le systéme suivant

ANy — (lum + f0+°° g (8) Wy (s) ds+p(Au— f1+2(., 1))) = f3+ \fi1,
)\2U - bva::c - f4 + )‘f2 )
par (2.19) — (2.20), le systeme (2.16) devient

N+ A+ e ™) u = lug, = f
(N + pA + pre ™) u — lug, = f (2.21)
)\QU_bUmz:fﬁl_'_)‘fZa
ol o .
l~:l+)\/ g(s)e™ (/ e dy) ds;
0 0
et
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Foe [Tame ([ et - fiw., d) i
—pre /01 fs(x,0) e do+ (A4 p+pe™) fi + fs

Danc le probleme (2.21) est équivalent au probléeme

@ ((u,v), (w1, w2)) = ¥ (wi, we),

tels que la forme bilinéaire ®: (X,, X,) — R, et la forme linéaire ¥: X, — R sont définies par
S ((u,v), (wy,ws)) = / [(Ag + pA + pre ) uwy + Ty (wl)x} dx — [Zuxwl} -
Q

Lo
+/ (N2vws + bu, (ws),) da — [bvxwﬂé? ;
L

1

et
Lo

U (wy,we) = /wal dx —i—/L (fa+ Afa) wsy du. (2.22)

1

Il est claire que ® est continue et coercive, et ¥ est continue. Alors en appliquant le Théoreme
de Lax-Migram (Corollaire 1.1), on déduit que pour tout (w, wy) € X,, le probléeme (2.22) admet
une solution unique (u,v) € X,.

En appliquant la régularité elliptique classique, il s’ensuit de (2.21) que
(u,v) € {(H?(Q) x H?(Ly,Ly)) N X, }.

Donc l'opérateur (Al — A) est surjectif pour tout A > 0. Cela signifie que —.A est un opérateur
maximal monotone. Ensuite, en utilisant le Theoreme 1.7 de Lummer-Phillips, on déduit que
—A est un générateur infinitésimal d'un C; semi-groupe linéaire sur H. D’autre part, il est clair
que l'opérateur linéaire B est continu lipschitz, en appliquant le Theoreme 1.6, alors A + B est
également un générateur infinitésimal d’'un C}, semi-groupe linéaire sur H. Par conséquent (2.12)

est bien posé au sens du Théoréme 1.5. m

2.2. Existence Locale



Chapitre 3
Comportement asymptotique de la solution

Dans ce chapitre, nous montrons que 1’énergie de la solution du probleme (2.1) — (2.3) décroit
exponentiellement quand ¢ tend vers l'infini, en utilisant la méthode de I’énergie et les fonc-
tionnelles de Lyapunov appropriée pour montrer la stabilité.

3.1 Stabilité exponentielle

Nous définissons la fonctionnelle d’énergie du probleme (2.1) — (2.3) par

Lo
E(t) = %/[ J(x,t) + luk(z, t)] dm+%/ [0F (, t) + bvl(z,t)] da
Q Ly
(o] 1
—l—%//g(s) [0t (x,5)*| dsdx + %//2’2(1’,,0, t) dpdz. (3.1)
Q0 Q0

Théoreme 3.1 Supposons que (Al), (A2) sont vérifiées et soit (u,v) une solution du probléme
(2.1) — (2.3), et que

8(Ls — Ly)
Li+Ls—Ly’
8(Ly — Ly)
Li+Ls— Ly’

alors il existe deux constantes v,, v, > 0 telles que

E(t) < 7, e ™' pourtout t € R.

Pour la preuve du Théoréme 2.2, nous avons besoin de quelques lemmes.
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Lemme 3.1 soit (u,v,7n, z) la solution de probléme (2.5) — (2.7), alors E(t) satisfait

d 1 T
th( ) < u/uf(x,t) dx + 5//9’(5) 1 (z,5)*| dsdw.
0 Q0

Preuve. En multipliant la premiere équation de (2.5) par w;(x,t), il vient

/uttut dr — /lumut dx — // s)n' (x, s)uy dsdx + //wtz(x, 1,t) = 0.
Q

En intégrant les termes de (3.3), on obtient

1 d 1d
/Uttutdw = E/E(Uf)dx = 2dt || t||2
Q Q
[ d 1d
/lumutdx = l/umutdx = [ [upwy] g — 2 / a(ui)daz =l {upwy] g — ST ||uz||§ ,
Q Q Q

et

// g (s)nt (z,s)u; dsdx

0

= // g (s)nk(z,s) [mi(z,s) +ni(z, s)] dsdx
0

= // g (s)nt (z,s)n(x,s dsdm+// s)nt,(z,s)n'(x, ) dsdx
0

— ~ _-2 t 2

- [[sene @] M// () e ) ddo

[ ottt s / / )Y ) dd

0 o9

_ {/Ooog nzxsutds}m_m// (5) |z, )| dsde
[; /g )iz, )| d:v] 3 / /Omg%swn;(:c,s)\? dsda.

Q

)

3

o)

o)

En multipliant la deuxiéme équation de (2.8) par v;(z, ), il vient

(3.2)

(3.3)

3.4)

(3.5)

(3.6)

3.1. Stabilité exponentielle
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L2 L2

/vtvtt(x,t) dx — /bvtvm(x, t) dz =0,

L1 Ll

en évaluant les termes de (3.7), on obtient

' 1 Fd 1d
[ ooty o =5 [ Gy do =3 2wl
L]_ Ll
7 1 fa d1
/bvtvm(x, 0) dr = bl — / C02) d = o)z — 5ol
Ll Ll
en remplacant (3.8), (3.9) dans (3.7), il vient
L2 L2
/Utvtt(:p,t) dr — /bvtvm(x,t) dx
L1 Ll
1d Lo

= s (il + e l2) = bfevea)2

En multipliant la troisiéme équation dans (2.8) par puz(z, p, ), il vient

1 1
//Tuzzt(m,p, t) dpdx + //,uzzp(x, p,t) dpdx = 0,
0 0 0 Q

en évaluant les termes de (3.11), on obtient

1

1 1

d
//Tuzzt z,p,t) dpdx = Tu//zzt x,p,t) dpdx = _,u%// (x,p, 1)) dpdzx,
0 0

0

1 1
//uzzp z,p,t) dpde = u//zzp(x,p, t) dpdx
0 Q 0 Q

2

3.7)

(3.8)

3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

3.1. Stabilité exponentielle
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en remplacant (3.12) et (3.13) dans (3.11), il vient

1 1
//Tuzzt(x,p, t) dpdx+//uzzp(x,p, t) dpdx (3.14)
0 Q 0 Q
1
_ Tpd 2 K 2 ;M 2
= 5 dt//<z (x,p, 1)) dpdx + 2/|z(x,1,t)| dx 2/|ut(x,t)| dx,
Q Q Q

En évaluant les termes sur le bord de (3.5) et (3.6), on obtient

[(lux + /g(s)n;(a: s)ds) ut}
20

o0

= (lug(Ly,t +/g s)n (L1, s)ds)uy (L, t)
0

—(lug (Lo, t) + /g(s)n;(LQ,s)ds)ut(Lg,t) (3.15)
0
= — vl
et on a -
[g [o66) o5 da:] -0,
Q 0

En substituant (3.5) — (3.7), (3.10), (3.14) et (3.15), on obtient

Lo

%(%/[uf(m,t) +lui(x,t)] dr+ %/ [02(z,t) + bvi(x,t)] dz
Q

Ly
1
+§// ) 7% (x, s) \dsdx—i——// (z, p,t) dpdx)
0
= // |77§3 (x s)} dsdm—/uutz(x,l,t) dx

——/|z x,1,1)] 2 do+ = /]ut (x,1)] % du. (3.16)

On a

T d
= - _~ 1) —
5 dt// x,p,t) dpdxr = / (z, 22(z,0)) dz.

3.1. Stabilité exponentielle
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En appliquant I'inégalité de Young au deuxiéme terme du membre de droit de I’équation (3.16),

on obtient

/,uutz(a:, 1,t) dz < /uf(m,t) dx + g / |2(z, 1, 1)) da. (3.17)
Q Q Q
En remplacant (3.17) dans (3.16),il vient

RS

d L[
th() u/utxtd:c+§//g |77xxs ‘dsd:c
Q Q0

donc (3.2) est vérifiée. m

Maintenant, nous définissons la fonctionnelle

Lo
D(t) = /uut dr + /vvt(x,t) dx (3.18)
Q Ly

alors nous avons le lemme suivant.

Lemme 3.2 la fonctionnelle ©(t) satisfait

Lo

CZ@() < /utdx—I—/ 24 (L2 +¢ l)/uidw
Ly Q

Q

Lo o]
_/bvidijZ—g//g(s) ‘ni(ms)‘z dsdx
Ly Q0

2
—I—’Z—E 22(x,1,t) da. (3.19)
Q

Preuve. En dérivant (3.18) par rapportat

L2 L2
d
dt@( )= /uf dr + /vf dr + /uutt dr + /vvtt(x,t) dx, (3.20)
Q L1 Q Ll

en utilisant la premiére équation du probléme (2.8) et en intégrant, on obtient

3.1. Stabilité exponentielle
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/uuttdaz = / / s)n' (v, s) dsdx

—/uuz(x, 1,t) do + l/uum(x,t) dx

o)

0 0
= —l/u2 de+ | | lu, + /g(s)ni(m,s)ds u
0 00

/ux/ s)n' (x,s) dsdx — u/u(x,t)z(:c, 1,t) dz,

Q

en utilisant la deuxieme équation du probléme (2.5) et en intégrant, on obtient

Lo Lo Lo
/vvtt(a:,t) dr = b/vvm(x,t) dr = [bvxv]if — b/vi dx.
L1 L1 Ly

En remplacant (3.21), (3.22) dans (3.20), on obtient

Lo

d
dt@(t) = /u?dm+/vfda:—l/u§dx

Q Ly Q

o0

+ | | lu, + /g(s)ni(w s)ds | u

o0
/ Ug / s)n'(z,s) dsdx
Lo

—,u/u(x,t)z(x, 1,t) do + [bvmv]ﬁ’ — b/vg dr.

Q L
On a
lu, + /g(s)ni(a:, s)ds | u = (lug(Ly,t) + /g(s)n;(Ll, s) ds)u(Lq,t)
0 o0 0

(g (Lo, 1) + / g($)1 (Lo, ) ds)u(La, 1)

0

= — [bvxv]ﬁ’ ,

(3.21)

(3.22)

(3.23)

3.1. Stabilité exponentielle
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alors
d 7
%Q(t) = /uf d:v~|—/vt2 da:—l/ui dx
Q
/ux/ nm x,s) dsdx
Lo
—,u/u(:n,t)z(a:, 1,t) dx — b/vg dx. (3.24)
Q Ly
En utilisant les conditions aux limites (2.9), nous avons
x 2 L1
u?(z,t) = /ux(x,t) de | <L, /ui(w,t) dzx, x €0, L], (3.25)
0 0
T 2 Ls
u?(z,t) = /um(x,t) de | < (Ls— L) /ui(m,t) dx, x € [Lg, L3, (3.26)
0 Lo

en intégrant (3.25) sur [0, L], (3.26) sur [L,, L3] et par addition, on obtient

Ly Ls Ly L3

/u2(m,t) dx + /u2(x,t) drx < (L1)2/ui(x,t) dx + (Ls — Ly)? /ui(m,t) dx,
0 L2 0 L2
d’ou
/u2(a:,t) dr < L2/ui(x,t) dx, x €, (3.27)
Q Q

ou L = max{Ly,(Ls — Ly)} . En utilisant I'inégalité deYoung avec ¢ et (3.27) au cinquieme terme
du membre droit de (3.24), on obtient

2
,u/u(m,t)z(m, 1,t)dx < 5/u2(x,t) dx + 5—6/22(% 1,t) dx

Q Q Q
2
< L25/ “(x,t) de + Z_s 2(z,1,t) da. (3.28)
Q Q

En utilisant l'inégalité de Young avec ¢, I'inégalité de Holder et (A2) au quatriéme terme du
membre droit de (3.24), on obtient

3.1. Stabilité exponentielle
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o0 1 9) 2
/um/ g(s)nt(z,s) dsdz < 5/u§ dx + 4_5/ (/ g (s)nt(xz,s) ds) dx
0 0
Q 0 Q

(VAN
™
SEA
e
8N
=y
8
_l’_
|

IN
Q)
SR
N
8N
IS
S
+
EE

en remplacant (3.28) et (3.29) dans (3.24), on obtient
Lo

%'D(t) < /utd:v—i—/ + (L’ +¢— l)/qua:

Q Q

/bv dx+—// |77wa dsder—/ (z,1,t) dz. (3.30)

S’inspirant de [21], nous introduisons la fonctionnelle

L
x—?l, z €0, L],
B Ly L+ Ls—Ls
Q(.QZ) = 5 9 (L2 — Ll) (.73 Ll), T € [Ll, LQ] y (331)
Ly+ L
— 22 iy € Lo, Ls] .
. . . Ly Ly — Ly
Il est facile de voir que ¢(z) est bornée : |g(x)| < M, telle que M = max =g .
On définie les fonctionnelles
Fi(t) = —/q(x)ut(luw—l—/g(s)n;(x, s)ds)dx (3.32)
Q 0
Lo
Fo(t) = — /q(:v)vxvtd:v (3.33)
Ly

Alors nous avons les résultats suivants.

Lemme 3.3 Les fonctionnelles F,(t) et F(t) satisfont

3.1. Stabilité exponentielle
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d l
E}](t) < < “‘290_1_8 MZ)/dex—i—(lZ—l—l%)/qf dz
Q
M2 2
e / *(z,1,t) dz + (go + goe1) // !nxxs dsdx
1

I 1
_g_//g |77x x,s) ? dsdz — +goq(x)u?]
deq L 2 20
0
2_
- |:q7 (lulr g(s)n.(x, s)ds) : (3.34)
don

d L L
Efé(t) < 1+ et L A (L/ 2dx+/bv2dx) —vt(Ll)

et

Ls— L
+2 202 — Lo) v2(La, t) + L1v2(Ly, ) . (3.35)
Preuve. En dérivant (3.32) par rapporta ¢
d I,
E}—I( ) = — [ q@)uu(lu. + [ g(s)n,(x,s) ds) dv
Q 0
—/q(m)ut(luxt—i—/g(s)nit(a:,s) ds) dx. (3.36)
0 0

En utilisant la premiere équation du probléme (2.8), on obtient

570 = = [a0) (e + [T tale) dse) (zux n ]o g(s)nzms)dsdx)

0

_/q(x)ut (luxth/g(s)n;t(a:,s)) dsdzx. (3.37)

Q 0

Integrant par partie le premier et le dernnier terme du membre droit de (3.37), on obtient

- [ ata) (mm@, 0+ | () 9) dsda:) (zux + ]o 9(s) (3, ) ds) da

0

— %/q’(fif) (lux+/g(8)77tx(x,s) ds) dr — [@ (lu$+/g(s)ntx(x,s) ds) ] (3.38)
a9

Q 0 0
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o0

- [ a@uttun + [ ootz s)ds) do

0

Par I'utilisation de (2.7) , on obtient

o Q/q@utofg(s)n;t(x,s) s
- [ atw)un(iu + 7 o5 i, ) ds) da
ZQ/ @i — [ ooy ]O o5 (e, 5) dsir
= / ol — Q/q<x>ut :]Og<s><ut 1) dsdr

- o ot

e o (x.5) dsd
[2/1 (o ]/; / o (e d
i s e Q/q@utjg(s)ngx(x,s) s
S| / ot de = [Lotai]

(3.39)

(3.40)
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nous avons utilisé le fait que

— [/q(x)utg(s)ni(x,s)dsdm] =0. (3.41)

Q 0

En remplacant (3.38), (3.40) et (3.41) dans (3.36), on obtient

%fl(t) = - [@ (lux+/g(8)ni(w,8) dS) ] - [H_ngq
o0

0

%/q’(ﬂf) (lux+79(8)772(9378) d8)2 dz

=
£

2
t
oN

Q 0
—i—u/q(x)z(:c,l,t) (lux—ir/g(s)nfc(x,s) ds) dw
Q 0
+l—1—290 /q'(m)uf dr — /q(x)ut/g'(s)n;(x,s) dsd. (3.42)
Q Q 0

Utilisant les inégalités de Minkowski et Young, on obtient

A

i

I

0y

QL

&

+
SO
7~

< 3

—~

&

3

&H'

v&

=

QL

&
~__

(V)

ISH

)

A IA
< N
8 N 8N
IS S
S S
- -
D O

/g(s) |77§:(x,3)|2 dsdzx, (3.43)

en appliquant I'inégalité de Young avec ¢; > 0 pour le quatrieme terme de (3.42)
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o0

u/q z(x,1,1) lux+/g(s)77fc(x s)ds | dx

[e.9]

a(@)=(z, 1,1 / g(s)n'(z, ) dsda

Q/ o
/22 x,1,t) do + I’c 1/ufC d:zc+ /z2(x,1,t) dx
Q Q

Il
=
\

q(z)z(x, 1, t)lu, dx + p

IN

481
—i—algo//g(s) }n;(x,s)‘z dsdx
Q0
/~L2M2 it 9
< ” /zz(x,l,t) dm+l2€1/u dm+elgo//g(s) % (. 5)|” dsdx. (3.44)
Yo 0
Il est clair que
/q(:c)ut/g’(s)ntx(x,s) dsdx| < 81M2/ut dr — ~— P // ) [nt(, s) ? dsdz. (3.45)
1

Q 0
En remplacant (3.43), (3.44) et (3.45) dans (3.42), nous obtenons (3.34).

De la méme maniére, en dérivant F,(¢) par rapport a t, on obtient

d Lo Lo
%‘FZ{t) = - /Q(x)vxtvt dr — /q<w)vm7}tt dx
Ly L1
Lo Lo
= _/Q(x)vxtvt dﬂﬁ—/bq(w)vxvm dx
Ly Ly
L L
1 2 oy 2 b [ / 2 b 2 b2
= = |—54@) +— q'(z)v; do+ 5 [ ¢ (@)ol do + | =2q(a)
L L
i+ L3 - L Ly
< 1 L2iL1 2 (L/ 2dx+/bv dx —I—Ivt(Ll)
— Ly , )
—I— 4 Ut L2 4 LQ) Uw(LZ, )—|—L1’U (Ll, )) . (346)

Ainsi, la preuve du Lemme 2.3 est compléte. m

3.1. Stabilité exponentielle



Chapitre 3. Comportement asymptotique de la solution

Nous définissons la fonctionnelle

1
:T//e P22z, p,t) dpda, (3.47)
0
alors nous avons lestimation suivante.

Lemme 3.4 La fonctionnelle F3(t) satisfait

1

%}“3() — ¢y /ZQ(x,l,t) d:z:—l—T//zQ(x,p, t) dpdx +/uf(x,t) de. (3.48)

Q Q 0 Q

Preuve. En dérivant (3.47) par rapport a t et en utilisant la troisieme équation du probleme (2.8),

on obtient

d
%?3() = 27//€szt($,p, t)z(z, p,t) dpdx

= —2// “P2(w, p,)2(2, pyt) dpdz
0
1

= //e 2(x, p,t)) dpdx
0

Q
1

= —T e P2 (2, p,t) dpdx—l—/uQ(x t)d;v—e_T/zQ(x,l,t) dx
0

/ (x,1,1) dm+7// z, p,t) dpdx —}-/uf(x,t) dr. (3.49)
Q

Q 0

IN

Définissons la fonctionnelle

Falt) = — / ” / o(s)(ult) — u(t — 5)) dsda. (3.50)

alors nous avons 'estimation suivante.
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Lemme 3.5 La fonctionnelle F,(t) satisfait

%}"4( t) < —(go—92) /ut2 dx + 52l2/u2 dx + 52/1/22(% 1,t) dz
Q
4 g0+_+'u90 // |77xxs dsdx
209
gOL // ‘nm (z,s) ? dsdz. (3.51)
Preuve. En dérivant (3.50) par rapport a ¢ et en utilisant la premiere équation du probleme (2.8),
on obtient
d (e o] (0.9]
Eﬂ( ) = —/utt/g(s)(u(t) —u(t —s)) dsdx — /u /g(s)(ut(t) —uy(t — s)) dsdx
Q 0
= —/ (lum—I—/g( It (z,8)ds — pz(z,1,t ) /g ) —u(t —s)) dsdx
Q 0 0
- /ut/g(s)(ut(t) —w(t — ) dsdz
Q 0

_ / . / o(s)(u(t) — ult — s)) dsdz

0
00

- /g(s)nﬁm(m s)ds/ (s)(u(t) — u(t — s)) dsdx

/
+/,uz(m,1,t 79 ) — ut — s)) dsda
]

ut/g t) —u(t — s)) dsdx
0
= / /g —um(t—s))dsdx—i-/u /g(s) t(s) dsdx
Q 0 Q
g(s ur(t5d8> dr — go | u? dx

o[ {Jroe [
~|—/,uz(:v,1,t /g ) —u(t — s)) dsdx. (3.52)

Q 0
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En utilisant I'inégalité de Young et (3.27), nous obtenons, pour tout d, > 0

/lum/g(s)(ux(t) — u,(t — s)) dsdx
Q 0
< 52l2/u dm—k%/g(s) ‘n;(l’7s)’2 dsdz.
Q 0

et

/ e, 1,t) / 9(5)(u(t) — u(t — )) dsdz

(52u/ 2(x,1,t) dm+ﬂg0 //g ‘nx x,$) ? dsda.
40,

Q Q 0

IN

Nous remarquons que

IN VAN
g b\
D
T3
—3 =
2 N
© >
§ ~//
\8
S
® w
> =
N—— S
Q. V)]
\.H S
QL
V>
N——
N———
<9
=

et
/ut/g(s)nz( ) dsdx = ut/ ) dsdx
Q o 0

IN

En remplacant les estimations (3.53) — (3.56) dans (3.52), nous obtenons (3.51). =

-/
52/ufda:— g(fgf /79'(5) Iz, )| dsda.

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)
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Nous définissons la fonctionnelle de Lyapunov

L (t) = NLE (t) + Ny®(t) 4+ NsFi(t) + NoFa(t) + NsFs(t) + NFa(t), (3.57)

ou Ny, Ny, N3, N4, N5 et Ng sont des constantes positives qui seront fixées ultérieurement.
Prenons la dérivée de (3.57) par rapport a ¢ et en utilisant les mémes des lemmes ci-dessus, nous

avons

d [+
%E (t) = — {Nﬁ (go — 52) — N2 — < 290 + €1M2> — N5 — Nl/L} /U? dz
Q
N. 2 M2 2
— ¢ Nscy — 20 _ a — Ngdap /22(33,1,t) dx
4e 481

- {N2 (l — L% — 5) — (l2 + l251) — N6(52l2} /ui dx

Lo

b(Ly+ Lz — Lo) / 9
— Ny + Nsb d
{ 4(L2—L1) 4+ INo v, AT

1

Lo
Li+ Ls— Ly /2
- — =N, — N. d
{4(L2—L1) ! 2}L e
1

— (b — N4) — ((Lg — LQ) ’U?C(LQ,t) + Lﬂ)i(Ll,t))

L3y — Ly o2 (Lo, )}

+c (NZ,N6)/7g (s) |77§:(3:,s)‘2 dsdz
)

N g(0 Neg
<7— ” 452 )// |77x x,s) ? dsdz. (3.58)

En ce moment, nous souhaitons que tous les coefficients sauf les deux derniers dans (3.58) soient

négatifs. Nous choisissons N, et N, telles que
a—Nyg >0, b—Ny =0,

Li+ Lz — Ly

Ny — N, > 0.
A(Ly—Ly) 4 77
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8l (Ly— L
Ona 8Lz = L) < min{a, b}, nous choisissons d’abord N, satisfaisant
Ly+ Ls— Ly
81(Ly — L) ,
——— < Ny <min{a,b}.
Lot Ly— L, o= minieb)

Une fois N, fixé, on choisit N, satisfaisant

Ly + Lz — Ly

9 < N
SRS L - L)

Ny.

. . 1
Ensuite, nous prenons ¢, €; et £; assez petits, et 52 < W nous avons
6

Ny (I — L% — &) — 20%; > gz?

Une fois ¢ et ¢; fixés, on prend Nj satisfaisant

2Nyp? 2M2 2
N5>max{ 21 M}

Y
ECo £1Co

Nsco

et 0y <
> 8Ngu

tel que

Nopi? B M?p? 3

Necy — > —N:cs.
52 T T 1z, ~ 857

0 . o . .
De plus, nous prenons 6, < % nous choisissons N satisfaisant

2N. [+ 2¢¢M? 2N 2N
2+ 90+ 1 4 5+ 1M'

Ng >
9o 9o 9o 90 90
Alors, nous avons
{2N2 Z—Fgo 2€1M2 2N5 QNLU}
Ng > max , ) ) ) .
90 9o 9o 9o 90

Ensuite, nous choisissons 0, satisfaisant

. Jo N562 1
5y < 0 —
2 mm{2’8N6u’2N6}’

N. 2 M2 2
N5CQ — 21 — H — NG(SQ/,L Z 0.
4e 481
Une fois que

{NQ (l — L2€ — E) — (12 + l261) — N662l2} 2 0.

Enfin, choisir N; suffisamment grand pour que le premier et le dernier coefficient de (3.58) soient

positifs.
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Chapitre 3. Comportement asymptotique de la solution

De ce qui précede, on déduit qu’il existe deux constantes positives «; et «, telles que (3.58)

devient

ZL(1) < —ozlE(t)Jrozz//g(S) [ (e, )| dsda
Q 0

< —alE(t) - %//g’(s) % (z, s)|2dsdx (3.59)
Q0
< —aiE(t) —a3zE (t).

Ce qui implique que
(L(t)+ asE (1) < —a1E(t), (3.60)

ol a3 > 0. Dénoter £ (t) = L (t) + asE (1), alors il est facile de voir que
E)~E().
c’est-a-dire qu’il existe deux constantes positives (3, 3, telles que
BE (t) < E(t) < ByE (t), pour toutt > 0. (3.61)

En combinant (3.60) et (3.61), on en déduit qu’il existe v, > 0 pour lequel on a I'estimation

d€ (t

é;l—t() < —v,&(t), pourtoutt > 0. (3.62)
Intégrant (3.62) sur (0, ), on obtient

E(t) <E(0)e ™" pour tout t > 0. (3.63)

Par conséquent, en utilisant (3.60) et (3.61), on obtient

E(t) < %8 (0)e~™ pour tout ¢ > 0. (3.64)
1

Ainsi, la preuve du Théoréme 2.2 est complete.

E<t)§i
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a considéré un probleme de transmission d’équations des ondes avec un
terme d’amortissement viscoélastique (terme mémoire infinie) et un terme de retard apparaissent
dans la premiere équation du systéeme. Dans un domaine unidimensionnel sur le quel on a imposé
des conditions aux points d’extrémité et des conditions de transmission a I'intérieur du domaine,
on a prouvé la solvabilité du probléeme (quel est bien posé) par la méthode des semi-groupes.
La partie viscoélastique produit une dissipation qui agit sur tout le domaine pour donner une
décroissance de I'énergie associée a la solution pour ramener le systeme a 'état d’équilibre (sta-
bilité).

Une des perspective sera d’étudier ’explosion de la solution de ce probleme avec un terme de

retard.
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