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Abstract 

 
In this work, we first study the limit cycles which can bifurcate from the periodic orbits of 

the quadratic isochronous centers 

 

�̇� = −𝒚 + 𝒙𝟐, 

�̇� = 𝒙 + 𝒙𝒚, 

 

 
and 

�̇� = −𝒚 + 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐, 

�̇� = 𝒙 + 𝟐𝒙𝒚, 

 

when they are perturbed inside the class of all discontinuous quadratic polynomial 

differential systems with the straight line of discontinuity 0y . 

In the second part of this work, we use the averaging method to study the maximum 

number of limit cycles of the differential system 

 

�̇� = −𝒚 + 𝒙𝒚 + ∑ 𝜺𝒌  ∑ 𝒂𝒊,𝒋
(𝒌)

𝒙𝒊𝒚𝒋

𝒊+𝒋=𝟐

𝟐

𝒌=𝟏

, 

�̇� = 𝒙 + 𝒚𝟐 + ∑ 𝜺𝒌  ∑ 𝒃𝒊,𝒋
(𝒌)

𝒙𝒊𝒚𝒋

𝒊+𝒋=𝟐

𝟐

𝒌=𝟏

, 

 

where  is a sufficiently small parameter. 

 

Keywords: Limit cycle, quadratic isochrone center, differential system, averaging method. 

 
 

 

 

 
 
 

 
 
 



  

 

  
 

Résumé 

Dans ce mémoire, nous étudions premièrement les cycles limites qui bifurquent des orbites 

périodiques des centres isochrones quadratiques 

�̇� = −𝒚 + 𝒙𝟐, 

�̇� = 𝒙 + 𝒙𝒚, 

 

 

et 

�̇� = −𝒚 + 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐, 

�̇� = 𝒙 + 𝟐𝒙𝒚, 

 

 

quand ils sont perturbés par une classe des systèmes différentiels polynomiaux 

quadratiques discontinus avec la ligne droite de discontinuité  0y  . 

Dans la seconde partie de ce mémoire, on utilise la méthode de moyennisation pour étudier 

le nombre maximum des cycles limites du système différentiel perturbé suivant 

�̇� = −𝒚 + 𝒙𝒚 + ∑ 𝜺𝒌  ∑ 𝒂𝒊,𝒋
(𝒌)

𝒙𝒊𝒚𝒋

𝒊+𝒋=𝟐

𝟐

𝒌=𝟏

, 

�̇� = 𝒙 + 𝒚𝟐 + ∑ 𝜺𝒌  ∑ 𝒃𝒊,𝒋
(𝒌)

𝒙𝒊𝒚𝒋

𝒊+𝒋=𝟐

𝟐

𝒌=𝟏

, 

 

 

où   est un paramètre suffisamment petit. 

 

Mots clés : Cycle limite, centre isochrone quadratique, système différentiel, méthode de la 

moyennisation. 

 

 
 
  



  

 

 
 
 
 

 
 

 ملخص

التي تتشعب من المسارات الدورية للمراكز التربيعية المتساوية الدور  حدوديةأولا الدورات ال ندرس المذكرة هذه في

  الاتية :

�̇� = −𝒚 + 𝒙𝟐, 

�̇� = 𝒙 + 𝒙𝒚, 

 

 و

�̇� = −𝒚 + 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐, 

�̇� = 𝒙 + 𝟐𝒙𝒚, 

 

 .0y الذي معادلته المستقيمغير مستمرة عند  كثيرات حدود تربيعية جملة منمكون  اضطراب لباستعماوذلك 

لجملة المعادلات ية ودلدورات الحدل عظميلدراسة العدد الا اتنستعمل طريقة المتوسط، في الجزء الثاني من المذكرة

  : لاتية التفاضلية المضطربة ا

�̇� = −𝒚 + 𝒙𝒚 + ∑ 𝜺𝒌  ∑ 𝒂𝒊,𝒋
(𝒌)

𝒙𝒊𝒚𝒋

𝒊+𝒋=𝟐

𝟐

𝒌=𝟏

, 

�̇� = 𝒙 + 𝒚𝟐 + ∑ 𝜺𝒌  ∑ 𝒃𝒊,𝒋
(𝒌)

𝒙𝒊𝒚𝒋

𝒊+𝒋=𝟐

𝟐

𝒌=𝟏

, 

 

 
 صغيرة. قيمة ذو وسيط هو حيث

 ات.طريقة المتوسطة ،تفاضليجملة  الدور،، مراكز تربيعية متساوية دورة حدودية : الكلمات المفتاحية
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Introduction

Les systèmes dynamiques peuvent présenter des oscillations auto-entretenues,
appelées cycles limites, qui peuvent apparaître dans presque tous les domaines de
la science et de l�ingénierie. Développer la théorie du cycle limite est non seulement
théoriquement signi�cative, mais aussi important dans la pratique. La théorie des
cycles limites est étroitement liée au 16�eme problème de Hilbert, l�un des 23 pro-
blèmes mathématiques proposés par D. Hilbert en 1900 [28]. Une version moderne
de ce problème a été incluse dans les 18 problèmes mathématiques les plus di¢ ciles
proposés par S. Smale pour 21e siècle [41].
On considère le système di¤érentiel plan suivant

dx

dt
= Pn (x; y) ;

dy

dt
= Qn (x; y) ; (1)

ou Pn (x; y) et Qn (x; y) sont des polynômes de degré n. La deuxième partie du 16�eme

problème de Hilbert est de trouver une borne supérieure sur le nombre de cycles li-
mites que le système (1) peut avoir. Cette borne supérieure, notée H(n), est appelée
nombre de Hilbert. Pour les systèmes polynomiaux quadratiques généraux, quatre
cycles limites ont été trouvés en 1979 [40], [12], qui ont également été obtenus récem-
ment dans les systèmes quadratiques quasi intégrables [45]. Cependant, si H (2) = 4
ou non reste une question ouverte. Pour les systèmes polynomiaux de degré 3, de
nombreux résultats ont été obtenus sur la borne inférieure du nombre de Hilbert, et
le meilleur résultat jusqu�à présent est H (3) > 13 [29], [30]. Dans les applications
réelles, la bifurcation des cycles limites due à la bifurcation de Hopf est un phéno-
mène courant, mais les systèmes réels ont souvent des dimensions supérieures à deux
[26], [46], [47]. Dans un tel cas, le système peut d�abord être réduit à un système
dynamique à 2-dimension en utilisant la théorie de variété centrale (par exemple,
voir [26], [25]) puis d�étudier les bifurcation des cycles limites du système réduit.
Notre mémoire comporte quatre chapitres :
Le premier chapitre Comporte un rappel des notions de base sur les systèmes dy-
namiques et les équations di¤érentielles ordinaires. On commence par dé�nir les sys-

1
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tèmes dynamiques, le système quadratique dansR2, le système di¤érentiel autonome,
la notion de �ot du système di¤érentiel, le point d�équilibre, le point d�équilibre hy-
perbolique, le point d�équilibre dégénéré, l�integrale premier, nous avons dé�ni aussi
les notions suivantes : cycle limite, cycle limite hyperbolique, solution périodique,
plan et portrait de phase, courbe invariante,facteur intégrant, système Hamiltonien,
équation de Liénard, équation de Van Der Pol, degré de Brouwer, classi�cation des
points d�équilibre dans R2.
Dans le deuxième chapitre Nous avons introduit les théorèmes importants de la
méthode de moyennisation pour les systèmes di¤érentiels discontinus et continus.
Dans le troisième chapitre on étudie l�existence des cycles limites qui bifurquent
des orbites périodiques des centres isochrones quadratiques�

_x = �y + x2;
_y = x+ xy;

et �
_x = �y + x2 � y2;
_y = x+ 2xy:

Quand ils sont perturbés par une classe des systèmes di¤érentiels polynomiaux qua-
dratiques discontinus avec la ligne droite de discontinuité y = 0.
Dans le quatrième chapitre on étudie le nombre maximum des cycles limites du
système di¤érentiel perturbé suivant8>><>>:

_x = �y + xy +
2P
k=1

"k
P
i+j=2

a
(k)
i;j x

iyj;

_y = x+ y2 +
2P
k=1

"k
P
i+j=2

b
(k)
i;j x

iyj;

où " est un paramètre su¢ samment petit.

2



CHAPITRE 1

Rappels des notions de base

L�objectif essentiel de ce chapitre est d�étudier quelques notions et rappels pour
l�étude qualitative des systèmes dynamiques et des équations di¤érentielles ordi-
naires.

1.1 Système dynamique

Dé�nition 1.1.1 Un système dynamique sur Rn est une application
� : R� Rn ! Rn tel que

(1) � (:; x) : Rn ! Rn est une application continue,
(2) � (t; :) : R! Rn est une application continue,
(3) � (0; x) = x;
(4) � (t+ s; x) = � (t;�(s; x)) 8t; s 2 R;8x 2 Rn:

1.2 Système quadratique dans R2

Dé�nition 1.2.1 Un système quadratique dans R2 est de la forme�
_x = a0;0 + a1;0x+ a2;0x

2 + a0;1y + a1;1xy + a0;2y
2;

_y = b0;0 + b1;0x+ b2;0x
2 + b0;1y + b1;1xy + b0;2y

2:
(1.1)

1.3 Système di¤érentiel autonome

Dé�nition 1.3.1 Un système di¤érentiel autonome est un système d�équations dif-
férentielles ordinaires qui ne contient pas explicitement la variable indépendante t.

3



1.4. FLOT DU SYSTÈME DIFFÉRENTIEL

La forme générale d�un système autonome de premier ordre est

_x = f (x) ; x 2 Rn: (1.2)

1.4 Flot du système di¤érentiel

Dé�nition 1.4.1 Soit le système di¤érentiel

_x = f (x) ; x 2 Rn; (1.3)

avec la condition initiale x(0) = x0, x0 2 E un sous ensemble ouvert de Rn
et f 2 C1(E), Soit � (t; x0) la solution de (1.3), l�ensemble des applications �t :
Rn ! Rn dé�nies par

�t (x0) = � (t; x0) ;

est appelé le �ot du système di¤érentiel (1.3).

1.5 Point d�équilibre

Dé�nition 1.5.1 On appelle point d�équilibre ou point critique ou point singulier
du système di¤érentiel

_x = f(x); x 2 Rn; (1.4)

le point x0 2 Rn tel que
f(x0) = 0:

1.6 Point d�équilibre hyperbolique

Dé�nition 1.6.1 Un point d�équilibre x0 de système di¤érentiel (1.4) est dit hyper-
bolique si les valeurs propres de la matrice A = Df(x0) ont toutes une partie réelle
non nulle. Dans le cas contraire, le point d�équilibre est dit non-hyperbolique.

1.7 Point d�équilibre dégénéré

Dé�nition 1.7.1 Un point d�équilibre x0 de système di¤érentiel (1.4) est dit dégé-
néré si au moins une des n valeurs propres de la matrice Jacobienne A = Df(x0)
est nulle.

4



CHAPITRE 1. RAPPELS DES NOTIONS DE BASE

1.8 Integrale Premier

Dé�nition 1.8.1 On appelle intégrale première du système�
_x = f1 (x; y) ;
_y = f2 (x; y) ;

(1.5)

une fonction H(x; y; t) qui est constante sur les trajectoires. La fonction H véri�e
la propriété suivante

@H

@t
=
@H

@x
_x+

@H

@y
_y = 0:

1.9 Cycle limite

Dé�nition 1.9.1 Pour un système plan, on appelle cycle limite est une orbite fer-
mée isolé. C�est à dire, au voisinage de cette orbite on ne peut pas avoir une autre
orbite fermé. La stabilité du cycle limite est liée au comportement des trajectoires
de son voisinage.

1.10 Cycle limite hyperbolique

Dé�nition 1.10.1 Soit le système (1.5) a une orbite périodique (x(t); y(t)) de pé-
riode T . Soit

� =

TZ
0

�
@f1
@x

� @f2
@y

�
(x(t); y(t))dt:

Si � > 0 (resp. < 0) alors l�orbite périodique (x(t); y(t)) est un cycle limite instable
(resp.stable). Il peut être un cycle limite stable, instable ou semi-stable ou peut ap-
partenir à une bande � = 0.
Une orbite périodique (x(t); y(t)) ayant � 6= 0 est un cycle limite hyperbolique.

Fig 1.1-Classi�cation des cycles limites

5



1.11. SOLUTION PÉRIODIQUE

1.11 Solution périodique

Dé�nition 1.11.1 Soit x = ' (t) une solution du système (1.2) et supposons qu�il
existe un nombre T > 0, tel que

' (t+ T ) = ' (t) pour T > 0:

Alors ' (t) s�appelle une solution périodique de système (1.2). T > 0 appelé le periode
lorsqu�il est le plus petite reél positive véri�e la formule précédente.

1.12 Plan et portrait de phase

Dé�nition 1.12.1 Soit le système di¤érentiel planaire�
_x = P (x; y) ;
_y = Q (x; y) :

(1.6)

Un portrait de phase est l�ensembles des trajectoires dans l�espace de phase. En par-
ticulier, pour les systèmes autonomes d�équations di¤érentielles ordinaires de deux
variables. Les solutions (x (t) ; y (t)) du système (1.6) représentent dans le plan (xoy)
des courbes appelées orbites. Les points critiques de ce système sont des solutions
constantes et la �gure complète des orbites de ce système ainsi que ces points cri-
tiques représentent le portrait de phase et le plan (xoy) est le plan de phase.

1.13 Courbe invariante

Dé�nition 1.13.1 On appelle courbe invariante du système (1.6), toute courbe
d�équation U(x; y) = 0 du plan de phase pour laquelle il existe une fonction K =
K (x; y) appelée cofacteur associé à la courbe invariante, telle que

P
@U

@x
+Q

@U

@y
= KU: (1.7)

Cette égalité montre que sur la courbe invariante le gradient
�
@U

@x
;
@U

@y

�
de U est

orthogonal au champs de vecteurs X = (P;Q), donc en tout point de la courbe
invariante le champs de vecteurs est tangent à cette courbe, donc elle est formée de
solutions (ou trajectoires) du champs de vecteurs X,ce qui justi�e son appellation.
Dans le cas où le système (1.6) est polynomial et possède une courbe invariante
U (x; y) = 0 algébrique de degré m, le cofacteur est aussi algébrique et son degré
véri�e d�K � m � 1. Si U1 = 0 et U2 = 0 sont deux courbes invariantes pour le
système (1.6), de cofacteurs respectifs K1et K2, alors la courbe U1U2 = 0 est aussi
invariante et son cofacteur est K = K1 +K2.

6



CHAPITRE 1. RAPPELS DES NOTIONS DE BASE

1.14 Facteur intégrant

Soit 
 un ouvert de R2.

Dé�nition 1.14.1 On appelle facteur intégrant du systeme (1.6) sur 
; associé à
une intégrale première H, une C1-fonction R : 
! R non identiquement nulle telle
que

@(RP )

@x
= �@(RQ)

@y
, div(RX) = 0; X = (P;Q):

Losque le système (1.6) possède un facteur intégrant R, il est intégrable et l�intégrale
première H s�exprime en fonction du facteur intégrant par

H =

Z
R(x; y)P (x; y)dy + h(x);

la fonction h est choisie de telle sorte que
@H

@x
= �RQ.

1.15 Système Hamiltonien

Dé�nition 1.15.1 Soit E un ouvert de R2n et H 2 C2 (E) tel que H = H(x; y)
avec x; y 2 Rn.
Un système di¤érentiel de la forme8><>:

_x =
@H

@y
;

_y = �@H
@x
;

(1.8)

ou

@H

@x
=

�
@H

@x1
; :::::;

@H

@xn

�T
;

@H

@y
=

�
@H

@y1
; :::::;

@H

@yn

�T
;

est dit système Hamiltonien. La fonction H est appelée hamiltonien du système. Si
(x; y) est une solution du système hamiltonien (1.8), alors on calcule

@H

@t
=
@H

@x
_x+

@H

@y
_y = 0:

7



1.16. ÉQUATION DE LIÉNARD

1.16 Équation de Liénard

Dé�nition 1.16.1 On appelle « équation de Liénard » l�équation di¤érentielle

�x+ f (x) _x+ g (x) = 0; (1.9)

on peut l�écrire sous deux formes d�un système di¤érentiel, soit�
_x = y;
_y = �f (x) _x� g (x) ; (1.10)

soit �
_x = y � F (x) ;
_y = �g (x) ; (1.11)

avec

F (x) =

xZ
0

f (s) ds;

f et g sont de classe C1.
Le système (1.10) ou (1.11) est appelé « système de Liénard » .

1.17 Équation de Van Der Pol

Dé�nition 1.17.1 On appelle « équation de Van Der Pol » l�équation di¤érentielle
suivante

�x� �
�
1� x2

�
_x+ x = 0; � 2 R;

c�est un cas particulier de l�équation de Liénard.

1.18 Degré de Brouwer

Dé�nition 1.18.1 Soit D un ouvert de Rn; g 2 C1(D) et V est un ouvert de Rn
tel que �V � D et Zg = fz 2 V : g(z) = 0g.
Supposons aussi Jg(z) 6= 0 (Jg(z) désigne le déterminant de la jacobienne de g en z),
8z 2 Zg; alors le degré de Brouwer de la fonction g par rapport à V et à 0, noté
dB(g; V; 0) est dé�ni par

dB(g; V; 0) =
X
z2Zg

sign (Jg(z)) :

Remarque 1.1 Soit g : D ! Rn une fonction de classe C1; avec g(a) = 0, ou D
est un ouvert de Rn et a 2 D; si Jg(a) 6= 0, il existe un voisinage V de a tel que
g(z) 6= 0 pour tout z 2 V nfag et alors

dB(g; V; 0) 2 f�1; 1g .
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CHAPITRE 1. RAPPELS DES NOTIONS DE BASE

1.19 Classi�cation des points d�équilibre dans R2

Considérons le système di¤érentiel linéaire�
_x = ax+ by
_y = cx+ dy

; où A =
�
a b
c d

�
.

On supposera det A 6= 0 ; L�origine est un seul point d�équilibre de ce système
I) Quand la matrice A est diagonalisable (valeurs propres distinctes)
1) Equilibres stables : les 2 valeurs propres de A ont chacune une partie réelle
négative

Fig. 1.2. N�ud impropre

Type/nom du point d�équilibre : N�ud impropre
Nature de l�équilibre : Stable
Caractérisation par les valeurs propres de la matrice A : Les deux valeurs
propres de A sont réelles, distinctes et strictement négatives

Fig. 1.3. Foyer

9



1.19. CLASSIFICATION DES POINTS D�ÉQUILIBRE DANS R2

Type/nom du point d�équilibre : Foyer
Nature de l�équilibre : Stable
Caractérisation par les valeurs propres de la matrice A : Les deux valeurs
propres de A sont complexes (et conjuguées) et leur partie réelle (commune) est
strictement négative

Fig. 1.4. Centre

Type/nom du point d�équilibre : Centre
Nature de l�équilibre : Stable
Caractérisation par les valeurs propres de la matrice A : Les deux valeurs
propres de A sont imaginaires pures (leur partie réelle est nulle)
2) Equilibres instables : au moins une des 2 valeurs propres de A possède une
partie réelle strictement positive

Fig. 1.5. N�ud impropre

Type/nom du point d�équilibre : N�ud impropre
Nature de l�équilibre : Instable

10



CHAPITRE 1. RAPPELS DES NOTIONS DE BASE

Caractérisation par les valeurs propres de la matrice A : Les deux valeurs
propres de A sont réelles, distinctes et strictement positives

Fig. 1.6. Foyer

Type/nom du point d�équilibre : Foyer
Nature de l�équilibre : Instable
Caractérisation par les valeurs propres de la matrice A : Les deux valeurs
propres de A sont complexes (et conjuguées) et leur partie réelle (commune) est
strictement positive

Fig. 1.7. Selle

Type/nom du point d�équilibre : Point selle
Nature de l�équilibre : Instable
Caractérisation par les valeurs propres de la matrice A : Les deux valeurs
propres de A sont réelles et de signes opposés
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1.19. CLASSIFICATION DES POINTS D�ÉQUILIBRE DANS R2

II) Quand la matrice A n�est pas diagonalisable (valeur propre double)
1) Equilibre stable :

Fig.1.8.Noeud dgnr

Type/nom du point d�équilibre : Noeud dégénéré
Nature de l�équilibre : Stable
Caractérisation par les valeurs propres de la matrice A : Les deux valeurs
propres de A sont identiques (donc réelles) et strictement négatives
2) Equilibre instable :

Fig.1.9.Noeud dgnr

Type/nom du point d�équilibre : Noeud dégénéré
Nature de l�équilibre : Instable
Caractérisation par les valeurs propres de la matrice A : Les deux valeurs
propres de A sont identiques (donc réelles) et strictement positives
III) Quand la matrice A est diagonalisable (valeurs propres double)

12



CHAPITRE 1. RAPPELS DES NOTIONS DE BASE

1) Equilibre stable :

Fig. 1.10. Noeud propre

Type/nom du point d�équilibre : Noeud propre
Nature de l�équilibre : Stable
Caractérisation par les valeurs propres de la matrice A : Les deux valeurs
propres de A sont identiques (donc réelles) et strictement négatives
2) Equilibre instable :

Fig. 1.11. Noeud propre

Type/nom du point d�équilibre : Noeud propre
Nature de l�équilibre : Instable
Caractérisation par les valeurs propres de la matrice A : Les deux valeurs
propres de A sont identiques (donc réelles) et strictement positives
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CHAPITRE 2

Méthode de la moyennisation

2.1 Méthode de la moyennisation du premier ordre
pour les systèmes di¤érentiels discontinus

Théorème 2.1.1 On considère le système di¤érentiel discontinu suivant

x0(t) = "F (t; x) + "2R(t; x; "); (2.1)

avec

F (t; x) = F1(t; x) + sign(h(t; x))F2(t; x);

R(t; x; ") = R1(t; x; ") + sign(h(t; x))R2(t; x; ");

où F1; F2 : R � D ! Rn; R1; R2 : R � D � (�"0; "0) ! Rnet h : R � D ! R sont
des fonctions T -périodiques en la première variable t et D est un ouvert de Rn. On
suppose que h est une fonction de classe C1ayant 0 comme valeur régulière. Notons
parM = h�1(0), par;� = f0g �D *M, par �0 = �nM 6= ?, et son élément par
z � (0; z) =2M:
On dé�nit la fonction moyenne f : D ! Rncomme suit

f(x) =

TZ
0

F (t; x)dt; (2.2)

on suppose les trois conditions suivantes
(i) F1; F2; R1; R2 et h sont locallement Lipschitzienne par rapport x.
(ii) Pour a 2 �0 avec f(a) = 0, il existe un voisinage V de a tel que f(z) 6= 0 pour
tout z 2 �V n fag et dB(f; V; a) 6= 0 (c.-à-d. le degré de Brouwer de f en a est non
nul).
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CHAPITRE 2. MÉTHODE DE LA MOYENNISATION

(iii) Si @h=@t(t0; z0) = 0 pour tout (t0; z0) 2 M, alors (hrxh; F1i2 � hrxh; F2i2)
(t0; z0) > 0.
Alors, pour j"j > 0 su¢ sament petit, il existe une solution T�périodique x(:; ") pour
le système (2.1) tel que x(t; ")! a quand "! 0.

Le Théorème précédent est développé dans [34].

Remarque 2.1 On note que si la fonction f(z) est de classe C1 et que le jacobien
de f en a est non nul, alors dB(f; V; a) 6= 0. Pour plus de détails sur le degré de
Brouwer voir [6] et [38].

2.2 Méthode de la moyennisation du premier ordre
pour les systèmes di¤érentiels autonomes pla-
naires

On considère le système di¤érentiel autonôme planaire�
_x = P (x; y);
_y = Q(x; y);

(2.3)

où P;Q : R2 ! R sont des fonctions continues. Supposons que (2.3) a un anneau
périodique autour du point singulier (0; 0)

f�hg � f(x; y) : H(x; y) = h; h1 < h < h2g ;

où H est une intégrale première du système (2.3).
On perturbe le système (2.3) comme suit�

_x = P (x; y) + "p(x; y);
_y = Q(x; y) + "q(x; y);

(2.4)

où p; q : R2 ! R sont des fonctions continues.
A�n d�appliquer la méthode de moyennisation pour étudier les cycles limites de
système (2.4), nous devons écrire le système (2.4) sous la forme standard (2.1). Le
résultat suivant de [7] fournit une manière pour transformer (2.4) sous cette forme
standard.

Théorème 2.2.1 (Voir [7].) On considère le système (2.3) et son l�intégrale pre-
mière H. Supposons que xQ(x; y) � yP (x; y) 6= 0 pour tous (x; y) dans l�anneau
périodique. Soit � : (

p
h1;
p
h2)� [0; 2�)! [0;1) une fonction continue telle que

H(�(R;') cos'; �(R;') sin') = R2; (2.5)
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2.3. MÉTHODE DE LA MOYENNISATION D�ORDRE K (POUR K = 1; 2; 3),
DANS LE CAS CONTINU

pour tout R 2 (
p
h1;
p
h2) et tout ' 2 [0; 2�). Alors, l�équation di¤érentielle qui

décrit la dépendance entre la racine carrée de l�énergie, R =
p
h et l�angle ' pour le

système (2.4) est

dR

d'
= "

� (x2 + y2) (Qp� Pq)
2R (Qx� Py) +O

�
"2
�
; (2.6)

où � = �(x; y) est le facteur intégrant du système (2.3) correspondant à l�intégrale
première H, et x = �(R;') cos' et y = �(R;') sin'.

A�n d�étudier le nombre de zéros de la fonction moyenne (2.2), nous utiliserons
le résultat ci-dessous prouvé en [37].
Soit A un ensemble et soit f1; f2; :::; fn : A ! R. On dit que f1; :::; fn sont des

fonctions linéairement indépendantes si et seulement si

nX
i=1

�ifi (a) = 0 pour tous a 2 A =) �1 = �2 = ::: = �n = 0:

Proposition 2.2.1 (Voir [37] ) Si f1; f2; :::; fn : A ! R sont linéairement in-
dépendants alors il existe a1; :::; an�1 2 A et �1; :::; �n 2 R tel que pour chaque
i 2 f1; :::; n� 1g

nX
i=1

�kfk (ai) = 0:

2.3 Méthode de la moyennisation d�ordre k (pour k = 1; 2; 3),
dans le cas continu

Lemme 2.3.1 [4]. On considère le système di¤érentiel suivant

_x(t) = "F1(t; x) + "
2F2(t; x) + "

3F3(t; x) + "
4W (t; x; "); (2.7)

où F1; F2; F3 : R �D ! R;W : R �D � (�"0; "0) ! R("0 > 0) sont des fonctions
continues et T�périodiques par rapport à la variable t et D est un ouvert de R.
Supposons que :
(i) F1(t; :) 2 C2(D); F2(t; :) 2 C1(D) pour tout t 2 R,F1; F2; F3;W;D2

xF1; DxF2 sont
localement lipschitziennes par rapport à la variable x, W est deux fois di¤érentiable.
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CHAPITRE 2. MÉTHODE DE LA MOYENNISATION

On dé�nit F 0k : D ! R pour K = 1; 2; 3 comme suit :

F 01 (x) =
1

T

TZ
0

F1(s; x)ds;

F 02 (x) =
1

T

TZ
0

�
@F1(s; x)

@x
y1(s; x) + F1(s; x)

�
ds;

F 03 (x) =
1

T

TZ
0

�
1

2

@2F1(s; x)

@x2
y21(s; x) +

1

2

@F1(s; x)

@x
y2(s; x) +

@F2(s; x)

@x
y1(s; x) + F3(s; x)

�
ds;

où

y1(s; x) =

sZ
0

F1(t; x)dt;

y2(s; x) = 2

sZ
0

�
@F1(t; x)

@x
y1(t; x) + F2(t; x)

�
dt;

(ii) pour un ensemble ouvert et borné V � D et pour chaque " 2 (� "0; "0)n f0g, il
existe a 2 V tel que

d

dx
(F 01 + "F

0
2 + "

2F 03 )(a) 6= 0:

Alors, pour j"j > 0 su¢ sament petit, il existe une solution x(t; ") T-périodique pour
le système (2.7) tel que x(0; ")! a lorsque "! 0:

Corollaire 2.3.1 [4]. Si les hypothèses du lemme 2:3:1, sont satisfaites et si F 01 (x)
n�est pas identique à zéro, alors les zéros de (F 01 +"F

0
2 +"

2F 03 )(x) sont principalement
les zéros de F 01 (x) pour j"j su¢ samment petit. Dans ce cas, les conclusions du lemme
2:3:1 sont vraies. si F 01 (x) est identique à zéro et F

0
2 (x) n�est pas identique à zéro,

alors les zéros de (F 01 + "F
0
2 + "

2F 03 )(x) sont principalement les zéros de F
0
2 (x) pour

j"j su¢ samment petit . Dans ce cas, les conclusions du lemme 2:3:1 sont également
vraies.

On appelle les fonctions F 0k (x)(k = 1; 2), dé�nies dans le lemme 2:3:1, les fonc-
tions moyennes du premier et du second ordre associées au système (2.7), respecti-
vement.
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2.4. MÉTHODE DE LA MOYENNISATION DU DEUXIÈME ORDRE POUR
LES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS AUTONOMES PLANAIRE

2.4 Méthode de la moyennisation du deuxième
ordre pour les systèmes di¤érentiels autonomes
planaire

On considère le système planaire intégrable de la forme�
_x = P (x; y);
_y = Q(x; y);

(2.8)

où P (x; y); Q(x; y) : R2 ! R sont des fonctions continues telles que (2.8) a une inté-
grale première H avec le facteur intégrant �(x; y) 6= 0; et a a un anneau périodique
autour du point singulier (0; 0)

h = f(x; y) : H(x; y) = h; hc < h < hsg ;
où H est une intégrale première du système (2.8).
On perturbe le système (2.8) comme suit�

_x = P (x; y) + "p(x; y; ");
_y = Q(x; y) + "q(x; y; ");

(2.9)

où " un paramètre su¢ samment petit et p(x; y; "); q(x; y; ") : R2 � R! R sont des
fonctions continues.
A�n d�appliquer la méthode de moyennisation pour étudier les cycles limites de
système (2.9), nous devons écrire le système (2.9) sous la forme standard (2.7).
Le résultat suivant fournit une manière pour transformer (2.9) sous cette forme
standard.

Lemme 2.4.1 [7].On considère le système (2.8), son l�intégrale première H. Sup-
posons que xQ(x; y) � yP (x; y) 6= 0 pour tous (x; y) dans l�anneau périodique. Soit
p : ( 2

p
h";

2
p
hs)� [0; 2�)! [0;+1) une fonction continue telle que

H(�(R;') cos'; �(R;') sin') = R2;

pour tout h 2 (
p
hc;

p
hs) et tout ' 2 [0; 2�). Alors, l�équation di¤érentielle qui

décrit la dépendance entre la racine carrée de l�énergie, R =
p
h et l�angle ' pour le

système (2.9) est

dR

d'
= "

�(x2 + y2)(Qp� Pq)
2R(Qx� Py) + 2R"(qx� py)

����
x=�(R;') cos';y=�(R;') sin'

; (2.10)

ce qui équivaut à

dR

d'
=

�
"
�(x2 + y2)(Qp� Pq)

2R(Qx� Py) � "2�(x
2 + y2)(Qp� Pq)(qx� py)

2R(Qx� Py)2

�����
x=�(R;') cos';y=�(R;') sin'

+O("3);

où � = �(x; y) est le facteur intégrant du système (2.8) correspondant à l�intégrale
première H, et x = �(R;') cos' et y = �(R;') sin'.
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CHAPITRE 3

Cycles limites pour les systèmes di¤érentiels quadratiques
discontinus à deux zones

3.1 Introduction

L�un des principaux problèmes de la théorie qualitative des systèmes di¤érentiels
planaires polynomiaux continus est l�étude de leurs cycles limites, voir par exemple
[27]. Les cycles limites des systèmes di¤érentiels planaires polynomiaux quadratiques
continus ont été étudiés intensivement, voir par exemple les livres [15], [44] et les
centaines de références qui y sont citées. La classi�cation des systèmes di¤éren-
tiels polynomiaux quadratiques à centre isochrone est due à Loud [39]. Il a prouvé
qu�après un changement a¢ ne de variables et une mise à l�échelle de la variable indé-
pendante, tout centre isochrone quadratique peut être écrit comme l�un des quatre
systèmes du Tableau 1. Chicone et Jacobs ont prouvé dans [14] qu�au plus deux
cycles limites bifurquent des orbites périodiques du centre isochrone�

_x = �y + x2;
_y = x+ xy;

(3.1)

et qu�au plus un cycle limite bifurque du centre isochrone�
_x = �y + x2 � y2;
_y = x+ 2xy;

(3.2)

lorsque ces centres quadratiques sont perturbés d�une classe des systèmes di¤érentiels
polynomiaux quadratiques. Leur étude est basée sur la fonction de déplacement
en utilisant certains résultats de Bautin [3]. En [7], les auteurs ont réprouvé plus
facilement, en utilisant la méthode de moyennisation, l�existence d�au moins deux
cycles limites bifurquant des orbites périodiques du centre (3.1) lorsque cela est
perturbé d�une classe de tous les systèmes di¤érentiels polynomiaux quadratiques.
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3.1. INTRODUCTION

Stimulé par des phénomènes discontinus dans le monde réel (voir par exemple le
livre [5] et les références qui y sont citées), un grand intérêt s�est manifesté pour
l�étude des cycles limites des systèmes di¤érentiels discontinus, principalement pour
les systèmes di¤érentiels linéaires discontinus, voir aussi le document [36] et les
références citées ici.
Notre objectif est d�étudier le nombre de cycles limites des systèmes di¤érentiels

quadratiques discontinus à deux zones séparées par une droite. Pour autant que nous
le savons pour les systèmes di¤érentiels quadratiques discontinus, seul le problème
du centre et la bifurcation de Hopf ont été étudiés partiellement, voir [17], [16],
[20]. Des études connexes sur le nombre de cycles limites bifurquant du centre et du
centre isochrone dont certains perturbés par des systèmes quadratiques discontinus
peuvent être trouvées dans [11], [13]. En utilisant la méthode de moyennisation du
premier ordre, nous étudions le nombre maximum de cycles limites qui peuvent
bifurquer des orbites périodiques du centre isochrone (3.1) et (3.2) perturbés d�une
classe des systèmes di¤érentiels polynomiaux quadratiques discontinus

_Xi = Zi(x; y) =

�
Y i1 (x; y) si y > 0;
Y i2 (x; y) si y < 0;

(3.3)

i = 1; 2; où

Y 11 (x; y) =

�
�y + x2 + "p1(x; y)
x+ xy + "q1(x; y)

�
;

Y 12 (x; y) =

�
�y + x2 + "p2(x; y)
x+ xy + "q2(x; y)

�
;

Y 21 (x; y) =

�
�y + x2 � y2 + "p1(x; y)
x+ 2xy + "q1(x; y)

�
;

Y 22 (x; y) =

�
�y + x2 � y2 + "p2(x; y)
x+ 2xy + "q2(x; y)

�
;

avec " est un paramètre su¢ samment petit, et

p1(x; y) = a1x+ a2y + a3xy + a4x
2 + a5y

2;

q1(x; y) = b1x+ b2y + b3xy + b4x
2 + b5y

2;

p2(x; y) = c1x+ c2y + c3xy + c4x
2 + c5y

2;

q2(x; y) = d1x+ d2y + d3xy + d4x
2 + d5y

2: (3.4)

En d�autres termes, dans un certain sens, nous étendons le travail e¤ectué par Chi-
cone et Jacobs [14] pour les systèmes di¤érentiels polynomiaux quadratiques continus
aux systèmes discontinus avec la ligne droite de discontinuité y = 0.
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CHAPITRE 3. CYCLES LIMITES POUR LES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS
QUADRATIQUES DISCONTINUS À DEUX ZONES

Tableau 1 : Le nombre de cycles limites pour le QPDS.

Centres isochrones quadratiques Le nombre de cycles limites pour le
QPDS continu QPDS discontinu�

_x = �y + x2;
_y = x+ xy;

2 5�
_x = �y + x2 � y2;
_y = x+ 2xy;

1 4�
_x = �y � 4

3
x2;

_y = x� 16
3
xy;

2 ?�
_x = �y + 16

3
x2 � 4

3
y2;

_y = x+ 8
3
xy;

2 ?

Le système (3.3) peut être écrit en utilisant la fonction sign sous la forme

_Xi = Zi(x; y) = G
i
1(x; y) + sign(y)G

i
2(x; y); (3.5)

où
Gi1(x; y) =

1

2

�
Y i1 (x; y) + Y

i
2 (x; y)

�
;

et
Gi2(x; y) =

1

2
(Y i1 (x; y)� Y i2 (x; y));

pour i = 1; 2:
Nos principaux résultats sont les suivants.

Théorème 3.1.1 Pour j"j 6= 0 su¢ samment petit, il existe un système di¤érentiel
polynomial quadratique discontinu (3.3) avec i = 1 ayant au moins 5 cycles limites
bifurquant des orbites périodiques du centre isochrone (3.1).

Théorème 3.1.2 Pour j"j 6= 0 su¢ samment petit, il existe un système di¤érentiel
polynomial quadratique discontinu (3.3) avec i = 2 ayant au moins 4 cycles limites
bifurquant des orbites périodiques du centre isochrone (3.2).

Nous rappelons que la perturbation des orbites périodiques des centres isochrones
(3.1) et (3.2) d�une classe des systèmes di¤érentiels polynomiaux quadratiques conti-
nus produit respectivement au plus 2 et 1 cycles limites (voir [14]). Donc, en com-
parant les résultats obtenus pour le discontinu avec les résultats pour les systèmes
di¤érentiels polynomiaux quadratiques continus, ce travail montre que les systèmes
discontinus ont au moins 3 cycles limites de plus entourant l�origine que les systèmes
continus lorsque nous avons perturbé les centres (3.1) et (3.2), respectivement. En
résumé, les résultats sur le nombre de cycles limites qui peuvent bifurquer des orbites
périodiques des centres isochrones quadratiques lorsqu�ils sont perturbés d�une classe
de tous les systèmes di¤érentiels polynomiaux quadratiques continus ou discontinus
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3.2. PREUVE DES THÉORÈMES 3:1:1 ET 3:1:2

(QPDS) de la forme (3.3) sont résumés dans le tableau 1. Les nombres de la colonne
2 du tableau 1 sont le nombre maximum de cycles limites pour le QPDS continu qui
ont été obtenus par Chicone et Jacobs dans [14]. Les nombres de la colonne 3 du
tableau 1 sont le nombre maximum de cycles limites pour le QPDS discontinu qui
peut être obtenue en utilisant la méthode de moyennisation du premier ordre. Ce
résultat indique seulement que le nombre maximum de cycles limites qui peuvent
bifurquer des solutions périodiques du centre isochrone non perturbé lorsqu�ils sont
perturbés d�une classe des QPDS discontinus est au moins ceux qui apparaissent
dans cette troisième colonne. Le nombre maximum exact de ces cycles limites est
inconnu.

3.2 Preuve des théorèmes 3:1:1 et 3:1:2

3.2.1 Preuve de théorème 3:1:1

Nous rappelons que l�anneau périodique d�un centre est l�anneau topologique
formé par toutes les orbites périodiques entourant le centre, et aucun autre point
singulier.
Les expressions de l�intégrale première H et facteur intégrant � dans l�anneau de
période du centre du système (3.1) ont H(x; y) = (x2 + y2)=(1 + y)2 et �(x; y) =
2=(1 + y)3, respectivement ; pour plus de détails, voir [5]. Pour ce système, notons
que h1 = 0,h2 = 1, et la fonction � satisfaisons les hypothèses du théorème 2:2:1 est
�(R;') = R=(1�R sin'), 80 < R < 1 et ' 2 [0; 2�).
Ensuite, en utilisant le Théorème 2.2.1, le système (3.3) s�écrit

dR

d'
=

8>><>>:
"
A ('; a; b)R +B ('; a; b)R2 + C ('; a; b)R3

(1�R sin') +O ("2) si y > 0;

"
A ('; c; d)R +B ('; c; d)R2 + C ('; c; d)R3

(1�R sin') +O ("2) si y < 0;
(3.6)

où

A ('; a; b) = a1 cos
2 '+ (a2 + b1) cos' sin'+ b2 sin

2 ';

B ('; a; b) = (a4 � b1) cos3 '+ (�a1 + a3 � b2 + b4) cos2 ' sin'
+(�a2 + a5 � b1 + b3) cos' sin2 '+ (�b2 + b5) sin3 ';

C ('; a; b) = �b4 cos4 '+ b1 cos3 ' sin'+ (b2 � b4 � b5) cos2 ' sin2 '
+(b1 � b3) cos' sin3 '+ (b2 � b5) sin4 ';

et a = (a1; :::; a5),b = (b1; :::; b5),c = (c1; :::; c5) et d = (d1; :::; d5). Notez que le
système (3.1) a la ligne droite invariante y = �1. Ainsi la distance minimale de
la frontière externe de l�anneau de période du centre à l�origine est 1. Le système
di¤érentiel discontinu (3.6) est sous les hypothèses du théorème 2:1:1.
Il faut donc étudier les zéros de la fonction moyenne f : (0; 1)! R,
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f(R) =

�Z
0

A ('; a; b)R +B ('; a; b)R2 + C ('; a; b)R3

(1�R sin') d';

+

2�Z
�

A ('; c; d)R +B ('; c; d)R2 + C ('; c; d)R3

(1�R sin') d':

En calculant l�intégrale de ces expressions, on obtient

f(R) = (a1 + c1)g1 + a3g2 + b2g3 + b4g4 + b5g5 +

c3g6 + d2g7 + d4g8 + d5g9;

où

g1 =
�R

2
;

g2 = 2 +
�

R
+

1

2R
p
1�R2

�
�2� + 2�R2 �

�
4� 4R2

�
arcsinR

�
;

g3 =
�R

2
� 2R2;

g4 = 2 +
�

R
� 3�R

2
� 2R2 (3.7)

+
1

2R
p
1�R2

�
�2� + 4�R2 � 2�R4 +

�
�4 + 8R2 � 4R4

�
arcsinR

�
;

g5 = �2� �

R
+
�R

2
+ 2R2 +

1

2R
p
1�R2

�
2� � 2�R2 +

�
4� 4R2

�
arcsinR

�
;

g6 = �2 + �

R
� �R

2
� 2

p
1�R2 arccosR

R
;

g7 =
�R

2
+ 2R2;

g8 = �2 + �

R
� 3�R

2
+ 2R2 + 2

�
R� 1

R

�p
1�R2 arccosR;

g9 = 2� �

R
+
�R

2
� 2R2 + 2

p
1�R2 arccosR

R
:

On note les égalités

g5 = g1 � g2 � g3;
g7 = 2g1 � g3;
g9 = �g1 + g3 � g6:
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Ainsi la fonction f peut être écrite comme

f(R) = (a1 + b5 + c1 + 2d2 � d5) g1 + (a3 � b5) g2
+(b2 � b5 � d2 + d5) g3 + b4g4 + (c3 � d5) g6 + d4g8:

Les six fonctions gi : (0; 1) ! R, i 2 f1; 2; 3; 4; 6; 8g données en (3.7) sont linéaire-
ment indépendantes. En e¤et, nous obtenons la série de Taylor en 0 pour les fonctions
g1; g2; g3; g4; g6 et g8 :

g1 (R) =
�

2
R +O

�
R7
�
;

g2 (R) =
2

3
R2 +

�

8
R3 +

4

15
R4 +

16

105
R6 +O

�
R7
�
;

g3 (R) =
�

2
R� 2R2 +O

�
R7
�
;

g4 (R) =
2

3
R2 � 3�

8
R3 � 2

5
R4 � �

16
R5 � 4

35
R6 +O

�
R7
�
;

g6 (R) = �2
3
R2 +

�

8
R3 � 4

15
R4 +

�

16
R5 � 16

105
R6 +O

�
R7
�
;

g8 (R) = �2
3
R2 � 3�

8
R3 +

2

5
R4 � �

16
R5 +

4

35
R6 +O

�
R7
�
:

Le déterminant de la matrice des coe¢ cients des variables R,R2,R3,R4,R5,R6 est
non nul. Par la Proposition 2:2:1 puisque les six fonctions g1,g2,g3,g4,g6,g8 sont li-
néairement indépendants, alors il existe une combinaison linéaire de leur avec au
moins 5 zéros. Plus sur les coe¢ cients des fonctions gi, pour i = 1,2,3,4,6,8 dans
l�expression de sont des fonctions linéaires des variables a1,a3,b2,b4,b5,c1,c3,d2,d4,d5.
Le rang de la matrice Jacobienne des coe¢ cients de g1,g2,g3,g4,g6 et g8 dans f(R) en
les variables a1,a3,b2,b4,b5,c1,c3,d2,d4,d5 est 6. Il existe donc R1,R2,R3,R4,R5 2 (0; 1)
et les coe¢ cients aj,bj,cj,dj 2 R, j = 1,...,5 tels que f(Ri) = 0 pour i = 1,...,5.
En bref, il existe des systèmes di¤érentiels polynomiaux quadratiques discontinus
(3.3) ayant au moins 5 cycles limites bifurquant des orbites périodiques du centre
isochrone _x = �y + x2, _y = x + xy, en utilisant la méthode de moyennisation du
premier ordre pour les systèmes di¤érentiels discontinus. Ceci complète la preuve du
théorème 3:1:1:

3.2.2 Preuve de théorème 3:1:2

Les expressions de l�intégrale première H et facteur intégrant � dans l�anneau
de période du centre du système (3.1) ont H(x; y) = (x2 + y2)=(1 + 2y) et �(x; y) =
2=(1 + 2y)2, respectivement ; pour plus de détails, voir [10]. Pour ce système, nous
notons que h1 = 0, h2 = 1, et que la fonction � qui satisfait les hypothèses du
théorème 2:2:1 est donnée par (R;') = R2 sin'+R

p
R2 sin2 '+ 1 pour tous R > 0

et ' 2 [0; 2�).
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Ensuite, en utilisant le théorème 2:2:1, nous transformons le système (3.3) sous la
forme

dR

d'
=

8>>>>><>>>>>:

"

K (')
(D ('; a; b)R + E ('; a; b)R2 + F ('; a; b)R3 +G ('; a; b)R4

+H ('; a; b)R5 + I ('; a; b)R6 + J ('; a; b)R7) +O ("2) si y > 0;
"

K (')
(D ('; c; d)R + E ('; c; d)R2 + F ('; c; d)R3 +G ('; c; d)R4

+H ('; c; d)R5 + I ('; c; d)R6 + J ('; c; d)R7) +O ("2) si y < 0;
(3.8)

où

D ('; a; b) = a1 cos
2 '+ (a2 + b1) cos' sin'+ b2 sin

2 ';

E ('; a; b) =

q
1 +R2 sin2 '

�
(a4 � b1) cos3 '+ (4a1 + a3 � b2 + b4) cos2 ' sin'+

(4a2 + a5 + 3b1 + b3) cos' sin
2 '+ (3b2 + b5) sin

3 '
�
;

F ('; a; b) = b4 cos
4 '+ (5a4 � 3b1 � b3) cos3 ' sin'

+(8a1 + 5a3 � 3b2 + 4b4 � b5) cos2 ' sin2 '
+(8a2 + 5a5 + 5b1 + 4b3) cos' sin

3 '+ (5b2 + 4b5) sin
4 ';

G ('; a; b) =

q
1 +R2 sin2 '

�
4b4 cos

4 ' sin'+ 4 (3a4 � b1 � b3) cos3 ' sin2 '
+4 (2a1 + 3a3 � b2 + 2b4 � b5) cos2 ' sin3 '+
+4 (2a2 + 3a5 + b1 + 2b3) cos' sin

4 '+ 4 (b2 + 2b5) sin
5 '
�
;

H ('; a; b) = 8b4 cos
4 ' sin2 '+ 4 (5a4 � b1 � 2b3) cos3 ' sin3 '+

4 (2a1 + 5a3 � b2 + 3b4 � 2b5) cos2 ' sin4 '+
4 (2a2 + 5a5 + b1 + 3b3) cos' sin

5 '+ 4 (b2 + 3b5) sin
6 ';

I ('; a; b) =

q
1 +R2 sin2 '

�
8b4 cos

4 ' sin3 '+ 8 (2a4 � b3) cos3 ' sin4 ' +
8 (2a3 + b4 � b5) cos2 ' sin5 '+ 8 (2a5 + b3) cos' sin6 '+ 8b5 sin7 '

�
;

J ('; a; b) = 8b4 cos
4 ' sin4 '+ 8 (2a4 � b3) cos3 ' sin5 '+ 8 (2a3 + b4 � b5) cos2 ' sin6 '

+8 (2a5 + b3) cos' sin
7 '+ 8b5 sin

8 ';

K (') =

�
1 +R2 sin2 '+R sin'

q
1 +R2 sin2 '

�
��

1 + 2R2 sin2 '+ 2R sin'

q
1 +R2 sin2 '

�2
;

et a = (a1; :::; a5); b = (b1; :::; b5); c = (c1; :::; c5) et d = (d1; :::; d5).
Notez que le système (3.2) a la droite invariante y = �1=2. Ainsi la distance minimale
de la frontière externe de l�anneau de période du centre à l�origine est 1=2.
Le système di¤érentiel discontinu (3.8) est dans les acceptions du théorème 2:1:1.
Ainsi, nous devons étudier les racines de la fonction ramenée à une moyenne
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f : (0; 1
2
)! R;

f(R) =

�Z
0

1

K (')

�
D ('; a; b)R + E ('; a; b)R2 + F ('; a; b)R3

+ G ('; a; b)R4 +H ('; a; b)R5 + I ('; a; b)R6 + J ('; a; b)R7
�
d'+

2�Z
�

1

K (')

�
D ('; c; d)R + E ('; c; d)R2 + F ('; c; d)R3+

G ('; c; d)R4 +H ('; c; d)R5 + I ('; c; d)R6 + J ('; c; d)R7
�
d':

On calcule des intégrales et on obtient

f(R) = a1g1 + a3g2 + b2g3 + b4g4 + b5g5 + c1g6 + c3g7 + d2g8 + d4g9 + d5g10:

Où

g1 = 1 +
�

2
R� 1

R
arctanR�R arctanR;

g2 = �1 + 1

R
arctanR +R arctanR;

g3 = �1 + �
2
R� 2R2 + �R3 + arctanR

�
1

R
�R� 2R3

�
;

g4 = �1�R2 � �
2
R3 + arctanR

�
1

R
+ 2R +R3

�
;

g5 = 1 +R2 � �
2
R3 + arctanR

�
� 1
R
+R3

�
;

g6 = �1 + �
2
R + arctanR

�
1

R
+R

�
;

g7 = 1 + arctanR

�
� 1
R
�R

�
;

g8 = 1 +
�

2
R + 2R2 + �R3 + arctanR

�
� 1
R
+R + 2R3

�
;

g9 = 1 +R2 � �
2
R3 + arctanR

�
� 1
R
� 2R�R3

�
;

g10 = �1�R2 � �
2
R3 + arctanR

�
1

R
�R3

�
:
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Nous avons les égalités

g5 =
1

2
(g1 � g3);

g6 = g1 + 2g2;

g7 = �g2;

g9 =
1

4
(4g1 + 4g2 � 2g3 � 4g4 � 2g8) ;

g10 = g2 +
1

2
(g1 � g8) :

Ainsi la fonction f peut être écrite comme

f(R) =

�
a1 + c1 + d4 +

1

2
(b5 + d5)

�
g1 + (a3 + 2c1 � c3 + d4 + d5)g2

+

�
b2 �

1

2
(b5 + d4)

�
g3 + (b4 � d4) g4 +

�
d2 �

1

2
(d4 + d5)

�
g8.

En e¤et, nous obtenons la série de Taylor en 0 pour les fonctions g1; g2; g3; g4 et g8

g1(R) =
�

2
R� 2

3
R2 +

2

15
R4 � 2

35
R6 +O

�
R7
�
;

g2(R) =
2

3
R2 � 2

15
R3 +

2

35
R6 +O

�
R7
�
;

g3(R) =
�

2
R� 10

3
R2 + �R3 � 22

15
R4 +

34

105
R6 +O

�
R7
�
;

g4(R) =
2

3
R2 � �

2
R3 +

8

15
R4 � 8

105
R6 +O

�
R7
�
;

g8(R) =
�

2
R +

10

3
R2 + �R3 +

22

15
R4 � 34

105
R6 +O

�
R7
�
:

Le déterminant de la matrice des coe¢ cients des variables R,R2,R3,R4,R6 est non
nul. Nous avons donc cet ensemble de cinq fonctions gi : (0; 12) ! R, donné par
fg1,g2,g3,g4,g8g est linéairement indépendant. Par la proposition 2:2:1 puisque les
cinq fonctions g1; g2; g3; g4; g8 sont linéairement indépendantes, il existe alors une
combinaison linéaire d�entre elles avec au moins 4 zéros. De plus les coe¢ cients
des fonctions gi,i = 1,2,3,4,8 dans l�expression de f sont des fonctions linéaires des
variables a1,a3,b2,b4,b5,c1,c3,d2,d4,d5.Le rang de la matrice jacobienne du coe¢ cient
de g1,g2,g3,g4 et g8 dans f(R) en les variables a1,a3,b2,b4,b5,c1,c3,d2,d4,d5 est 5. Il
existe donc R1,R2,R3,R4 2 (0; 12) et les coe¢ cients aj,bj,cj,dj 2 R, j = 1; :::; 5 tels
que f (Ri) = 0 pour i = 1,...,4.
En bref, il existe des systèmes di¤érentiels polynomiaux quadratiques discontinus

(3.3) ayant au moins 4 cycles limites bifurquant des orbites périodiques du centre
isochrone _x = �y + x2 � y2, _y = x+ 2xy, en utilisant la méthode de moyennisation
du premier ordre pour les systèmes di¤érentiels discontinus. Ceci complète la preuve
du théorème 3:1:2.
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CHAPITRE 4

Bifurcation de second ordre des cycles Limites d�un centre
réversible quadratique

Dans ce chapitre, on va utiliser la méthode de moyennisation du chapitre 2
pour étudier le nombre maximum des cycles limites du système di¤érentiel perturbé
suivant 8>><>>:

_x = �y + xy +
2P
k=1

"k
P
i+j=2

a
(k)
i;j x

iyj;

_y = x+ y2 +
2P
k=1

"k
P
i+j=2

b
(k)
i;j x

iyj;

où " est un paramètre su¢ samment petit.

4.1 Introduction

Dans la théorie qualitative des systèmes di¤érentiels réels plans, l�un des pro-
blèmes importants est de déterminer le nombre de cycles limites. Pour résoudre
ce problème, des méthodes innovantes ont été proposées à partir de la section de
Poincaré [9], [14], [33], les intégrales Poincaré-Pontryagin-Melnikov ou les intégrales
abéliennes [1], [2], [18], [43], le Facteur intégrant inverse [22], [23], [24], [42], et la
méthode de moyennisation [4], [19], [21], [31], [32], [35] qui est en fait équivalente aux
intégrales abéliennes dans le plan. La méthode de moyennisation est l�un des outils
puissants pour étudier les cycles limites, ce qui peut réduire le problème du nombre
de cycles limites de certains systèmes di¤érentiels à l�exploration du nombre de
points d�équilibre hyperbolique de leurs équations di¤érentielles moyennes. En uti-
lisant la méthode de moyennisation, des résultats élégants sur le nombre de cycles
limites des systèmes di¤érentiels ont été obtenus, comme par Buic a et Llibre [8],
par Gine et Llibre [21], par Li et Llibre [32] et ainsi de suite. Dans ce chapitre, on
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CHAPITRE 4. BIFURCATION DE SECOND ORDRE DES CYCLES LIMITES
D�UN CENTRE RÉVERSIBLE QUADRATIQUE

commence par le système quadratique�
_x = �y + x;
_y = x+ y2;

(4.1)

et étudier la bifurcation de second ordre des cycles limites sous de petites perturba-
tions homogènes quadratiques. De toute évidence, le système (4.1) a

H(x; y) =
1� xp
x2 + y2

= c;

comme son intégrale première avec le facteur intégrant 1=(x2 + y2)3=2 et a la singu-
larité �nie unique (0; 0) comme centre isochrone. Supposons que le système (4.1) a
un anneau périodique

f(x; y)jH(x; y) = c; c 2 (1;+1)g :
En utilisant la méthode de la moyennisation, nous étudions la bifurcation des cycles
limites pour le système (4.1) sous de petites perturbations homogènes quadratiques.
Notre principal résultat est le suivant.

Théorème 4.1.1 pour tout paramètre su¢ samment petit j"j, et toutes constantes
réelles a(k)i;j et b

(k)
i;j (i; j = 0; 1; 2; k = 1; 2), on considère le système perturbé homogène

quadratique 8>><>>:
_x = �y + xy +

2P
k=1

"k
P
i+j=2

a
(k)
i;j x

iyj;

_y = x+ y2 +
2P
k=1

"k
P
i+j=2

b
(k)
i;j x

iyj;
(4.2)

nous avons
(1) En utilisant la méthode de moyennisation du premier ordre, le système (4.2) a
au plus un cycle limite bifurquant des orbites périodiques du système non perturbé
(4.1), et cette borne supérieure est nette.
(2) En utilisant la méthode de moyennisation du second ordre, le système (4.2) a
au plus un cycle limite bifurquant des orbites périodiques du système non perturbé
(4.1), et cette borne supérieure est nette.

4.2 Bifurcation du cycle limite de premier ordre

Il est à noter que pour les systèmes intégrables et non hamiltoniens, il est géné-
ralement di¢ cile de trouver des transformations appropriées comme décrit dans le
lemme 2:4:1.
Pour l�intégrale première du système (4.1)

H(x; y) =
1� xp
x2 + y2

;
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4.2. BIFURCATION DU CYCLE LIMITE DE PREMIER ORDRE

on choisit la fonction � = �(R;') comme suit

�(R;') =
1

R2 + cos'
; (4.3)

tel que
H (�(R;') cos'; �(R;') sin') = R2:

En appliquant le lemme 2:4:1 au système (4.2), nous obtenons le résultat suivant

Lemme 4.2.1 En utilisant le changement x = �(R;') cos' et y = �(R;') sin'
pour ' 2 [0; 2�), le système (4.2) devient

dR

d'
=

1

2R

�
"
(Qp1 � Pq1)
(x2 + y2)3=2

+ "2
�
(Qp2 � Pq2)
(x2 + y2)3=2

� (4.4)

(Qp1 � Pq1)(xq1 � yp1)
(x2 + y2)5=2

������
x=�(R;') cos';y=�(R;') sin'

+O("3);

où

Qpk � Pqk = �b(k)2;0x3y + (a
(k)
2;0 � b

(k)
1;1)x

2y2 + (a
(k)
1;1 � b

(k)
0;2)xy

3 + a
(k)
0;2y

4

+a
(k)
2;0x

3 + (a
(k)
1;1 � b

(k)
2;0)x

2y + (a
(k)
0;2 + b

(k)
1;1)xy

2 + b
(k)
0;2y

3;

xqk � ypk = b
(k)
2;0x

3 + (b
(k)
1;1 � a

(k)
2;0)x

2y + (b
(k)
0;2 � a

(k)
1;1)xy

2 � a(k)0;2y3;

et a(k)i;j et b
(k)
i;j (i; j = 0,1; 2; k = 1; 2) sont réels, et �(R;') donné par (4.3).

Lemme 4.2.2 Soient les égalités suivantes.

2�Z
0

cos2 ' sin2 '

R2 + cos'
d' = �

�
2R6 �R2 � 2R

8 �R4p
R4 � 1

�
;

2�Z
0

sin4 '

R2 + cos'
d' = �

�
�2R6 + 3R2 + 2R

8 � 2R4 + 1p
R4 � 1

�
:

Proposition 4.2.1 La fonction moyenne du premier ordre associée au système
(4.4) a au plus un zéro simple, et cette borne supérieure peut être atteinte.

Preuve. L�équation moyenne du premier ordre correspondant au système (4.4) est

_R = "F 01 (R); (4.5)
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où

F 01 (R) =
1

2�

2�Z
0

�
Qp1 � Pq1

2R(x2 + y2)3=2

�����
x=�(R;') cos';y=�(R;') sin'

d' (4.6)

=
1

4�R

2�Z
0

�
1

R2 + cos'

h
(a
(1)
2;0 � b

(1)
1;1) cos

2 ' sin2 '+ a
(1)
0;2 sin

4 '
i�
d'.

En utilisant le lemme 4:2:2 dans (4.6), nous obtenons

F 01 (R) =
1

4R

n�
2a

(1)
2;0 � 2b

(1)
1;1 � 2a

(1)
0;2

�
R6 +

�
�a(1)2;0 + b

(1)
1;1 + 3a

(1)
0;2

�
R2 (4.7)

+
h�
�a(1)2;0 + 2b

(1)
1;1 + 2a

(1)
0;2

�
R8 +

�
2a

(1)
2;0 � 2b

(1)
1;1 � 4a

(1)
0;2

�
R4 + 2a

(1)
0;2

i 1p
R4 � 1

�
:

Rappelons que R > 1, et on pose

R2 =
1 + !2

1� !2 ;

pour 0 < ! < 1. Alors la formule (4.7) devient

g(w) = F 10 (R)jR2=(1+!2=1�!2)

=

p
1� !2

4
p
1 + !2

��
2a

(1)
2;0 � 2b

(1)
1;1 � 2a

(1)
0;2

� (1 + !2)3
(1� !2)3

+
�
�a(1)2;0 + b

(1)
1;1 + 3a

(1)
0;2

� 1 + !2
1� !2 +

�
�a(1)2;0 + b

(1)
1;1 + a

(1)
0;2

� (1 + !2)
4

! (1� !2)3
(4.8)

+(a
(1)
2;0 � b

(1)
1;1 � 2a

(1)
0;2)

(1 + !2)2

!(1� !2) + a
(1)
0;2

1� !2
!

�
=

(1� !2)3=2
4(1 + !2)1=2(1 + !)5=2

h�
a
(1)
2;0 � b

(1)
1;1 + a

(1)
0;2

�
!2 + 4a

(1)
0;2! + a

(1)
2;0 � b

(1)
1;1 + a

(1)
0;2

i
;

pour la fonction g(w), nous savons que si w0 6= 0 est une solution de g(w) = 0,
alors 1=w0 c�est aussi une solution. Ainsi g(w) a au plus une solution w 2 (0; 1), ce
qui implique qu�il existe au plus une solution R 2 (1;1) de F 01 (R). Nous montrerons
que cette borne supérieure peut être atteinte en illustrant un exemple.
On considère le système di¤érentiel suivant8><>: _x = �y + xy + "

��
b
(1)
1;1 +

13

8

�
x2 + a

(1)
1;1xy �

5

8
y2
�
;

_y = x+ y2 + "
�
b
(1)
2;0x

2 + b
(1)
1;1xy + b

(1)
0;2y

2
�
;

(4.9)
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où a(1)1;1,b
(1)
2;0,b

(1)
1;1 et b

(1)
0;2 sont réels. En utilisant les coordonnées polaires x = �(R;') cos'

et y = �(R;') sin', le système (4.9) peut être réécrit comme suit

dR

d'
= "G(R;') +O("2); (4.10)

où

G(R;') =

�
Qp1 � Pq1

2R(x2 + y2)3=2

�����
x=�(R;') cos';y=�(R;') sin'

=
1

2R

�
1

R2 + cos'

�
�b(1)2;0 cos3 ' sin'+

13

8
cos2 ' sin'+ (a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2) cos' sin

3 '

� 5

8
cos4 '

�
+

�
(b
(1)
1;1 +

13

8
) cos3 '+ (a

(1)
1;1 + b

(1)
2;0) cos

2 ' sin'

+(b
(1)
1;1 �

5

8
) cos' sin2 '+ b

(1)
0;2 sin

3 '

��
:

dR

d'
= "G01(R); (4.11)

où

G01(R) =
1

2�

2�Z
0

G1(R;')d'

=
1

4�R

2�Z
0

1

R2 + cos'

�
13

8
cos2 ' sin2 '� 5

8
sin4 '

�
d' (4.12)

=
1

16R

�
18R6 � 14R2 + (�18R8 + 23R4 � 5) 1p

R4 � 1

�
;

=
(1� !)3=2

4(1 + !2)1=2(1 + !)5=2

�
! � 1

2

�
(! � 2) ;

où R et ! sont dé�nis comme précédemment. Apparemment, G01(R) a exactement
une solution positive, noté par

R
(1)
0 =

p
15

3
: (4.13)

Si !(1)0 = 1=2, alors R 2 (1;+1). De plus, nous avons

d

dR
G01(R

(1)
0 ) = �

1

32
< 0: (4.14)
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Proposition 4.2.2 Pour j"j 6= 0 su¢ samment petit, le système (4.2) a au plus un
cycle limite pour la bifurcation du premier ordre résultant de l�anneau de période
autour du centre du système non perturbé (4.1) avec " = 0, et cette borne supérieure
est nette.

4.3 Bifurcation de cycle limite de deuxième ordre

Dans cette section, nous étudions le nombre de zéros de la fonction moyenne
du second ordre associée au système (4.4), dans le cas où la fonction moyenne du
premier ordre F 10 (R) � 0.
Lemme 4.3.1 pour le système (4.4), la fonction moyenne du premier ordre F 10 (R) �
0 est valable si et seulement si

a
(1)
2;0 = b

(1)
1;1; a

(1)
0;2 = 0: (4.15)

Lorsque la condition (4.15) est véri�ée, la fonction moyenne du second ordre associée
au système (4.4) prend la forme

F 02 (R) =
1

2�

2�Z
0

�
@F1(R;')

@R
y1(R;') + F2(R;')

�
d'; (4.16)

où

F1(R;') =
Qp1 � Pq1

2R(x2 + y2)3=2

����
x=�(R;') cos';y=�(R;') sin'

=
1

2R

�
�b(1)2;0

cos3 ' sin'

R2 + cos'
+
�
a
(1)
1;1 � b

(1)
0;2

� cos' sin3 '
R2 + cos'

+
�
a
(1)
1;1 + b

(1)
2;0

�
cos2 ' sin'+ b

(1)
0;2 sin

3 '+ b
(1)
1;1 cos'

i
;

F2(R;') =

�
Qp2 � Pq2

2R(x2 + y2)3=2
� (Qp1 � Pq1)(xq1 � yp1)

2R(x2 + y2)5=2

�����
x=�(R;') cos';y=�(R;') sin'

=

�
Qp2 � Pq2

2R(x2 + y2)3=2

�����
x=�(R;') cos';y=�(R;') sin'

� cos (')

2R (R2 + cos')

264sin (') (cos ('))5
�
b
(1)
0;2

�2
R2 + cos (')

� 2
sin (') (cos ('))5 b

(1)
2;0b

(1)
0;2

R2 + cos (')

+2
sin (') (cos ('))5 b

(1)
2;0a

(1)
1;1

R2 + cos (')
+ 4

sin (') (cos ('))3 b
(1)
0;2a

(1)
1;1

R2 + cos (')

�2
sin (') cos (') b

(1)
0;2a

(1)
1;1

R2 + cos (')
+ 2

sin (�) (cos ('))3 b
(1)
2;0b

(1)
0;2

R2 + cos (')
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�2
sin (') (cos ('))5 b

(1)
0;2a

(1)
1;1

R2 + cos (')
� 2

sin (') (cos ('))3 b
(1)
2;0a

(1)
1;1

R2 + cos (')

+ (cos ('))3 b
(1)
1;1b

(1)
0;2 + cos (') a

(1)
1;1b

(1)
1;1 � sin (')

�
b
(1)
0;2

�2
+ 2 sin (') (cos ('))2

�
b
(1)
0;2

�2
+
sin (') (cos ('))5

�
a
(1)
1;1

�2
R2 + cos (')

� sin (') (cos ('))4
�
b
(1)
0;2

�2
+

�
b
(1)
2;0

�2
(cos ('))5 sin (')

R2 + cos (')

+2 sin (') (cos ('))4 b
(1)
2;0b

(1)
0;2 + 2 sin (') (cos ('))

4 a
(1)
1;1b

(1)
0;2

�3 sin (') (cos ('))2 a(1)1;1b
(1)
0;2 � 2 sin (') (cos ('))

2 b
(1)
2;0b

(1)
0;2 � 2

sin (') (cos ('))3
�
a
(1)
1;1

�2
R2 + cos (')

�2
sin (') (cos ('))3

�
b
(1)
0;2

�2
R2 + cos (')

� 2 b(1)2;0a
(1)
1;1 (cos ('))

4 sin (')� cos (') b(1)1;1b
(1)
0;2

� (cos ('))3 b(1)1;1b
(1)
2;0 + sin (') (cos ('))

2 b
(1)
2;0a

(1)
1;1 +

sin (') cos (')
�
a
(1)
1;1

�2
R2 + cos (')

+
sin (') cos (')

�
b
(1)
0;2

�2
R2 + cos (')

� (cos ('))3 a(1)1;1b
(1)
1;1 + sin (') (cos ('))

2
�
a
(1)
1;1

�2
+sin (') a

(1)
1;1b

(1)
0;2 � sin (') (cos ('))

4
�
a
(1)
1;1

�2
�
�
b
(1)
2;0

�2
(cos ('))4 sin (�)

�
:

y1(R;') =

'Z
0

F1(R; �)d� =

'Z
0

1

2R
[b
(1)
1;1 cos

3 � +
�
a
(1)
1;1 � b

(1)
2;0

�
cos2 � sin �

+b
(1)
1;1 cos � sin

2 � + b
(1)
0;2 sin

3 �]d�

+
1

2R

24�b(1)2;0 'Z
0

cos3 � sin �

R2 + cos �
d� +

�
a
(1)
1;1 � b

(1)
0;2

� 'Z
0

cos � sin3 �

R2 + cos �
d�

35 ;
et P ,Q, pk et qk(k = 1; 2) sont dé�nis comme précédemment. Pour calculer la fonc-
tion y1(R;'), dans ce qui suit, nous devons d�abord déterminer certaines inégalités
intégrales.
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Lemme 4.3.2 Soient les égalités suivantes

'Z
0

cos �

R2 + cos �
d� = �1 +R2 ln

�
R2 + 1

�
+cos'�R2 ln

�
R2 + cos'

�
;

'Z
0

cos3 �

R2 + cos �
d cos � = �R4 + 1

2
R2 � 1

3
+R6 ln

�
R2 + 1

�
+R4 cos'� 1

2
R2 cos2 '+

1

3
cos3 '�R6 ln

�
R2 + cos'

�
:

Lemme 4.3.3 Soient les égalités suivantes

'Z
0

cos3 � sin �

R2 + cos �
d� = R4 � 1

2
R2 +

1

3
�R6 ln

�
R2 + 1

�
�R4 cos �

+
1

2
R2 cos2 '� 1

3
cos3 '+R6 ln

�
R2 + cos'

�
;

'Z
0

cos � sin3 �

R2 + cos �
d� = �R4 + 1

2
R2 +

2

3
+
�
R6 �R2

�
ln
�
R2 + 1

�
+
�
R4 � 1

�
cos'

�1
2
R2 cos2 '+

1

3
cos3 '+

�
R2 �R6

�
ln
�
R2 + cos'

�
:

En utilisant les lemmes 4:3:2 et4:3:3, un calcul simple donne

y1 (R;') = �
b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

4
R cos2 � +

"
b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

2
R3 �

a
(1)
1;1

2R

#
cos � +

b
(1)
1;1

2R
sin � +"

�
b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

2
R5 +

a
(1)
1;1 � b

(1)
0;2

2R
R

#
ln
�
R2 + cos'

�
(4.17)

+
a
(1)
1;1

2R
+
b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

4
R�

b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

2
R3 +"

b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

2
R5 �

a
(1)
1;1 � b

(1)
0;2

2
R

#
ln
�
R2 + 1

�
:
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Lemme 4.3.4 Soient les égalités suivantes
2�Z
0

1

R2 + cos'
d' =

2�p
R2 � 1

;

2�Z
0

cos'

R2 + cos'
d' = 2�

�
� R2p

R4 � 1
+ 1

�
;

2�Z
0

cos2 '

R2 + cos'
d' = 2�

�
R4p
R4 � 1

�R2
�
;

2�Z
0

cos3 '

R2 + cos'
d' = �

�
� 2R6p

R4 � 1
+ 2R4 + 1

�
;

2�Z
0

cos4 '

R2 + cos'
d' = �

�
2R8p
R4 � 1

� 2R6 �R2
�
;

2�Z
0

cos5 '

R2 + cos'
d' =

�

4

�
� 8R10p

R4 � 1
+ 8R8 + 4R4 + 3

�
;

2�Z
0

cos6 '

R2 + cos'
d' = ��

4

�
� 8R12p

R4 � 1
+ 8R10 + 4R6 + 3R2

�
;

2�Z
0

cos' ln
�
R2 + cos'

�
d' = 2�

h
R4 �

p
R4 � 1

i
:

Preuve. La plupart des équations intégrales peuvent être obtenues par calcul direct.
Ici, nous montrons uniquement la dernière formule. Soit

N(r) =

2�Z
0

cos' ln (1 + r cos') d'; (4.18)

où r = 1=R2. Depuis

N
0
(r) =

2�Z
0

cos2 '

1 + r cos'
d' =

2�
�
1�

p
1� r2

�
r2
p
1� r2

; (4.19)

N(0) = 0 on obtient

N(r) =

rZ
0

N 0(s)ds = 2�(R2 �
p
R4 � 1); (4.20)
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ce qui implique la dernière formule du lemme 4:3:4. D�après le lemme 4:3:4, un calcul
simple donne le lemme suivant.

Lemme 4.3.5 Soient les égalités suivantes

2�Z
0

cos � sin4 �

R2 + cos'
d' = �

�
�2 (R10 � 2R6 +R2)p

R4 � 1
+ 2R8 � 3R4 + 3

4

�
;

2�Z
0

cos2 � sin4 �

R2 + cos'
d' = ��

4

�
�8R12 + 16R8 � 8R4p

R4 � 1
+ 8R10 + 12R6 + 3R3

�
;

2�Z
0

cos3 � sin2 �

R2 + cos'
d' = �

�
2 (R10 �R6)p

R4 � 1
� 2R8 +R4 + 1

4

�
;

2�Z
0

cos4 � sin2 �

R2 + cos'
d' =

�

4

�
�8R12 + 8R8p

R4 � 1
+ 8R10 � 4R6 �R2

�
;

2�Z
0

cos � sin4 �

(R2 + cos')2
d' = 2�

�
4R8 � 3R4p
R4 � 1

� 4R6 +R2
�
;

2�Z
0

cos3 � sin2 �

(R2 + cos')2
d' = �2�

�
�4R8 + 3R4p

R4 � 1
+ 4R6 �R2

�
:

Proposition 4.3.1 Dans la condition (4.15), la fonction moyenne du second ordre
associée au système (4.15) a au plus deux solutions simples, et cette borne supérieure
peut être atteinte.

Preuve. On dé�nit les fonctions

F 021(R) =
1

2�

2�Z
0

@F1(R;')

@R
y1(R;')d'; F

0
22(R) =

1

2�

2�Z
0

F2(R;')d'.

Alors (4.16) devient

F 02 (R) = F
0
21(R) + F

0
22(R): (4.21)
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Étape 1 : On calcul de la fonction F 021(R). Soit

A1 = � 1

2R2

�
�b(1)2;0

cos3 � sin �

R2 + cos'
+
�
a
(1)
1;1 � b

(1)
0;2

� cos � sin3 �
R2 + cos'

+
�
a
(1)
1;1 + b

(1)
2;0

�
cos2 � sin � + b

(1)
0;2 sin

3 '

�
+b

(1)
2;0

cos3 � sin �

(R2 + cos')2
�
�
a
(1)
1;1 � b

(1)
0;2

� cos � sin3 �

(R2 + cos')2
;

A2 = �
b
(1)
1;1

2R2
cos';

B1 = �
b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

4
R cos2 � +

"
b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

2
R3 �

a
(1)
1;1

2R

#
cos'

+

"
�
b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

4
R5 +

a
(1)
1;1 � b

(1)
0;2

2
R

#
ln
�
R2 + cos'

�
;

B2 =
b
(1)
1;1

2R
sin'+

a
(1)
1;1

2R
+
b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

4
R�

b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

2
R3 +"

b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

2
R5 �

a
(1)
1;1 � b

(1)
0;2

2
R

#
ln
�
R2 + 1

�
:

Alors

@F1(R;')

@R
= A1 + A2; y1(R;') = B1 +B2;

et

F 021(R) =
1

2�

2�Z
0

(A1B1 + A1B2 + A2B1 + A2B2)d'. (4.22)

Par le calcul simple, nous trouvons

2�Z
0

A2B2d' = 0; (4.23)

on remarque que la fonction A1B1 est impaire par rapport à ' par conséquent

2�Z
0

A1B1d' = 0: (4.24)
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De plus, il n�est pas di¢ cile de véri�er que

1

2�

2�Z
0

A1B2d' =
1

2�

2�Z
0

(
�
b
(1)
1;1

4R3

�
�b(1)2;0

cos3 ' sin2 '

R2 + cos'
+
�
a
(1)
1;1 � b

(1)
0;2

� cos' sin4 '
R2 + cos'

+

�
a
(1)
1;1 + b

(1)
2;0

�
cos2 ' sin2 '+ b

(1)
0;2 sin

4 '
i
+
b
(1)
2;0b

(1)
1;1

2R

cos3 ' sin2 '

(R2 + cos')2

�
b
(1)
1;1

�
a
(1)
1;1 � b

(1)
0;2

�
2R

cos' sin4 '

(R2 + cos')2

9=; d'; (4.25)

et

1

2�

2�Z
0

A2B1d' =
1

2�

2�Z
0

8<:
24�b(1)1;1

�
b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

�
4

R +
b
(1)
1;1a

(1)
1;1

4R3

35 cos2 ' (4.26)

+

24b(1)1;1
�
b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

�
4

R3 �
b
(1)
1;1

�
a
(1)
1;1 � b

(1)
0;2

�
4R

35 cos' ln �R2 + cos'�
9=; d':

L�application des lemmes 4:3:4 et 4:3:5 à (4.25) et (4.26) donne

1

2�

2�Z
0

A1B2d' = �
b
(1)
1;1

8R3

n
18
��
b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

�
R8 +

�
�5b(1)2;0 � 15a

(1)
1;1 + 15b

(1)
0;2

�
R4 + a

(1)
1;1

+
�
�18 b(1)2;0 � 18 a

(1)
1;1 + 18 b

(1)
0;2

�
R10 +

�
14 b

(1)
2;0 � 24 b

(1)
0;2 + 24 a

(1)
1;1

�
R6

�6
�
a
(1)
1;1 � b

(1)
0;2

�
R2
�
=
p
R4 � 1

o
; (4.27)

et

1

2�

2�Z
0

A2B1d' = � b
(1)
11

8R3

nh
2
�
b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

�
R6 � 2

�
a
(1)
1;1 � b

(1)
0;2

�
R2
ip
R4 � 1

�2
�
b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

�
R8 (4.28)

+
�
b
(1)
2;0 + 3a

(1)
1;1 � 3b

(1)
0;2

�
R4 � a(1)1;1

o
:

La substitution de (4.23), (4.24), (4.27) et (4.28) dans (4.22), on obtient

F 021(R) = � b
(1)
11

2R3

n
4
�
b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

�
R8 �

�
b
(1)
2;0 + 3a

(1)
1;1 � 3b

(1)
0;2

�
R4 (4.29)

+
�
�4
�
b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

�
R10 +

�
3b
(1)
2;0 + 5a

(1)
1;1 � 5b

(1)
0;2

�
R6

�
�
a
(1)
1;1 � b

(1)
0;2

�
R2
�
=
p
R4 � 1

o
:
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Étape 2 : Calcul de la fonction F 022(R).
Comme ci-dessus, nous avons

1

2�

2�Z
0

�
Qp2 � Pq2

2R(x2 + y2)3=2

�����
x=�(R;') cos';y=�(R;') sin'

d' (4.30)

=
1

4�R

24�a(2)2;0 � b(2)1;1� 2�Z
0

cos2 ' sin2 '

R2 + cos'
d'+ a

(2)
0;2

2�Z
0

sin4 '

R2 + cos'
d'

35
=

1

4�R

n�
2a

(2)
2;0 � 2b

(2)
1;1 � b

(2)
0;2

�
R6 +

�
�a(2)2;0 + b

(2)
1;1 + 3a

(2)
0;2

�
R2

+
h�
�2a(2)2;0 + 2b

(2)
1;1 + 2a

(2)
0;2

�
R8 +

�
2a

(2)
2;0 � 2b

(2)
1;1 � 4b

(2)
0;2

�
R4

+2a
(2)
2;0

i 1
2
p
R4 � 1

�
:

En utilisant les Lemmes 4:3:4 et 4:3:5, nous obtenons

� 1

2�

2�Z
0

�
�
(Qp1 � Pq1)(xp1 � yq1)

2R(x2 + y2)5=2

�����
x=�(R;') cos';y=�(R;') sin'

(4.31)

= � 1

4�R

24b(1)1;1 �b(1)2;0 � b(1)0;2 + a(1)1;1� 2�Z
0

cos4 '

R2 + cos'
d'

+b
(1)
1;1

�
b
(1)
0;2 � a

(1)
1;1

� 2�Z
0

cos2 '

R2 + cos'
d'

35 ;
= � 1

4�R

n
�2b(1)1;1

�
b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

�
R6 + b

(1)
1;1

�
�b(1)2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

�
R2+

+
h
2b
(1)
1;1

�
b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

�
R8 � 2b(1)1;1

�
a
(1)
1;1 � b

(1)
0;2

�
R4
i 1

2
p
R4 � 1

�
:

Il résulte de (4.30) et (4.31)

F 02;2(R) =
1

4R

�
l1R

6 + l2R
2 +

l3
2
p
R4 � 1

�
; (4.32)

où

l1 = 2a
(2)
2;0 � 2b

(2)
1;1 � 2a

(2)
0;2 + 2b

(1)
1;1

�
b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

�
;

l2 = �a(2)2;0 + b
(2)
1;1 + 3a

(2)
0;2 + b

(1)
1;1

�
b
(1)
2;0 � a

(1)
1;1 + b

(1)
0;2

�
;

l3 =
h
�2a(2)2;0 + 2b

(2)
1;1 + 2a

(2)
0;2 � 2b

(1)
1;1

�
b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

�i
R8

+
h
2a

(2)
2;0 � 2b

(2)
1;1 � 4a

(2)
0;2 + 2b

(1)
1;1

�
a
(1)
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(1)
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R4 + 2a

(2)
0;2 :

40
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D�UN CENTRE RÉVERSIBLE QUADRATIQUE

Sur la base de (4.29) et (4.32), F 02 (R) devient

F 02 (R) = �
1

4R3

�
l4R

8 + l5R
4 +

l6
2
p
R4 � 1

�
; (4.33)

où

l4 = �2a(2)2;0 + 2b
(2)
1;1 + 2a

(2)
0;2 + 6b

(1)
1;1

�
b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

�
;

l5 = a
(2)
2;0 � b

(2)
1;1 � 3a

(2)
0;2 + b

(1)
1;1

�
�3b(1)2;0 � 5a

(1)
1;1 + 5b

(1)
0;2

�
;

l6 = l6;1R
10 + l6;2R

6 + l6;3R
2;

l6;1 = 2a
(2)
2;0 � 2b

(2)
1;1 � 2a

(2)
0;2 � 6b

(1)
1;1

�
b
(1)
2;0 + a

(1)
1;1 � b

(1)
0;2

�
;

l6;2 = �2a(2)2;0 + 2b
(2)
1;1 + 4a

(2)
0;2 + 2b

(1)
1;1

�
3b
(1)
2;0 + 4a

(1)
1;1 � 4b

(1)
0;2

�
;

l6;3 = 2b
(2)
1;1

�
b
(1)
0;2 � a

(1)
1;1

�
� 2a(2)0;2:

Après avoir fait les mêmes transformations que précédemment, (4.33) devient

F 02 (!) = � 1

8!(1 + !2)1=2(1� !2)5=2
�
2l4!(1 + !

2)3 + 2l5!(1 + !
2)(1� !2)2

+l6;1(1 + !
2)4 + l6;2(1 + !

2)2(1� !2)2 + l6;3(1� !2)4
�

(4.34)

=
(1� !)3=2

4(1 + !2)1=2(1 + !)5=2

h
(�b(2)1;1 � b

(1)
1;1a

(1)
1;1 � 3 b

(1)
1;1b

(1)
2;0+

b
(1)
1;1b

(1)
0;2 + a

(2)
0;2 + a

(2)
2;0)!

2 + 4(b
(1)
1;1a

(1)
1;1 � b

(1)
1;1b

(1)
0;2 + a

(2)
0;2)!

�b(2)1;1 � b
(1)
1;1a

(1)
1;1 � 3 b

(1)
1;1b

(1)
2;0 + b

(1)
1;1b

(1)
0;2 + a

(2)
0;2 + a

(2)
2;0

i
:

Ceci montre que la fonction moyenne de second ordre F 02 (R) associée au système
(4.4) a au plus une solution dans l�intervalle (1;+1). Ensuite, nous fournirons un
exemple pour démontrer que cette borne supérieure peut être atteinte.
On considère le système di¤érentiel suivant

_x = �y + xy + "
�
x2 +

�
b
(1)
0;2 +

25

12

�
xy

�
+ "2

��
b
(2)
1;1 +

13

12

�
x2 + a

(2)
1;1xy

�
;

_y = x+ y2 + "

�
1

2
x2 + xy + b

(1)
0;2y

2

�
+ "2

h
b
(2)
2;0x

2 + b
(2)
1;1xy + b

(2)
0;2y

2
i
; (4.35)

où b(1)0;2,a
(2)
1;1 et b

(2)
i;j (i; j = 0; 1; 2) sont réels. En utilisant les coordonnées polaires

x = �(R;') cos' et y = �(R;') sin', le système (4.35) devient

dR

d'
= "M1(R;') + "

2M2(R;') +O("
3); (4.36)
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où

M1(R;') =
1

2R

�
� cos3 ' sin'

2 (R2 + cos')
+
25 cos' sin3 '

12 (R2 + cos')
+ cos3 '

+

�
b
(1)
0;2 +

31

12

�
cos2 ' sin'+ cos' sin2 '+ b

(2)
0;2 sin

3 '

�
;

M2(R;') =

�
Qp2 � Pq2

2R(x2 + y2)3=2
� (Qp1 � Pq1)(xp1 � yq1)

2R(x2 + y2)5=2

�����
x=�(R;') cos';y=�(R;') sin'

;

la fonction moyenne du premier ordre M0
1 (R) est identique à zéro tandis que la

fonction moyenne du second ordre M0
2 (R) prend la forme

M0
2 (R) = �

5
�
�16R8 + 16R6

p
R4 � 1 + 21R4 � 13

p
R4 � 1R2 � 5

�
24
p
R4 � 1R

=
(1� !)3=2

4!(1 + !2)1=2(1 + !)5=2

�
�5
2
!2 +

25

3
! � 5

2

�
;

où R et ! sont dé�nis comme précédemment. Apparemment, M0
2 (R) a exactement

une solution positive, noté par

R
(2)
1 =

p
5

2
: (4.37)

Si !(2)1 = 1=3, alors R 2 (1;+1). De plus, nous avons

dM0
2 (R

(2)
1 )

dR
=
5

9
> 0: (4.38)

La preuve est complète.
Sur la base du lemme 2:3:1, du corollaire 2:3:1 et de la proposition 4:3:1, nous avons
la proposition suivante.

Proposition 4.3.2 Pour j"j 6= 0 su¢ samment petit, le système (4.2) a au plus
un cycle limite pour la bifurcation du second ordre résultant de l�anneau périodique
autour du centre du système non perturbé (4.2)j"=0 et cette borne supérieure est
nette.

Le théorème 4:1:1 découle immédiatement des propositions 4:2:2 et 4:3:2.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on s�intéresse à l�étude des cycles de systèmes di¤érentiels
polynomiaux continus et discontinus, mais nous concentrons ici plus sur l�étude de
cycles limites d�un centre quadratique non linéaire perturbé dans R2.
La comparaison de l�étude de cycles limites des centres quadratiques non linéaires
perturbés des systèmes di¤érentiels continus et discontinus a donné des résultats
importants sur l�étude de du qualitatif des systèmes di¤érentiels.
L�application de la méthode de moyennisation aux systèmes di¤érentiels polyno-
miaux continus et discontinus dans R2 donne des résultats intéressants.
Notre travail futur consistera à l�application de la méthode de moyennisation au
système di¤érentiel perturbé8>><>>:

_x = �y + xy +
nP
k=1

"k
P

i+j=n

a
(k)
i;j x

iyj;

_y = x+ y2 +
nP
k=1

"k
P

i+j=n

b
(k)
i;j x

iyj;

où " est un paramètre su¢ samment petit, a(k)i;j ,b
(k)
i;j sont des constantes réelles et

n � 3.
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Appendice

Dans cet appendice on utilise le logiciel de Maple pour simpli�er les expressions
mathématiques et calculer les intégrales di¢ ciles.
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