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ABSTRACT

In this Graduation Note, we have been interested in problems of the presence of the local, global
and of the explosion at a precise moment for the length of certain equations with fractional
derivatives. At the beginning, we introduced coding and basic concepts. Then, we studied two
nonlinear equations : The first equation with fractional derivatives with respect to time and space,

and the second equation is exponentially growing.

KEYWORDS

Fractional partial differential equations, non-local evolution equation, local existence, global exis-

tence, blow-up of solutions, life span, fractional derivative.




RESUME

Dans ce Mémoire ,nous avons intéressé des problemes de la présence du local, global et de I'’explo-
sion a un moment précis pour la longueur de certaines équations avec des dérivés fractionnaires.
Au début, nous avons introduit le codage et les concepts de base. Ensuite, nous avons étudié deux
équations non linéaires : La premiere équation aux dérivées fractionnaires par rapport au temps

et a 'espace, et la deuxiéme équation est a croissance exponentielle.

LES MOTS CLES

Equations aux dérivées partielles fractionnaires, équation de développement non local, équation
de temps spatial pour diffusion partielle, existence locale, existence globale, explosion des solu-

tions, dérivé fractionnaire.




Introduction

Le calcul fractionnaire est la branche d’analyse mathématique qui étudie la géneralisation des no-
tions de dérivation et d’intégration a des ordres non nécessairement entiers. Les origines du calcul
fractionnaire remontaient a la fin du 17 iéme siecle, partant de quelques spéculations de Leibniz
concernant la question de ’'Hopital, posée le 30/09/1695, sur la signcation de ‘Z—f sin = % ; le
calcule fractionaire a été longuement considéré comme simple théorie mathématique sans aucune
explication réelle ot pratique. Son intérét n’est reconnu que durant les deux dernieres décennies
du 20 iéme siecle ou de nombreuses applications ont été développées utilisant ce concept.

Le calcul traditionnel étant basé sur la différentiation et 'intégration d’ordre entier, le concept du
calcul fractionnaire a le potentiel énorme de changer la maniére dont nous voyons, modélisons,
et commandons la “nature” autour de nous. Les sujets d’existence local, existence global, compor-
tement asymptotique et éventuellement l'explosion en temp fini pour les problémes d’évolution
classique ont été traités par différentes formes. Lopérateur différentiel fractionnaire est un opera-
teur généralisant un operateur différentiel classique du moment que son ordre est réel. Dans ce
mémoire, on va aborder certains problémes d’évolution fractionnaires et de les étudier du point
de vue existence et non existence de solutions globales.

Ce mémoire est composé de trois chapitres : Dans le premier chapitre, nous présentons quelques
notions préliminaires concernant les espaces fonctionnelles, les inégalités utiles, la dérivation et
I'intégration fractionnaire, et quelques applications des dérivées fractionnaires.

Au deuxieme chapitre, nous étudions une équation d’évolution fractionnaire avec un terme source
a croissance polynomiale.

Le troisieéme chapitre est consacré a I'’étude d’'une équation d’évolution fractionnaire avec un terme
source a croissance exponentielle.

Enfin, ce travail se termine par une conclusion résumant les principaux résultats étudiés.

vii



Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Notations et notions de base

1.1.1 Espaces fonctionnels

On désigne par LP(f2), 1 < p < oo l'espace de fonctions u mesurables sur () telles que

/ lul” dz < oo,
Q

1
Il i) = / luf? d.

On désigne par L>(2) 'espace de fonctions v mesurable sur €2 et vérifient

muni de la norme

lu| < C p.psur (2,

ou C' est une constante positive. L>°({2) muni de la norme

[ull ooy = sup ess|u(x)| =inf{C,|u] < C p.psurQ}.
te(0,T)

On définit les espaces LP([0,7],X),1 <p < oo et L>([0,T], X) comme suit

T
LP([0,T],X) = {u [0, 7] - X mesurable,/ ull% < oo},
0

muni de la norme

T
T / .
1
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L>([0,T],X) = {u :[0,T] — X mesurable, sup ess||ul’% < oo} :
te(0,T)

muni de la norme

||u||ip([07T]7X) = Sup €ss HuH};(
te(0,T

Co (RY) est I'espace de toutes les fonctions continues sur R tendant vers zéro lorsque z tend
vers I'infini.

H'(Q) est I'espace de Sobolev défini par

H(Q) = {u e L*(Q): g;‘i

D’une fagon générale pour m € N* et 1 < p < oo, les espaces de Sobolev H™(2) et W™ () sont

EL2(Q),1§i§n},

définis comme suit

H™(Q) = {ue L*(Q) : D*u € L*(Q) pour tout a € N" vérifiant || <m},

muni de la norme

2 a, |2 a, |12
||U||Hm(s2) = 2. Dl dz = > [|D U”Lz(g)v

la|<m JQ |a| <m

WmP(Q) ={ue LP(Q): D e LP(Q),|a| <m},

muni de la norme

[l = 22 1D ulLpgy

la|<m
ol D = 202t o = 32" |« est la dérivée au sens des distributions
Oz 1 +0z5 2 +..+0z7" =1 .
L2 () est 'espace des fonctions localement intégrable défini par

o0
Lloc

Q) = {u 0 —R mesurable,/ |u|” dz < oo pour tout compact de Q} :
K

1.1. Notations et notions de base
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1.1.2 Inégalités utiles

e Inégalité de Holder
Soient 1 < p, ¢ < oo avec % +% = 1, et v une fonction de L”(2) et v une fonction de L4((2). Alors

/Q|uv|dx§ (/Q|u|pda:); (/Q |U|Q);

Soient a, b deux nombres réels et p, ¢ deux nombres réels tels que 113 + % =1, alors on a I'inégalité

I'inégalité de Holder s’écrit

e Inégalité de Young

de Young suivante

al b
ab < — + —.
p q

¢ Inégalité de Young avec ¢
Soient X > 0, Y > 0 et p,q deux nombres réels positifs tels que }D + é = 1, alors l'inégalité de

e—Young s’écrit comme suit

XY <eXP+CO(e) YO

¢ Inégalité de Ju
Soient N > 1, § € [0.2] et ¢ > 1, pour toute fonction non négative de Schwartz ¥, on a

(—A) 97 < ™' (—2)3 .

ou A est le Laplacien.

1.1.3 Existence locale et globale de solutions

Iétude de I'éxistence locale et de I'unicité des solutions des équations aux dérivées partielles est
basée sur la théorie d’existence pour des équations différentielles semi-linéaires abstraites ( voir
A. Friedman, D. Henry, A. Pazy ). Soit (X, |.||) un espace de Banach et soit A : D(A) C X — X
un opérateur linéaire, et f : X — X,

Considérons le probleme

{%—Au:f,t>0, a1

u (0) = up.

1.1. Notations et notions de base
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Définition 1.1 On dit qu’une fonction u de la variable t > 0 a valeurs dans X est une solution locale
du probléme (1.1), s’il existe un intervalle maximal [0, T), sur le quel u est définie, et elle est 'unique
solution de (1.1) dans C*([0,T), X) .

En particulier, 'une des deux éventualités suivantes a lieu

i) T = +oc0

i) T < +o0 et limy 7 [Jul| = +o0

On dit que la solution est globale si i)est satisfaite, et que la solution explose en temps fini si on

aii).

1.2 Intégration fractionnaire

1.2.1 Fonctions spéciales

Dans cette section, nous présentons certaines fonctions dites fonctions spéciales. Ces fonctions
jouent un role trés important dans la théorie du calcul différentiel d’ordre fractionnaire.

e Fonction Gamma

La fonction Gamma est une fonction complexe, considérée également comme une fonction spé-
ciale. Elle prolonge la fonction factorielle a 'ensemble des nombres complexe (exepté en certains

points)

Définition 1.2 La fonction Gamma d’Euler est définie par Uintégrale suivante :

[(x)= / exp(—t) x " tdt | x> 0.
0

Quelques propriétés de la fonction Gamma :
ap La propriété importante de la fonction Gamma I" (x) est la relation de récurence suivante :

F'(z+1) =2l (x), x> 0.

Qu’on peut démontre par une intégration par parties :

'z+1) = / exp (—t) x t*dt
0

= [—exp(—t) x t]J> —I—:c/ exp (—t) x t"1dt
0

= al(x).

1.2. Intégration fractionnaire
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b» Comme conséquence de la propriété précédente, on a :

Fz+1) = =z, Vo € N,
F'z) = (x—1)!, VxreN~.

Ce qui permet de dire que la fonction Gamma généralise la notion de factorielle.

c» Et aussi, on a

ra = 1
I'(0;) = +oo.
;) = va

d» ['(x) est une fonction monotone et strictement décroissante pour 0 < x < 1.
e» Sin € Nalors :

ntg )= 4nn

F( ;) (2n)!y/7

Exemple 1.1 Pour z =1, on a par définition :

1 +o0
r (—) :/ ettt
2 0

Posons
t= u2,
donc
dt = 2udu,
il s’ensuit :

+oo
r (1> :/ 1e’“ZZudu
2 0o U

Lintégrale de Gauss est donnée par :

1.2. Intégration fractionnaire
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()b

Comme la fonction gamma, la fonction béta est elle aussi définie par une

e Fonction Béta

intégrale.
la fanction est définie par :

1
5@w%=/thL%W1ﬁwy20
0

Liens entre la fonction Gamma et la fonction Béta

La fonction Béta est reliée a la fonction Gamma par la relation suivante :

L(2)C(y)

——==  Vz,y > 0.
T(z +y) Y

B(r,y) =

1.2.2 Formule de Cauchy pour l'intégration successive

Soit f une fonction continue sur I'intervalle [a, b]. On considere l'intégrale
7@ = [ 1

Les primitives d’ordre supérieur sont données par :

10f (1) = /Wmfwwu

([ sy
_ / (/:du>f(t)dt

- /x(a:—t)f(t)dt.

De méme facon, on a

1.2. Intégration fractionnaire
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Plus généralement la n-iéme itération de 'opérateur I peut s’écrire :

I f () —/ dy / d:vg.../axn_lf(:vn) da,, = ﬁ/ (z— 1) £ (1) dt.

pour tout entier n .

Cette formule est appelée formule de Cauchy, et depuis la généralisation du
factoriel par la fonction Gamma : I'(n) = (n — 1)! ; Riemann rendu compte que
le second membre paurrant avoir un sens méme quand n prenant une valeur

non-entiere.

1.2.3 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre a (v > 0); selon 'approche de Riemann-Liouville,

généralise la célebre formule (attribuée a Cauchy) d’intégrale répété n fois :

o) = — )!/x(x—t)”lf(t)dt . nen

(n—1
On adopte alors, la définition suivante :

Définition 1.3 Soient o un réel positif et f une fonction intégrable sur [a,b]. On appelle intégrale de

Riemann-Liouville d’'ordre de f lUintégrale suivante :

L
= e / (2 — )@ f(8)dt.

Exeimlﬂe 1.2 Considérons le monome :

f(z) ="

En remplacant dans l'intégrale de Riemann-Luoiville, on obtient :

I%(2P) = o) /Om(x — 1)@ Dt

on obtient :

1 1
%9 = —/ (1 — )@ Dz D guf du
() Jo

1.2. Intégration fractionnaire
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- e [
1
= mB(ﬁ +1,a)
IR CER
(a4 5+1) )

D’ou :

]axﬁ — F(B + 1)xa+ﬂ.
I'(s+2)
La formule précédente est une généralisation du o = 1.

En effet, poura = 1 on obtient :

B+ 1)1;5+1
I'(B+2)
_ L(B+1) LB
(B+DLB+1)

1 2B+
B+1)

En particulier, pourae = % etpourf=0,1,2ona:

I'(1
220 = (3)x% = 2\/2,
P(§> s
ORI
e~ T 16 [
De ce qui précede, on déduit que l'intégrale fractionnaire d’ordrea d’'une constante k est donnée
par :
k
]Oék — (e
Tlat+1)

1.3 Dérivation fractionnaire

Il y a beaucoup d’approches pour la dérivation fractionnaire, nous allons citer les approches

qui sont fréquemment utilisées dans les applications

1.3. Dérivation fractionnaire |E}
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1.3.1 Approche de Griinwald-Letnikov

Lidée de cette approche est de généraliser la définition classique de la dérivation entiére d’une
fonction a des ordres de dérivée arbitraires.

On sait que la dérivée d’'une fonction f est définie comme :

Do) — i L@ = @)

h—s0 h

On peut exprimer la dérivée d’ordre n d’une fonction f par la formule suivante :

D" f(x) = lim h™" Z 1)™C™ f (x — mh),

avec

n(n—l)...(n—m+1).

o = ;
m:
On peut généraliser cette formule poura non entier :0 <n —1 < a < n.
Comme
o —n(l—n)...(m—n—1)
B ['(m —n)
 T(m+1)I(=n)’
on obtient :
I'(m — o)
D“ 1 h™“ —mh
fl@) = lim Z Fon T (@~ )
et
_ " T(m+a)
I° = lim h® ———————f(x — mh).
f() e Z L'(m + 1)F(oz)f(x mh)

m=0
Si f est de classeC'™, alors en utilisant une intégration par parties, on obtient :

m a)m+oz 1

n—1
a § : f ; _ p\nt+a-1 £(n)
" Fm+a+1) +I‘(n+a)/a (2 =ty (@t

O

et
= [ (a)(@ = a)m e 1

D2 f(z) = I'(m—a+1) * I'(n— a) /az(x O

m=0

Pour a = 0, on obtien

(m T
I SR L L

m=0

1.3. Dérivation fractionnaire [
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Exemple 1.3 La dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov d’une fonction constante n’est

pas nulle en générale.

Si f(t) = c et p est un nombre non entier positif on a

pp) — C R P A O G LS WY LOVRN
“Drf(t) = F(l—p) (t—a) +k§:; T k‘ p+1) I p)/ (t—1) f()(T)dT
= m(t—a)p.

Exemple 1.4 Soit f(t) = (t —a)®. Soit p est un nombre non entier tel que 0 <n —1 < p < n, avec

a>n—1,alorsona

f®a)=0k=0,1,2,....,n—1,

et

Donc on obtient

I'(a+1)
Fn—p)T(a—n+

“prf(t) = D / (t—7)"" (1 —a)Pdr.

Utilisant le changement de variables 7 = a + s(t — a), on trouve

GDp<t_a)a = P(n—g)(?a—xl—)n—i—l)/@ (t_7_>n_p_1 (T—a)a_ndT
_ [(a+1) _omp [ (1 gyt gang,
N F(n—p)F(a—n+1)(t ) /a(l ) d
_ F(a+1)ﬁ(a—p,a—n+1)(t_a)a_p
I'(n—p)I'(a=n+1)

Fla+1)I'(n—p)T'(a—n+1)

a F(n—p)F(a—n—i—l)F(a—p—i—l)(t_a)a_p
o [(a+1) _ )"
= Ta-nzplt- 9"

A titre d’exemple, on a

1.3. Dérivation fractionnaire



Chapitre 1. Notions préliminaires

1.3.2 Approche de Riemann-Liouville

Lidée est de définir la dérivée fractionnaire en utilisant la définition de I'intégrale
fractionnaire.
Soit f une fonction intégrable sur [a, ¢], alors la dérivée fractionnaire d’ordre p,

avecn — 1 < p < n, au sens de Riemann-Liouville est définie par

RLDPf(1) = ﬁ%/@ (t — T)"—P—l f(r)dr = % (["*pf (t)) .

Remarque 1.1 Si f est de classe C™, alors apres des intégrations par parties et des dérivées répétées,

on obtient

n=1 £(8) (g) (¢ — )P t .
D) = 2 ! T Ek)it p+ )1) r (nl— p) / (t =) £ () dr =5 DV,

On voit dans ce cas que I'approche de Riemann-Liouville et 'approche de Griinwald-Letnikov

sont équivalentes.

Exemple 1.5 La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction constante, en générale,

n’est pas

nulle ni constante, et pour f(¢) = ¢, ona

Rippe— —© (4 _q)P.
F(l—p)( )

Exemple 1.6 Soit f(t) = (t —a)®. Soit p un nombre non entier; 0 <n—1<p<neta > —1, alors

ona

1 a7
RLDp Y —_/ _ \n—p-1 _\@ )
(t—a) T p) e ), (t—7) (1 —a)*dr

Utilisant le changement de variables 7 = a + s(t — a), on obtient

1.3.  Dérivation fractionnaire
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RLDP (¢ — ) = ﬁ%(t—a)w—p / (1— )" "1 sods
_ F(n+a—p—|—1)ﬁ(n—p,a+1)(t_a)a,p
['(n—p)

_ F'n+a—p+ )T (n—p)T(a+1) (t— a)*
F'n—p)T'n+a—p+1)I'(a—p+1)

_ ['(a+1) (t—a)*"

 T(a—p+1) ’

A titre d’exemple
rept s D(L5)
D2Vt = O =T (1.5).

Propriétés
1)- Composition avec I'intégrale fractionnaire
Lopérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse gauche de

I'opérateur d’intégration fractionnaire, c-a-d

REDP(IPf (1) = £ (2).

Mais en générale, on a

HEpr(Ief () =" DA (),
Sip—q<0,LDPaf(t) = I7Pf(t).

Généralement les opérateurs de dérivation et d’intégration fractionnaires ne commutent pas

RLpy-p (RLqu (t)) —RL Dar§(¢) — é (RLDq_kf(t))t:a F((l;_——%’

avecm —1<qg<m.
2)- Composition avec les dérivées d’ordre entier
La dérivation fractionnaire et la dérivation classique ne commutent que si
f® (a) =0,k =0,1,2,....n, on a dans ce cas
(D (1) =R D (),
dtm
et

& S )t =)

RL pyp <%f(t)> :RLDn—i_pf(t)_kZZO F(k_p—n—l—l) ’

1.3.  Dérivation fractionnaire
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3)- Composition avec les dérivées fractionnaires

Soitn—1<p<netm—1<q<m,alors

RL pyp (RLqu (t)) —RL prtaf(g) — kf:l [Dq*’ff(t)}t:a %7
et
(t—a)™ "

RL [yq (RLDpf (t)) —RL Datp f(p) — é [Dp—kf(t)}t:a m

Donc pour que les opérateurs de dérivations fractionnaires **D? et *2DP (p # ¢), commutent , il
faut que [D % f(¢)],_ =0, et [DP~*f(t)],_ = 0. pour tout k = 0,1,2...,m.

1.3.3 Approche de Caputo

Favantage principal de 'approche de Caputo est que les conditions initiales des équations diffé-
rentielles fractionnaires avec des dérivées de Caputo acceptent la méme forme comme pour les
équations différentielles d’ordre entier, c-a-d, contient les valeurs limites des dérivées d’ordres

entiers des fonctions inconnues en borne inférieur = = a.

Définition 1.4 Soit p > 0avecn —1 < p <mn, (n € N*) et f une fonction telle que 577; f € Lia,b] .

La dérivée fractionnaire d’ordre p de f au sens de Caputo est définie par

t n
DO = s [ = = (G0 0))
Propriétés
1)-Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville
Soit p > 0 avecn — 1 < p < n, (n € N*), supposons que f est une fonction telle que “D” f(t) et

RLDP f(t) existent, alors

n1 £ () (F — a)EP
“Drfie) =" D) - ' L

et on remarque que si f*)(a) = 0, pour k = 0,1,2,...,n — 1, on aura

“Drf(t) =" DP(t).

2)-Composition avec 'opérateur d’intégration fractionnaire

Si f est une fonction continue, on a

1.3.  Dérivation fractionnaire
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CDPIVf(t) = f(t) et XD f(t) = f(t) — X

k=0 k

Y@ — )t

Donc l'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de 'opérateur d’intégration frac-

tionnaire

mais n’est pas un inverse a droite.

Exemple 1.7 La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle. Alors pour f(t) = c,

ona

CDPe = 0.

Exemple 1.8 Soit f(t) = (t —a)*. Soit pun entieravec) <n—1<p<n;eta>n—1,alorsona

I'(a+1)

) = F a0t D

(r—a)*™"

Y

d’ou

Cp(t— ) = I'(a+1)

Utilisant le changement de variables 7 = a + s(t — a), on obtient

I'(a+1)

CDP(t—a)* = t B A L
D (t —a) = ey

F'n—p)l'(la—n+1
I'(a+1)

_ (=) / (1= )t g

F'n—p)T'(a—n+1
_ Fa+1)B(n—p,a—n+1) (t— )"
F'n—p)l(a—n+1)

Fla+)I'(n—p)T'(a—n+1)

h F(n—p)F(a—n—i—l)F(a—p—l—l)(t_a>a_p
_ I'(a+1) (t—a)*"
- T(a—p+1) '

Quelques propriétés générale des dérivées fractionnaires

1)-Linéarité : La dérivée fractionnaire est une opération linéaire

D(\f(t) + pg(t)) = AD*f(t) + pD%g(t).

F(n—p)F(a—n—i—l)/a (t =) (r —a)" " dr.

1.3. Dérivation fractionnaire
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2)- Régle de Leibniz : Si f et g sont deux fonctions continues sur [a,t| ainsi que toutes leurs

dérivées ; la formule de Leibniz est

DE(f(t) x g(t) = 35 () FD (1) DT Rg(1),

k=o
ol n est un entier et D¢ est la dérivée de Griinwild-letnikov et de Riemann-Liouville.

1.4 Applications des intégrales et des dérivées fractionnaires

Les dérivées et les intégrales d’ordre entier ont des interprétations physiques et géométriques
claires ce qui simplifient leur usage pour résoudre des problemes appliqués dans plusieurs champs
de la science. Cependant, le calcul fractionnaire est né le 30 septembre 1695 mais il n’y avait pas

d’interprétation géométrique et physique acceptable de ces opérations pour plus de 300 années.

1.4.1 Interprétation physique de I'intégrale de Riemann-Liouville

Pour donner l'interprétation physique de I'intégration non entiere, nous considérons 'exemple
d’un conducteur d’'une voiture. Supposons que la voiture est équipée de deux appareils de mesure,
le compteur de vitesse qui enregistre la vitesse de conducteur et I'horloge qui affiche le temps 7.

Cependant, le temps 7 affiché par 'horloge est incorrect. Nous supposons que la relation entre le
temps incorrect (affiché par I'horloge et dont le conducteur considere comme le temps exact), et

le temps exact 7" est donnée par la fonction ¢;(7) telle que 7" = ¢;(7) et

1
=— [t = (t—1). 1.2
() = g 1 = (=" (1.2)
Ceci signifie que si le conducteur mesure l'intervalle de temps dr, le vrai intervalle de temps est

dT = dg,(7).
Le conducteur A représente le conducteur de la voiture ; ignorant 'erreur de 'horloge, calcule la

distance parcourue au moyen d’une intégrale classique

Sa(t) = /OtV (1)dr, (1.3)

Un observateur O, lui en connaissance de la mauvaise mesure de ’horloge et de la fonction ¢;(7)

reliant le temps incorrect au temps exact, calcule la distance réellement parcourue par la voiture

5000 = | V() dau(r) = 19V (1), a4

avec

1.4. Applications des intégrales et des dérivées fractionnaires
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1/ -
F_(t)/o (t—7)"""V(r)dr.

Lintégrale donnée par I'équation (2) peut étre interprétée comme la distance parcourue par un

IV () =

mobile pour lequel nous avons effectué deux mesures :

Une mesure correct de la vitesse et une mesure incorrect du temps. Lintégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville donnée par ’équation (3) peut étre interprétée comme la véritable distance
parcourue par l'objet mobile, pour le quel nous avons enregistré ses valeurs locales de la vitesse
V(1) (c’est sa vitesse individuelle ) et la valeur locale du temps 7 (temps individuel ), sachant que
la relation entre le temps enregistré localement et le temps cosmique est donnée par la fonction
(7).

La fonction g;(7) décrit le temps échelle non homogéne, qui dépend non seulement de 7, mais
aussi du parametre ¢ qui représente la derniére valeur mesurée du temps individuel de l'objet
mobile. quand ¢ change, I'intervalle de temps cosmique change également.

La notion du temps cosmique est reliée au changement de la gravité dans I'espace temps d'un
corps en déplacement. En effet un corps mobile change sa position dans I'espace temps, le champ
de la gravité dans 'espace-temps tout entier change également en raison de mouvement. Par
conséquent ; l'intervalle de temps cosmique, qui correspond a l'histoire du mouvement de I'objet
mobile, change. Ceci affecte le calcul de la vraie distance S (¢) parcourue par cet objet mobile.
Dong, I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la vitesse individuelle V'(7), d'un objet
mobile, pour lequel la relation entre son temps individuel 7, et le temps cosmique 7" a chaque
instant ¢ est donnée par la fonction connue

T = g,(7), décrite par 'équation (1) représente la véritable distance S (¢) parcourue par cet objet.

1.4.2 Interprétation physique de la dérivation fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville

En utilisant les propriétés de la dérivation et de l'intégration fractionnaire, on peut exprimer
I'expression de la vitesse individuelle V'(7) a partir de la véritable distance parcourue S ().
La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de la vraie distance Sy (¢) parcourue par le mobile

permet de donner 'expression de la vitesse individuelle V' (¢) : V(1) = D*S; (t) avec

1 d [t So(t)
D~ =—— [ 22 gro<a<l.
5o (1) F(l—a)dt/o R

On peut aussi dériver la valeur de la véritable distance par rapport a la variable de temps ¢ qui

donne la relation entre la vitesse V;(t) = S}(¢) du mouvement de point de vue de I'observateur

1.4. Applications des intégrales et des dérivées fractionnaires
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indépendant O et la vitesse individuelle V' (¢) :

Vo(t) = %IQV (t) = D'V ().

Par conséquent, la dérivée au sens de Riemann-Liouville d’ordre (1—«), de la vitesse individuelle
V (t) est égale a la vitesse de vue de l'observateur indépendant V;(¢), si le temps individuel 7 et le

temps cosmique 7" sont reliés par la fonction 7" = ¢,(7), décrite par '’équation

1
= — = (t-7)"
gt(T) F(t) [ ( T) ]7
pour « = 1, quand il n’y a aucune déformation dynamique de ’échelle de temps, les deux vitesses

coincident :

1.4. Applications des intégrales et des dérivées fractionnaires
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Etude d’une équation d’évolution
fractionnaire avec un terme source a

croissance polynomiale

2.1 Introduction

Dans ce chapitre (voir [32]), nous considérons I’équation fractionnaire suivante :
CDMu+ (=AY Pu=¢ J Jufftu,  zeRN >0, 2.1)
avec la donnée initiale :
u(x,0) = up(z) € Co(RY) | (2.2)

ol Cp(RY) est 'espace de toutes les fonctions continues et décroissantes vers zéro a linfini, N >
L0<a<l—790<y<1,0<B<2,p>1et§D? estladérivée fractionnaire de caputo d’ordre

« définie, pour une fonction différentiable u, par :
6 Dfru(t) =o Ji—u'(1),

oJL ™ désigne I'intégrale fractionnaire & gauche de Riemann-Liouville d’ordre 1 — « définie, pour

une fonction intégrable u, par :

1 t o
m/o(t_S) u(s)ds,

ot I est la fonction gamma. Topérateur non-locale (—A)%/2 est défini par :

OJtl_au(t) =

(=2)o() = F7H(E)" F(0)()) (=),

18
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pour tout v € D((—A)#?) = HP(RY), ou H?(R") est 'espace de Sobolev homogeéne d’ordre 33,
défini par :

HI(RY) = {ve S (-A)"2 e L*(RV)}, si ¢ N,

HRY) = {v e LXRY); (-A)?v e LA (RM)}, siBeN,

ot S’ est 'espace des distributions de Schwartz, F désigne la tronsformée de Fourier, ! est son
inverse.

Le Laplacien fractionnaire (—A)%/2 est lié aux vols de Lévy en physique. De nombreuses observa-
tions et expériences liées aux vols de Lévy (super-diffusion), par exemple la diffusion collective
de glissement sur des surfaces solides, 'optique quantique ou la diffusion turbulente de Richard-
son, ont été réalisées ces derniéres années. Les processus symétriques [-stables, 0 < 5 < 2, sont
les caractéristiques de base pour une classe de processus de Lévy sautants. En comparaison au
processus brownien continu 3 = 2, les processus symétriques (-stables ont des sauts infinis dans
une période de temps arbitraire. Les sauts importants de ces processus rendent leurs variance et
leurs attentes infinies selon 0 < 5 < 20t 0 < § < 1, respectivement (voir [25]). Rappelons que
lorsque 8 = 3/2, les processus symétriques [-stables apparaissent dans I'étude de la dynamique
stellaire (voir [12]).

Le calcul fractionnaire a acquis une importance considérable en raison de son application dans
nombreuses disciplines telles que la physique, la mécanique, la chimie, 'ingénierie, etc. En consé-
quence, de nombreux auteurs ont largement étudié les équations différentielles ordinaires et par-
tielles d’ordre fractionnaires (voir [13,25,31, 36,47 — 49]). Rappelons d’abord quelques résultats
précédents sur les équations de diffusion fractionnaires.

Lorsque o = 1 et § = 2, le probléme (2.1) — (2.2) se réduit a 'équation de la chaleur semi-linéaire :
u— Au = |[ulu, zeRN >0, (2.3)

avec (2.2). Dans [21], Fujita a montré que si u > 0, ug(x) # 0 et p < 1 + 2/N, alors u explose en
temps fini, et si p > 1 + 2/N, alors pour toute donnée initiale suffisamment petite, la solution du
probleme (2.2)-(2.3) existe globalement. Le cas critique p = 1 + 2/N s’est avéré par la suite (voir
[23 — 29]). Dans [47], Weissler a prouvé que si la valeur initiale u, est suffisamment petite dans
L*(RY), g¢ = N(p —1)/2 > 1, la solution de (2.2)-(2.3) existe globalement. Dans [26], Kirane,

Laskri et Tatar ont discuté de ’équation d’évolution :

CD%uy 4 (—=A)?2u = h(x,t) [ulP, reRY t>0, 2.4)

2.1. Introduction
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ol up(z) € Co(RM),0 < a < 1,0< < 2,p>0,h(z,t) > C|z|”tP pourz € RN ¢t >0,C > 0,0,p
et satisfaire a certaines conditions. Ils ont prouvé que si0 < p < 1+(a(c+5)+6p)/(aN+5(1—a)),
le probleme (2.2)-(2.4) n’a pas de solutions globales. Dans [8] ,Cazenave, Dicksteint et Weissler

ont prouvé que toutes les solutions non triviales et non négatives de ’équation :
t
up — Au = / (t — )77 |u(s)[" " u(s)ds, reRY t>0, (2.5)
0

avec (2.1.2), ot ug(z) € Co(RY),0 < v < 1, explosent en temps fini lorsque uy > 0,uy # 0
et p < max{l+pB(2—7)/(N—-B+p87)+ 1/}, et siug € L¥(RY),qc = N(p —1)/(4 = 29)
avec ||uo|| suffisamment petit et p > max {1+ 5(2 —7)/(N — 5+ 87)+,1/v}, alors la solution est
globale. Lorsque v = 0, toutes les solutions non triviales explosent comme I’a prouvé par Souplet

[41] .Dans [20], Fino et Kirane ont considéré I'’équation :
1 t
up + (=AY 2y = —/ (t—s) 7 |u(s)|P  u(s)ds, xeRNt>0, (2.6)
I'(1=7) Jo

avec (2.2), ot up(z) € Co(RY),0 < f < 2,0 < v < 1,p > 1; ils ont prouvé que si uy >
0,up # 0 et p < max{l+3(2—~)/(N—pB+57)+,1/v}, alors toute solution explose en temps
fini, et que si up € L% (RY), ot q;. = N(p — 1)/B(2 — ~) avec |luo| suffisamment petit et
p>max{l+3(2—7)/(N -5+ p7)+,1/7}, alors u existe globalement.

2.2 Définitions et résultas préliminaires

Dans cette section, nous pésentons quelques préliminaires qui seront utilisés dans la suite de cette
étude.

La fonction de Mittag-Leffler est définie pour =z € C (voir[25]) par :

* k
z
Ea<Z) = ];ZO m, aeC, 3%6(@) >0, z€C,

et son intégrale fractionnaire Riemann-Liouville satisfait :
0} Tt By (MY)) = Euq (M9).

Nous avons besoin de la fonction de type Wright qui a été considérée par Mainardi (voir [30]) :

N (=2)"
%a(z) = kzg KI'(—ak+1—a)
_ %i (—2)FT(k + 1)]{;S‘in(7r(k + 1)04)’ 0<a<l

2.2. Définitions et résultas préliminaires
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¢,, est une fonction entiére a les propriétés suivantes :

(@) ¢,(0) >0, pour 6 > 0 et [ ¢, (0)d0 = 1;

() J° &,(0)0"dl = Fp((lfg), pour r > —1;

(© J3~ Da(0) exp (—20)df = Eo1(—2), 2 € C;

(d) o [ ¢4 (0) exp (—20) df = E, o(—2), 2 € C.

Maintenant, nous énoncons certaines propriétés des dérivés fractionnaires et des intégrales frac-
tionnaires. Soit 7" > 0 et 0 < a < 1, si D& f € LY(0,T),g9 € C*([0,T]) et g(T) = 0, alors nous

avons la formule suivante d’intégration par parties (voir par exemple [39]) :

/O g(1§ D¢ F(1)dt = / (f(t) — F(0))S D2g(t)dt, @2.7)
ou
e Do) = 5 TE)

1 r o
e AU

pour 7' > 0 et n > 0, si on pose ¢(t) = (1 — )7,

W %g(t) =

alors

o I'(n+1 —a n—o
CDgp(t) = 1“(n(+J1r—)a)T (1- %) 1< T.

Soit T(t) = exp (—t(—A)?/?). Comme (—A)%? est un opérateur auto-adjoint défini positif dans

L*(RY), T(t) est un semi-groupe fortement continu sur L?(RY), (voir par exemple [14,15]), et
pourt>0,r € RY ona:
Tt = | Gslz—y,t)uoly)dy ,
R

1

Il est bien connu que Gg(z,t) satisfait :
Gaolz,1) € L°RY) A LMRY) | Gyla,t) > 0 / Gl t)da = 1.
RN
Par conséquent, en utilisant I'inégalité de Young pour la convolution et la forme Gz(z,t) =

t=N/BG(xt71/8 1), nous avons :

1G5(t) *UHLq(RN) <Ct st 0]l e vy » (2.8)

N(l_l

pour toutv € L' (R¥) et 1 <7 < ¢ < c0.

2.2. Définitions et résultas préliminaires
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On définit les opérateurs P, s(t) et S, ,(t) par :
P, s(t)up = / G, ()T (t%0)uodd, t > 0, (2.9)
et
t)ug = a/ 00, ()T (t*0)updd, t > 0. (2.10)
Considérons '’équation de diffusion fractionnaire linéaire suivante :
6 Dfu(z,t) + (=A)"Pu(z,t) = f(z,5), w€RNt>0, (2.11)
u(z,0) = ug(x) , .

oliug € Co(RY) et f € L'((0,T), Co(RY)). Si u est une solution de (2.11), alors elle satisfait (voir
[43,5]) :

w(x,t) = Pag(t)uo + /0 (t—s)*"S, ,(t—s)f(z,s)ds,

ou P,ps(t) et S, ,(t) sont respectivement données par (2.9) et (2.10)
On pose, pour 0 < o < 1:

K(z,t) = /000 0o (0)Gp(x,t*0)d0 , x € RN\ {0}, > 0.

Notons que, pour ¢ > 0 et z € R¥\ {0}, G4(z,t*0) — 0 quand 6 — 0, alors K est bien défini.
0)d0 =1, [on Gs(w,t)dz =1, 0na:

«

Puisque [ &, (
||K<t7 ')HLl(RN) =1, t > 0.

On annonce maintenant les lemmes suivants qui donnent quelques propriétés utiles aux opéra-
teurs P, 5(t) et S, ,(t) (voir[46]).

Lemme 2.1 Lopérateur P, 5(t), t > 0 a les propriétés suivantes :
(a) si ug > 0, ug # 0, alors P, g(t)up > 0 et HPa,g(t)uOHLI(RN) = [Juoll 1 (ry »

(b)sil<p<g<+4oceti=1_18 glors
p<q P=1-1<f,

I'(1— N/gr)

I'(1—aN/pr
Lemme 2.2 Pour Uopérateur S, ,(t),t > 0, nous avons les résultats suivants :
(a) Siug > 0etug #0,alors S, ,(t)ug > 0 et

=N
[ Pa s (t)uol| oy < (4t%) 5" ] [[uo |l Loy - (2.12)

1
HSQ,B@)UOHLI(RN) E)) [uol 1 vy s

1 41 28
oSl < +» alors

oy T'(2—-N/pr)
HS&’ﬂ(t)UOHLq(RN) . a<4ﬂ-t ) ’ F(l +a— aN/ﬁr

(b)Pourlgpgqg—i—oo,soit%:

] [l 1o () - (2.13)

2.2. Définitions et résultas préliminaires
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Lemme 2.3 Soit A = (—A)#/2. Pour uy € Co(RY), nous avons P, 5(t)ug € D(A), pour t > 0, et

SDP, 5(t)ug = AP, s(t)ug, t >0,

C
1A P, 5 (t)tt0 | oo vy < 3 lluol] t>0,

L (RN) )

pour certaine constante C' > 0.
Lemme 2.4 Supposons que f € L1((0,T),Co(RY)), ¢ > 1, et que
t
2(t) = / (t— )18, (t— ) f(s)ds |
0

alors ,
o T 2(t) = / P, s(t —s)f(s)ds.
0

De plus, si aq > 1, alors z € C((0,T), Co(RY)).

2.3 Existence locale de solutions

Dans cette section, en utilisant le théoreme du point fixe, nous prouvons l’existence locale pour

le probleme (2.1)-(2.2).

Premiérement, nous donnons la définition de la solution douce de (2.1)-(2.2)

Définition 2.1 Soit ug € Co(RY) et T > 0.0n dit que u € C([0,T], Co(RY)) est une solution douce

de (2.1)-(2.2), si u satisfait

u(x,t) = Py p(t)uo(z) + /0 (t—s)*S, (- $)o T (JulP " u)(z, s)ds,  te[0,T]. (2.14)

Théoreme 2.1 Soit ug € Co(RY), il existe un temps maximale Ty, = T(up) > 0 et une unique
solution douce u € C([0, Tax] , Co(RY)) du probléme (2.1)-(2.2). De plus, soit Tyax = ~+00, OU

Thax < +00 avec HuHLw((OJ)’CO(RN)) — 400 quand t — Thax. Si, en outre, ug > 0, ug £ 0, alors

u(t) > P, g(t)ug > 0 pour t € (0, Tyax)- De plus, si uy € L"(RY) pour un certain r € [1,00) , alors

u € C([0, Trax) » L' (RY)).

Preuve. Pour T > 0 et ug € Co(RY), on définit

Er = {U | ue C([0,T] ,CO(]RN)) : HUHLOO((O,T),LOO(RN)) <2 ||u0||L°°(RN)} ;

2.3. Existence locale de solutions
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et

d(u.0) = mas u(®) = 0Ol gy, w0 € Er.

Puisque C([0,T],Co(R")) est un espace de Banach, il en résultat que (E7r,d) est un espace mé-

trique complet.

Maintenant, nous définissons 'opérateur

Gu)(t) = Pag(t)uo + /0 (t = )% 1S, (t — s)o N ([uf L w)ds, u € By

Ensuite, en utilisant (2.13), nous avons

|G (u)(?) ||L°°((O,T),L°°(RN))

t
P, s(t)uo + / (t — s)aflSa,g(t — S)OJSV(|u|p_1 u)ds
0

L((0,T),L° (RN))

< ol poo gy + ‘ / / (t— ) s — o) oJ2(Jul’ " u)dods
L99((0,7), L2 (RN ))
< ||UO||LOO(RN) + (t - 8)0671(5 - O-)’y*l H ( )“poo (RNY) dods
Lo°(0,T)
o WtaJr p
= Mol + 5y 1O s oy ey
9P ,yTaJr’y »
S ||u0||L°°(RN) + F(Oé _’_,Y_’_ 1) ||u0||Loo(RN)
2Py Tt et
— ||u0||L°°(RN) + m || ||L0°(]RN) ||UO||LOO(RN) .
Si nous choisissons T assez petit telle que
2 ey
Dla+vy+1) eo@N)

nous obtenons

IG@WN, e < 2l ey

2.3. Existence locale de solutions
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D’autre part, pour u,v € Er, nous avons
1G(u)(t) = G) D oo 0,7, Lo0 (mY)
t
_ / (t = 8)° 1S 5(t — )07 (Jul" " u)ds
0
t
—I—/ (t — 5)* 1S, 5(t — 8)oJ2 (Jv]" " v)ds
0 L0 ((0,T),L>°(RN))
i |, [ oo
< — (s =) (s—o) ||lu""u— v drds
L)) [Jo Jo H HL‘”(RN> L(0,T)
oty _ _
e LA L YT
a+v+1) £20((0,1),L° (RN))
WTQH -1 -1
< Tt ot
MNa+v+1) £20((0,1),L%0 (RN))
C(p)2Py T -1
S Tat 70D luo@I” - Ne=oll
a+vy+1) Lo ®N) Lo°((0,7),L° (&N))
1
= 2 lu = UHLOO((O,T),M(RN)) ’

grace a I'inégalité suivante
ul" ™ u — o o] < Cp) [u—of (Jul ™ + o),

ou T est choisi tel que
C(p)2ry T+

MNa+vy+1)
Par conséquent, G est contractif sur £7. Donc, G a un point fixe unique v € Er par I'argument

. 1
[uo(®)[1

LooEN) = 9
du point fixe de Banach. Ensuite, en utilisant I'unicité des solutions, nous concluons I'unicité de
la solution sur un intervalle maximal [0, T}.y) , OU
Tinax = sup {T > 0 : il existe une solution douce u € L>([0, 7], Co(R")) pour (3.1.1) — (3.1.2) } .
Supposons que T,,., < oo et qU’il existe une constante positive M telle que

)l ey < M. LE [0, T)

Puisque P, (t)uo est uniformément continu sur [0, Tjnax|, donc la limite lim, .7, u(z,t) existe. On

= lim; .7, u(z,t). Donc, u € C([0, Thax] , Co(RY)) et par le Lemme 3.4 nous avons

max

note ur

t
/ (t— $)* " Sus(t — )07 (Jul" " w)ds € C([0, Trma] , Co(RY)).
0
Pour A > 0, 6 > 0, soit

Eh,(? = {u € O([Tmaxa TmaX + h] s CO(RN» : U(Tmax) = UTlaxs d(“) uTmax) S 5} s

2.3. Existence locale de solutions
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ou

d(u,v) = te[ngl,%“iaerh] =0l poo@nys UV E Epg.

Comme C([Tax, Tmax + ], Co(RY)) est un espace de Banach, alors (E},s,d) est un espace mé-
trique complet.

Nous définissons 'opérateur G sur E}, 5 par
Tmax
GO = PaplOhunt [ (¢ =5 Suat = sho7 (ul " u)ds
0
t
+ / (t — 5)*71S, 5(t — 8)oJ2 (0] v)ds,

pour v € Ej, 5. Clairement, on a G(v) € C([Tax, Tmax + 1], Co(RY)), et G(v)(Tiax) = w(Tinax)-
En répétant I'argument ci-dessus, nous pouvons prouver que G a un point fixe v € Ej, 5.

Puisque

si on pose
- u(w,t), t €0, Tax),
u(x,t) =
,U(:C7 t); t E [Tma)(’ Tmax + h] ?

alors @ € C([Tmax, Tmax + h], Co(RY)) et

t
(z,t) = Papg(t)ug + / (t — 5)*71S, 5t — 8)oJ2 (|aP~" @) ds.
0

Ensuite, @ est une solution de (2.1)-(2.2), ce qui est en contradiction avec la définition de T,.y.
Supposons que uy, € L"(RY) pour 1 < r < oo, alors nous répétons le méme argument que ci-

dessus dans I'espace suivant

Er, = {uecO(0,T],Co(RY)N L"(RY)), tel que

[ull oo o1, po@yyy < 2 l|w0ll ooy s el oo o7, 0r @)y < 2 llwoll pr @y }-

En estimant de ||u?| 1~y dans le théoréme de mappage de contraction,

-1
Lr(ry) Par ||“||Z£oo(RN) [ u

en utilisant (2.13), nous obtenons une solution unique dans E7,,. Puis nous concluons que
u € C([0, Timax) » Co(RY) N L™ (RY)).

Siug > 0 et uy # 0, alors nous pouvons construire une solution non négative de (2.1)-(2.2) sur
0, T en appliquant I'argument ci-dessus dans 'ensemble E} = {u € Er : u > 0} . En particlier, il
résulte de (2.14) que u(t) > 0 sur (0, Trpax) - B
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2.4 Explosion de solutions

Premierement, nous donnons la définition de la solution faible de (2.1)-(2.2) et apres nous prou-

vons 'explosion de solutions.

Définition 2.2 Soit up € LS, (RV),0 < < 2,0 <a<1—-7,0<~vy<1letT > 0.0n dit que
u e LP((0,7T), LgS (]RN)) est une solution faible de (2.1.1)-(2.1.2) si

loc
T T
// 0J3(|u|p_1u)w(x,t)dmdt+/ / wy € DFY(x, t)dadt
RN

/ / AV (1)t + / / u £ Db (a, t)dadt, (2.15)
RN RN

pour toute fonction test 1 € C*([0,T], H?(RY)) avec supp, ¢ CC RY et ¢(.,T) = 0.

Nous donnons maintenant le lemme suivant qui prouve que toute solution douce du probleme
(2.1)-(2.2) est une solution faible.

Lemme 2.5 Soit uy € Co(RY), et u € C([0,T],Co(RY)) une solution douce de (2.1.1)-(2.1.2).
Alors u est une solution faible de (2.1.1)-(2.1.2), pour tous 0 < <2, 0<a<l—7y0<y<let
T >0.

Preuve. Supposons que u € C([0,T],Co(RY)) est une solution douce de (2.1)-(2.2), alors nous

avons

t
0, ~(u — ug) =0 J; ™ (Pa,s(t)uo — uo) +o Jtl_a(/ (t —s)* " Sap(t — S)OJ;Y(’u‘pA u)ds)).
0

En utilisant le Lemme 3.4, nous obtenons

t
0% (u — ug) =¢ J}*(Papuio — ug) + / P s(t — s)oJ2 (Jul’ " w)ds.
0
Alors, pour tout ¢ € C1([0,T], Hs(R")) avec supp, ¢» CC RY et ¢(z,T) = 0, on obtient
/OJtl_“(u — ug)pdr = // s (t — )07 (JulP ™ )wdsda:+/ 4 (Po gio — ) pdx

RN RN

— W)+ ) (2.16)
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Par le Lemme 3.3, nous obtenons
dH, CDX(P, d Ji(P, d
a o D7 (Pap(t)uo)ppdx + [ od;~*(Pa,p(t)uo — uo)pyda
RN RN
= / A(Pa”g(t)uo)wdx + / [)Jtlia(Pawg(t)Ug — Uo)%dﬂﬁ- (217)
RN RN
Soit h > 0,t € [0,T) ett+ h — T, alorson a
H h)—H 1 o
t — t
1t ; 1) _ E//pa,g(t +h = )0 (Jul " w)v (e, ¢ + h)dads
0 RN
1 t
o [ [ Paatt = 921 Wi, tydeds
0 RN
) t+h oS
- E///%((’)T((H h—5)"0)0J] (lul~" w)(x,t + h)dOdzds
0 RN O
1 t o
-5 / / / Do (T ((t — 5)%0)o Y (|ul” " w)ip(x, t)dOdxds
0ORN O
= Hs+ Hy+ Hs,
ou
1 t+h oo
Hy = 1 / / / Bo(OVT((t + h — $)*0)oT (|ul? " u)dods
RN t O

X YP(z,t+ h)dz,

v rT . R
H, = ER[O/O/%(Q) (T((t+h — 5)°0) — T((t — $)°0))y J2 (Jul" " u)ddds

X (z,t)dz,

1 7 a o v/l p—1
He — Eﬂ{[ﬂ/(}/%(@) (Tt + h — 5)°6) = T((t — 5)60)), T2 (|uf’ L u)dods

X (Y(z,t + h) —P(x,t))de.

Par le théoréme de convergence dominée, quand h — 0, nous concluons que
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Hy — / o7 ([u"~ u)de,
RN
t
Hy — // P s(t — 8)oJ2 (|l w)dsip,d,
R
t
He / / (£ = )15 5t — )0 (|ul"~" w)ds Avidar.
0
Par conséquent, la dérivée droite de H; sur [0,7) est donnée par
di, Y (|ag1PL t Y(|aglPL
= = oy (|ul"™" w)dr + P, s(t — s)oJ] (Jul""" w)i,dxds
RN *En
t
+/ /(t — 5)*7LS, 5(t — 8)oJ2 (Jul"~ ! u) Apdads.
0 N
Alors, on a
dH —
I AT
RN
t
+/ 0} (/ (t — )18, 5(t — 8)oJY (Jul"™" u)ds) Y, dx
RN °
t
+/ /(t — 5)*1S, 5(t — 8)oJ2 (Jul’ ™ u) Avpdads, (2.18)
0

pour ¢t € [0,7). Par (2.17)-(2.4.19), nous avons

T dH, dH,
ot = Jeu — dzdt = 0.
/U dt / dt /RN ofi (1 = uo)yrde

Par conséquent, nous avons

T
/ / P, 5(t)ug(—A)P?pdadt — / / u)§ DSpdadt
0 RN RN
T
+// o7 (JuP~ " w)pdzdt
0 RN

T t
_ a1 _ " p—1 N
+/0 /RN /0 (t = )" Sap(t — s)oJI (Jul"" u)ds(=A)"“pdzdt
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Enfin, nous pouvons écrire

T T
/ / o7 (ulP ™ u)wd:cdt—i-/ / uy & DSapdadt
RN RN
/ / AP 2pdrdt + / / u € DSapdadt,
RN RN

ce qui complete la preuve du Lemme. =
Maintenant, nous donnons un résultat d’explosion pour les solutions du probléme (2.1)-(2.2).

Définition 2.3 On dit que la solution du probléme (2.1.1)-(2.1.2) explose en temps fini, si

Lim, [Ju(, )| poo vy = o0

Théoréme 2.2 Soit ug € Cy (RY) et ug > 0,up # 0. Si

[ uppy (z) dx > 0,

RN
ol p, > 0, pour tout x € RY. Alors, la solution douce du probléme (3.1.1)-(3.1.2) explose en temps
fini.
Preuve. D’apres le Lemme 3.5, toute solution douce de (2.1)-(2.2) est une solution faible. En

utilisant la définition 3.2 avec

¢($7t) :tc D’YY“SO (l’,t) :tc D% (901 (ZE) P2 (ﬂ) 70 <7< 17
pour tout ¢ € C([0,T], H?(RY)) ou supp, ¢ CC RY et p(z,T) = 0, le fait que
t‘]%(tCD%QO (ﬁat)) = 90(95,15>,

et la formule d’intégration par parties (3.2.7), on obtient

uPdxdt + f [ uo (2)C DS (2, t) daedt

N ORN

T
u (—A)g ¢ (x,t)dzdt + [ [u§ D3 (x,t) dzdt,

ORN

o o
%%'ﬂ %%ﬂ

2

. . é . 7 7 )\
Ici, on prend ¢, est le premier vecteur propre de (—A)? dans un domaine borné (2, associé a la

premiere valeur propre \ = )\f /2 tel que

(_A)g Y1 = )\f/29017$ €Qp=0,xe€dQet [pdr =1,
Q
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ou ) = {x eRN :|z] < 2R%} , R > 0. Ainsi, nous pouvons écrire

ffupgolgozdxdt + ffuo x) P Da+7g02dxdt
= 2f Jupy { Dypydadt + f f u o, CDE pydudt,
00
Par conséquent, par I'inégalité de Jensen, nous avons

T P
i (fucpldx) oo dt + ffuo x) o, O DY dadt
0

0

T
< Af”ff“@l tCD%SOzdedt + ff“ ¥1 ?D%JrvSozdxdt-
00 00

Soit f(t) = [ up,dz. Pour R tend vers oo, on a
RN

T T
[ fPpqdt + [ f(0) DI gpdt < N/ QIfFDT%dt - f FEDI T pydt.
0 0

En appliquant l'inégalité de Young

q—1

1
ab < —adP +
2p

dans le coté droit de (3.4.20), on obtient

bY, pg=p+q, a,b>0, p,g>1,

T T
f FPpqdt + f £(0) DEF oyt

1 T 1
< )\B/fo% ‘Pzp CD%Q%dt + ff‘Pz ‘Pzp CDOHWS%dt
< —fpr2dt + Cf@éi (tCD%%) = dt

-1 1
—|— ffpgozdt + C’fgo” ! (tCD%Mgoz) r=1 (dt.

Ainsi

1N T T o = =
(1 o 5) ffpSOgdt + ff( DTH<P2dt < Cf90p ' (tCD%QO?) vt dt
0 0

+C’fg0p : (fD‘;iﬂgoQ)p%ldt.

(2.19)
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En prenant
py (1) = 1—£ : te€[0,7], m > max< 2 platy)
2 T Y bl 9 fll 5 p — 1 y
nous trouvons
T c T ¢ m—a—y
JF0); Dy 7ppdt = Cf(0) [T (1 B T) dt
0 0
tym—a—y+1 1T
= COf(0)T " 51 _ T)
—r(m—a—y+1)]
= Cf)T >
T -1 p T + ;—_”i - ‘ (”:)_"{)P
b (eDhe) e = o (1-7) " T (1g) 7w
0 0 T T
1 t m—%pl-ﬁ-l T
— (OT v ( — T)
—7 (m -+ 1) .
= COT' 51
et
= o1 L t -1 (=y=a)p t (m_pwf_la)erl
0 0 T T
m_i_(*’v:ix)p_,'_l
— CT(_;:?)” (1 - %) !
_% (m—i— (—;:f)p 4 1) 0
_(ta)p
= (CO7T »1
Par conséquent, nous trouvons
1\ 7 Py 1_platy)
(1 — —> ffp902dt+ o7 e f 0)y<cC (T 1 4 T T ) _
DJ o
Alors
f (0) <C <Ta+7*ppjl + T*%> . (2.20)

En laissant 7" — oo dans (2.4.21), nous obtenons f(0) < 0, ce qui est en contradiction avec

I'hypothése, ce qui prouve que la solution explose en temps fini. m
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Théoreme 2.3 Soit Ug € C() (RN) et ug > O,UO 7_é 0. Si

Bla+7)
aN '’
alors toute solution du probleme (2.1.1)-(2.1.2) explose en temps fini.

1<p<1+

Preuve. La preuve est par contradiction. Supposons que u est une solution globale douce pour le
probléme (2.1.1)-(2.1.2). En utilisant le Lemme 3.5 et la Définition 3.2, nous obtenons

T
T (Juf"~ ) @ (. t) dedt + [ [ ug ED$p (2, t) dadt

N ORN

@

o o
%%ﬂ %%'ﬂ

z

Y (x,t) dedt + ff u € DS (,t) dadt,

ORN

u(=4)

pour tout ¢ € CL([0,T], H?(RY)) avec supp, v CC RY et ¢(.,T) = 0,000 < a < 1 — v et
0<y<l.
Soit ® € C§°(R) tel que ®(s) = 1 pour |s| < 1, &(s) =0 pour |s| >2et 0 < P(s) < 1.

Maintenant, nous prenons

¥ (z,t) =f Dy (x,t) = D} (¢} (x) ¢y (1)) 1> %,

pour tout ® € C*([0, 7], H°(RY)) avec supp, ¢ CC RN et p(x,T) = 0, avec

¢A@=¢Oﬂ)waw=Q—%)ﬁmzmw{zﬂﬁiﬁ}

T3 p—1
pour ¢ € [0, 7. Ainsi

T
uPpdadt + [ [ ug (2) ¢ (2)7 DEF (0, (1)) dowdt

T
J
ORN 0RN
T T
= [ [0 (00 AEDT (o O)dadt + [ [uot) 4 (2) £DF (0, (0)dadr. 220
RN RN

D’aprés I'inégalité de Ju (voir [1])

on trouve
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} J uPpdwdt + ]T J w0 (2) ¢4 () DFT7 (py (1)) dadt

ORN ORN

< Cff (z,t) it

ORN

(~)% @1 €D} (g, ()| dwdt + [ [ (1) @4 () |7 D5 (i, (1) deat,

ORN

pour une constante positive C' indépendante de 7. Ensuite, par I'inégalité de Young, nous avons

f [ uPpdzdt + CT fuo ¢ (z)dx
ORN
i 1 5 B o
< Cf [ughoiyl 1\(—&2)% fD%wQ(t))\ddeffww P (@) [TDF (py ()] dadt
ORN ORN
1 R t l 1 g q
< —[[ur Tl (D)2 CDY (¢, (1))|" dwdt
2pORN OR

N
1T 1T
+2—ffupg0dxdt+ ff 05~ o ¢ D& ( 2(25))‘qd:cdt.
ORN

ORN

Dans cette étape, on introduit le changement de variables suivant

t T
T = T7 g - T%y
nous obtenons
]_ (e _ pla
(1 - _> [ [wodedt + 717 [ (@) ¢4 () da < CT™ o (2.22)
P/ orn

Par conséquent

aN _ platy)

fuo r)de <CT &~ »1 .

Dong, si une solution de (2.1.1)-(2.1.2) existe globalement, alors en prenant 7' — +o0, on obtient

[ uophdr =0 = uy =0, (2.23)

RN
ce qui est une contradiction. Donc la solution de (2.1.1)-(2.1.2) explose en temps fini. m
Maintenant, en fonction des résultats d’explosion précédents, nous pouvons déduire le théoreme
suivant qui donne I'explosion de L*°-solutions du probléme (2.1.1)-(2.1.2). Soit

T. = sup {T € [0,00) ; il existe une solution unique u € C ([0,7"), L= (R") de (3.1.1) — (3.1.2)) }

le temps d’existence maximal de L°°-solutions. Alors nous avons le résultat suivant :
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Chapitre 2. Etude d'une équation d’évolution fractionnaire avec un terme source a croissance
polynomiale

Théoreme 2.4 Soit ug € Co (RY) et ug > 0,ug #0. Si 1 < p < 1+ B(a+~)/aN, alors la durée de
vie T. < +oo et la norme

L de solutions explose en t = T,

litrgji{lf e () || oo (rvy = F00. (2.24)

Preuve. Supposons que 7. = +o0. Alors u est la solution globale faible de (2.1.1)-(2.1.2) au sens
de la définition 3.2 et du Théoreme 3.3 nous avons u = 0. D’autre part, par I'identité (2.4.22),
nous déduisons que

[ uopldr =0 = uy =0,
RN

ce qui est une contradiction. Nous avons donc 7. < +oo. Ensuite, nous prouvons un éclatement

de la norme L de la solution locale «. D’abord, nous assumons
hg%{ﬁ [ ()| oo vy < +00,

alors il existe une suite {¢, },>1 C [0,7;) et une constante positive M > 0 telle que

lim ¢, =T,
et
sup [u ()| oo mrvy < M. (2.25)
neN

Ainsi, pour tout ¢,, € {t,},>1, par 'estimation (2.4.26) et le théoréme de I'existence locale, il existe

une constante positive 7'(M ) indépendant de ¢,, telle que nous pouvons construire une solution
uwe X =C ([t ta +T(M),L> (RY))),

de (2.1.1)-(2.1.2).
De plus, puisque la limite de ¢,, existe, on peut prendre ¢, € [0,7.) tel que 7T, — T'(M) < t, < T..
Pour cela nous pouvons aussi construire une solution v € X. Mais I'estimation ¢,, +7' (M) > T est

en contradiction avec la définition de 7.. Par conséquent nous obtenons
lim inf {|u (8)]] poe vy = +o00-

Ce qui complete la preuve du théoreme. m

2.5 Existence globale de solutions

Dans cette section, nous étudions I’existence globale de solutions du probléeme (2.1)-(2.2).
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Théoreéme 2.5 Soit ug € Co(RY) et ug > 0, ug £ 0. Si p > 1+ B(a + v)/aN et [[woll o vy st

suffisamment petit, ot
¢. = aN(p—1)/B(a+ ), alors la solution de (2.1.1)-(2.1.2) existe globalement.

Notons que nous pouvons prendre |ug(z)| < C|z|~?@/?=1) qu lieu de uy € LI (RY).

Preuve. Nous construisons la solution globale de (2.1)-(2.2) par le principe de mappage de

contraction.

Puisque

Bla+1) Bla+17)
oN TNt A Blaty)

on peut choisir une constante positive g > 0 telle que

p>1+

at+y 1 aN a+vy

<—x :
p—1 p pg p-1

et

o+ aN

8} .
p—1 Bq

Soit

K =

%ﬁ(l_l)_“+7_ﬁﬁ

B \¢ ¢ p—1  fBqg

Ainsi, il découle de (2.27)-(2.29) que

Nip=1) aNp—1)
B Bq

Comme uy € L%, en utilisant (2.13) et (2.29), on obtient pour ¢ > 0,

q > >, 0<pr<la+v=

sup £* 1P (£) uol| < Clluol| poe@ny = 1-

LI®RN) T

Si ug(z) < C|z|~P@+/P=1) pour une constante C' > 0, alors

aty
a(p-1)

N
1T (t) uOHLq(RN) < Ctha ol

Par conséquent

aN ¢ a+y

b1 [, (0) 0% 51 dp.
0

=k

1Pus (o, < Ct

Puisque N/Bq — (a +7)/a(p —1) > —1,

+(p—1)k.

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)
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[ &, (6) 67 56 Ddf < co.
0

Par conséquent, nous pouvons également voir que (2.5.31) est satisfaite.

Soit

ou

Y = {ue (L>(0,00), L (RY)) : |lully <o},

[ully = supt”™ [Ju (B)]
t>0

LI@®N)

Pour v € Y, nous définissons

P (u) (t) = Pap (t)uo+ bf (t—s)*! Sap(t—5)yJ] (|u|p*1 u) ds.

Notons By = {u € Y : ||ul|y, < M}. Pour u,v € By, t > 0, nous avons

@ (u) () = @ (v) (1)

L9(RN)
t t
NS =9 T Sy (=)o T (Jul ™ ) ds + [ (8= 8)" " Sy (8= 8)g T2 (o 0) ds
0 0

< f(t— 8)" " Sas (t = 8)g J7 (Jul” = [vl")] ds. (2.31)

LI(RNV)

Puisque ¢ > p > N(p —1)/2p, donc p/q — 1/q < 25/N. Ensuite, par le Lemme 3.2, nous avons

IN

IA

<

<

@ (u) = @ (v)]]

La(RN)
t _1_aN s 1
Ct[(t—s)"" 75 [(s—0o) |JuP — | dods
0 0 LP(RN)

t p 1 S
ot [ (t— )"0 [(s— o) u? — o7 dods
0 q

0 Li(]RN)

t s aN
Ot* +— a—l—B—(p—l) _yr-1 p—1 . p—1 . dod
[ 50 oy (Julp? —olr Y luol dods

t s
Ct" MY~ [ [ (t— s)o‘_l_ﬁ%l(p_l) (s — o) o dods ||u — vy . (2.32)
00

Ensuite, en utilisant (2.5.27) et px < 1, nous obtenons
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t s ozflfﬂ( ~1) -1
=50 (s ) o s
00
1 - t t . 06—1_0;371\7(17_1)
_ f (1 . J)”Y lo_fp/fda f( S) ’ ds
5 0 sPE—"Y
_ Otoa—s—w—pﬁ—%(p—l) = Ct™", (2.33)

pour tout ¢ > 0. Donc, on déduit de (2.33) et (2.34) que

@ (u) = @ (v)] < CMPHlu () — v (B)ly -

LI(RN) —
Si on choisit M assez petit pour que CMP~! < %, alors nous obtenons
. 1
@ (u) =@ (W), <5 llu—uvly

Puisque

_1_aN

t s
@ (u) (¢)]| N4+ CMPE[ [ (t—8)* 5 "D (s — ) o7 dods
00

LI(RNV)

< n+CMP?,

On peut choisit 7 et M assez petit pour que

n+ CMP < M.

Par conséquent, par le principe de mappage de contraction, nous déduisons que ® a un point fixe
unique u € Byy.

Ensuite, nous allons prouver que u € C([0, ), Co(RY)). Tout d’abord, nous prouvons que pour
T > 0 assez petit, u € C([0, T], Co(RY)).

En fait, la preuve ci-dessus montre que u est la solution unique dans

Byr = {u€ (L*(0,T), L (RY)) : sup t*[Ju(t)]| o@mn) < M}
0<t<T

D’aprés le Théoréme 3.1 et le fait que uy € Co(RY) N L7 (RY), le probléme (3.1)-(3.2) a une
solution unique @ € C([0, T], Co(RY) N L7 (RY)), pour T' > 0 assez petit.

Par conséquent, nous pouvons prendre 7" assez petit pour que

sup t" Ha(t)”LQ(RN) < M.
o<t<T
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Ensuite, par unicité, nous avons u = @ pour ¢ € [0,7] et u € C([0,T], Co(RY) N L7 (RY)).
Ensuite, nous montrons que u € C([0, 7], Co(RY)) par 'argument “bootstrap”. Pour ¢ > T, nous

avons

W Pap(ug = [ (=" Sy (L= ) T2 (ful ™" ) ds

(t—5)" Sap (t—5) J2 (JulP"u)ds

t
[ (t—8)" " Sap (t—8)o J7 (Jul""u)ds
T
= H6 -+ H7.

D’apres u € C([0,T], Co(RY)), il sensuit que Hg € C([T', 00}, Co(RY) N L4 (RY)). Supposons que
T, > T, alors nous avons u? € L®((T,Ty), LY?(RM)), et oJ; ([u|’) € L=((T,T}), L¥?(RY)). Notant
que ¢ > N(p — 1)/, on peut choisir » > ¢ tel que N(p/q — 1/r)/8 < 1. Par le Lemme 3.2 et en
répétant les mémes calculs que ci-dessus, nous obtenons H; € C([T,T}), L"(RY)). Et puisque la
constante 7 est arbitraire, on a H; € C ([T, 00), L"(RY)), alors u € C ([T, 00], L"(RY)).

Posons r = ¢4’ et notons que &' > 1,

N (p 1 _
(- —=)<1i=12,..,
B\g ¢

alors nous déduisons par les mémes arguments que ceux utilisés précédemment que
weC ([T, ] ,Lqéi(RN)> .

Par des étapes finies, nous obtenons

p
- < _’
q6" N
alors
u € C([0,00),Co(RY)) .
n
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Chapitre 3

Etude d’une équation d’évolution
fractionnaire avec un terme source a

croissance exponentielle

3.1 Intoduction

Dans ce chapitre (voir [6]), nous considérons le probleme de Cauchy suivant

{ DS+ (—A)P2u = J%(en), zeRN >0, 1)

u(z,0) = up(x), reRY,

ou N >1,0< a<20<p <2 D, est 'opérateure dérivé fractionnaire de Caputo d’ordre a,

Jo; *(e") est l'intégrale fractionnelle de Riemann-Liouville d’ordre 1 — o pour e* définie par

—af u 1 ' —a Ju(s
Joi (e)zm/o(t—s) e"ds,

ou I est la fonction gamma,(—A)?/? est I'opérareur Laplacian défini par

(—8)"2u (@) = F7 (16" F () () (=),

pour ue D <(—A)6/2> = H? (RY), ou H?(R") I'espace de Sobolev homogéne
HI(RY) ={ue S (-A)?u e LX(RY)} si 8¢ N,
HRY) = {u e L*(RV); (=A)Pu e L2 (RY)}  siBeN,
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ou S’ est 'espace de Schwartz et F est la transformation de Fourier et ! son invers et uy €
Co(RY) ot Cy(RY) est espace de toutes les fonctions continues sur RY tendants vers zero lorsque
x tend vers I'infini.

Si D§, est remplacé les premiers opérrateurs différentiels nou avons le probleme suivant étudié

par Ahmed et al®

uy + (—A)P 2y = JS/_tO‘ G r € RN t>0,
u(z,0) = up(x) , reRY,
IIs sont prouvé I'existence d’une solution locale unique et dans certains conditions appropriées
sur les données initiales, il ont prouvé que la solution explosait en temps fini et ont étudié leur
profil de gonflement temporel.Lorsque le probleme est égalment considéré avec une non-linéarité

la forme ./, (JuP~" ) il se lit

ug + (—A)B/2y = Jg/f‘ (|u]p_1 u) reRN >0,
'LL(JZ',O) = uO(x) > T < RNa

Ce probleme a été considéré par Fino et Kirane. D’abord, ils ont validé ’équation par un résultat
d’existence unique. Ensuite, ils ont montré que I’explosion de ces solutions exite et ont étudié leur
profil d’explosion en temps fini.

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la section 2, nous présentons quelques définitions
et résultas qui seront utilisés tout au long de cette étude. Dans la section 3, I'existence locale et
lunicité des solution douces du probleme(1) sont établies. Dans la section 4, nous montrons que
I'explosion de ces solutions exite, tandis que dans la section 5, nous établissons une estimation de

la durée de vie des solutions d’explosion.

3.2 Définitions et résultas préliminaires

Dans cette section, nous présentons quelques définitions et résultats qui seront utilisés dans les
sections suivantes.

La derivé de Caputo d’ordre « défini par

buf (1) = =y | (=97 M)

La derivée de Riemann-Liouville d’ordre « de la fonction continue f définie par

Dg,f (t) = ﬁ%/o (t—s)""f(s)ds,

3.2. Définitions et résultas préliminaires
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De, (t):—ﬁdi / (t— ) f (s)ds. 3.2)

Pour chaque f,g € C ([0,7T]) et D§,f (t), D{g (t) sont existent et sont continues, on a la formule

d’intégration par parties suivante

[ swmprwa= [ rooue0a

La relation entre Caputo et R-L est donnée par

Dy f (t) = Dg [f () — £ (0)].

- () .

N Fiv+1 o A
Dy (t) = 0D 7 (1——) |

Sipour T = 0 et~y > 1, on pose

alors nous avons

I(v—a+1) T),
B D(y4+1),., £\t
D!>%p, (t) = =T (1 - = 3.3
T 901() F(’Y—i-Oé) ( T>+ ) ( )
et )
d t\"
—p, () =T 1— = : 3.
e (t) = ( T)+ (3.4)
La fonction de Minardi est donnée par
S (—2)"
M, (z) = 0<a<1, zeC.

B ~ kIl (—ak +1 - «)

De plus, M, (z) > 0 pour tous t > 0 et satisfait a I'égalité suivante

> r 1
/ t’"Ma(t)dt:ﬁ, re=-—-1, 0<a<1.
" '(ar+1)

La fonction de Mittag-Leffler est défini par

;F et oa,fB=0, z € C.

Soit T (t) = ="~ Alors, puisque (—A)*? est un opérateur auto-adjoint défini positif dans
L? (RY) , on peut en déduire que 7 (¢) est un semi-groupe fortement continu sur L? (R") engen-
dré par 'opérateur (—A)”?. De plus T'(t) = S (t) * v, pour tous v € L? (RY) , ¢ = 0, et

1 .
550 = 55 (6:0) = g [ e

3.2. Définitions et résultas préliminaires
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ou Sj satisfait les propriétés suivantes
Ss(1) € L (RY) nL'(RY), Ss(t,x) >0, / Ss(t,x)dr = 1,
RN

pour tous x € RY et t = 0 .En utilisant I'inégalité de Young pour la convulatioun et la forme

auto-adjoint de Sz nous avons
1S5 (2) % vll, < CHENAUT=D |yl -,
pour tous v € L" (RY) et tous 1 <r < g < oo, t - 0; et
158 (&) + vll, < loll, »

pour tous v € L4 (RY) et tous 1 < ¢ < oo, ¢ > 0.

B2

De plus, comme (—A)”“ est un opérateur auto-adjoint , nous avons

[ uwcart @ = [ oo uwa

RN
pour tous u,v € D ((—A)m) = H? (RY) .
Les opérateurs de Mittag-Leffler basés sur le semi-groupe 7T (¢) engendré par I'opérateur (—A)""?

sont définis par

Pog(t) = / M, (s)T (st%)ds = / M, (s) G_Sta(_A)B/st,
0 0

et

Sas (8) = / asMq (s) T (st%) ds = / asM, (s) et 2" s,
0 0

Lemme 3.1 (Inégalité de Ju) Supposons que la fonction ¢ > 0 soit lisse et bornée. Alors

I (=A) 2o > (—a)72 ! (3.5)

Lemme 3.2 Si1 <p<qg<+ocet 1/r=1/p < 3/N, alors Uopérateur { P,z (t)},,_, a la propriété

suivante T'(1— N/ (8r)

N — T
Pa t < t_Bra :
[ £ € )uOHLq(RN) I'(1—aN,/(pr)) HuOHLp(RN)

3.2. Définitions et résultas préliminaires
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Preuve. Par (2) et les propriétés de M, nous avons

st) ugds
LQ(RN)
< / Mo (5) (15) ™ O o) s
LP(rN)
= / M, ( /(6T)d3||u0||
LP(RNV)
-N/ (67“))

r( “anv (@) 1ol ogery

Lemme 3.3 Lemme 3.4 Pour Uopérateur {Sqz (t)},. - nous avons le résultat suivant

o T@2-=N/(8r)
||SOé75 (t)uOHLq(RN) Satﬁ F(1+CY OCN/( ))

ol , g -

pourl <p<qg<+oo,l/r=1/p—1/qet 1/r <25/N .

Preuve. La preuve est similaire a celle du lemme, nous avons donc

= / asMq (s) (ts) ™ |lug| ds

Lp (=)

/ asM, (s) T (st*) upds
0

La(RNV)

= atFe / M, (5) 8N G0 ds flug|

s TR-N/(B)
F'l4+a—aN,/(pr))

Lp (RN

ol

Lp(RN)

3.3 Existence locale de solutions

Cette section est consacrée a la preuve de l'existence locale et I'unicité de la solution douce du

probléme (3.1). Tout d’abord nous donnons la définition d’une solution douce de (3.1).

Définition 3.1 (Solution douce).Soit uy € Co(RY), et T > 0.0n dit que u € C([0,T], Co(RY)) est

une solution douce du probléme (3.1.1) si u satisfait a 'équation intégrale suivante

t
u(t) = Pag(t)uo + / (t—8)*"1S,5(t—s) Jg/;o‘(expu (1))ds, tel0,T]. (3.6)
0

3.3. Existence locale de solutions
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Théoréme 3.1 (Existence locale). Soit ug € Co(RY) , il existe un temps maximale T, > 0 et une
solution douce unique u € C([0, Thax) , Co(RY)) au probléme (3.1.1). Par ailleurs, soit Ty. = +00
$inon Tinax < +00 et tTax ||t ()| poo gy = +00 . De plus, st ug > 0,ug # 0, alors u(t) > 0 pour tout
0 <t < Thax. En outre, si ug € L"(RY), pour 1 < r < oo, alors u € C([0, Tpax) , L"(RY)).

Preuve. Pour 7' > 0 arbitraire, Nous définissons I'espace de Banach
Er = {u € C([0,T]; Co(RY)) ; ull, < 2|uoll o},

ot [[.[[; = ||l oo ((0,7), 00 () - Ensuit, pour chaque u € Er, nous définissons

¥(u) = Pag(t)ug + /0 (t—8)* 'S0p(t —s) JOI/_Sa(eXpu (1))ds.

Nous prouvons I'éxitence locale par le théoreme du point fixe de Banach

) : By — Er : Soit u € Er, en utilisant (2.4), nous obtenons avec ||. ||, = |[.[| o),

[Py = ‘Pa,ﬂ(t)uOJr/o(t—S)a_lSa,ﬁ (t = 5) Jo;," (expu(7))ds

1

IN

t
[ Pec (80| oo 0,1y + H / (t— )" " Sap (t — 5) Jy, . (expu(r))ds

tf%a r (1 — N/ (57"))
I'(1—aN/(Br))

xﬁ /0 (s — 7) % llexpu (7). drds

wo  T(1=N/ (Br))

Lo ((0,T), L0 (RN))

! a—1 %OA F<2_N/<BT))
/O(H> Tt a—aN,/ (5)

IN

[uoll oo +

Lo ((0,T)

r2-nN/(pr)

-N
< t7FB U + atBr
= I'(1—aN,/(Br)) lwolloc I'(1+a—aN/(Br))
1 /t _1/5 Y
X — (t—s)” (s =7) " |lexpu (1), drds
L(1—-a)llfo 0 Loo(0.T)
< Mol + g [ €9 [ 6= I lexpu @l dra
S Uooo — S S —T exXpu (T OOTS
L) T (1—a) |l /o 0 Loo(o.T)
t s
< ol + G| [ (=97 [ (s =) expu ()] drds
0 0 L (0,T)
< luollo + Texp [[uly
< uoll o + T exp 2 [Juol| o
1
ou(y = (o) (1—a)
Maintenant, si nous choisissons
T exp 2 |Jugl| o, < luollw - (3.7)

nous concluons que |7 (u)||; < 2| uol|,,, et alors ¢(u) € Er.

3.3. Existence locale de solutions
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ey est contractante : pour u,v € Ep, nous avons

[9(u) =9I, < ‘/O(t— 5)* " Sap (t = 5) Jo, (expu (1) — expu (7))ds

1

! =, ['(2-N/(Br))
< t— ) ot
: ‘/< ) T +a—aN,/(5)
1 /S _
X———— [ (s—7) " |lexpu(r) —expv (1), drds
F(l — Oé) 0 L (0,T)
t s
< / (t — 3)0‘1/ (s =7) " |lexpu(r) —expv (7)|, drds
0 0 L (0,T)
< T|lexpu —expv|,
< Texpl[Au(s) + pv (s)] [[u(s) —v(s)l,
< Texp2|ugl [Ju—l,
<

Sl =l
grace a 'inégalité suivante
lexpu (s) —expov (s)| =expAu(s)+pv(s)|u(s)—v(s)], 0<A\pu=<1, A+pu=1 (3.8)

T est choisi telle que
2T exp 2 ||uo||, < 1. 3.9

Puis, est contractuel sur Ep .Alors par le théoreme du point fixe de Banach, il existe une solution
douce unique (u,v) € Er au probléme (3.1). =

Maintenant, nous prouvons I'unicité de la solution. Soit u, v € Er sont deux solutions douces dans
E7 pour T > 0, en utilisant (3.4) et (3.3), on obtient

Preuve.

lu@®) — ol < / (t— s / (5= 1) lexpu(r) — expo (7)], drds

t
< exp? fuoll / lu(s) — v (s)]|, ds.

Alors I'unicité découle de l'inégalité de Granwall (voir[9]) ;,alors nous avons u = v .
Ensuite, cette unicité implique I'existence d’une solution sur un intervalle maximale [0, 7},.x) avec
Palternative décrite dans le théoréme (voir Fino et Kirane). m

Positivité des solutions : Si ug > 0 et uy # 0, nous avons

u(t) > Pyg(t)ug =0, t€ (0, Tmax)

3.3. Existence locale de solutions
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Regularité des solutions : Si uoL" (RY) N Cy (RY) , pour 1 < r < oo, alors répétant I'argument

du point fixe dans I'espace
Bry = {ueC(10,7],Co (RY) L' (RY)); llull, < 2wl Nl < 2ol }

a la place de Er, ou
||u||oo77" = ||U||Loo((o.T),Lr(RN)) :

nous obtenons une solution douce unique dans Er,

3.4 Explosion de solutions

Définition 3.2 2 (Solution faible) Soit uy € L52, (R™) et T > 0. On dit que u est une solution faible
du probléme (2.1), siu € L? ((0,T), LS

loc

(RY)), et u vérifait Uéquation suivante

T
[ oD (x,t) dzdt + f f Joip * (expu) W (z,t) dwdt (3.10)
0 RN
A 8
= [ Ju(z,t)(—=L)2 U (z,t) —I—ff (x,t) DopV (z,t) dxdt,
0ORN ORN

pour toute fonction test ¥ € C* ([0, 7], H? (RY)) a support compact telle que ¥ (z,T) = 0.

Lemme 3.5 On considére uy € Co (RY), et soit u € C ([0,T],Co (RY)) une solution douce du

probleme (2.1), alors u est une solution faible pour (2.1)

Théoréme 3.2 (Explosion) Soit uy € Co (RY) tel que ug > 0, ug # 0. la solution douce de (3.1)

explose en temps fini .

Preuve. La preuve est par contradiction. Supposons que u soit une solution douce globale de
(3.1), alors u est une solution du ce probléeme dans C ([0, 7], Co (R")) pour tout T > 1 tel que
u(t) > 0 pour tout ¢ € [0, 7.

Soit ¥ (z,t) = D;7%¢ (z,t) avec ¢ € C* ([0,T]; H? (RY)) tel que

p(z,t) = () g3 (x), 1>1,

ou

3.4. Explosion de solutions
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et ® est une fonction réguliére, telle que

1 si0<x<l1,
Pr)=9q N\, sil<z<2,
0 sixz>2,

Ensuite, selon la définition 2 et le lemme 1, nous avons

[Vuo ()¢ (z,0)dx + of[v exp (u) ¢ (z,t) dzdt (3.11)
= OT Nu(m,t)( A)2 Dtl‘Ta( (x,1)) dxdt—of[\[ z,t) @, (x,t) dadt,

et si nous fixons Q7 = [0, 7] x Q, tel que 2 = {:c e RY:|z| < QT%}, nous obtenons

Juo (@) ¢ (@) 1 (0)do + [ exp (w) (a ) ot
= gf u(z,t) (—A)g @2 (x )D751|Ta901 (t) dxdt —qu (z,1) 90l2 (z) SOﬁit)dzdt.

En utilisant ¢, (0) = 1, nous pouvons écrire
{{uo (z) oY (z) p; (0) da + f exp (u (x,t)) ¢ (z,t) dedt
= Ju (=0)% b () Diz ey () ded = [u(x,) b () 47
T T
Maintenant en utilisant (4) on obtient
D’aprés I'inégalité de Ju, on a

g{uO () 5 (@) + f exp (u(z,1)) ¢ (2,1)

< lf z,t) @y (x )(_A)g P (@ )Dt|T @y (t) dxdt —qu(x,t) ©h (2) (p%t)dxdt

lfu z,t) ‘ —A)g © (a:)’ Di&a(pl (t) dedt + [u(x,t) ‘gp%t)’ dxdt
T Qr

= I+ J (3.12)

IN

D’autre part, en utilisant (2.13), on peut écrire

Par conséquent,en utilisant I'inégalité de Young (e = exp (1))

B
AB < e+ Bln—,pour A, B > 0, > 0, (3.13)
ee
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avece = 5o (z,t), A=u(z, t)etB—‘

41‘(—A)§ 22 @) Dl () 1

<p2 (x )‘ Dt‘T ¢, (t) dans I, on obtient

1< [ [(=2)% ¢, (@) Dl ()1

o eh () . (1)

De meme, pour J avec ¢ = 3¢ (2,1), A = u(z,t) et B =

4 ‘wﬁﬁﬂ

el () ¢ (1)

On utilise les formules (2) et (3) , nous constatons que

t
¥1

u(ac,t) ).
+ 4ZQT SO(.ZC, )

, on obtient

1
+ = [e @D (x,1).
4,

I < f’ )’DﬂT@l()
1 C?"(_A)ES”?(:”)‘Ta_l(l”VT)TH L ey (g ) (3.14)
n + — [ "™ x,t), .
A @) (1 —t/T)] ag," 7
et )
CuT' (1—t/T)" 1
) 4 + u(x,t)
In +-le x,t
( EADIVE ) AT A
o AIT (v + 1) 4
7+ g
V) = 1
3 el'v+a et Cs e (3.15)
Puis
s —«
rs (=2)% 3 ()] Dl (1)
8 o
(Gleata@|rra-y Dty -
n + — J e o (2,t),
0% (2) 4ZQT
et
T t(1—t/T);" 1
N [ 2 ) 2 [et@Dp (1)
( A i e

On en déduit enfin que
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Gy |(=2) gy @)| T (L=t /T)
Qp (plQ (l’)

—-1 _ -1
In (C“T (L—t/T), > (3.16)

A

+QfT ©h (2)

En utilisant le changement de variables 7 = 7 ety = =75, T > 1, on obtient

T
dedt = TF Pdydr,

(~00)F 0, = T (=D)% g,

Dl (t) = CoTo (L—7)7,

+
et
QOAY) — ’VT_I (1 . 7_)1—1 ’
ou
r 1
o - Lo+
L'(y+«)

Maintenant, nous définissons Q5 = [0, 7] x {y € R"; |y| < 2}. Donc, on peut écrire (3.16) comme

suite

B
2

C3T_1

(=0)% o (1) (1 = )7

dxdt1n
©h (T/By)

< of [ata i a-nre

T [ (=) (C4T1 (- >> |

o h (T*/Py)
B
Ainsi, nous avons deux fonction bornées ¢, et (—A,)2 ¢, dans ), et
Yy — 1 comme 7" — +-o00.

En utilisant le théoréme de convergance de Lebesgue, nous déduisons que le coté droit diverge
vers -oo lorsque 7' — +o00 , tandis que le coté gauche est positif. Cela conduit a une contradiction.
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3.5 Temps de vie des solutions

Dans cette section, nous donnons une estimation de la durée de vie des solutions avec une donnée

initiale spéciale. Dans ce but, nous considérons le probléme suivant

Dy e + (=A)Pu = Jg7* (e*) r€RN >0,
Ue(z,0) = eup(x) reRV

olte = 0,0<a=<1,0=<p3<2etuy e Cy(RY) satisfait

s

up (z) > Colz| ™%, x| > €0, N < 6 < =

pour certaines canstantes positives Cj et €.

Théoreme 3.3 Supposons que Uhypothése (11) est vérifiée . Soit [0, 1) la durée de vie de la solution

u. du probléme (10). Alors, il existe une constante positive C' telle que

TESC’eé,H:%&—1<O.

Preuve. Soit u la solution douce de (10) . En utilisant lemme 1, definition 2 et en prenant ¥ (z, t)

du Théoréme 2, nous obtenons

T
I+ [ [e'p(x,t)dedt

ORN
T P T
= [ Juc(z.t)(=L)2 Dy (. t) dzdt — [ [ uc(z.t) @, (2,1) dzdt,
0ORN 0RN

ou

I = ¢ [ upph () dr.
RN

Nous choisissons 7" € [0, T¢) tel que T' > Tj, = 0. En posant le changement de variable y = =7 et

en utilisant I’hypothése (11) ; on obtient

I = €[ up(z)dr

]RN
> e [ uoph () da
lz[>€0
2 iy Il @ (ul)dy
2 EO()T To
a(N—6) 5
> Gl 7 ly| " @ (ly]) dy.
lyl>—05
T,

0
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D’autre part, par (9), on en déduit qu'’il existe une constante positive telle que

2N _j
1 <CyT 5.
De (12) et (13). il s’ensuit que
€ S C7T07
pour une constante positive C'7, ou
4]
h=""_1<0.
B
Par conséquant, nous obtenons
T < C’eé,

pour une constante positive C. Ceci complete la preuve du théoréme. m
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Conclusion

Apres avoir présenté les notions préliminaires utiles pour la bonne compréhension de ce travail,
nous avons présenté des résultats d’existence des solutions locales et globales, ainsi que des re-
sultats d’explosion en temps fini pour certains problemes d’évolution fractionnaires en temps et
en espace avec des termes sources non-linéaires de croissance polynomiale et exponentielle. Ces
resultats montre que la solution est globale dans le cas sur-critique pour toute donnée initiale
ayant une mesure assez petite, tandis que dans le cas sous-critique la solution explose en temps
fini.

Au terme de ce mémoire, nous estimons que les résultats présentés contribueront au développe-
ment de 'étude des équations d’évolution fractionnaires, en ouvrant de noueaux horizons a la

recherche scientifique sur cette thématique émergente.
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