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Résumé 

  

          Dans ce mémoire, le problème de la synchronisation complète des systèmes 

différentielles partielles de type réaction-diffusion a était traitée. Basé sur la théorie de 

stabilité de Lyapunov,  un contrôle linéaire et un autre non linéaire donné pour obtenir la 

synchronisation complète d'un couple de système de réaction-diffusion dans ça forme 

générale. Aussi, un exemple numérique est donné, illustrant l'efficacité des méthode de 

contrôle proposée a été donné.   

Les mots-clé  

La synchronisation, système de réaction-diffusion, la théorie de stabilité, fonction de 

Lyapunov.  

   

  

  

  

  

  

  

  

  



  

 

 iii 
 

Abstract 

 

In this thesis, the problem of the complete synchronization of partial differential 

reaction-diffusion type systems has been dealt with. Based on Lyapunov's theory of 

stability, a linear control and a non-linear one to obtain the complete synchronization of 

a reaction-diffusion system couple in this general form. Also, a numerical example is 

given, illustrating the effectiveness of the proposed control method was given . 

 

Keyword 

Synchronization, reaction-diffusion system, theory of stability, Lyapunov function.  
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  ا������ ا�����

  

و أ��� وذ�� �� ���ل ��� أا��� ���ث ���� ���و�� ر�� ������  �� ا������ ا������ ا��������ا��           

 �����ك ���ك  ا���ذ ���ر�� ���إو أ��اص ����� �� ������ 

��ء وا���������  ������ ��ه ا�����ة ا����م ا����� �� ا������� �� ����� ا������ت ���� إ������ �������  �� ا����

  � ����� أ��اع ا���ا�� ا������� � ،]���1 ا���� ا��ا�� ا��ي ��م �� ����را و��رول[ �وا�������ء و ا������

  � Q-S، و��ا�� ���ا�� �������ط، ا���ا�� ا�����ا، ����، ا���ا�� ا������ ا���ا��، ��م��� ا���ا�� ا�

  � ������ ا�����د ���� ا��������������� ��را�� �����ت ا����� �� ا����� ا����د ا������ ��          

 - ا������و���� أ�ً�� ��� ا�����  ���ا��� ��� �����ات ا����� �� ����� ��� ��� ا� - ��ا��� ا������ ����� ا�����د

  ���د��ت ������ ������ أ�����ل ا������ وا������ ������ام ����� �� ا��� ��� �������ا������ ������ ��ه  ���

��� ا������ ���ل ���� ����� ا�����د  ��� �� ا���ا�� إ�� د��������  ا��� ا��و�� ا�����ة ، ا���� ا��         

 ]�3–2ا����������  ��� ا���� ا����م �� [ا������  ��� ��ه ت ��ا��ا����ات ا������ ، ���� ��� ا��را��

ا����ر ���� أن -و�� ���� أن أ���� �����، ]4،  ��2 [ ���ا����ر ��� درا�-������ أ���� �ت ا���ا�� ���د�����

���� ����  ������ ���   � ا���د�� �������ا���ا�� ���

، ���� ا����ر-�����أ����  ������ �� ا���م�� درا�� ����� ا���ا��  ا�����ةا���ف ا������ �� ��ه           

  ����� ���ل و����� �إ�� ����� ا���� 

، �� ����� ���د��ت ا������ وا������ر و�����  وا�������ت ا�������ا���� ا��ول ���و��� ��� ا����ر��  ��

  ��� ا������ ��� ��ه ا������ �

�� ا���ا��� ، ��� �����  �� ������ا���� ا�����  ،و ا���ا��� ا���������� ا�����، ا���ا��� ا���ا�� ،���ا��� ا����

  ، �� ������ إ�� ��� ��ق ا���ا��� ا�����رة �وا������

ا����ر ، �� ا���اح دوال -ا���� ا����� ���� ��� ا�����ة ، ��� ���رة �� درا�� ����ا��� ا����� ��� ������ �����

  ������ة ��د�� ������ ا��را�� � �lengyel-epstein و��� ���� ، و���� ����ل ������ ��� ������ ���� ���

  ���� �ا���� ������� ��وال ا����� ا����� و وا������ ا���� ������ ���� ���رن ��� ����� ا���� ا�����



  ������ت و������ أ�����                                                                                  1ا���� 

 

 2 
 

  

  

  

  

  

  

  

  ������ت و������ أ�����    1ا���� 

  

  

  

  

  

  

  

  



  ������ت و������ أ�����                                                                                  1ا���� 

 

 3 
 

�� و������ت أ�����   1.   :���ر

1.1  ��   ���ر

1.1.1   �� ���  

�ℝ:����� ا��ا��  ⟶ ℝ  : ���� ∈ ��(ℝ�)�  

  : �� ��� ا����� ا����ف �� : ���رج ا��ا�� 

�����(�)= ∇�(�)= �
��

���
(�),

���
���

(�),… ,
��

���
(�)�

�

 ; � = (��,��,… ,��)
� .       (1.1) 

2.1.1  �� ���   

�ℝ:����� ا��ا��  ⟶ ℝ�  : ����(�)= ���(�),… ,��(�)�
�

  

  �� ا��ا�� ا������ �� : :  ������ ا��ا�� 

����(�)=
���
���

(�)+
���
���

(�)+ ⋯ +
���
���

(�)  ;� = (��,��,… ,��)
�                       (2.1)  

3.1.1   �� ���  

�ℝ:����� ا��ا��  ⟶ ℝ  ��� ،� ∈ ��(ℝ�) �  

  �� ا��ا�� ا������ �� : � ���� �����س ���ا��

∆�(�)= ���(∇�)(�)=
����
���

�
(�)+

����
���

�
(�)+ ⋯ +

����
���

�
(�) .                                     (3.1) 

4.1.1  �� ���   

 �����  �� �����ℝ�  ���� و  ��ذات ، �������:ℝ� ⟶ ℝ  ،�  �� ا����ة ا���ر�� ���� ���� �  

�� ا��ا�� ا��� ���� ��� ��  � ا����� و�� ������ ا��ا�� 
��

��
  و����� �� : 
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  (4.1)                                    
��

��
(�)= ∇�(�)∙�(�)  ;� ∈ ��  

5.1.1  �� ���   

  : ا����ف �� ���� ا����م ا���������

 (5.1)                                                          �̇(�)= ���(�)�  ,    

     

 : ����(�)∈ ℝ�  ،�:ℝ� → ℝ� �  

=(�)�إذا ��ن :  (5.1) : �� ���� ��ازن �����م ا��������� �����ل أن ا�����    �(5.1)�� �����د��  ��

6.1.1   �� ���[8]  

  � ���� ��ازن ���ا ا����م  �� و،  (5.1)ا����ف �� ���� ا����م ا��������� 

  ف إذا ���� :�����ة �����م ����� �����ل أن�� 

(6.1)      ∀ε> 0 ; ∃�(ε)> 0 ; �‖�(0)− ��‖ < �(ε)⟹ ∀� ≥ 0 ∶‖�(�)− ��‖ < ε � .   

  ف و����������� إذا ���� �����ة �����م �����ة ���ر  �����ل أن��: � 

(7.1)               ∃� > 0 ; ‖�(0)− ��‖ < � ⟹ lim
�→ ��

 ‖�(�)− ��‖ = 0   .  

  ف و��������ة �����م ��������� إذا ����  �����ة ���ر��� �����ل أن��: � 

(8.1)               ∀�(0)∈ ℝ� ; lim
�→ ��

 ‖�(�)− ��‖ = 0    .  

   ������ت أ�����  2.1

  � ������ �� ، ����� ���ℝ  ����ح ����� 

1.2.1  ������ [9]  

�,� إذا ��ن ∈ ��(ℝ�) : ن��   
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(9.1)                                                       ∫ ∆���
�

= ∫
��

��
��

��
  

2.2.1   ������ [9]  

� إذا ��ن ∈ ��(ℝ�)  و� ∈ ��(ℝ�) : ن��  

(10.1)                          ∫ ∇�∇���
�

= − ∫ �∆���
�

+ ∫ �
��

��
��

��
   

3.2.1   ������ [9]  

�,� إذا ��ن ∈ ��(ℝ�) : ن��   

(11.1)                           ∫ (�∆� − �∆�)��
�

= ∫ ��
��

��
− �

��

��
���

��
  

4.2.1   ������ [8]  

��، و   (5.1)���� ا����م ا��������� ا����ف ��  =   ���� ��ازن ���ا ا����م  � 0

  ����� و���� : (0)������ ��� ��ار  �إذا و��ت دا�� 

i. �(�)= �إذا و��� إذا ��ن  0 = 0 � 

ii. ∀� ∈ �(0)∖ {0} ; �(�)> 0  

iii. ∀� ∈ �(0) ;  �̇(�)= ∇� ∙�(�)≤ 0 

  �����ة �����م �������ف � ����ن ���� ا���ازن 

  ���� دة ��� ا���وط ا������  -و�ذا��   ا������ ا������  :  -ز

∀� ∈ �(0)∖ {0} ;  �̇(�)= ∇� ∙�(�)< 0 

����ن ���� ا���ازن  =   �����ة ���ر��� � 0
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  ا����ر-���د��ت ������� ����� �� ا���� �����  2.

  ا����ر -����� ���د��ت �����   1.2.   

����� ����  )    les équations de réaction-diffusion ( ا����ر-��������د��ت                �� ���ذج ر

��ا�� ���� �������� : ����� ا����ر ����اد ا������ ا���اد درا��� ، و����� ����� ��� أ��اد ��ا ا������ ، ���� ��ه 

ا����د��ت �� ��� ا����د�� ��� : ����� ا�������ت ا���������� ، �� درا�� ���ر ا����ن ، أو إ����ر ��ض ���� 

 �و����� �� ا����د�� 

  ���� ا����ل ��� ��ه ا����د��ت ������� :     

  ،  - ������ℝ ��  ��� ا����� ا�����  –������  ��������  ����� ��دة ����� ��ز�� دا�� ����� 

  � �و�� ا�����  ������� ��ه ا���دة ��� ا�����  (�,�)����� �� : 

  ��� ��ا ا������ � ا��ا�� ا��� (�)���ه ا���دة ������ و������ ،���� 

  �� :  ���� ا�����  ������� ، ���� ا���دة ا�����دة �� ا����  �������  ���  ����� ���� 

(12.1)                                       �(�)= ∫ �(�,�)��
�

    

  ، �أ���ء ����� ا������ وا����ر ا���دة ����� ���� ��ه ا���دة دا�� ا���� 

���� ا����� ا��� ���ت ا����  ����و ������ ا������� دا�� ا����  �����ن : ا����� �� ���� ا���دة دا�� ا����  

 : �� �����   ، و����� ذ�� ر

(13.1)                         
��(�)

��
=

�

��
∫ �(�,�)��
�

= ∫ ���
�

− ∫ �.���
��

  

  �� ���� ��ه ا���دة  ���� : 

�� ���� و������ ��   ا���و��اد��� : –�

(14.1)                                       ∫ �.���
��

= ∫ ������
�
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 : ���  

(15.1)                             ∫ �
��(�,�)

��
+ ����− ����

�
= 0     

  ���� ��ن :  �و��� أن ا���� 

(16.1)                          
��(�,�)

��
+ ����− � = 0  ;∀� ∈ � �� � > 0   

  ��� ن���� ��� ����) loi de fick  (  رج ا������  �: ا������� �� ������� ،  

�أي ���� ����   > 0 : ����= −� × �����        

�� ����  �����    ��(16.1)  : ���  

(17.1)                   
��

��
− �∆� − � = 0  ;� ∈ � �� � > 0         

  أي : 

(18.1)                          
��

��
= �∆� + �  ;� ∈ � �� � > 0        

  �  ا����ر-��������� : ���د��ت  -������� �����  –�� ا���ع �� ا����د��ت 

  :  (18.1)���� �����د�� 

=(�,0)�ا���ط ا�����ا��:    + ا���وط ا����� �دا�� ����ة  ����� :  (�)��

  ������ن :  ������� ا����ر ���وط ����-���� ��� ���د�� ���������� 

⎩
⎨

⎧
��

��
= �∆� + �  ;� ∈ � �� � > 0

�(0,�)= ��(�)  ; � ∈ �
��

��
= 0 ;   ��� ��

                              (19.1)                            
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  ����ر ا-أ���� �����  2.2.

�إذا ��ن ����� ��ة ��اد    ، ���� ���ن ����� :  ��� ����� دا��  �

(20.1)            ∀� = 1,������� ;  
���

��
= ��∆�� + ��(��;��;… ;��)  ;� ∈ � �� � > 0     

 ���� � = (��;��;… ;��)
�  : ���  

(21.1)                             
��

��
= �∆� + �(�)  ;� ∈ � �� � > 0   

 : ���  

 � = ����(��;��;… ;��) ،�(�)= ���(�);��(�);… ;��(�)�
�

 ،  

 ∆� = (∆��;∆��;… ;∆��)
� �  

  ا����ر -أ���� �� ���د��ت �����  3.2.

 fisher-kpp  [5] ���د��ت  1.3.2.

��� ا����� ا������ ���  ⊆ ℝ  : ���� د����� �����  

(22.1)                 
��

��
= �

���

���
+ ��(1 − �)  ;� ∈ � �� � > 0       

 : ���� > 0 �  

  : ��� ا����ر ا���� ا���م ���� 

(23.1)                             
��

��
= �

���

���
+ �(�)        

  ���� إ�� : ���� و �������روف و ����و���� و�������ف � fisher-kppوا��� ���ف ����د��ت : 

  ����(�)= �(1 − �)(� − �)  : ��� 

(24.1)                            
��

��
= �

���

���
+ �(1 − �)(� − �)  
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 : ���0 < � < 1  

  � ����Zeldovitch ��ا ا���ع �� ا����د��ت �� : ���د��ت 

 [5] ���د��ت ����� ��������  2.3.2.

����� ا������ :  + �

��
←

��
→
� + �   : ���  

(25.1)             � = [�] ;  � = [�]  ;� = [�] ;  � = [�]     

  ���� ������ ����م ا����د��ت ا����� : 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧
��

��
= ��∆� − ���� + ����

��

��
= ��∆� − ���� + ����

��

��
= ��∆� + ���� − ����

��

��
= ��∆� + ���� − ����

                                    (26.1) 

  � ������� ����� ا�� ���و  ��،  ��، ��،  ��،  ����� 

 ���� ����  : 2ا������ ا�������� + ��

��
←

��
→
2��� : 

(27.1)                          � = [���] ;  � = [��]  ;� = [���]     

 : ���  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
��

��
= ��∆� + 2(−���

�� + ���
�)

��

��
= ��∆� − ���

�� + ���
�

��

��
= ��∆� + 2(���

�� − ���
�)

                      (28.1) 

  ��وط ا���ا��� ����� ، و��وط ���� ��� 
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  [5]  ������ا–أ���� �����   3.3.2.

  ���� ������� ��� ا���� ا���م : 

∀� = 1,������� ;  
���
��

= ��∆�� + ���� + �����,�

�

���

��                    (29.1)   

 : �����;��,� ∈ ℝ   و�� > 0 �  

  

  



�� ا���ا���                                                                                                 2ا����  ���  
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�� ا���ا���    2ا����  ���  

  

  

  

  

  

  

  



�� ا���ا���                                                                                                 2ا����  ���  
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      .1  �����        

������ ا����ي: ا�����ق �� ا���� ، أو و��ع ����� �� ��� ا���� � إذن ا���ف  ���� ��� –أو ا���ا���  –ا���ا��  

������ : ���م د������� �� ���  ا���� � ����م ا���ا��� ���م �����  �������ن�� ا���ا��� �� ���و�� ��� ������ 

، ����� ��� ����� ���� ����  �����ا����م ا: ���� �� ، و���م د������� آ��  ا����م ا���������� ��� ، ���� �� : 

  أ����� ا���ا�� �

  :  ���ف ��  ����� ���م ���� 

�̇(�) = ���(�)�  ,                                 (1.2)   

  :  ���ف �� و���م ����

�̇(�) = ���(�)� + � ,                     (2.2) 

: ��� �(�),�(�) ∈ ℝ�  ،�,G ∶ ℝ� → ℝ�  ب إ���ده ، إذن ��ف ا���ا��� �� و���  �و���� ����

  � (�)������� �� ا���� ��  (�)����� ا���  �إ���د 

  أ��اع ا���ا���ت :  2. 

   ا���ا��� ا�����   1.2.

  ���ف ��� ا���ا��� ا����� �� :

�(�) = �(�) − �(�)  ,                         (3.2) 

  ���� :  �����  و��� ����� ا���ا��� ا����� �� إ���د

lim
�→��

‖�(�)‖ = lim
�→��

‖�(�) − �(�)‖ = 0  .                      (4.2) 

������  1  

  : إذا ��ن� =   ���ل أن ����� ا���ا��� ���� ������� �

  إذا ��ن� ≠   ���ل أن ����� ا���ا��� ���� ��� ������� �
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  ا���ا��� ��   2.2.

  (�)�−و  (�)�و��� ا����م ا����� ، أي �� ا���ا��� ���   �� ا���ا��� ا����� ��� ا����م ا����� �� ا���ا��� :

  ا���ا��� ���ن : �� �� ��ه ا����� ���

�(�) = �(�) + �(�)  ,                    (5.2) 

  إذا ��ن : (2.2)و  (1.2)���� -����� ����� �� ��ا��� ������� و���ل أ�

lim
�→��

‖�(�)‖ = lim
�→��

‖�(�) + �(�)‖ = 0  .                (6.2) 

  ا���ا��� ا���ا��   3.2.

  ا���ا��� ا���ا�� ا������ة   1.3.1.

  ���� :   ����ل أ�� ����� ��ا��� ��ا�� �����ة  إذا و�� ��د ���� ����� 

lim
�→��

‖�(�) − �(� − � )‖ = 0  .                 (7.2) 

  ا���ا��� ا���ا�� ا�������    2.3.2.

  ���� :   ����ل أ�� ����� ��ا��� ��ا�� �����ة  إذا و�� ��د ���� ����� 

lim
�→��

‖�(�) − �(� + � )‖ = 0  .                    (8.2) 

  ا���ا��� ا��������   4.2.

 ا������ ��ا�� ����� ���� ��� (�)������م ا�����  (�)�� ����� �� �إذا ��� ��ا�� إ��������ل أ�� ����� 

  ، أي :  (�)������م ا�����  (�)��

∀� = 1; ������ ; ∃�� ≠ 0 ; lim
�→��

|��(�) − ����(�)|= 0 .               (9.2) 

  ������2  

  : ���� ��∀� = 1; ������ ; �� =   ���� ا���ا��� ���� � 1

  : ���� ��∀� = 1; ������ ; �� =  ���� ا���ا��� ����� � 1−
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  :  FSHPا���ا���   5.2.

Full state hybrid projective synchronization   

������ت �ا�� �� ��ج ��� �� (�)������م ا�����  (�)�� ����� �� �إذا ��� ��FSHPا��� أ�� �����  ���ل

  ، أي : (�)����م ا����� ا�

∀� = 1; ������ ; ∃��,� ∈ ℝ ; lim
�→��

���(�) −���,���(�)

�

���

�= 0  ,                 (10.2) 

 ������3   

  �� ����� ����ا��� ا�������� � FSHPا���ا��� 

  ا���ا��� ا������   6.2.

  ����� ا����م ا����� وا����م ا� ا����ف ���ي ������ ا���ا��� ا����� �� ����� ����ا���ت ا������ 

  ���� ا����� :-���� ����� ا������� ����

�
�̇(�) = ���(�)� ,

�̇(�) = ���(�)� + � ,
                  (11.2) 

: ��� �(�) ∈ ℝ�  ،�(�) ∈ ℝ�  ، ات ا����� �����م ا����� وا����م ا����� ��� ا����������� ��� ∶ ℝ� →

ℝ�  ،    � ∶ ℝ� → ℝ� ،� =   ���� �و���  �����(��)

  و دا�� :  �����  و���إذا و��Φ ∶ ℝ� → ℝ�  : ���  

lim
�→��

��(�) − Φ�X(�)�� = 0 ,                (12.2) 

  � �������Φ ا���م ������� ���ا��  �ن���� ���ا��-���� �����ل أن ا�����
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  : Q-Sا���ا���   7.2.

   إذا و��� إذا :  ��� ا����   (11.2) ����-�����م ���� Q-Sأ�� ����� ��ا���  ���ل

�ودا���ن :  � ����  و���و��  ∶ ℝ� → ℝ�  وS ∶ ℝ� → ℝ�  : ����  

lim
�→��

���Y(�)� − ��X(�)�� = 0 ,                 (13.2) 

 ������4  

  �� ����� ����ا��� ا������ � ��Q-Sا��� 

  ق ا���ا�����  3.

��� ا�  1.3.   ���� ا���� ���

  ���� :-���� ا������ ����

�
�̇(�) = ���(�)� ,

�̇(�) = ���(�)� + �  ,
                   (14.2) 

  ��� ا���ا��� �� : 

�(�) = �(�) − �(�)  ,                   (15.2) 

  ا���� ���� ������م ا��������� ا����� :

�̇(�) = ���(�)� − ���(�)� + �  ,                     (16.2) 

�(�)���إذا ا������ �����  −   �� ا���� :  �(�)���

���(�)� − ���(�)� = ��(�) + ���(�),�(�)�  ,                 (17.2) 

  ���� ���ن ����� :

�̇ = �� + �(�,�) + �  ,               (18.2) 
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  � دا�� ��� ���� �، ������ �����  ���� : 

 ا�����  و���� ���� : �������   

� = � − �(�,�) ,                 (19.2) 

  ���� ا���� ا����ف �� : ��� ا� ���� : 

� = −��  ,                      (20.2) 

  ������ ���� � � و

���   ��� ا����م ا��������� ا����� :  (18.2)��  (19.2) ���

�̇ = (� − �)� ,                        (21.2) 

  و�� ���م د������� ���  �

�� ا������ :إذن :    ����� ����� ا���ا��� إ�� ����� إ����ار ���م د������� ، ����� ����� ا����

.1.1.3   �� ���  

  :���ا���ن ���� ��� ����ن ا����� ا����ف ��   (14.2)���� -ا������ ����

� = � − �(�,�) , 

����� ���ن ا���ء ا������ ����� ا��ا��� ��������  �إذا و��� إذا و��ت ������   − � � ����� ���� 

  

  

.2.3   ��� �� Backstepping   

  ���� �����ن �� :-����� أن ا������ ����

�

��̇ = ��(��,��) ,               

��̇ = ��(��,��,��)  ,        
⋮

��̇ = ��(��,��,…,��)   ,

                               (22.2) 
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  و 

�

��̇ = ��(��,��) ,                      

��̇ = ��(��,��,��)  ,               
⋮

��̇ = ��(��,��,…,��) + �  ,

                          (23.2) 

�)   ��، دا�� ����  ����� :  =   � ���� ����لو���  �، دوال ��� ����  (�,…,2,3

  ا���ا��� ���ف ������م ا��������� :��� 

�

��̇ = �� − �� ,
��̇ = �� − �� ,

⋮
��̇ = �� − �� ,

                                                 (24.2) 

  أي : 

�

��̇ = ��(��,��) ,                      

��̇ = ��(��,��,��) ,                
⋮

��̇ = ��(��,��,…,��) + � ,

                       (25.2) 

  دا�� ���� � ����� : 

 �� أ�� ذ�� ���� ا����م ا��������� إ�� أ���� ، ����رب ��� ا����  ������  �إ���د ����  : ا���ف ��

: �����  

��; (��,��); (��,��,��);… ; (��,��,…,��) ,                    (26.2) 

  �������ف :و�� أ�� �� ���م ���� ���ف دا�� 

�����,��,���   

  � �ا����� ا��ا��� �����م ا����� ا��ي ر����  ������ن ا����� ،  ���� ر��� ا����م ،  ���� 

  ���� ���ن :  ��و  ������ر 

��̇ < 0  .                        (27.2) 
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��� ا���� ا������ :   3.3. ��  

  ���� :-���� ا������ ����

�̇(�) = ��(�) + ���(�)�  ,                 (28.2) 

  و 

�̇(�) = ��(�) + ���(�)� + � ,               (29.2) 

  دا�� ��� ���� � �، ������ �����  ���� : 

  ا���� ���ف ������م ا��������� :

�̇ = �� + �(�,�) + � ,            (30.2) 

 : ���  

�(�,�) = �(�) − �(�) ,            (31.2) 

��� ا���������د ���    ��� ��� : ����� ا���� ، ����ر دا�� ���� ����أ ��

� = �� − �(�,�)                (32.2) 

  ����� ������ � (�,�)���ع ���� ���� ������ ���� ���ن ا�������  � ،  ���� ا�����ا� و�����  ���� : 

 : ����� ���  

�̇ = �� + �� .                      (33.2) 

���� إ�� ����� إ����ار ا���  �إذن : ����� ا���ا��� �� ��� =   ������ر ����� ����� � (33.2)�����م  0

  ف ��� ا������ق���� : ��  

�(�) = �� =�����

�

���

  ,                         (34.2) 

  ���ع ���� ����ب إ���ده � ���� : 
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  ا����م ��� أن ���� : 

.  �(�) = (�)̇�    و     0 = 0                       (35.2) 

 : �����  

�̇(�) = �(�� + ��) ,                             (36.2) 

  و��� ��� :

� = −(��)����� ,                                (37.2) 

������ ���ن :  �����ر  ≠   ����دة � ��(��)و  0

�� �� ا����م ا���������    ��� : (33.2)إذن ������

�̇ = [� − �(��)���]�� ,                    (38.2) 

���� ���ن ا���ء ا������ ����� ا��ا��� ��������  ���� ا���� ، ��� ا����ر  ��� أ�� ���ن ���رب 

[� − �(��)���]� � ����� ����  

  : �� ���� ا���ا�� ا����� ������ ا������ ��� ��  

�̇ = −� × ���(�) − ��  ,                      (39.2) 

  ��ا�� ����� �  �و �  ، �� دا�� ا����رة  (.)���  ��� :

  إذن ��� :

� = −(��)��[�(�� + �)� + � × ���(�)]                (40.2) 

�� ا������ :   ����� ا����
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.1.3.3  �� ���  

 ���ا���ن ���� ��� ��� ����ن ا����� :  (29.2)و  (28.2)���� -ا������ ����

� = �� − �(�,�) ,           

 � ��ا�� �����  �و �  ، ، ����� ������  (�,�)،  (40.2)���ف ��������  � ��� :
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���د��ت  ��ا��� أ����   3ا���� 

-����� ������� ����� �� ا���� 

 ����را
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  و�� ا������   1.

  ���� ا����� :-���� ا������ : ����

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ���

��
(�,�)= � ���∆��

�

���

+ � �����

�

���

+ ��(��,��) ,

���

��
(�,�) = � ���∆��

�

���

+ � �����

�

���

+ ��(��,��)  ,

                   (1.3) 

  و 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧���

��
(�,�)= � ���∆��

�

���

+ � �����

�

���

+ ��(��,��)+ �� ,

���

��
(�,�)= � ���∆��

�

���

+ � �����

�

���

+ ��(��,��)+ �� ,

               (2.3) 

: ��� ���(�,�),��(�,�)�
�

 ; ���(�,�),��(�,�)�
�

ا����� وا����م ا����� ���  �����ات ا����� �����م��   

�  ا������ ،  ∈ Ω  ���Ω  �� ودة��� �����ℝ�  �������Ω ��� ���، ����� ∈ ℝ�   ا�� ا������ر��،  

� = �����
�×�

 ا���اد إ���د�� �دوال ا�����  ��و  ��، دوال ��� ���� �����ة  ��و  �� ،  ������ �����

  و��� ��وط ���� ������� ������ن :

���

��
=

���

��
=

���

��
=

���

��
= 0  ; ∀� ∈ �Ω                    (3.3) 

  � �����Ω ا����ة ا���ر�� ��  ���� 

  ��� �� ف �� :ا���� ا���ا��� ا����� �� ا���ا������  

�� = �� − ��  ; � = 1,2                 (4.3) 

  ��ول ��� ا���� �

  ���ض أن :

���; ��� ≥ ���  و  0 = −���         (5.3) 
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 ا����م ا��������� ������ء � : ���  

���

��
=

���

��
= 0; ∀� ∈ �Ω                  (6.3) 

  � ������ء ا����م ا������������رس ا����ار  (2.3)و  (1.3)���� -�� أ�� ����� ا���ا��� ا����� ������� ����

  ا���ا��� ��وال ���� ��� ���� :  2.

  ��� :  �������� �����  (4.3)������ق ���� ا����د�� 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧���

��
(�,�) = � ���∆��

�

���

+ � �����

�

���

+ ��(��,��)− ��(��,��)+ �� ,

���

��
(�,�)= � ���∆��

�

���

+ � �����

�

���

+ ��(��,��)− ��(��,��)+ �� ,

               (7.3) 

  إذن :

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧���

��
(�,�) = � ���∆��

�

���

+ � ���� − ������

�

���

+ �� + �� ,

���

��
(�,�)= � ���∆��

�

���

+ � ���� − ������

�

���

+ �� + �� ,

                        (8.3) 

 : ���  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧�� = ��(��,��)− ��(��,��)+ � �����

�

���

 ,

�� = ��(��,��)− ��(��,��)+ � �����

�

���

 ,

                                        (9.3) 

�  و = �����
�×�

 ����� ������� ���� ������ �  

 : ا������ ��  ����� ا����
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 �� ���.1.3 

������� ��� ا�������  �إذا ����  − ���� ا����ف �� -������ ����� � ����� ��ا��� ��������� ����� ، ��� �

  ا����� ا����� :  (1.3)و  (1.3)

�
�� = −��  ,
�� = −��  .

                               (10.3) 

  

  

  ا�����ت :

 ���� �� ����U�  وU�  (8.3)�� ا����د�� : ���  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧∂e�

∂t
(t,x)= � d��∆e�

�

���

+ � �a�� − c���e�

�

���

  ,

∂e�

∂t
(t,x) = � d��∆e�

�

���

+ � �a�� − c���e�

�

���

  ,

                          (11.3) 

  : ��فدا�� ��������ف 

V =
1

2
� e�e

�

 ,                     (12.3) 

  ������� ����� ���: ������Vق ا��ا�� 

��

��
= � ���

���

��
+ ��

���

��
�

�

 

      = � ��� �� ���∆��

�

���

+ � ���� − ������

�

���

� + �� �� ���∆��

�

���

+ � ���� − ������

�

���

��
�

    

      = � � ������∆���
�

�

���

+ � �����∆��
�

+ � �����∆��
�

+ � ��(� − �)�
�

 

  ���:�������ل ���� ���� 

   
��

��
= − � � ��������

�

�

�

���

+ � ������

���

��
+ �����

���

��
�

��

�� − � (��� + ���)������
�

+ � ��(� − �)�
�
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  ��� : (6.3)و ا������  (5.3)و�������ل ا���ض 

��

��
= − � � ��������

�

�

�

���

+ � ��(� − �)�
�

< 0  , 

���� �� e ا���ازن���� ��ف �������ار ��ن �إذن ��� ��� =   ���� ��� ا���� � ة�����  (11.3)�����م  0

  إذن : 

lim
�→��

e� = lim
�→��

e� = 0 ,                    (13.3) 

  ، و��� ���� أن ا������� ���ا���� ���� � (2.3)و  (1.3)�� أ�� أي ��ط ا���ا�� �������� 

  : ����� ����وال ا���ا��� �  3.

  �� ��ا ا���ء ���ض أن :

|��(��,��)− ��(��,��)| ≤ ��|�� − ��| + ��|�� − ��| 

(14.3) 

|��(��,��)− ��(��,��)| ≤ ��|�� − ��| + ��|�� − ��| 

  ��ا�� ����� � ��و  ��،  ��،  ����� : 

�� ا������ :   ����� ا����

�� ��� .2.3   

 ����� = �����
�×�

����� ���ن :   − � � ����� �����  

  ����ن ا����� :���  (2.3)و  (1.3)���� -������ ����� ����� ��ا��� ����

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧�� = − � �����

�

���

− ��� +
(�� + ��)�

4
� ��  ,

�� = − � �����

�

���

− (�� + 1)��  .

                     (15.3)    

  

  ا�����ت:

  ��� : (7.3)��  (19.3)���ض 
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧���

��
(�,�) = � ���∆��

�

���

+ � ���� − ������

�

���

+ ��(��,��)− ��(��,��)− ��� +
(�� + ��)�

4
� ��

���

��
(�,�) = � ���∆��

�

���

+ � ���� − ������

�

���

+ ��(��,��)− ��(��,��)− (�� + 1)��                    

       (16.3) 

  ��ف :دا�� �����و���� 

� =
1

2
� ���

�

                           (17.3) 

  ������� ����� ��� :  �������ق ا��ا�� 

��

��
= � ���

���

��
+ ��

���

��
�

�

        

        = � ��� �� ���∆��

�

���

+ � ���� − ������

�

���

+ ��(��,��)− ��(��,��)− ��� +
(�� + ��)�

4
� ���

�

+ �� �� ���∆��

�

���

+ � ���� − ������

�

���

+ ��(��,��)− ��(��,��)− (�� + 1)����                   

    = � � �����∆��
�

�

���

+ � � �����∆��
�

�

���

+ � ��� � ���� − ������

�

���

+ �� � ���� − ������

�

���

�
�

+ � �����(��,��)− ��(��,��)�
�

+ � �����(��,��)− ��(��,��)�
�

− � ��� +
(�� + ��)�

4
� ��

�

�

− � (�� + 1)��
�

�

    

    = � � �����∆��
�

�

���

+ � (�����∆�� + �����∆��)
�

+ � ��� � ���� − ������

�

���

+ �� � ���� − ������

�

���

�
�

+ � �����(��,��)− ��(��,��)�
�

+ � �����(��,��)− ��(��,��)�
�

− � ��� +
(�� + ��)�

4
� ��

�

�

− � (�� + 1)��
�

�

 

    ≤ � � �����∆��
�

�

���

+ � (�����∆�� + �����∆��)
�

+ � ��� � ���� − ������

�

���

+ �� � ���� − ������

�

���

�
�

+ � |��||��(��,��)− ��(��,��)|
�

+ � |��||��(��,��)− ��(��,��)|
�

− � ��� +
(�� + ��)�

4
� ��

�

�

− � (�� + 1)��
�

�
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  ��� :   (14.3) وا���ط �������ل ���� ����

��

��
≤ − � � ��������

�

�

�

���

+ � ��(� − �)�
�

+ � |��|(��|��| + ��|��|)
�

+ � |��|(��|��| + ��|��|)
�

− � ��� +
(�� + ��)�

4
� ��

�

�

− � (�� + 1)��
�

�

   

       ≤ − � � ��������
�

�

�

���

+ � ��(� − �)�
�

+ � �
(�� + ��)�

4
��

� + ��
� − (�� + ��)|����|�

�

  

        ≤ − � � ��������
�

�

�

���

+ � ��(� − �)�
�

− � �
�� + ��

2
|��| − |��|�

�

�

         

���� أن :  − �  ����� ���������  :  

��

��
< 0                                     

���� �� ����� ا���ازن  ��ف �������ار ��ن���� : ��� ��� =   �����م ����� ���ر��� ���� �  0

 أي : 

���
�→��

�� = ���
�→��

�� = 0                            (18.3) 

  و��� ���� أن ا������� ���ا���� ���� �

  : ��دي و�����ة �����  4.

  

-�������lengyel ا������ ����� �� ا��را�� ا������ ، �� أ�� ���ذج  ��د���� ��ا ا���ء ����ض �����ة 

epstein ������ ر �ا�-���� ���� �� أ�������  

  ���� ا����� :-���� ا������ ����

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ���

��
(�,�)=

����

���
+ 5� − �� −

4����

1 + ��
�

���

��
(�,�) = � ��

����

���
+ �� −

����

1 + ��
�

�

                    (19.3) 

  و 
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ���

��
(�,�)=

����

���
+ 5� − �� −

4����

1 + ��
�

+ ��

���

��
(�,�)= � ��

����

���
+ �� −

����

1 + ��
�

� + ��

                    (20.3) 

: ���� ∈ (0,�)  ،(�; �; �; �)= (9.7607; 2.7034; 13.03; دوال ا����� ا���اد  �(��,��)،  (1.75

  إ���د�� �

 و���� ا���ط ا�����ا�� �����م ا����� :

���(0,�),��(0,�)� = (� + 0.2 cos(5��),1 + �� + 0.6 cos(5��))      (21.3)  

  � 2و  ����1 �� ا������  ��و  ������� ا��� 
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  � ��ا������ ا������ ����  : 1 ا����

  � ��: ا������ ا������ ����  2 ا����
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  أ�� ���� = �� =  وا���ط ا�����ا�� : 0

���(0,�),��(0,�)� = (� + 0.2 cos(4��),1 + �� + 0.6 cos(4��))                 (22.3) 

  � 4و  3ا��� ���� �� ا������ 

  

   

  

  � ��: ا������ ا������ ���� 3 ا����
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 ��� أن : (2.3)و  (1.3)�� ا�������  (20.3)و  (19.3)����ر�� ا������� 

�����
�×�

= �
1 0
0 ��

� 

� = �����
�×�

= �
−1 0
� 0

� 

 ������ ������ن :������ أ��� ا���وط ا����� و

���

��
=

���

��
=

���

��
=

���

��
= 0  ;  � = 0; θ  �� � > 0                        (24.3) 

  ا����� ا��و�� : دوال ���� ��� ����   1.4.

� ا���ء ا����� ، و���� ا������� :������ع إ�� ا��وال ا������� ��  = �
0 0
� 2

�   

 : ���� − � = �
−1 0
0 −2

�   

�إذن :  − � � ����� ����� ������  

  � ��: ا������ ا������ ����  4 ا����
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: ����� ���  

⎩
⎨

⎧�� =
4����

1 + ��
�

−
4����

1 + ��
�

                                                        

�� = −�(�� − ��)− 2(�� − ��)+
�����

1 + ��
�

−
�����

1 + ��
�

               (25.3) 

��  إذن ���   ��ن ا������� ���ا���� ���� �  1.3.ا����

  ����� 6و  �����5 �� ا������  ��و  ��ا����ر ا����� �  

  

  

  

   ��: ا����ر ا����� ���� ا���ا��� ��� ا����� 5 ا����
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  ا����� ا������ : دوال ���� ���� :  2.4.

 : �����  

|��(��,��)− ��(��,��)| ≤ |�� − ��| + 4|�� − ��| 

(26.3) 

|��(��,��)− ��(��,��)| ≤ |�� − ��| + �|�� − ��| 

���� ��� :  �������ر ا�������  = �
0 0
� 1

�  

���� أن :  − � = �
−1 0
0 −1

�   

�إذن :  − � � ����� ����� ������  

  ���� ا����ر�� ������ : ��و  ��دوال ا����� 

  � ��: ا����ر ا����� ���� ا���ا��� ��� ا����� 6 ا����
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�
�� = −

29

4
(�� − ��)                                  

�� = −�(�� − ��)− (� + 2)(�� − ��)
                    (27.3) 

����� إذن ���    ��ن ا������� ���ا���� ���� � 2.3. ا����

  . 8و  ����7 �� ا������  ��و  ��ا����ر ا����� ����� 

  

  

  

  

  

  � ��: ا����ر ا����� ���� ا���ا��� ا�����  7 ا����
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  � ��: ا����ر ا����� ���� ا���ا��� ا�����   8 ا����
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    ����� ����  

  

�� ا���اح ���ذج �� ا����د��ت ��� ا����د��ت ا�������� ا������، ��ا�� �� درا ����� ��ه ا�����ة          

��� ������ �� ��ا��� ��ا ا���ع �� ا������ ا����ر �� ����� ا���م، �� إ���د -ا�������� ا������ �� ا���ع ����� ��

 �� ��� ���� ����� ��� وآ�� ��� ��� ������ ����� ا���ا��� ا�����ة �� ��ه ا�����ة ��� ��� ، و����� ��ه ا���

  �������ف �������ار �

ا����� ا���� أن ، ������ أن ����� ������  8و  7و  6و  ���5ر�� ا������ة ا���د�� ا������ �� ا�����ل �         

���� ا���� � ، ����� ���م ا����� ��� ا���� إزا�� ا����رات � أ��ا�� ���� أ��ع �� ���� ��� ا������رك ا���

أ���  ������ �� ���� ا������ ��� ��� �ا���ن ���� ،  ا������ دوالوا��� �� ���� �� �����  ، ا������� ���م 

  �� ا�������� ا����� ا������

 دوال���� أن ����� ������ام  ������ ا����د��ت ا�������� ا������ ����أن ����� ا���ا��� ا� ����ا������         

����� أ��� ، ������ أن ��ى ������ أن ����� ا��را�� ا��� �� ا����ل ����� �� ��ا ا����  ���� ���� ���� و��� 

  � �����-ا����ر أ���� ا����د��ت ا�������� ا������ �� ا����أن ���� إ�� أ��اع أ��ى ����ة ��  
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