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Abstract

In this thesis, we study the thermodynamic properties of one dimensional relativistic
oscillator for both bosonic and fermionic particles. These properties are obtained via two

approaches based on the Euler-Maclaurin formula and the method of the Zeta function.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié les propriétés thermodynamiques unidimension-
nelle pour les deux types d’oscillateurs bosoniques et fermioniques. Ces propriétés sont
obtenues via deux approches théoriques basant sur la formule d’Euler-Maclaurin et aussi

sur la méthode de la fonction Zeta.
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Introduction

L'oscillateur de Dirac était pour la premiére fois étudié par Ito et al [1]. Ils ont estimé une équation
de Dirac dans laquel le moment pest remplacé par p — imw~y 7, dont 7étant le vecteur de position, m la
masse de la particule, et wla fréquence de l'oscillateur. L'intéret pour le probléme a été revivé par Moshinsky
et Szczepaniak [2], qui leur donna le nom de l'oscillateur de Dirac(DO) parce que, dans la limite non-
relativiste, il devient un oscillateur harmonique avec un terme de couplage spin-orbite trés fort. Physiquement,
l'interaction du moment magnétique anormal avec un champ électrique linéaire.

L'oscillateur de Dirac a attiré beaucoup d’intéret a la fois parce qu’il constitue I'un des exemples rares
qui ont des solutions exactes, et aussi en raison de ses nombreuse applications en physiques. En mécanique
quantique relativiste, le (DO) a été étudiée a partir de nombreux points de vue, y compris : (i) les études
sur les propriétés de la covariance de I'équation de Dirac en présence de l'interaction de l'oscillateur de
Dirac, (ii) la détermination du spectre d’énergie et les fonctions d’onde correspondantes, (iii) I'étude des
propriétés algébrique du groupe de lis, (iv) la supersymétrie, (v) enfin I'invariance conforme. La relation
entre l'oscillateur de Dirac et 'optique quantique par le biais de son modéle bien connue par le nom du modele
Jayness-Cumming est bien mis en évidence dans les deux cas de I’éspace commutatif et noncommutatif [3-23]

Ainsi, notre contribution s’insére dans I’étude des propriétés thermodynamiques pour deux types d’oscillateurs
: les oscillateurs fermioniques (équation de Dirac) pour le cas des particules de spin-% et les oscilla-
teurs bosoniques (équation de Klein-Gordon et de DKP). En premier lieu, nous résoudrons les deux types
d’oscillateurs pour le cas d’une interaction de l'oscillateur de Dirac, ensuite nous calculons les propriétés
thermiques en utilisant deux approches théoriques.

Ce mémoire comporte trois chapitre composés de la facon suivantes : dans le premier, on fait un rappel
sur quelques généralités sur les équations relativistes bien connues tels que I’équation de Klein-Gordon pour
les particules scalaires et I'équation de DKP pour les particules vectorielles, et enfin 'équation de Dirac
(particules spinorielles). Le deuxi¢me chapitre est consacré aux solutions des oscillateurs de Klein-Gordon,
Kemmer et de Dirac a une dimension. Le troisiéme chapitre donne les résultats concernant les propriétés
thermiques des trois oscillateurs calculés par le biais de la fonction de partition Z et en utilisant deux
approches : la formule d’Euler-Maclaurin et la fonction Zeta. Enfin, nous terminons notre mémoire par une
conclusion.



Chapitre

Les équations relativistes : Rappel

Dans ce chapitre on fait un petit rappel sur les équations relativistes de particules
bosoniques et fermioniques, et précisement les trois équations fondamentales tels que
I’équation de Klein-Gordon (spin-0), de Dirac (spin-1/2) et enfin I'équation de Duffin-

Kemmer-Petiau (spin O et 1).

1.1 OLéquation de Klein-Gordon
L'équation de Shrodinger pour une fonction d'onde ¢ [24,25]
Hy = By, (1.1)

ou’ H est 'Hamiltonian d’une particule relativiste. En mécanique quantique, on peut établir I'équation de
Schrodinger en s’appuyant sur la régle de la correspondance suivante

0
P :—zhaxi. (1.3)

Le principe de correspondance appliqué a I'expression de Iénergie d’une particule massive non relativiste
P2
E=Y vz 1.4
2m A (1:4)

Conduit a I'équation de Schrodinger pour la fonction d’onde (%, t) noté maintenant

{—ZnVQ - V(a‘:‘)} Y(F,t) = ih%w(f, t), (1.5)
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dont V2 = A est le laplacien. Par la méme facon, en appliquant le principe de correspondance a I'éxpression
de Iénergie d’une particule relativiste libre, dont

E? = P + m?c*, (1.6)

Ce qui conduit a I’équation de Klein-Gordon

h* 2172 2 2
Elle est donnée aussi par
(O+ M)(&,t) =0, (1.8)
avec O = 9,0 = C%g—; — V2est le d’Alembertien, que l'on écrit aussi sous une forme covariante par
0 = g,,0"0", avec g, = diag(1,—1,—1,—1) est le tenseur fondamental de I'éspace Minkowiski [26]
et\ = €,
h

A partir de maintenant, nous adoptons des unités telles que i = ¢ = 1, si bien que nous écrivons (3.8)
sous la forme

(9uv0"0” + A*)9(F, ) = 0. (1.9)

On peut écrire aisément une équation de Klein-Gordon couplé au champ électromagnétique si on admet le
principe de couplage minimal, qui consiste & remplacer les dérivées 0, par une dérivé covariante (covariante
vis & vis des transformations de jauge) [24,27,28].

oH —— OF —ieA¥, (1.10)
dont
A = (p, A). (1.11)
Ainsi, nous avons
{9, (0 — ieA)*(0 — ieA)” + A*} (%) = 0. (1.12)

Le complexe conjugué de Iéquation (3.7) est

0? N
(W—AJFA?)w (z)=0 (1.13)
En multipliant I'équation (3.7) et I'équation (3.12) respectivement par ¢)*et ¢/ ,on obtient
1/ ,0° 0* . . .
» (w et ) = V2 — Ty, (1.14)
S5 (w S -t ) = V(4o — V). (1.15)

Ainsi, on définit 'équation de contunuité par la relation

" = 0. (1.16)

Ue8™ 522 -3 - G A e
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J#est donnée dont le quadricourant par

JH = (Jo,f) , (1.17)
avec ]0=p, ou
T = (04) — (90 ) (118)
A partir des deux équations (3.16) et (3.17), on a
JO
p=?=(1/)*30¢—¢30¢*)7 (1.19)
donnant la densité du courant
J =9 (V) = (V)" (1.20)
Enfin le tenseur énergie-impulsion T#”du champ Klein-Gordon est donnée par la relation
oL oL =
Tuziauw""i*&l/w_‘cg v 1.21
1% a(aud}) 3(%1/}) 1 ( )
avec L est la densité lagrangienne dont
Lia = 0 o'y — Np*ep. (1.22)

1.2 L'équation de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)

L’équation de Duffin-Kemmer-Petiau est une extension du formalisme covariant de Dirac, aux particules
scalaires de spin-0 et vectorielles de spin-1, et dans lequel on remplace les matricesy* par des matrices 3*
vérifiant une algebre plus compliquée connue sous le nom de I'algébre de Kemmer [8-11,16,29]

1.2.1 Léquation libre de DKP

L'équation relativiste libre de Duffin-Kemmer-Petiau pour d’une particule de masse m est
(106" — m)yY(X,t) =0, (1.23)

Ou p* (u =0,1,2,3) sont des matrices qui vérifient les relations suivantes

BU8 B+ BB 8" = " B + g B, (1.24)
dont gM¥est le tenseur métrique relatif A I'éspace temps de Minkowski ¢g** = diag(1l,—1,—1,—1). On
choisit une représentation pour les 3# dans laquelle 3%+ = — /3% et 3% = 30 et on écrit pour le spin-0

© 0 ; 0 ;
0 2x2  U2x3 i 2x2  P2ax3 :
= A ; 1 =1(1,2,3 1.25
5 ( O3x2 03x3)’ﬂ <PZT 03><3>’ (1,2,3) (1.25)
avec

0 1 10 0 0 -1 0 00 -1
0= = e = ) 1.26
(1 0)’” (0 00)’” (0 0 0)’” 00 0 (1.26)

Ue8™ 522 —4- G A e
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et pr represente la matrice transposée de p. Pour le cas de spin-1, les matrices 8* sont

0 0 0 0 0 0 e; 0
0r 0 I 0 - 0o o0 0 —18;
0 3x3 13x3 U3sxs 5 3x3  U3sx3s i .
= _ LBt = ,1=1(1,2,3 1.27
b (_)T I3x3 0O3x3 Oszxs P *_eT 03x3 0O3x3 0O3x3 ( ) (127)
07 03x3 Osx3 O3xs 07 —is; O3x3z Osxs
dont I3y 3 est la matrice unité et 0,e; sont données par
(_) = (Oa Oa 0)7 €1 = (1a 0, 0)7 €2 = (0, ]-7 0)3 €3 = (07 07 1) (128)
Les matrices s;sont les matrices standards non-relativistes du spin- 1
0 0 O 0 0 4 0 —i 0
Si=1 0 0 —i |,5= 0 0 0 |,S= i 0 0 |]. (1.29)
0 i« O - 0 0 0 0

1.2.2 Calcul du courant

Dans le cas de I'interaction avec un champ électromagnétique A*, I'équation (3.22) prend la forme
{ip* (0, +ieA,) —m} (2, t) = 0. (1.30)

Maintenant, conjugons I'équation (3.22)

0T B +myt = 0. (1.31)
Avec
P =t {2(B0)2*1}, (1.32)
d’ou’
pB° =yt B, (133)
dont ) étant 'adjoint de 1) qui vérifié 'équation adjointe suivante
i(Op — ieAu) B + map = 0. (1.34)
Sachons que
Ppr B0 =yt prt o, (1.35)
on tire I'’équation de continuité
o J" =0, (1.36)
avec J¥s’ecrit
JH=(J° J*), k= (1,2,3) (1.37)
et
JH = e, (1.38)
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ou
J* = gk, (1.39)
donc la densité de probabilité est donnée par
JO = %, (1.40)
Calculons, le tenseur énergie-impulsion THY, L'expression de ce tenseur est donnée par
oL oL -
T = —— 0" + ——=0"¢Y — "L, (1.41)

9(914) A(9m4p)

avec L est la densité lagrangienne qui est défini par

1 - - —
L= —25(0u¢ﬁ“¢ — YpHrOLY) + mapyp. (1.42)
Cette relation est utilisée dans le calcul T#”pour obtenir
o — L {Wﬂ”%w - (ﬁ@“zﬁr) 5”¢} : (1.43)
2 ) )
Ou ST
avec x":(xo,xl,x2,x3). Nous obtenons a partir des équations (3.22) et (3.23)
Pt Y B = ¢t Y e Moy = Yt (8B4 + B BHBY — 6 B)Ox, (1.45)
posons que
0" = imc® {pT (B BY + BB ) — * T} (1.46)
Alors
THY —  he 0 + A QR vV QWA oHv 1.47
— il (BABBY — BB )+ 6, (147)
avec P
B 0. (1.48)

Maintenant,passons a I’équation de Dirac pour les fermions .

b 4 . .
1.3 L'‘équation de Dirac
Selon I'idée de Dirac,essayons de trouver une racine carrée p2+m2:-A + m?2 en utilisant une représen-

Hi = (1@*.6 + Vom) Y= i%—qf (1.49)

tation matricielle

Ou v et m son respectivement la fonction d’onde et la masse de la particule relativiste, et o et 4° sont des
matrices Hermitiennes, de telle facon que 'opérateur H défini par le membre de droite soit lui méme Hermi-
tien.On demande aussi que I'équation (2.49) soit compatible avec I’équation (3.7), chaque composante de

Ue8™ 522 -6~ G A e
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1) satisfaisant cette équation. Si les matrices satisfont les relations d’anticommutation Dans la représentation
de Dirac, ces matrices prennent la forme suivante

{ai, 05} = o + oy = 0,
{i7°} = ain® + 7% = 0, Si(i # j) (1.50)
of =) =1

_ 0 ag; L0 _ 1 0 .
az—(ai 0 ),7 _<O 1 ),Z—(1,2,3). (1.51)

On calcul
0 - 82¢ 02, 2 2
(=i0iV +~°m) Zaz > {aioy} a ax - mZ{am (fy )" m? = (—A+m?)p.
’ i#]
(1.5 2)
Les fonctions d’ondes sont alors des spineurs de rang 4 de la forme suivante
¢(£’t) = (¢17w27w3aw4)T- (153)
Mettons Iéquation de Dirac(2.49) sous une forme covariante en introduisant ce qui suive
7" = 0, (1.54)
v = -1 =", (155)
A partir de ’équation(2.50), on aboutit a
{1°,7°} =2(1°)® = 2 X Lysa. (1.56)
; 2
{7} = (7°)" s + 71y’ = 0. (1.57)
{v':7*} = Y air’ar + Yy’ = —cion — e = 253, (1.58)
Qui satisfont donc
{77} = 29", (1.59)

avec g"”=diag(1,-1,-1,-1) est le tenseur métrique. Noter, ici, que puisque les matrice a’ ety" sont hermi-
tiennes et anticommutent, la matrice ° est hermitienne mais les 4,7 = (1,2, 3) sont antihermitiennes. Il
sera utile d’utiliser aussi les matrices v avec des indices covariants

Y = 9w = (Y0,71,72,78) = (%, =1, =%, %), (1.60)
ainsi que la notation slash de Feymman
d = aly,, (1.61)
L’équation de Diraca pu écrire de cette facon
(iv*0, —m)y =0 = (i — m)y = 0. (1.62)
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et on se référe a I'opérateur différentiel (iﬁ-m) comme l'opérateur de Dirac. On vérifie que
(i# —m) (i +m) = (F+m) (i —m) = (O+m?). (1.63)
Le conjugué du spineur de Dirac est défini par
Y = pta0. (1.64)
avec lequel la densité de probabilité et son courant deviennent le quadricourant
3 = (p:3) = @y, gray) = ¥ (LA = ¢ (1°,7° @)y = P (2%, V). (1.65)

tels que

J¥ = yyra. (1.66)
La multiplication de la charge de la particule aboutira a la densité du courant électromagnétique.On peut
conclure que la forme de ’équation de Dirac ne peut étre appliqué que pour les particules libre.

Nous allons essayer d’incorporer l'interaction électromagnétique. La relation entre I’énergie et 'implusion
d’une particule libre classique est donnée par

% =p?+m?, (1.67)
Avec
() (1.68)
Elle se généralise & une particule de charge e qui existe dans un champ électromagnétique dérivant du
quadripotentiel
AY = (p,A), (1.69)
En opérant la substitution suivante
p’ — p¥ —eA”, (1.70)

avec pest I'implusion généralisée,E I'énergie totale, qui se distingue de I'implusion ordinaire p’ par 'addition
du terme -eA. Le passage a la mécanique quantique se fait en remplacant la substitution(2.70) par

Py —> 10y, soit, p —> 0, — eA,, (L.71)

Nous incorporons donc l'interaction électromagnétique dans I'équation de Dirac(2.62) en faisant la substi-
tution
10, — 10, — eA,, (1.72)

ce qui donne

{7"(i0, — eA,) —m}y =0. (1.73)

Multiplions I'équation de Diraca gauche par ~°

.0 ifs
(Zat —edo +7%7'(i0; — ed) — 70m> ¥ =0, (1.74)
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ou
0
iaw = (—;0; +"m)y + (eAo — ey’ Ay, (1.75)

dont
Hy = —o;0; + ’}/Om (1.76)

Cette derniére équation ressemble & une équation de Schrodinger, méme si la fonction d’onde est spinorielle.
Il se manifeste que notre formalisme du calcul de perturbation s’applique,avec un Hamiltonien non perturbé
Hp, dont les ondes planes données par la formule(2.76) sont des fonctions propres, et la perturbation

V(#,t) = edg + e’y A; = ey’ A, (7, t). (1.77)

Pour illustration, nous écrivons ce potentiel de maniére explicite dans la représentation standard

B Ay A
V(gc,t):e<mT " ) (1.78)

Dans le cas particulier ou A” = (i, 0), le potentiel se réduit au potentiel électrique multiplié par la charge
e de la particule, et par la matrice unité

V(Z,t) = ep(T,1), (1.79)

Enfin, calculons le tenseur énergie d’impulsion T#”de Dirac. La densité lagrangienne est donnée par

L(, 03 98, 9) = iy Bup — mapep. (1.80)
Ainsi, le tenseur T#"sera alors
oL oL =
T = ——— 0, + ————0, % — 0,,L, 1.81
50,0) "+ 8@ Y (181)
ou
Ty = ich(Py y,0 — 8, 0Y¥0p0) + 8moc®ib. (1.82)




Chapitre

Les solutions exactes des oscillateurs
relativistes

Dans ce chapitre, nous allons solutionner les trois oscillateurs de Klein-Gordon et DKP
pour les particules bosoniques, et 'oscillateur de Dirac pour les particules fermioniques,

en présence de l'interaction de l'oscillateurs de Dirac & une dimension.

2.1 Loscillateur de Klein-Gordon

L'oscillateur de Klein-Gordon unidimensionnelle est donné par [9, 14]

(ng _ B omid m2€4> Yra =0. (2.1)

2
En présence de l'interaction de loscillateur de Dirac, il devient
{¢* (Py + imwz) (P, — imwz) — E> + m*c*} Yxg =0, (2.2)
ou w est la fréquence et m est la masse de la particule. Ici on a utilisé la substitution suivante
P, — P, + imwzx. (2:3)
En remplacant le terme (P, + imwz) (P, — imwzx) dont
(Py + imwz) (Py — imwz) = P? + m?w?2? — imw [Py, 2], (2.4)
dans 'équation (3.2), on obtient le résultat suivant

{02 (P:EQ + m2w2x2) } VYrKGg = (E2 —m2t + mwhc2) VKG- (2:5)

10
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La divison par 2mc? ,donne

P 14, =
o T e Yxe = EYka, (26)
avec ) -
_ E‘—m*c fw
F=————+ —. 2.
2mc? + 2 (27)

L'équation (3.6) est une équation unidimensionnelle d’un oscillateur harmonique. Ainsi, on peut écrire

_ E? — m2c* + hwmc? 1
En = 2mc2 :M(n+§)an:0’1727"' (2:8)

alors le spectre d’énergie aura la forme suivante

E, = +mc*V1 + 2rn, (2.9)

dont r = rZ‘; est le paramétre donnant la limite non relativiste.

La fonction d’onde est donnée par

Vra(e) = \/% (%)7 H (\/?Q exp (—a?) (2.10)

ou les fonctions H ( %x) sont les fonction de Hermite.

2.2 Loscillateur de Kemmer (DKP)

L'équation de Duffin-Kemmer-Petiau libre unidimensionnelle s’écrit par
(B°E = ¢B' P, — mc*) ¢pkp =0, (2.11)

avec 1) est la fonction d’onde du boson, m la masse de la particule, et 3 sont des matrices qui satisfont aux
relations de commutations suivante

BB 5N+ BBV B = g B + g, (212)

ou g = diag(l,—1,—1,—1) est le tenseur métrique de I'éspace de Minkowski. Notons qu’il ya 126
élements linéaires indépendants pour cette algébre. Le rang des matrices s’avére 16 et la représentation
correspondante peut étre décomposée en trois représentations irréductibles, avec les dimension 1,5, et 10.
La représentation unidimensionnelle est insignifiante, par contre les deux dimensions cinq et dix représentent
les particules scalaires de spin S' = 0 et les particules vectoriel de spin S = 1. Les matrices 3 sont des matrices
5x5 pour le cas de S = 0, et 10x10 pour l'autre cas [13, 14,16, 17,30]

2.2.1 Casduspin S =1

En présence du potentiel unidimensionnel d’oscillateur de Dirac, U'opérateur P, dans I’équation libre de
DKP est remplacé par le P, — imwn’z avec 770=2(ﬂ0)2 —1let (770)2=110><10,, dont I1gx10 est la matrice

unitaire.
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Dans ce cas, 'équation de DKP en présence de l'interaction d’oscillateur de Dirac est
[BOE — cf? (P,; - imwnox) - ch] Yprgp =0 (2.13)

ou les matrices [ peuvent étre choisir comme suit

P3x3  B3xz —Izxz O P3x3  P3xz  Paxz ik
0 B3x3  ¢P3x3  Paxz Of k P3x3  Paxz Sk O
= N e M 2.14
g —I§x3 <Z53_x3 ¢3_x3 of g P33 —Sllaxg ¢3_x3 0f (2.14)
0 0 0 0 ik! 0 0 0
avec l=(1,2,3) les éléments des matrices 10x10 et
0 0 O 1 0 0
o=[0 00 |;1={0 10|, (2.15)
0 0 O 0 0 1
0 0 O 0 0 = 0 —2 0
St=100 —i |;8%=[ 0 0 0 |;8=|4¢ 0 0], (2.16)
0 0 — 0 0 0 0 O
k' = (1,0,0),k% = (0,1,0),k* = (0,0,1),0 = (0,0,0). (2.17)

Letat stationnaire 1) est une fonction d’onde a dix-composants de 'équation de DKP, écrite sous la forme

w(‘r) = (¢17¢27¢37¢4a1/}5a7/16a w'?a ¢87¢97¢10)T' (218)

En remplacant I'équation (3.17) dans I'équation(3.12), nous obtenons les équations algébriques suivantes

—mc*hy — By — ¢(Py + imwz)hio = 0, (2.19)
—mc*hy — Eypg =0, (2.20)
—mc*ps — Erpg = 0, (2.21)
—mc?iPs + ¢(Py — imwz)hg = 0, (2.22)
Vs =0, (2.23)
—mc?g — (P — imwz)g = 0, (2.24)
—mc*pr — By =0, (2.25)
—mc?ips — Bty — ¢( Py + imwz)is = 0, (2.26)
—mc*thg — g + c( Py + imwa)s = 0, (2.27)
—mcihro — ¢(Py — imwz)ihy = 0. (2.28)
A partir de ces équations, nous obtenons les résultats suivants
Yy =0, = —%%Mﬁ? = —%wh% = —W%, (2:29)
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P, —imwx 1MWT
o = gwl, gy = Lo —imen) (2.30)
me
{® (P, + imwz) (Py — imwz) + (E? —m?*c*) } ¢ =0, (2.31)
avec
% = (1,98, %0)" - (2.32)
En employant la relation bien connue
[Py, x] = ih, (2.33)
Iévaluation du terme (P, + imwz) (P, — imwz) donne
(P, + imwz) (P, — imwz) = P? + m?w?z? — mwh. (2.34)

Notons ici que les composants 1 (), ¥s(x), et 1hg(x)suivent la méme équation différntielle. Ainsi, nous
choisisons de résoudre cette équation 1 () et les autres composants, c’est a dire, 1)g(x) et 1)g(x) prennent
une forme semblable a celle du composant 1 ().

Ainsi, 'équation d’onde de 11 (x) vérifie

{c® (P2 + m*w?z® — mwh) + (E* — m*c*) } ¢ (z) = 0. (2.35)

L'équation(2.35) peut étre reformulés sous une autre forme comme suit

9% miw? mw  E?—m2ct

En utilisant les abréviations suivantes

mw o mw  E? —m2ct
A== (-, (237)
nous pouvons reécrire 'équation différentielle par
0 2 2,2
L'équation (2.38) est identifiée comme équation de la différentiation de Weber.
Maintenant, en introduisant une nouvelle variable y=)\x2 , on trouve
8% 10 1
it Tz =0. 2.39
Yoyr Taay T 2 )Y (2:39)
Nous essayons d’écrire
Yy
Pi(x) = e 20(y), (2.40)
nous obtenons alors
oY dp 1 y 821/J %y Jp 1 y
—_— = — — = BN —_—— = — N 2.41
oy {ay 2<p(y)} o = |9 By 1P| e (2.41)
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que l'on peut écrire par

T2 4 (-0 2 (2 - Det) o, (242)
ou k2
- (2.43)

La solution de 'équation (2.42) est [24, 25,31, 32]

1 1 13
wly) = AiFi(aigsy) + BYY Fi(e+5i 559), (2:44)

a=_(’; - i) (2.45)

et 1F71 (a;c;y) est la fonction hypergéométrique confluente.

avec

Aprés un simple compensation, on arrive a

Az 2

_2z 1 _az? 13
1 (z) = Aey 2 Fl(a;i;Ax2)+Be 5 VAz1Fi(a+ 5;5;)\:62), (2.46)

ou A et B sont des facteurs de Normalisation. Les solutions d’équation (2.46) selon le paramétre (a) peuvent
étre découplés en deux cas possible.

« Pour a = —n et B = 0, les solutions sont

E, = £v/mc* + dnmc?hw, (2.47)

_ 222 1
Y1) = Nney * Fi(n 5 Az?). (2.48)
« Pour a + % = —n et A =0, les solutions sont
E, = +v/mc* + (4n + 2)hwme?, (2.49)

Ax?

Y1(x) = Nye™ 2

ﬁxlFl(—n; %;)\xz). (2.50)

2.2.2 Casduspin S =0

L'oscillateur de DKP pour une particule de spin S = 0 est défini par
{BOE — ¢t (Px - imwnom) — ch} d(z) =0, (2.51)

oun® =2(p%2 -1, et (770)2 = I5xs5, avec

(2.52)

o O O O
O O O O O
O O O O o
O O O O O
o O O O
=)
—
I
O O O O O
o O O O
O O O O O
O O O O o
O O O = O

.
~.
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1 0 0 0 0 00 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 0 0 0 4

=28 2-1=]0 0 -1 0 0 |[,8°=]0 0 00 0|, (2.53)
0 0 0 -1 0 0 0 000
0 0 0 0 1 0 — 0 0 0

L’état stationnaire ® est une fonction d’'onde de cing composants de I'’équation de DKP, qui peut étre écrire
comme

@(x) = (¢laq)23q)3aq)4aq)5)T . (254)

Aprés un calcul direct, nous obtenons

—mc*®y — iE®5 =0, (2.55)
—mc2®y — ic (P, + imwz) 5 = 0, (2.56)
—mc*®3 =0, (2.57)
—mc*®y =0, (2.58)
iE®) —ic (P, — imwz) Py — mc?®5 = 0. (2.59)
A partir de ces équations, on obtient les résultats suivants:
5 (P, +i
&=L g 0= —i (B Fimwz) o (2.60)
me me
®3=0,24 =0. (2.61)
Un calcul direct donne
82  m2w? mw  E? +m2ct
Posons que
5  miw?
A= PhR (2.63)
o MW E? + m2c
X TR R (2.64)
on peut réecrire I'équation différentiel par
0%®5(2) 2 _ 42,2
W + (X — Nz )(135(17) =0. (2.65)
De la méme facon que comme dans le cas du spin .S = 1, nous obtenons les solutions de ’équation (2.65)
comme suit
_2z? 1., 222 13 5
O5(x) = Ce; 2 Fi(b; 5;)@ )+ De™ 5 Vz Fy (b + 3 5;)@ ), (2.66)
ou

e (f\ _ i) . (2.67)

Les solutions d’équation (2.66) selon le parametre b peuvent étre d’écouplés en deux cas comme suit
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e« Pour b= —net D =0 donc

E, = £v/mc* + dnmc?hw, (2.68)

b5(x) = Nnel_%Fl(—n; %; Az?). (2.69)
+ Pour b+ % = —n et C' = 0 on obtient les solutions suivates
E, = £/mc* + (4n + 2)hwme?, (2.70)
O5(x) = Nne*%ﬁ2 VI, Fy(—n; ;; Az?). (2.71)
Passons maintenant, & l'oscillateur de Dirac pour les particules de spin S = % (le cas des oscillateurs

fermioniques).

2.3 L'oscillateur de Dirac
Loscillateur de Dirac unidimensionnelle est [5—7, 18,19, 33]
{c.az. (P;v — imwvo.a:) + VOmCQ} Yp = EvYp, (2.72)

ou m est la masse de la particule et w est la fréquence. Via les matrices de Pauli

0 1 1 0
amam(l O),VOUZ(O 1), (2.73)

et la definition de la fonction d’onde ¥p
Yo = (Y1,42)" (2.74)
L’Hamiltonian de Dirac est alors donné par
Hp = {c.ozm. (Pm - imw’yo.x) + ’yomc2} . (2.75)
ou dans sa forme matricielle par

mc2 ¢ (P, + imwx) )

Hp = ( ¢ (Py — imwx) —mc2 (2.76)

En insérant les équations(2.76)et(2.74) dans Iéquation de Dirac, on aura

( C(Pznjc;mm) c(PI_;iwa) ) ( :ﬁ; ) - E( Z; ) (2.77)

A partir de cette équation, on trouve le systéme d’équation suivant

mcy + ¢ (Py + imwz) s = Ey, (2.78)
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¢ (P, — tmwzx) 1 — mciy = Eo, (2.79)

On trouve alors ‘
¢ (P, — tmwx)

ba(2) = —F i Y1 (), (2.80)
Un calcul direct donne
? (Pf + (mwx)2> P = (E2 —m2ct + mwhcz) 1, (2.81)
o P21 o, E? —m?ct 1 -
(5 + gmets®) o = (T + 1) a = B, (242)

Cest ’équation différentielle d’un oscillateur harmonique unidimensionnelle avec

FE =

(2.83)

_ E? — m?c* + hwmc?
2mc? '

De la méme maniére dans le cas des particules bosonique, nous obtenons les solutions suivantes

E, = £mc*V1+ 2rn, (2.84)

dont i = mh“CJz est le parameétre qui permet 'accé a la limite non relativiste.

La fonction d’onde est donnée par

1 mw\ i mw mw o
@) = o () HY e (< 55e) (2:89)
ou
1 1 mw\ 1 mw mw o
Yp(z) = ( c(%;:nnzt;z) > X (E) Hy|==wexp (fﬁx ) (2.86)
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Chapitre

Les propriétés thermodynamiques des
oscillateurs relativistes

La détermination des propriétés thermodynamiques des oscillateurs bosoniques et fermion-
iques se fait par la détermination de la fonction de partition. Dans notre cas nous suggérons

deux méthodes théoriques permutant de calculer cette fonction.

3.1 Les propriétés thermodynamiques des oscillateurs fer-

mioniques et bosoniques

3.1.1 Lapproche d’Euler-Maclaurin

La fonction de partition Z est définie par [3, 11, 34]

Z=3 BB, (3.1)
n=0

ou f§ = kB%, avec kp est la constante de Boltezman et Ey = Fmc? est 'énergie correspondant de I’état
fondamental n = 0.
L'énergie de I” oscillateur relativiste pour les deux types des particules s’écrit sous la forme

E, = £mc*V1 + 2rn, (3-2)

hw
mc?

Par la substitution de I'équation (3.2) dans I’équation (3.1), on obtient

avec r = est le paramétre qui control la limite non relativiste.

7 — io: e—ﬁ( m2ct4+2rnme2— m2c4). (33)

n=0

18
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Mettons que

b=m2c* a = 2mc?r, (34)
alors I’équation(3.3), devient
oo
Z = eB‘/EZe_BVH“”. (3.5)
n=0

Maintenant, testons la convergence de la série de I'équation. (3.5) : le test d’intégral est le moyen efficace
pour ce genre d’étude. On transforme notre somme infinie en intégral, puis la convergence de notre intégral
implique la converge de notre série. Le passage de la somme en intégral est bien mis donné en utilisant la
formule de la transformation d’Euler Maclaurin.

Ainsi, si on pose que

f(z) = e7PVhHaz, (3.6)

dont f(z) est une fonction positive décroissante, alors l'intégral
o0 oo 2
/ f(z)dz = / e PVbtaz gy — ?efﬂﬁ(l + BVb). (3.7)
0 0 .

converge, et par suite la fonction de partition Z.
La formule d’Euler-Maclaurin définie comme suit

Zf / f(x Z % Bspf QP_l)(O) — Ry, (3:8)
p=1
dont

% B(1—2p) .
Ry, = /0 Tﬂ P)da, (3.9)

est le terme résidu tendant vers zéro pour certaine valeurs de p, Bo, sont les nombres de Bernoulli, et
=1 sont les dérivées d’ordre (2p — 2).
En se limitant a I'ordre p = 4, on trouve

Z f@) = 3000+ [ )= 552 D(0) = LBV~ 5 BafO0) - BafD(0), (3.10)

1
dont By = B4— 307B6:E7Bgz
Dans ce cas, cette somme devient

_1
30°

1 .4 1
Zf / P~ 25 FOO0) 425 1O (0) = 55 7O (0) - anan! | ©- (311)

D’évaluation des dérivées figurant dans la formule d’Euler-Maclaurin au point = 0 donne

F0) = ;\B[ gadd (3.12)

_36%3 B 3ﬂ2a3 B B3a3 6_6\/5
8(b):  8(b)*  8(b)3 ’

(3.13)
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_ 5 2.5 3.5 4.5 5.5
f(5)(0) _ { 105ﬂg B 1058 (i B 350 a7 B 85 a3 B B°a i e*ﬁ\/g, (3.14)
32(b)> 32(b) 32()z  32(0)*  32(b)2
f(7) (0) = [850552a7 B 314547 B 1398547 B 409533a” B 2633%a" B 103958a” B 62—3,6’5a7
128(0)5  128(b)7  128(k)F  128(b)=  4096(b)>  128(b)%F  (1024)2(b)%
(3.15)
A partir des équations (3.1 1), (3.12), (3.13) et (3.14), la fonction de partition devient
1 2 Ba 1 [(=3Ba® 3B%® B33 )
Z=-+-—(BVb+1)+ +< - - 3.16
2 aB? (8 ) 24vb 720 \ 8(b)s  8(b)2  8(b): (3.16)

1 (—1055a5 _ 458%°  35p%a°  29p%a®  pa° )
30240 \ 32(0)%  16(b)5  8(b)F 3206  32(b)3

1 85054%a”  3148%”  1398%a”  40958%a7  2638%" 10395837 838547
1209600 '

128(0)5  128(0)7  128(b)F  128(b)%  4096(b)°  128(0)F  (1024)2(b)%
Aprés un calcul direct, la forme finale de la fonction de partition prendra la forme suivante :
2

1
Zirr)mey Ly Ty 1 2 3.17
(mr =3+ttt 307 302 9073 (3.17)

1 1057° n 907 n 112075 n 2975 n r?
945 T e i i 75
1 1 472507 126007 21077 2177 7
0710395 (= — = |- = 2= = = D
P 3 4 5 -6 77
avec T = I:fcf est la température réduite.

Définissons maintenant 'approche basant sur la fonction Zeta.

3.1.2 Lapproche de la fonction Zeta

La définition de la fonction de partition est [12—1 5, 34—36]

Z=Y e, (3.18)
n
oupf = kE%T avec kp est la constante de Boltezman. L'énergie de l'oscillateur relativiste s’écrit sous la forme
suivante :
E, = +mcé®V/1+2rn. (3.19)
En remplacant cette dérniére dans la fonction de partition, on trouve
Z =Y e AmdViFim, (3.20)
n

En faisant les changements de variables suivants :

1 kgT
7:\/27“,0[:5,7:—7”62, (3.21)
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La fonction Z peut étre écrite comme suit

En posant que

donc

En utilisant la transformation de Mellin pour la fonction exponentielle

1
= = dsz™°I'(s),
i

alors .
—2Votn _ T\—s -5
En € = Tm./dS(T) En (n+a) 2,

ou

z=L [as(Xy2cu(E, a)r(s),

T omi T 2

avec I'(s) et (i (5, «) sont la fonction gamma et la fonction Hurwitz respectivement.
En appliquant le théoréme des Résidus, pour les deux poles s = 0 et s = 2, on obtient

,7_2
Z=¢u(0,a)+ ol

Maintenant, en utilisant la relation suivante

CH(07a) :%—Oé,

La fonction final de partition est
Zry =41 1
DT Ty g

La derniére équation détermine la fonction de partition basant sur le formalisme de la fonction Zeta.

3.2 Résutats et Discussions

(3-22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

La détermination de toutes les propriétés thermique comme I'énergie libre, la chaleur spécifique, 'énergie

totale et I'entropie pour etre obtenu par la fonction de partition Z via les relations suivantes [3]

+ Pour Iénergie libre

=T 0 (Z)=-1In (2).

mc2 mc?

+ Pour Iénergie totale

U__ 2

dIn(Z)
me2 .

or
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+ Lentropie

Oln(Z
%:ln(Z)H’#.

+ et enfin, pour la chaleur spécifique

81n(Z)+

28%In(Z)
or '

< _
ko =27 (=

Avant d’entammer le calcul numérique concernant les propriétés thermodynamiques, des remarques per-
tinantes nous semble intéressantes : nous nous limiterons dans notre calcul au cas des états stationnaires
d’énergie positive. La raison pour ce cela est triple : (i) selon les travaux de [37-39], I’équation de DKP
possed une transformation exacte de Foldy-Wouthuysen (FWT) : par conséquent, les solutions énergétiques
positives et négatives ne se mélangent jamais. (ii) Les solutions de nos oscillateurs illustrent le forme de
I’énergie en fonction de n. De la Figure. 3.1, on observe que tous les niveaux d’énergie émergent de la posi-
tion continu (négatif) de I'énergie afin qu'il soit plausible pour les identifier avec des niveaux de particules
(antiparticules). Il ressort de ce cela que pour les spectre énergétique-énergétique, on constate que le quan-
tum le plus bas Les nombres correspondent aux plus petits agrégats devrait étre pour les niveaux d’énergie des
particules. D’autre part, pour le spectre d’énergie négative, cela présente un comportement similaire mais les
niveaux d’énergie les plus élevés sont étiquetés par le plus bas numéros quantiques et doivent étre identifiés
comme des antiparasitaires [40]. Enfin, (iii) il est exact que le cas des bosons est tres différent de celle des
fermions : tous les bosons peuvent occupés le méme niveau, contrairement au cas des fermions ou ils sont
controlés par le principe de Pauli. Malgré ¢a, Nous pouvons étendre la méthode de remplissage de la mer
de Dirac, la mer d’énergie pour le cas des fermions dans le cas des bosons (Nielsen et Ninomiya [41,42]) :
comme mentionné par ces Auteurs, les états bosons sont divisés en deux secteurs : Le secteur positif habituel
composé d’états possédant un nombre de bosons et le secteur négatif, consistant des états avec un nombre
négatif de bosons. Une fois un état entre dans le secteur négatif, il ne peut pas revenir au secteur positif
par une interaction ordinaire, en raison de la présence d’une barriére. Ainsi, selon ces arguments, nous pou-
vons supposer que seules les particules a énergie positive sont disponibles afin de déterminer les propriétés
thermodynamiques de notre oscillateur en question.

Maintenant, nous sommes en mesure de présenter les résultats concernant les proprietés thermodyna-
miques des oscillateurs fermioniques et bosoniques.

A partir des résultats trouvés dans le chapitre. 2, concernant le spectre d’énergie, nous constatons la
similitude trouvé de ce dernier. Cela peut étre attribuer a la disparition de I'effet de spin sur ces spectres
pour les oscillateurs en questions. En plus, les propriétés thermodynamiques seront les méme pour les deux
types d’oscillateurs. Dans ce qui suit tous les résultat sont extensibles pour les deux types d’oscillateurs
bosonsiques et fermioniques.

Ces propriétés ont été obtenus par l'utilisation d’un logiciel dit Mathcad. Avant de commenter nos
résultats théoriques obtenus, donnons l'ordre du grandeur concernant tous les parameétres figurant dans
notre fonction de partition:

- la rangée des températures varié entre 108K (pour une énergie de 0.01Mev) et 101K (pour une
énergie de 1Mev).

- par contre, la valeur de la fréquence de notre oscillateur pour 7 = 1 est de I'ordre de w = 10%°H 2:

ainsi les valeurs des fréquences relativiste sont trés élevées'.

1. il suffit de poser hw = mc>.

ULeK 5 22 -22- G e e



Résutats et Discussions %j aseillatewrs relalivistes

1ﬂ 1 T T T T 1 T T T T 1 T T T T T T T T T T
i 4
i positive—energies (particles) ]

. —— — :
0 M | similar to the gap in solid-state physics -
I negative—energies (anti-particles)

-5k |
_ 1{:' I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 I-

Fig. 3.1 : % en focntion de nombre quantique n.

Nous sommes maintenant préts a présenter nos calculs concernant les propriétés thermodynamiques des
oscillateurs.Toutes les quantités ont été calculées en fonction d’un paramétre sans dimension 7.

La Figure.3.2, présente les propriétés thermodynamiques des oscillateurs bosoniques et fermioniques
pour différentes valeurs de 7 obtenues par I'application de la méthode de la fonction Zeta. Deux régions sont
distinguées a partir de cette figure

+ La premiére our > %(par exemple 7 = 0.98, 7 = 2) correspond au régime relativiste.
+ La deuxiéme, dont r < %(7“ = 0.01) représente le régime non relativiste.

Aussi, a partir de la méme figure, on constate que les courbes de la chaleurs spécifique converge a la limite
2kp.

La Figure.3.3, montre les propriétés thermodynamiques des oscillateurs bosoniques et fermioniques
pour 7 = 0.98 obtenues par l'application de 'approche d’Euler-Maclaurin. Nous pouvons voir a partir de
cette figure, que les courbes de 'énergie libre, énergie totale, I'entropie et enfin la chaleur spécifiques sont
identiques. Les courbes de la chaleur spécifique montrent une limite au voisinage de 2kp .

Enfin, la Figure.3.4, qui présente une comparaison entre ces deux méthodes pour le calcul des propriétés
thermodynamiques, nous observons que les courbes sont pratiquement identiques sauf pour le cas de la
chaleur spécifique malgré que les deux méthodes tendent vers la méme limite. La différence entre ces deux
approches se résume dans le temps qu'on a besoin pour schématiser les courbes dans la formule d’Euler-
Maclaurin contrairement pour le cas utilisant la méthode de la fonction Zeta.

Enfin, notons que l'oscillateur harmonique non relativiste est utilisé comme un modeéle pour décrire le
confinement des quarks dans les mésons et les baryons , tandis que l'oscillateur de Dirac devrait donner
une bonne description de confinement dans les systéemes de quarks lourds. Il a été aussi souligné que les
propriétés thermodynamiques de l'oscillateur de Dirac unidimensionnel sont pertinents pour la description

Lok 5 22 -23- G e e



A 1 M 3 V4 ¢ o ( e ¢
Résutats et Discussions %) aseillatewrs relalivistes

60
20] -
o] r=2
@ 40
e 8
S o
= -
2 )
2 2
3 g
c 20
f=
_ w
0
T
20 25
18 r=2
© r=0.98 20
=| o “V]
r=0.01 8
14 T
E
(]
2 n g 154
g %
s 10 <
(=
=3
W g @ 1.0
2
6
4 ° 05 r=2
' r=0.98
2 r=0.01
0 0.0 :
0 5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30

Figure 3.2: Les propriétés thermodynamiques unidimensionnelle pour les oscillateurs bo-
soniques et fermioniques obtenues par I'application de la méthode de la fonction Zeta pour
différentes valeurs de 7.
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d’un plasma quark-gluon. Le plasma quark-gluon devrait étre produit par les collisions d’ions lourds ultra-
relativistes. Dans ce dernier procédé, un gaz de hadrons dense chaud subit une évolution vers un équilibre
thermodynamique suivi par un refroidissement adiabatique essentiellement unidimensionnel. Ce constat jus-
tifie l'utilisation de l'oscillateur de Dirac unidimensionnel dans un bain thermique pour décrire les propriétés
thermodynamiques d’un tel processus . La transformation du gaz de hadrons en un plasma quark-gluon,
appelée la phase de dé-confinement, se produit au-dessus d’une température 7. Un calcul de QCD sur un
réseau montre que la phase de dé-confinement se produit a une température de I'ordre T- = 180MeV.
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Conclusion et Perspective

Dans ce mémoire, nous avons étudier les trois types d’équations relativistes bien connues: 'équation de
Klein-Gordon ,I'équation de Duffin-Kemmer-Petiau pour les particules bosoniques et I'’équation de Dirac pour
les particules fermionques, correspondant aux particules de spin-0, spin-1, spin—%, respectivement. Ensuite,
nous allons solutionner ces équations en présence d’'un oscillateur harmonique relativiste connu sous le nom
de l'interaction de l'oscillateur de Dirac a une dimension. On peut constater alors que

+ Le spectre d’énergie est non-dégénérer pour les oscillateurs fermioniques et bosoniques a une dimen-

sion.
+ La forme du spectre d’énergie est le méme pour les trois cas
+ Les propriétés thermodynamiques de ces oscillateurs seront les méme pour les deux types d’oscillateurs.

+ Les résultats obtenus pour les deux types d’oscillateurs, sont en bon accord avec ceux trouvés dans la
littérature.

Enfin, nous avons calculer les propriétés thermodynamiques de ces trois oscillateurs. Ces propriétés sont
obtenues via deux approches théoriques basant sur la méthode de la fonction Zeta et aussi sur I'application
de la formule d’Euler-Maclaurin. Les résultats trouvés sont récapituler comme suit

+ La fonction de partition est bien déterminer pour les deux types d’oscillateurs via les deux méthodes.
+ Les deux méthodes ont bien données toutes les propriétés thermodynamiques de ces oscillateurs.

+ La différence entre les deux méthodes montre que les propriétés thermiques basés sur la fonction
Zeta peut étre considérer comme une amélioration par rapport a la méthode de la formule d’Euler-
Maclaurin.

Noton ici que notre probleme en question est trés intéressent au niveau théorique et expérimental : au
niveau théorique il sert comme un modéle realistic pour des exemples qui ont des solutions exactes, par
contre au niveau expérimental, notre oscillateur a été bien concu et réaliser par le modéle d'un systéme of
trapped atomic ions. L'oscillateur de Dirac, en utilisant le modéle trapped atomic ions, est bien réalisable
expérimentalement comme le prévoit Berudez et al et Blatt et albouma [3,7,11,13].
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Annexe

[oscillateur de Dirac (DO)

1. Interprétation physique

En présence d'un champ magnétique, l'oscillateur de Dirac est donné par [2,4,20,43]

{03 (? = imw’yo7) + chWO} Y= EyY L1))

=(3 5)*=( ) )

sont les matrices de Dirac , et o étant les matrices de Pauli . A partir de I’équation 1.\)), L’Hamiltonien de

avec

Dirac est donnée par :

Hp =cd (? — imw’yo?> + mc?A?, 3.))

qui s’écrit aussi dans une forme covariante comme :

{w“PH —m+ (f—e) UWF,W} ¥ =0. A1)

m

On a que :
Fu = 0,A, — 0,A,, 0" = ['y A= (7)., 5.1))
le tenseur électromagnétique s’écrit sous la forme

A, = i {2z,(Uz) — 2°U,}, 6.))

ol A, est le potentiel quadri-vecteur a 'oscillateur de Dirac dont g = 2%” est le moment magnétique anomale.
I'équation 4.1)) est similaire a ’équation de Dirac pour des particules neutres ayant un moment magné-
tique anomale y ce qui donne I'équation de Dirac-Pauli suivante :

(V“PM + (%) o Fuy — m) Yp =0. 7.))
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dont le terme 5~#¥F),,, ala forme suivante :
ga’“’F,w + z?ﬁ — 3?, q = 707, k= %ekijoij, 8.))
ou €% est le tenseur Levi-Cevita. Maintenant soit :
Yp (7 ,t) = exp (—=iEr) @p (7)), 9.))

dans ce cas I'équation 1.1)) devient :
Hp®p = Edp, 10.1))

ou Hp est définie par
Hp = cﬁ? + icu7ﬁ - uc*yofg + mc?y°, 11.1))

pour B = 6>, cet ’Hamiltonien devient :
Hp = cﬁ? + ic,u7§ + mc?A°. 12.1))

En comparant I'équation 12.1)) avec 3.}, on peu voir, que l'oscillateur de Dirac est simplement un cas particu-
lier des particules neutres de Dirac dans un champ électrique extérieur dont on peut faire la transformation
suivante :

,uﬁ — mw T 13.1))




