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  إلى "أبي" الذي رسمني ، و"أمي" التي لوّنتني أطال الله في عمركما  التعليم العالي.

 إلى أرواح أجدادي وجداتي الطاهرة رحمهم الله .

 إلى عصافير قلبي ونور البيت "نمارق"، "إجلال" ، و "قدر"

  إلى أخوتي :

إلى ذلك الجبل الذي أسند عليه نفسي عند الشدائد ،إلى رفيق طفولتي الأول أخي الوحيد 
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إلى كل أخوالي و.أعمامي و خالاتي و.عماتي ؛ وأخص بالذكر خالي الصغير " فوزي" الذي 

 طالما تمنى لنا النجاح. 

أجمل  إلى من شاءت الأقدار أن نكون معا و يجمعنا سقف واحد ،إلى من تذوقت معهن

رة أختي "مريم" اللحظات، إلى حبيبة قلبي الأولى "صليحة" ، إلى من كدّت معي لإتمام المذك

 ،إلى "خولة" "إكرام"، "آسيا"، "فلة".

 إلى كل مع علمّني حرف من الطور الإبتدائي إلى الطور الجامعي....... 

إيمان                                                         لى كل من ذكره قلبي ونسيه قلمي .  



 
 

 ملخص 

ي هذه المذكرة الطاقة الحرة باستخدام نظرية الاضطرابات المتعددة الاجسام 
 
 عند درجة حرارةندرس ف

ي إيجاد مساهمة ، FT-MBPTمعينة 
 
نطبق نظرية المخططات وبعض من خوارزمياتها الأساسية ف

ي درجة الحرارة المرتفعة 
 
ي هذه الطاقة. نحسب قيمة الطاقة الحرة ف

 
مخططات فينمان أو هيجنهولت   ف

ي بعد وحيد 
 
غ لتفاعل سبي   ½ ف نتر  .XXZلنموذج هت  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

Abstract 

In this dissertation we study the free energy using Finite-Temperature Many 

Body Perturbation Theory (FT-MBPT). We apply the so-called graph theory and 

some of their basic algorithms to find the contribution of the Feynman or 

Hugenholtz diagrams to this energy. We calculate the value of the free energy 

at high temperature of the Heisenberg XXZ model for the Spin interaction  in one 

dimension. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

Résumé 

Dans ce mémoire, nous étudions l'énergie libre à l'aide de la théorie des 

perturbations à N-corps multiples et à température finie (FT-MBPT). Nous 

appliquons la théorie des graphes et certains de leurs algorithmes de base pour 

trouver la contribution des diagrammes de Feynman ou Hugenholtz à cette 

énergie. Nous calculons la valeur de l'énergie libre à haute température du 

modèle Heisenberg XXZ pour l'interaction de Spin dans une seule dimension. 
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 عامة  مقدمة

، MBPTوتعرف اختصارا ب  (  Many Body Perturbation Theory)المتعددة الأجسام    اتطرابالاضنظرية  

ي  طريقةهي 
يائ  ز وذلك عن طريق  متطابق، أو  جسيم متشابه 𝑁مكون من  أساسية لوصف نظام في 

ز هذه الجسيمات،  يتم استخدام هذه الطريقة على هاملتون مكون من جزء قابل للحل وجزء تفاعل بي 

ي هذه نظري حل  إيجاد ستطيع نطاق واسع عندما لا ن
ز
دقيق لهذه الأنظمة. المنهجية المستخدمة ف

احها تم  ، حيثالنظرية تعتمد على تقنية المخططات   Feynmanالعالم فينمان  من طرف ول مرةلأ اقير

  Bruecknerالعلماء بريكينار  بواسطة الأنظمة المتعددة الأجسام تطبيقها علىوتم  ،1949سنة  [1]

ز  ثم    1955سنة  [  2] تم تطوير   ،1957سنة    Goldstone  [4]قولدستون    و Hugenholtz  [3  ]هيجنهولير

ي لأجسام المتعددة ضطرابات لالا نظرية 
ز
 Finite Temperature Many) محدودةالحرارة الدرجة  ف

Body Perturbation Theory)  أو اختصارا(FT-MBPT) ليتنغر  بواسطة Luttinger [5]  سنة

 FT-MBPT  طريقةدقيق ل  وصف  ه يمكن ايجاد على الرغم من أن.  1961سنة    Bloch [6] ثم بلوخ  1960

ي 
زاد عدد  𝑛العدد الهائل للمخططات حيث أنه نجد كلما زادت درجة النشر بسبب ، إلا أنه عدة كتبفز

، وهذا ما يجعل التعامل مع هذه الطريقة صعب ومستحيل أن نستطيع !(2𝑛)بمقدار المخططات 

معتمدين حسابية أخرى  إلى طرق اللجوءتوجب علينا لذلك  حساب كل المخططات بالطريقة اليدوية،

ات برمجية خوارزميعن طريق تطوير  FT-MBPTأخرى سنتعامل مع نظرية  بعبارةعلى الكمبيوتر، أو 

 . التحميل على الذاكرة )فضاء أقل(من حيث  سريعة الأداء )زمن أقل( وأقل سعة

ي درجة جميع المخططات    لإيجاد   Wicks theorem  [7]  نظرية ويكس  تا لسوء الحظ، إذا طبقنا مباسرر 
فز

لذلك هناك طرق معينة . مع تزايد درجة النشر بشكل كبي   يزداد  مخططات عدد تلك الفإن ، نشر معينة

ي هذه المذكرة، كما سندرس كيفية تطبيق نظرية 
لتقليل هذا العدد سوف نتطرق اليها باختصار فز

بق بعض المفاهيم الأساسية حيث نط  المخططات من أجل إيجاد طرق مختصرة لحساب الطاقة الحرة. 

ي نظرية المخططات مثل الأشجار الممتدة 
، ومسألة إيجاد الحلقات الأساسية Spanning treesفز

 . ز ي مخطط معي 
 والكلية فز

غ. نأخذ بعد واحد  نير ز ز الجسيمات لهي  ي هذه المذكرة إلى نظام تفاعل سبي 
وذلك  XXZنتطرق كذلك فز

. و ل يللتسه ي
ي التكميم الثائز

ي درجات الحرارة كتابته فز
موديناميكية لهذا النموذج فز ندرس الخصائص الير

، نجد قيمة الطاقة الحرة حتر الدرجة MBPTالمرتفعة باستخدام نظرية الاضطرابات المتعددة الاجسام  

 .  السادسة من النشر
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ي 
ي الفصل الأول من هذه المذكرة سنتطرق الى أساسيات التكميم الثائز

ز
 وكذلك نعرض نبذة عن نموذج ف

ي نصف فيه بالتدقيق كيفية إيجاد قيمة مساهمة 
ي بعد واحد. الفصل الثائز

ز
ز ف غ لتفاعل السبي  نير ز هي 

ي الطاقة الحرة وذلك باستخدام نظرية المخططات. أما الفصل الثالث 
ز
ز ف مخطط فينمان أو هيجنهولير

غ    FT-MBPTسنطبق فيه نظرية   نير ز ي درجات الحرارة   من أجل  XXZعلى نموذج هي 
ز
إيجاد الطاقة الحرة ف

ي الأخي  نخدم المذكرة بخاتمة عامة حول موضوع هذه المذكرة. 
ز
 المرتفعة، ف
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 التكميم الثاني . 1.1

المعتادة   باسم  الفي  النظرية  المعروفة  الأنظمة  "  الأول  التكميم"ميكانيكا  لدراسة  نسبياً  مناسبة  غير 

لا   التي  الجسيمات  من  كبير  عدد  من  بينهاالمكونة  فيما  التمييز  إلى .  يمكن  النظرية  هذه  تستند  الواقع،  في 

بالنسبة لمجموعة من الجسيمات التي لا  .  الموجة  دالةيشير إلى  ، وهذا  الكمية للنظامف الحالة  وصو  معرفة

تصبح   تمييزها،  خصائصها    دالةيمكن  بسبب  رئيسي  بشكل  للغاية  معقدة  المبادئ .  التناظريةالموجة  أحد 

  متناظرة غير أو ( بوزونات) متناظرةالموجة لمجموعة من الجسيمات إما  دالةالأساسية لميكانيكا الكم هو أن 

، حتى بالنسبة لمجموعة من الجسيمات المستقلة لا يتم  وبالتالي .  طريق تبديل جسيمين  دوذلك عن(  فرميونات)

مجموعة  على الجداءاتالموجة ولكن تتضمن مجموع هذه  لدوال بسيطجداء الموجة للنظام إلى  دالةاختزال 

ما يسمى    لذلك  . المحتملة  لاتالتباد ]الثاني  التكميم"نظرية  بتم تطوير  النظريةفي هذ[.  1"  دالة ال، تصبح  ه 

 ". المادة حقل"يسمى حقل  عبارة عن Ψ(𝑥)  الموجية

 هاملتون مجموعة من الجسيمات المتماثلة .  2.1

مجموعة  تل متطابق  𝑁من  مكونة  كن  الجسيمات.  𝑉(𝑥)كمون    داخلموضوعة    جسيم  هذه  هو   هاميلتون 

 : كل جسيم مجموع هاميلتونعبارة على 

 

𝐻 = ∑ ℎ𝑖

𝑁

𝑖=1

 (1.1 )  

 

 : على الشكل يكتب و 𝑉(𝑥) كمون وهو يصف جسيم داخل، 𝑖 هاميلتون الجسيم هو ℎ𝑖حيث 

 

ℎ(𝑥) = −
ℏ2

2𝑚
Δ + 𝑉(𝑥) (1.2 )  

 

 .جسم واحد مؤثر كذلك يسمى ℎ(𝑥)هنا 

معروفة، حيث تحدد عن طريق   (2.1  )لهاملتون الجسيم    휀والقيم الذاتية   𝜙(𝑥)نفرض أن الأشعة الذاتية  

 : التاليةالقيم الذاتية لمؤثر  معادلة
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ℎ𝜙(𝑥) = 휀𝜙(𝑥) (1.3 )  

 

 . ℎتسمى معادلة القيم الذاتية لمؤثر ( 1.3)العلاقة 

  حقل المادة  مؤثربوصف هذه المجموعة من الجسيمات بواسطة  الثاني تسمحصيغة التكميم تحت هذه لشروط،  

Ψ(𝑥)  .  الجملة هاملتون  عن  أنه    𝐻0يعبر  على  لهاملتون "  المادةحقل    تأثير  تحت  المتوسطةالقيمة  "ببساطة 

 :[2] كما يلي ℎجسيم وحيد  

 

𝐻0 = ∫ Ψ+(𝑥)ℎ(𝑥)Ψ(𝑥)𝑑𝑥 (1.4 )  

 

 .𝑥ينُشئ جسيمًا عند النقطة   Ψ+(𝑥)المؤثر  و 𝑥 النقطةمؤثر الحقل الذي يدمر جسيمًا عند هو  Ψ(𝑥)حيث 

 : لجسيم وحيد كما يلي 𝜙𝛼(𝑥)الأشعة الذاتية  باستخدام قاعدة  Ψ(𝑥)مؤثر الحقل  يمكن نشر 

 

Ψ(𝑥) = ∑ 𝜙𝛼(𝑥)𝑎𝛼

𝛼

 

Ψ+(𝑥) = ∑ 𝜙𝛼
∗ (𝑥)𝑎𝛼

+

𝛼

 

(1.5 )  

 

𝑎𝛼  ،𝑎𝛼حيث 
 .  اعتماداً على النظام المدروس ونية أو فيرميونيةز ، بونشاءتمثل مؤثرات الهدم و الإ+

 :  التاليةالتبادل  علاقات مؤثرانحقق هذان الي

 

𝑎𝛼𝑎𝛽
+ − 𝜖𝑎𝛽

+𝑎𝛼 = 𝛿𝛼𝛽  

𝑎𝛼𝑎𝛽 − 𝜖𝑎𝛽𝑎𝛼 = 0 

𝑎𝛼
+𝑎𝛽

+ − 𝜖𝑎𝛽
+𝑎𝛼

+ = 0 

(1.6 )  

 

𝜖حيث  = 𝜖للفرميونات وبالنسبة  1− =  . للبوزوناتبالنسبة  1
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𝑎𝛼و    𝑎𝛼المؤثرات   هدف
الموجة    + لدالة  جسيمات  إنشاء  أو  هدم  الفردية  𝜙𝛼(𝑥)هو  الحالة  هذه .  في  وبالتالي 

تلك الحالة  و  𝑥  تؤثر على إحداثيات الجسيمات  المعاملات لا لكنها تغير عدد الجسيمات الموجودة في هذه أو 

,𝑛𝛼|  الأشعةعلى    تؤثر، إنها  بتعبير أدق.  الفردية 𝑛𝛽, … إلى فضاء   تنتمي هذه الأشعةالمسمات عدد الحالات،    ⟨

,𝑛𝛼|الحالة   إذن.  [3]  (Fock)  فوك شعاعي يسمى فضاء 𝑛𝛽, … بوزون ) جسيم  𝑛   فيها الوضعية التيتصف    ⟨

فرميون الفردية  (  أو  الحالة  في  الفردية    جسيم  𝜙𝛼(𝑥)  ، 𝑛𝛽متواجدون  الحالة  في  .  إلخ...،    𝜙𝛽(𝑥)متواجدون 

 :مثل هذه الحالات يعرف ب علىالإنشاء والهدم تأثير مؤثرات 

 

𝑎𝛼|𝑛𝛼, 𝑛𝛽, … ⟩ = √𝑛𝛼|𝑛𝛼 − 1, 𝑛𝛽, … ⟩  )1.7( 

𝑎𝛼
+|𝑛𝛼, 𝑛𝛽, … ⟩ = √𝑛𝛼 + 1|𝑛𝛼 + 1, 𝑛𝛽, … ⟩  )1.8( 

 

فوك فضاء  بواسطة  نظر    له  التمثيل  لكن  حيث  :  مختلفةأوجه  الجسيمات  تتواجد  حيث  بالحالة  نهتم  بعدد  لا 

المشغولة حالة    الحالات  تميز  النوع    من  .النظامالتي  نفس  من  بوزونات  المشغولةأجل  الحالات  يكون   عدد 

يمكن زيادة أو تقليل  .  1و  أ  0يساوي    المشغولةفإن عدد الحالات    من نفس النوع  لفرميونات  أما بالنسبة .  كيفي

الحقل الكمي يصبح موضوع أساسي جديد و هو  . في غياب التفاعل لترابطدون إدخال ا عدد الحالات المشغولة

 . في ميكانيك الكم( جسيم /موجة)الثنائية  ما يمثل

  الجملة للجسيمات يمكن كتابته على الشكل التالي وذلك بتعويض حقل المادة المعرف بالعلاقة   ، هاملتونأخيرًا

 :نجد (1.4) في القيمة المتوسطة (1.5)

 

𝐻0 = ∑ 휀𝑎𝛼
+𝑎𝛼

𝛼

 (1.9 )  

 

كمون  فيما بينها عن طريق    تتفاعل  الجسيماتلذلك نفرض أن    .الجسيماتحتى الآن، تم إهمال التفاعلات بين  

,𝑉(𝑥ثنائي الجسم   𝑥′).  الجملة    في هذه الحالة هاملتون𝐻  على يكتب  ،  يضيف حد آخر  (4.1)  المعرف بالعلاقة

 : الشكل التالي 
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𝐻 = ∫ Ψ+(𝑥)ℎ(𝑥)Ψ(𝑥)𝑑𝑥 +
1

2
∫ ∫ Ψ+(𝑥′)Ψ+(𝑥)𝑉(𝑥, 𝑥′)Ψ(𝑥)Ψ(𝑥′)𝑑𝑥𝑑𝑥′ (1.10 )  

 

بالعلاقة المعرفة  الحقل  بمؤثرات  كذلك  الجملة في حالة   ( 1.10)  الهاملتون في  (  1.5)  نعوض  أن هاملتون  نجد 

 : [4] وجود تفاعل بين الجسيمات يكتب على الشكل النهائي التالي

 

𝐻 = 𝐻0 + 𝐻𝐼 = ∑ 휀𝑎𝛼
+𝑎𝛼

𝛼

+
1

2
∑ ⟨𝛼𝛽|𝑉|𝛾𝛿⟩𝑎𝛼

+𝑎𝛽
+𝑎𝛿𝑎𝛾

𝛼𝛽𝛾𝛿

 (1.11 )  

 

 :يكتبان على الشكل ⟨𝛼|𝑉|𝛾𝛿⟩  عناصر المصفوفةو حيث أن 
 

휀𝛼 = ⟨𝛼|ℎ|𝛼⟩ = ∫ 𝜙𝛼
∗ (𝑥)ℎ(𝑥)𝜙𝛼(𝑥)𝑑𝑥 (1.12 )  

⟨𝛼𝛽|𝑉|𝛾𝛿⟩ = ∫ ∫ 𝜙𝛼
∗ (𝑥′)𝜙𝛽

∗ (𝑥)𝑉(𝑥, 𝑥′)𝜙𝛾(𝑥′)𝜙𝛿(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑥′ (1.13 )  

 

يمثل    𝐻𝐼  بينما الهاملتون.  يمثل الجسيمات الحرة دون تفاعل وأحيانا يمثل الجزء القابل للحل   𝐻0هنا الهاملتون 

حد التفاعل بين الجسيمات وأحيانا يضاف على أنه اضطراب يضاف للجزء القابل للحل والممثل في الهاملتون 

𝐻0. 

 لتفاعل سبين سبين نموذج هايزنبرغ . 3.1

هايزنبرغ و  ، ( (Heisenbergنموذج  بواسطة  تطويره  هايزنبرغ  رتم  وهو    Werner Heisenberg))  [5]نر 

بحيث يتم   إحصائي يستخدم في دراسة النقاط الحرجة وتحولات الطور للأنظمة المغناطيسية، نموذج ميكانيكي  

 ، Ising) )[6] إيزينغ  ميكانيك الكم وهو نموذج مرتبط بنموذج  باستخدامالمغناطيسية  الأنظمة التعامل مع سبينات 

𝑆kϵ  لدينا سبينالشبكة    من  𝑘بحيث في كل موقع   {±
1

2
الذي و  ثنائي القطب المغناطيسي المجهري  يمثل  الذي  {

 .down إلى الأسفل أو up فيه العزم المغناطيسي إما إلى أعلى يكون

الجيران الأقرب نحصل على أقل طاقة بسبب الاقتران السائد    حصر التفاعل بينميكانيك الكم، عند    باستخدام

 . بين ثنائي القطبين
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ثنائيات القطب بحيث تحدث التفاعلات المغناطيسية فقط بين  )لدينا بنية شبكة دورية أحادية البعد    أنه بفرض  

 :  يمكن كتابة الهاملتون على الشكل ، (المجاورة

 

𝐻 = −𝐽 ∑ 𝑆𝑘𝑆𝑘+1

𝑁

𝑘=1

− ℎ ∑ 𝑆𝑘
𝑧

𝑁

𝑘=1

 (1.14 )  

 

 . التبادلهو ثابت  𝐽  حيث

𝐽إذا كان  < 𝐽  ثابت التبادل  أما إذا كان   . antiferromagneticمغناطيسية حديدية متضادة  نسمي الحالة هنا    0 >

 .ferromagnetic مغناطيسية حديديةفنسمي الحالة هنا  0 

للشروط الحدود سبين الجسيمات يخضع    . 𝑆𝑘"(  السبينات "أو  )ويتم تمثيل ثنائيات القطب بالأشعة الكلاسيكية   

𝑆𝑁+1الدورية  = 𝑆1 . بالطريقة الكمية السبينات يعد نموذج هايزنبرغ نموذجًا أكثر واقعية لأنه يتعامل مع  . 

وكذلك في وجود حقل    𝐽𝑧و    𝐽𝑥  ،𝐽𝑦التبادل الغير متماثلة   ثوابت    وذلك باختيار  ( 1.14) يمكن تعميم الهاملتون

 : على الشكلفي الحالة العامة  𝐻ن يتم اعطاء الهاملتو، ℎمغناطيسي خارجي 

 

𝐻 = − ∑(𝐽𝑥𝑆𝑘
𝑥𝑆𝑘+1

𝑥 + 𝐽𝑦𝑆𝑘
𝑦

𝑆𝑘+1
𝑦

+ 𝐽𝑧𝑆𝑘
𝑧𝑆𝑘+1

𝑧 )

𝑁

𝑘=1

− ℎ ∑ 𝑆𝑘
𝑧

𝑁

𝑘=1

 (1.15 )  

 

هالهدف   نموذج  للهاملتونإهو    برغايزنمن دراسة  الذاتية  القيم  الطاقة)  يجاد  من خلاله  و،  (طيف  يمكن  الذي 

تمككنا من ايجاد الخواص الترموديناميكية للنظام في درجات حرارة معينة وكذلك ، والتي  دالة القسمةحساب  

 . للنظام( الأرضية)ايجاد الطاقة الدنيا 

 : برغ وذلك حسب الحالات التاليةايزنيمكن تسمية نموذج ه 𝐽𝑧و 𝐽𝑥 ,𝐽𝑦اعتمادا على قيم 

𝐽𝑥كان   ذاإ - ≠ 𝐽𝑦 ≠ 𝐽𝑧يسمى نموذج هايزنبرغXYZ  ، 

𝐽𝑥في حالة   - =  𝐽𝑦 = 𝐽; 𝐽𝒛 = 𝐽∆نموذج هايزنبرغ يسمىXXZ  ، 

𝐽𝑥أما إذا كان   - =  𝐽𝑦 = 𝐽𝑧 = 𝐽 يزنبرغاسمى نموذج هيXXX. 
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لكن   (. R)( Betheansatz)جبر باستخدام  بشكل دقيق بعد واحدفي و 1/2 في حالة سبين حل نموذج هايزنبرغتم 

حل لها  ليس  تكاملية  بمعادلة  مرتبط  الحل  العالية .  هذا  الحرارة  درجات  في  لحلها  تقريبية  طرق  تعتمد  لذلك 

 . والدنيا

 في بعد واحد 1/2ذو سبين  XXZ يزنبرغاه ذجونم. 4.1

إ الى  هنا  هيزنبرغنتطرق  نموذج  كتابة  سبين    XXZ  عادة  التكميم  ½  ذو  باستخدام طرق  وذلك  واحد  بعد  وفي 

 : يكتب على الشكل XXZهاملتون نموذج في الحالة العامة . الثاني

 

𝐻𝑋𝑋𝑍 = −𝐽 ∑(𝑆𝑘
𝑥𝑆𝑘+1

𝑥 + 𝑆𝑘
𝑦

𝑆𝑘+1
𝑦

+ ∆𝑆𝑘
𝑧𝑆𝑘+1

𝑧 )

𝑁

𝑘=1

− ℎ ∑ 𝑆𝑘
𝑧

𝑁

𝑘=1

 (1.16 )  

 

𝑘للمؤثرات  نستخدم التعريف التالي
± 

 

𝑆𝑘
+ = 𝑆𝑘

𝑥 + 𝑖𝑆𝑘
𝑦

 

𝑆𝑘
− = 𝑆𝑘

𝑥 − 𝑖𝑆𝑘
𝑦 

(1.17 )  

 

𝑆𝑘يمكن من خلالها كتابة  ( 1.17)العلاقة 
𝑥  و𝑆𝑘

𝑦 كما يلي  : 

 

𝑆𝑘
𝑥 =

1

2
(𝑆𝑘

+ + 𝑆𝑘
−) 

𝑆𝑘
𝑦

=
1

2𝑖
(𝑆𝑘

+ − 𝑆𝑘
−) 

(1.18 )  

 

بقيم  الب 𝑘تعويض 
𝑥  و𝑆𝑘

𝑦    العلاقة الهاملتون(1.18)من  على    نجد(1.16)  في  كتابته  يمكن  الجملة  هاملتون  أن 

 :  الشكل

 

𝐻𝑋𝑋𝑍 = −
𝐽

2
∑(𝑆𝑘

+𝑆𝑘+1
− + 𝑆𝑘

−𝑆𝑘+1
+ )

𝑁

𝑘=1

− 𝐽∆ ∑ 𝑆𝑘
𝑧𝑆𝑘+1

𝑧

𝑁

𝑘=1

− ℎ ∑ 𝑆𝑘
𝑧

𝑁

𝑘=1

 (1.19 )  
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بهذه الطريقة تبقى صعبة التعامل معها خاصة في ايجاد طيف الطاقة ودراسة الخواص   (1.19)صيغة الهاملتون

حالة البعد  الترموديناميكية للنظام، لذلك اعتمدت كتابة أخرى لتسهيل التعامل مع هذا الهاملتون، حيث أنه في  

جوردان تحويل  استخدام  يمكن  مؤثرات   ، [7]  (Jordan-Wigner)ويغنر-الواحد  كتابة  على  يقوم  تحويل  وهو 

𝑎𝑘ءنشاوالإ 𝑎𝑘إلى مؤثرات الهدم½ سبين 
 .  الفرميونية +

نلاحظ   التبادل    أن كما  للفرميونات  علاقات  التبادل  علاقات  شكل  نفس  لها  الموقع  نفس  في  السبين  لمؤثرات 

 :  التالية

 

{𝑆𝑘
+, 𝑆𝑘

−} = 𝑆𝑘
+𝑆𝑘

− + 𝑆𝑘
−𝑆𝑘

+ = 1 (1.20 )  

 

 : علاقات التبادل تكون مختلفة في حالة اختلاف الموقع، حيث لدينا ولكن

 

[𝑆𝑗
+, 𝑆𝑘

−] = 𝑆𝑗
+𝑆𝑘

− − 𝑆𝑘
−𝑆𝑗

+ = 0 (1.21 )  

 

 . (1.6) مختلفة عن علاقة التبادل الفرميونية (1.21)العلاقة 

 :   لذلك وجد جوردان وويغنر طريقة تحويل معرفة كما يلي

 

𝑆𝑘
+ = exp (𝑖𝜋 ∑ 𝑎𝑗

+𝑎𝑗

𝑘−1

𝑗=1

) 𝑎𝑘
+ 

𝑆𝑘
− = exp (−𝑖𝜋 ∑ 𝑎𝑗

+𝑎𝑗

𝑘−1

𝑗=1

) 𝑎𝑘 

𝑆𝑘
𝑧 = 𝑎𝑘

+𝑎𝑘 −
1

2
 

𝑛𝑘 = 𝑎𝑘
+𝑎𝑘 

(1.22 )  

 

قيم   𝑆𝑘بتعويض 
𝑆𝑘و    ±

𝑧    العلاقات الجملة  (1.22)من  أنه يمكن كتابة هاملتون  (1.19)  في هاملتون    الجملة   نجد 

 :  على الشكل التالي
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𝐻𝑋𝑋𝑍 =
𝑁

2
(ℎ −

𝐽∆

2
) −

𝐽

2
∑(𝑎𝑘

+𝑎𝑘+1 + 𝑎𝑘+1
+ 𝑎𝑘)

𝑁

𝑘=1

− 𝐽∆ ∑ 𝑛𝑘𝑛𝑘+1

𝑁

𝑘=1

+ (𝐽∆ − ℎ) ∑ 𝑛𝑘

𝑁

𝑘=1

 (1.23 )  

 

 .XXZ    الفرميونية لنموذج هيزنبرغ تسمى الكتابة ( 1.23)الكتابة 

فوريي  المذكرة تحويل  دراستنا في هذه  في  الآن  الهالمتون  هنستخدم  التكميم  (  1.23)  من أجل كتابة  في صيغة 

𝑎𝑘والانشاء  𝑎𝑘أنه يمكن كتابة مؤثرات الهدم   الثاني، حيث
ه لمؤثرات هدم الفرميونية على شكل تحويل فوريي +

 :  نشاء فرميونية شبه جزيئية جديدة كما يليوإ

 

𝑎𝑘
+ =

1

√𝑁
∑ 𝑒𝑖𝑝𝑅𝑘 𝑎𝑝

+

𝑝

=
1

√𝑁
∑ 𝑒𝑖

2𝜋

𝑁
𝑝𝑘𝑎𝑎𝑝

+

𝑝

 

𝑎𝑘 =
1

√𝑁
∑ 𝑒−𝑖𝑝𝑅𝑘 𝑎𝑝

𝑝

=
1

√𝑁
∑ 𝑒−𝑖

2𝜋

𝑁
𝑝𝑘𝑎𝑎𝑝

𝑝

 

(1.24 )  

 

 .  البعد بين موقعين متتاليين من سلسة سبين هيزنبرغ 𝑎حيث يمثل  

والإ الهدم  مؤثري  قيم  العلاقة  بتعويض  من  الهاملتون  (1.24)نشاء  التبادل ( 1.23)  في  علاقات  واستخدام   ،

𝜖)  مع الأخذ بطبيعة الحال (1.6)الفرميونية الممثلة في العلاقة   = 𝑎، كذلك نأخذ  (1− = ومنه  للتسهيل فقط،    1

 :  [8]  يكتب على الشكل المتجانس التالي XXZ فإن هاملتون نموذج هيزنبرغ

 

𝐻𝑋𝑋𝑍 =
𝑁

2
(ℎ −

𝐽∆

2
) + ∑ (𝐽∆ − ℎ − 𝐽 cos (

2𝜋

𝑁
𝑝)) 𝑎𝑝

+𝑎𝑝

𝑝

−
𝐽∆

𝑁
∑ cos (

2𝜋

𝑁
𝑞) 𝑎𝑝−𝑞

+ 𝑎𝑝′+𝑞
+ 𝑎𝑝′𝑎𝑝

𝑝,𝑝′ ,𝑞

 

(1.25 )  

 

بعد واحد باستخدام التكميم الثاني، وهي الكتابة  في ½   لسبين XXZ تمثل هاملتون نموذج هيزنبرغ  ( 1.25)الكتابة 

 :  نقوم بالجمع على معاملات جديدة معرفة كما يلية مع تغييرات بسيطة، حيث كرالتي سنعتمدها في هذه المذ

𝛼 = 𝑝 − 𝑞 

𝛽 = 𝑝′ + 𝑞 

𝛾 = 𝑝 

(1.26 )  
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𝛿 = 𝑝′ 

 

الجمع بمعاملات  هاملتون(  1.26)   نعوض  الثابت  (1.25)   الجملة  في  أخذ  مع   ،𝜃 =
2𝜋

𝑁
لدينا   أنه  حيث  من ، 

المساوا   ( 1.26)   العلاقات تحقق  الجمع  معاملات  𝛼  ةأن  + 𝛽 = 𝛾 + 𝛿الأخير في  نجد  إذن  الجملة    ،  هاملتون 

 :  يكتب على الشكل المبسط التالي 

 

𝐻𝑋𝑋𝑍 = ∑ 휀𝑝𝑎𝑝
+𝑎𝑝

𝑝

+
1

2
∑ ⟨𝛼𝛽|𝑉|𝛾𝛿⟩𝑎𝛼

+𝑎𝛽
+𝑎𝛿𝑎𝛾

𝛼,𝛽,𝛾,𝛿

 (1.27 )  

 

الحد   بإهمال  قمنا 
𝑁

2
(ℎ −

∆

2
الهاملتون    ( ثابت (  1.27)في  الكتابة    كما ،  لأنه  مع  التشابه  الممثلة   (1.11)نلاحظ 

الثاني، حيث   الهاملتونللتكميم  في  الموجودة  المقادير  الجسيمات  (  1.27)  عرفنا  أشباه    𝑝والمتمثلة في طاقة 

 :  كما يلي ⟨𝛼𝛽|𝑉|𝛾𝛿⟩تفاعل  لاوكمون 

휀𝑝 = 𝐽∆ − ℎ − 𝐽 cos(𝜃𝑝) (1.28 )  

⟨𝛼𝛽|𝑉|𝛾𝛿⟩ = −
2𝐽∆

𝑁
cos (

𝜃

2
(𝛽 − 𝛼 + 𝛾 − 𝛿)) 𝛿𝛼+𝛽,𝛾+𝛿  (1.29 )  

 . يمثل دلتا كرونيكا 𝛿𝛼+𝛽,𝛾+𝛿حيث 

في درجات الحرارة المرتفعة    XXZ  في مذكرتنا وخاصة في دراسة نموذج هيزنبرغ  (1.27)  سوف نعتمد الكتابة

 . والتي سوف نتطرق لها بالتدقيق في الفصل الثالث
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 مقدمة .  1

المتعددة  ل  اتطرابالاضنظرية   ب  (  Many Body Perturbation Theory)لأجسام  اختصارا  وتعرف 

MBPT  ،  مكون من   أساسية لوصف نظام فيزيائي  طريقةهي𝑁  يتم استخدام هذه   متطابق،   أو  جسيم متشابه

المنهجية المستخدمة في  .  الأنظمةدقيق لهذه  نظري  حل    إيجادستطيع  الطريقة على نطاق واسع عندما لا ن

 ((Feynmanالعالم فينمان    من طرف  ول مرةلأتم تقديمها    ، حيثهذه النظرية تعتمد على تقنية المخططات

علىوتم    ، 1949سنة    [9] الأجسام  تطبيقها  المتعددة  بريكينار   بواسطة  الأنظمة    Brueckner  )العلماء 

  ،1957سنة    Goldstone))  [12]قولدستون    و  Hugenholtz)  )[11]هيجنهولتز  ثم    1955سنة    [10](

نظرية   تطوير  لالاتم  المتعددة  ضطرابات   Finite Temperature)  محدودةالحرارة  الدرجة    فيلأجسام 

Many Body Perturbation Theory)    أو اختصارا(FT-MBPT)  ليتنغر  بواسطة  (Luttinger)  [13]    سنة

بلوخ   1960 أن.  1961سنة    [14]  (Bloch)  ثم  من  الرغم  ايجادعلى  يمكن  ل  وصف  ه  -FT  طريقة دقيق 

MBPT    العدد الهائل للمخططات حيث أنه نجد كلما زادت درجة بسبب  ، إلا أنه  [18-15]كتب مختلفة  في

، وهذا ما يجعل التعامل مع هذه الطريقة صعب ومستحيل أن  !(2𝑛)بمقدار  زاد عدد المخططات    𝑛النشر  

اليدوية، نستطيع   بالطريقة  المخططات  كل  علينا  لذلك    حساب  طرق  اللجوءتوجب  أخرى    إلى  حسابية 

ات خوارزميعن طريق تطوير    FT-MBPTأخرى سنتعامل مع نظرية    بعبارةمعتمدين على الكمبيوتر، أو  

 . (فضاء أقل)التحميل على الذاكرة من حيث  وأقل سعة( زمن أقل)سريعة الأداء برمجية 

إذا طبقنا مباشر  لسوء المخططات    لإيجاد  [19]  (Wicks theorem)  نظرية ويكس  تاالحظ،  في جميع 

ولكن هناك طريقتان .  مع تزايد درجة النشربشكل كبير    يزداد  مخططاتعدد تلك الفإن  ،  درجة نشر معينة

لتقليل المخططاتعدد    أساسيتان  على  الأولى:  هذه  المخططات    تعتمد  جميع  وذلكإزالة  عن    المنفصلة 

الترموديناميكية  طريق حساب   الحرة  القسمةالتعامل مع  بدلا من  الطاقة  الثانيةدالة  الطريقة  أما  فتعتمد   ، 

يخفض بشكل كبير وهذا ما  طوبولوجيا، على إيجاد المخططات المتمايزة من بين كل المخططات المتكافئة 

المخططات القديمة  .  عدد  المقارنة  استخدمت    [26-20]الطرق  السابقة،  تقنية  المخططات  مع  المباشرة 

ضرورة حفظ جميع المخططات المتمايزة السابقة على الذاكرة لتتم عملية الى    حتاج كن هذه الطريقة تول

كبيرين جدا  ها، المقارنة مع للتعامل مع مشكلة   . مما يستلزم وقتاً ومساحة  استخدام طرق جديدة  تم  حديثا 

التقنية    [27]التخزين   هذه  أن  مع حيث  المقارنة  إلى  الحاجة  دون  مباشرتاُ  المتمايزة  المخططات  تولد 

 . ططات المتمايزة السابقةالمخ

عن   المولدة  المتمايزة  المخططات  لحساب  المستحدثة  الخوارزميات  الى  الفصل  هذا  في  نتطرق  سوف 

الخوارزمية   آلية  [27] طريق  ُ   وطباعة بطريقة  مباشرتا لها  التحليلية  الخوارزميات   . العبارة  جميع  إن 
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نقدم في سوف    ، Graph theory  المخططاتمواضيع أساسية في نظرية  هذا الفصل هي    فيالمستخدمة  

 . [28]، خاصة المستخدمة في المرجع الخوارزمياتجديدة عن بعض من هذه  بعض الأحيان نسخ

 المتعددة الأجسام نظرية الاضطرابات. 2

يمكن متشابهة تتفاعل مع بعضها  جسيمات    مكون من عدةهاملتون نظام  لقد تطرقنا في الفصل الأول أن  

 : على النحو التالي كميم الثانيتال باستخدام التعبير عنه

 

(2.1)  𝐻 = 𝐻0 + 𝐻I = ∑(휀𝑘 + 𝜇)𝑎𝑘
+

𝑘

𝑎𝑘 +
1

4
∑ 𝑉𝑚𝑙

𝑟𝑠𝑎𝑟
+𝑎𝑠

+𝑎𝑙𝑎𝑚

𝑟𝑠𝑚𝑙

 

 

𝑎𝑘   حيث
𝑉𝑚𝑙  لتفاعلا  كمونمصفوفة    عناصر  ، بينماالإنشاء والهدم على التوالي  مؤثراهما    𝑘و  +

𝑟𝑠   فهي

كتب على حيث ت،  ⟨𝑟𝑠|𝑉|𝑙𝑚⟩  كمون التبادلومصفوفة     ⟨𝑟𝑠|𝑉|𝑚𝑙⟩مباشر كمون التفاعل المصفوفة    حويت

 : الشكل المختصر التالي

 

(2.2)  𝑉𝑚𝑙
𝑟𝑠 = ⟨𝑟𝑠|𝑉|𝑚𝑙⟩ + 𝜖⟨𝑟𝑠|𝑉|𝑙𝑚⟩ 

 

𝜖  عرفناه في الفصل الأول حيث أن  𝜖الثابت   = 𝜖  و    بالنسبة للجسيمات من نوع بوزون  1 = بالنسبة    1−

الكمون   يمثل    في الأخير  للنظام،    اتالجسيم  اهشبأمثل طاقة  فهي ت  𝜖𝑘أما  ،  للجسيمات من نوع فرميون

 .الكيميائي

 المعرفة بـ دالة القسمة  نشرعلى  FT-MBPT نظرية تعتمد

(2.3)  𝑍 = Τr(𝑒−𝛽𝛨) 

في العلاقة  .  𝐻وذلك باستخدام النشر العادي لتايلور للدالة الأسية مع الأخذ بعين الاعتبار مؤثر الهاملتون  

(3.3  )𝛽    تمثل معكوس درجة الحرارة𝛽 =
1

𝑘𝐵𝛵
  (𝛵  و    درجة الحرارة  مثلت𝑘𝐵  ثابت بولتزمان)  حيث ،

 (: R)تنشر على الشكل 

 

(2.4)  
𝑍

𝑍0
= 1 + ∑

(−1)𝑛

𝑛! 4𝑛
∫ 𝑑𝜏1 … . .

𝛽

0

∞

𝑛=1
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× ∫ 𝑑𝜏𝑛

𝛽

0

⟨𝑂𝑡 ∏ 𝑉𝑚𝑖𝑙𝑖

𝑟𝑖𝑠𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑎𝑟𝑖
+ (𝜏𝑖)𝑎𝑠𝑖

+(𝜏𝑖)𝑎𝑙𝑖
(𝜏𝑖)𝑎𝑚𝑖

(𝜏𝑖)⟩

0

 

 

 𝐴يمثل المتوسط الحراري في الديناميكا الإحصائية للمؤثر   0〈𝐴〉المقدار    . الترتيب الزمني  مؤثر  𝑡يمثل  

 : بـفي الفراغ، يعرف رياضيا 

 

(2.5)  〈𝐴〉0 =
1

𝛧0
Τr(𝐴𝑒−𝛽𝛨0) 

 

𝑖مؤثرات الإنشاء  
+(τ)    والهدم𝑎𝑖(τ)   المتعلقة بالزمن التخيلي  𝜏    معرفة على (  2.4)والمبينة في العلاقة

 : الشكل

 

(2.6)  
𝑎𝑖

+(τ) = 𝑎𝑖
+𝑒𝜏𝐸𝑖  

𝑎𝑖(τ) = 𝑎𝑖𝑒
−𝜏𝐸𝑖  

 

 : على الشكل 𝐸𝑖في هذه المذكرة نعرف الطاقة 

 

(2.7)  𝐸𝑖 = 휀𝑖 − 𝜇 

 

 : أي متفاعلغير النظام لليمثل دالة القسمة  0  المقدار

 

(2.8)    𝛧0 = Τr(𝑒−𝛽𝛨0) 

 

نظرية بين   (contractions)الانقباضات    جميعتعداد  نظرياُ  يمكننا    [19]  (Wicks)ويكس    باستخدام 

والانشاء   الهدم  سلسلة مؤثرات  من  رتبة  المتوسط(2.4)  النشر  لكل  قيمة  حساب  يمكننا  لكل   الحراري  ، 

 . [16]الى فنجد قيمته تساوي  انقباض

 

(2.9)  〈𝑎𝑝(𝜏)𝑎𝑞
+(𝜏′)〉0 = 𝜖〈𝑎𝑞

+(𝜏′)𝑎𝑝(𝜏)〉0 = 𝛿𝑝𝑞𝑔𝑝(𝜏 − 𝜏′),  
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)𝑝بينما المقدار   يمثل مزيج بين تكون ثقب أو جسيم أثناء  فهو    propagatorوالذي يسمى الناشر    (

 على الشكل  [16]ويمكن صياغته رياضيا  𝜏زمن تخيلي 

 

(2.10)  𝑔𝑝(𝜏 − 𝜏′) = 𝑒−(𝜏−𝜏′)𝐸𝑃[𝑓𝑝
+휃(𝜏 − 𝜏′ − 휂) + 𝑓𝑝

−휃(𝜏 − 𝜏′ + 휂)] 

 

العنصري    حيث الثابت   أن  → في    +0 أنه  ل  θ(𝑥)   (Heaviside)هيفيسايد  دالة الموجود  لدلالة على 

𝜏  أخذ المقدار الثاني في حالة تساوي الأزمنةيجب  = 𝜏′  (2.10)في العلاقة . 

𝑓𝑝الإحصائية مقادير ال
 : بالعلاقتينمعرفة  ±

 

(2.11)  
                                              𝑓𝑝

− = 𝜖(𝑒𝛽𝐸𝑃 − 𝜖)
−1

 

    𝑓𝑝
+ = 1 + 𝑓𝑝

− 

 

الحراري   المتوسط  لمقادير  الهائل  العدد  المعقدة (  2.9)بسبب  الرياضية  والصيغ  معينة،  نشر  رتبة  في 

،  صار من اللازم التعامل مع كل هذه المقادير بطرق أخرى(  2.11)والمقادير الإحصائية  (  2.10)للناشر  

العلماء   وجد  الممكن    [12]  (قولدستون)و  [11]  (هيجنهولتز)،  [10]  (بريكينار)لذلك  من  أنه  وآخرون 

فينمان فكرة  بواسطة    [9]  تطبيق  الحراري  المتوسط  مقادير  كل  باختصار    للتبسيط،.  مخططاتالوذلك 

 رسمعلى شكل مجموعة من المخططات وذلك عن طريق  (  2.4)من سلسلة النشر    𝑛رتبة  يمكننا تمثيل ال

𝑛  نسميها    قمة(𝜏1, … , 𝜏𝑖, … , 𝑛)    قمةحيث في كل  𝜏𝑖    ،إلى هذه    سطرين وارديننرسم أربع سطور

الانشاء    القمة مؤثرات  𝑎𝑟𝑖يمثلان 
+ (𝜏𝑖)    و𝑎𝑠𝑖

+ (𝜏𝑖)    النشر سلسلة  في  إلى   ، (2.4)المعرفين  بالإضافة 

𝑙𝑖  يمثلان مؤثرات الهدم القمةسطرين صادرين من هذه 
(𝜏𝑖)  و𝑎𝑚𝑖

(𝜏𝑖) ( 1.2شكل)،  جميع نقوم بربط ثم  

الواردة 𝑝𝑖  الخطوط 

+ (𝜏𝑖)    الصادرة مع 𝑎𝑝𝑗  الخطوط 
(𝜏𝑗)  الممكنةب الطرق  كل في  بحيث    ،للربط  كل 

𝑔𝑝𝑖  الناشر مع وافق تت 𝑗و  𝑖  خطينعملية ربط بين 
(𝜏𝑖 − 𝜏𝑗). 

 

 

 

 

𝜏𝑛 𝜏𝑖 𝜏1 

… … 
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 .𝜏𝑖الواردة والصادرة في كل ذروة مخطط يمثل مؤثرات الانشاء والهدم . 1.2شكل 

المخططات   العلاقة    𝑁𝐷عدد  من  الناتجة  𝑁𝐷  هو(  2.4)الممكنة  =
(2𝑛)!

2𝑛
العدد  ،   وهو هذا  جداُ   كبير 

والمخططات  ال  كل  يحوي عند  ،صلةنف مالمتصلة  عدد  (  2.4)على    ةيتميلوغارالدالة  التطبيق    لكن  فإن 

ويختزل  𝑁𝐷المخططات   فقط  ينقص  المتصلة  المخططات  لإنإلى  هذا  المخططات    ،  يعدم  اللوغاريتم 

أنهالمنفصلة  وبما  الاستخلاص  مكن  ي  ،  الخصائص  الحرة   ترموديناميكية جميع  الطاقة  دالة  Ω  من  =

−
1

𝛽
log(𝑍)إذن من البديهي دراسة    ، على دالة القسمة  ة، وهي كما نلاحظ هي تطبيق للدالة اللوغاريتمي

يمكننا أن نعبر عن الطاقة الحرة للنظام بدلالة المخططات كما      . 𝑍بدلا من دالة القسمة    Ωالطاقة الحرة  

 : يلي

 

(2.12)  Ω = Ω0 + ∑(All connected diagrams) 

 

متفاعل    Ω0  حيث الغير  للنظام  الحرة  الطاقة  Ω0تمثل  = −
1

𝛽
log(𝑍0).    الطاقة هذه  حساب  يمكن 

 : فنجد قيمتها هي [8]ببساطة 

 

(2.13)  Ω0 =
𝜖

𝛽
∑ log(1 − 𝜖𝑒−𝛽𝐸𝑘 )

𝑘
 

 

المخططات  إذن   إلى  ينخعدد  𝐷فض  =
(2)!

2𝑛
− 𝑛𝑑𝑑  حيث ،𝑑𝑑    ،المنفصلة المخططات  يمثل عدد 

جدا كبيرا  يزال  لا  العدد  هذا  العدد   ، ولكن  هذا  لخفض  طريقة  إيجاد  المهم  من  من    . لذلك  العديد  هنالك 

  اختيار إذن من الضروري    المتكافئة، المخططات المتصلة لها نفس القيمة العددية والتي تسمى المخططات  

، حيث كما نلاحظ في المتكافئة والذي نسميه المخطط المتمايز  المخططاتهذه  بين  فقط من  مخطط واحد  

𝑑𝜏1على الأزمنة الخيالية    تكاملاتال … 𝑑𝜏𝑛    أنه لديها نفس مجالات التكامل من (  2.4)علاقة النشر  من

,𝜏1 بين القمم  تبديله)على هذه الأزمنة   لذلك أي تبديله  ، 𝛽إلى   0 … , 𝜏𝑖, … , 𝜏𝑛 لا يغير (  بلغة المخططات

التكاملات القمم  ف لذلك    . نتيجة  بين  المبادلة  من عملية    ةناتجال  اتمخططال  لمجموعة من عند تطبيق عملية 
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فمن الضروري تجاهلها وضرب   ، سابقلمخطط  ةمكافئ 𝑛𝑒𝑑مثلاُ مجموعة منها عددها   فنجد( 2.4) النشر

  . فقط 𝑛𝑒𝑑 قيمة المكاملة على المخطط السابق في

لمجموعة مكونة من   الممكنة  التبديلات  نعلم أن عدد  أننا نجد  !𝑛قمة هو    𝑛كما  الطبيعي  فمن  إذن   ،𝑛! 

وحيد متمايز  لمخطط  مكافئ  فنجد    ، مخطط  كيفي  معينة على مخطط  مبادلة  بعملية  القيام  عند  أحياناً  لكن 

هذه،   المبادلة  عملية  بواسطة  يتشوه  لا  المخطط  هذا  أن  أي  المخطط،  هذا  هذه  نفس  عدد  كان  فإذا 

، إذن فالعدد الحقيقي للمخططات المتكافئة هو  𝑆المخططات التي لا تتشوه بواسطة عملية مبادلة معينة هو 

𝑛!

𝑆
يسمى الطبيعي    ،  بين    𝑆العدد  من  المتمايزة  المخططات  إيجاد  المهم  من  إذن  التناظر،  كل بمعامل 

 . المخططات المتكافئة فهذه العملية تخفض بشكل كبير عدد المخططات

𝐷عدد المخططات الآن ينخفض إلى  فإذن   =
(2𝑛)!

2𝑛 −𝑛𝑑𝑑

𝑛!

𝑆

=
𝑆

𝑛!
(

(2𝑛)!

2𝑛 − 𝑛𝑑𝑑)  ،  هذه المجموعة من  تسمى

  EDDأو اختصارا ب    Essentially Distinct Diagramsالمخططات بالمخططات المتمايزة الأساسية  

 : إذن فالطاقة الحرة يمكن التعبير عنها بالعلاقة((. R)هذه التسمية مستخلصة من المرجع )

 

(2.14)  Ω = Ω0 + ∑
(EDD)𝑖

𝑆𝑖
𝑖

 

 

شر معينة  نعند رتبة    EDDsالمتبقية هنا هو كيفية إيجاد كل المخططات المتمايزة الأساسية  المشكلة  اذن  

𝑛سابقاً    ؟ مناقترحت  إيجاد    [26-20]الخوارزميات    العديد  أجل  بعضلحل  من  مع  المشكلة  من    هذه 

من الأعداد   متتاليةفي سلسلة 𝑛 كل القمم  هي ترتيب EDDلإيجاد  التقنية الأساسية المستخدمة . اتالاختلاف

1  القمممجموع من  𝜏𝑖  قمةكل  الطبيعية، حيث نمثل ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  حيث  متتاليين،  طبيعيين عددين شكلعلى

الانشاء   مؤثري  العددان  هذان  𝑎𝑟𝑖يمثل 

+ (𝜏𝑖)    و𝑎𝑠𝑖

+(𝜏𝑖) ،    يمثلان السلسلة  من  العددين  موضع  بينما 

𝑎𝑙𝑖مؤثري الهدم  
(𝜏𝑖)    و𝑎𝑚𝑖

(𝜏𝑖) ،    أي أنه قبل أن نقوم بعملية الربط فإنه يمكن تمثيل كل مخطط على

 : الشكل التالي

 

(2.15)  𝐷0 = (1,2|3,4| … |2𝑖 − 1,2𝑖| … |2𝑛 − 1,2𝑛) 

 



الثاني                                                                     نظرية الاضطرابات المتعددة  الفصل 

 الاجسام 

 

18 
 

المخطط   في  مثلنا  قمة  (  2.15)حيث  متتاليين    𝜏𝑖كل  2𝑖بعددين  − 1,2𝑖  ، الربط بين مؤثري أما عملية 

بين   المبادلة  عملية  عن طريق  ايجادها  فيمكن  والهدم  2𝑖الأعداد  الانشاء  − 2𝑗  مع  2𝑖 أو1 −   2𝑗 أو1

𝑖حيث   ≠ 𝑗 .  مكافئ مخطط  تعطينا  تبديله  كل  أن  على    . حيث  المتمايزة  للعثور  فإن  EDDالمخططات   ،

أيضا   المستخدمة هي  أعداد  الطريقة  المبادلة بين زوجي  بعملية   مخطط مكافئل  لك  𝜏𝑗و    𝜏𝑖القمم  القيام 

حده المتمايزة    ومقارنته  على  المخططات  ال  ، EDDsالسابقة  مع  هذه  ومساحة   طريقةلكن  وقتا  تستغرق 

جداً  جميع  كبيرين  حفظ  إلى  نحتاج  لأننا  المتمايزة،  في    المخططات  ( RAM)  العشوائيةذاكرة  الالسابقة 

 EDDsالمخططات المتمايزة السابقة  جميع    علىالتنقل  ثم يجب علينا  (  كبيرة  مساحة)الخاصة بالكمبيوتر  

مقارنة   عملية  كل  أكبر)في  المرجع  (.  وقت  في  مستخدمة  جديدة  طريقة  وجدت  عن    [27]لذلك  مختلفة 

لا  أنها  القديمة حيث  الكلاسيكية  مع  الطرق  مقارنة  أي  إلى  السابقة  تحتاج  المتمايزة    EDDs  المخططات 

الطريقة) على  على    يمكن  للتعرف  إيجاد  (.  [27]  المرجعالاطلاع  كيفية  في  ليس  الفصل  هذا  موضوع 

وطباعتها    EDDلكل مخطط متمايز  ولكن في كيفية إيجاد العبارة التحليلية    EDDsالمخططات المتمايزة  

 . بطريقة آلية وذلك باستخدام خوارزميات مستحدثة

 من الدرجة الثانية  للاختزالالغير قابل مخطط لل التحليلية قيمةالحساب .  3

والمتمثلة في إيجاد العبارة التحليلية للمخطط الغير نبدأ من أبسط حالة  لفهم طرق الحساب المستخدمة هنا،  

الدرجة   من  للاختزال  الالثانيةقابل  في  المبين  كتابة  2.2شكل  ،  البداية  في  يمكن  حيث  الطاقة  مساهمة  ، 

 : ]16[ على النحو التاليالحرة له 

 

(2.16)  Ω2 =
1

8
𝑉𝑝3𝑝4

𝑝1𝑝2 𝑉𝑝1𝑝2

𝑝3𝑝4𝐼2 

 حيث 

 

(2.17)  𝐼2 =
1

𝛽
∫ ∫ 𝑔𝑝1

(𝜏1 − 𝜏2)𝑔𝑝2
(𝜏1 − 𝜏2)𝑔𝑝3

(𝜏2 − 𝜏1) 𝑔𝑝4
(𝜏2 − 𝜏1)

𝛽

0

𝑑𝜏1𝑑𝜏2

𝛽

0

 

 

المستخدمة  اللفهم   التكامل  طريقة  قيمة  طريقتين ( 2.17)العبارة    في الموجودة    2لحساب  نقترح   ،

 . المخططاتالطريقة المباشرة وطريقة : أساسيتين

 مباشرةال طريقةال. 3.1
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,0]لحساب التكامل على المجال   𝛽]  ،هم استخدام تحويل فوريي للتحول من الزمن التخيلي  من المف𝜏   إلى

يكتب  ،  ]Matsubara sum  ]29ا  بارشيماتما يعرف ب مجموع  أو  ،  (2.10)الناشر  تحويل  .  اتترددال

 : على الشكل التالي

 

 .من الدرجة الثانيةغير المختزل للطاقة الحرة مخطط ال. 2.2الشكل                       

 

(2.18)  𝑔𝑝(𝜏 − 𝜏′) =
1

𝛽
∑

𝑒−𝜁𝑚(𝜏−𝜏′−𝑛𝜃)

𝐸𝑝 − 휁𝑚

∞

𝑚=−∞

,          

 

휁𝑚يميز لنا النظام المدروس، حيث    휁𝑚، المتغير المركب  (2.18)في العلاقة   = 𝑖
𝜋

𝛽
(2𝑚)    إذا كانت

المدروسة عبارة عن   휁𝑚بوزونات و   الجسيمات  = 𝑖
𝜋

𝛽
(2𝑚 − الجسيمات   (1  عبارة عن  إذا كانت 

휃هو عدد عنصري موجب صغير جداً    휃الثابت  .  فرميونات → أما  +0  ،𝑛  عشوائي    فهو عدد طبيعي

العلاقة   في  اخترنا  لقد  معدوم،  غير  العنصري  (2.18)موجب  휂  الثابت  = 𝑛휃  صعوبة   لتجنب  وهذا  

휂النهاية    نحسب  عندماوذلك    الحالات  عضب →   في(  2.11)الإحصائية    المقادير  كتابةكذلك    يمكن  . +0

 : التالي النحو على [29]ماتشيبارا  تمثيل

 

(2.19)  𝑓𝑝
± =

1

𝛽
∑

𝑒0±𝜁𝑚

𝐸𝑃 − 휁𝑚

∞

𝑚=−∞

 

 

ماتشيبارا   مجموع  الآن  التكامل  (  2.18)نعوض  ,0]  الزمني   المجال  على   𝜏كامل  ون،  (2.17) في  𝛽] ،

 : نتحصل على النتيجة
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(2.20)  𝐼2    =
1

𝛽3
∑ 𝛿𝜁𝑚1+𝜁𝑚2 ,𝜁𝑚3+𝜁𝑚4

∏
𝑒𝜁𝑚𝑖

𝑛𝑖𝜃

(𝐸𝑃𝑖
− 휁𝑚𝑖

)

4

𝑖=1𝑚1𝑚2𝑚3𝑚4

 

 

𝛿𝜁𝑚1حيث   +𝜁𝑚2 ,𝜁𝑚3 +𝜁𝑚4
الانحفاظ    تمثل  التيو  كرونكر  دلتا  هي      الواردة   الخطوط  بينقانون 


𝑚1

, 
𝑚2

  الصادرة  والخطوط  
𝑚3

, 
𝑚4

المجموع  .     الضروري   من  أنه  الواضح  منف(  2.20)لحساب 

𝜁 الحفظ التخلص من
1

+𝜁𝑚2 ,𝜁𝑚3 +𝜁𝑚4
 : الكميةب  (2.20) ، لذلك نضرب العلاقة

 

(2.21)  

𝐸𝑝1
+ 𝐸𝑝2

− 𝐸𝑝3
− 𝐸𝑝4

+ 휁𝑚1
+ 휁𝑚2

− 휁𝑚3
− 휁𝑚4

𝐸𝑝1
+ 𝐸𝑝2

− 𝐸𝑝3
− 𝐸𝑝4

 

 

𝑝𝑖حد    كلنقوم الآن باختصار    . 1تساوي  (  2.21)في الحقيقة الكمية  
− 휁𝑚𝑖

( 2.21)من بسط الكمية    

 : أولية حدود أربعة على حصلتنف ، (2.20)العلاقة   مقامما يقابله من  مع

 

(2.22)  𝐼2 = 𝐼2
1 + 𝐼2

2 + 𝐼2
3 + 𝐼2  

4  

 : حيث

 

(2.23)  

𝐼2
1 =

1

𝛽3(𝐸𝑝1
+ 𝐸𝑝2

− 𝐸𝑝3
− 𝐸𝑝4

)
∑

𝑒𝜁𝑚2𝜃(𝑛2−𝑛1)𝑒𝜁𝑚3𝜃(𝑛3+𝑛1)𝑒𝜁𝑚4𝜃(𝑛4+𝑛1)

(𝐸𝑝2
− 휁𝑚2

)(𝐸𝑝3
− 휁𝑚3

)(𝐸𝑝4
− 휁𝑚4

)
𝑚2𝑚3𝑚4

, 

𝐼2
2 =

1

𝛽3(𝐸𝑝2
+ 𝐸𝑝1

− 𝐸𝑝3
− 𝐸𝑝4

)
∑

𝑒𝜁𝑚2𝜃(𝑛1−𝑛2)𝑒𝜁𝑚3𝜃(𝑛3+𝑛2)𝑒𝜁𝑚4𝜃(𝑛4+𝑛2)

(𝐸𝑝1
− 휁𝑚1

)(𝐸𝑝3
− 휁𝑚3

)(𝐸𝑝4
− 휁𝑚4

)
𝑚1𝑚3𝑚4

, 

𝐼2
3 =

1

𝛽3(𝐸𝑝3
+ 𝐸𝑝4

− 𝐸𝑝1
− 𝐸𝑝2

)
∑

𝑒𝜁𝑚2𝜃(𝑛1+𝑛3)𝑒𝜁𝑚3𝜃(𝑛2+𝑛3)𝑒𝜁𝑚4𝜃(𝑛4−𝑛3)

(𝐸𝑝1
− 휁𝑚1

)(𝐸𝑝2
− 휁𝑚2

)(𝐸𝑝4
− 휁𝑚4

)
𝑚1𝑚2𝑚4

, 

𝐼2  
4 =

1

𝛽3(𝐸𝑝4
+ 𝐸𝑝3

− 𝐸𝑝1
− 𝐸𝑝2

)
∑

𝑒𝜁𝑚2𝜃(𝑛1+𝑛4)𝑒𝜁𝑚3𝜃(𝑛2+𝑛4)𝑒𝜁𝑚4𝜃(𝑛3−𝑛4)

(𝐸𝑝1
− 휁𝑚1

)(𝐸𝑝2
− 휁𝑚2

)(𝐸𝑝3
− 휁𝑚3

)
𝑚1𝑚2𝑚3

. 

 

𝑖  الأرقام  قيم  ختار ن  الآن،  > المجموع    0 فيها  يكون  ∑بطريقة  𝑛𝑖    الأس ∑)𝜁𝑚𝜃في  𝑛𝑖)   لا  

𝑛1 نختار القيم    مثلا.  الصفر  يساوي = 2, 𝑛2 = 1, 𝑛3 = 2, 𝑛4 = 휃نهاية ال  تطبيق  د، بع1 → 0+ ،  

𝑓𝑝حصائي  إ لعامما يكافئ كل م نجد
 (. 2.19)علاقة  من ال ±
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 : تها على الشكلصياغإعادة   يمكن (2.23)فالحدود الأربع من العلاقة   وبالتالي، 

 

(2.24)  

𝐼2
1 =

1

(𝐸𝑝1
+ 𝐸𝑝2

− 𝐸𝑝3
− 𝐸𝑝4

)
𝑓𝑝2

−𝑓𝑝3
−𝑓𝑝4

− , 

𝐼2
2 =

1

(𝐸𝑝2
+ 𝐸𝑝1

− 𝐸𝑝3
− 𝐸𝑝4

)
𝑓𝑝1

−𝑓𝑝3
−𝑓𝑝4

− , 

𝐼2
3 =

1

(𝐸𝑝3
+ 𝐸𝑝4

− 𝐸𝑝1
− 𝐸𝑝2

)
𝑓𝑝1

−𝑓𝑝2
−𝑓𝑝4

− , 

𝐼2
4 =

1

(𝐸𝑝4
+ 𝐸𝑝3

− 𝐸𝑝1
− 𝐸𝑝2

)
𝑓𝑝1

−𝑓𝑝2
−𝑓𝑝3

− . 

 

𝑉𝑝3𝑝4  الكمون  جداء  ، التناظر   بسبب

𝑃1𝑝2𝑉𝑝1𝑝2

𝑝3𝑝4  التحويلات    يتغير  لا 𝑝4عند تطبيق  → 𝑝3, 𝑝3 → 𝑝4    في

𝐼2
𝑝3    و   3 → 𝑝1, 𝑝1 → 𝑝3, 𝑝4 → 𝑝2, 𝑝2 → 𝑝4    في𝐼2

المقدار    التحويلو  2 على  يطبق  𝐼2الأخير 
1   

𝑝3للتحولات   → 𝑝2 , 𝑝2 → 𝑝3, 𝑝4 → 𝑝1, 𝑝1 → 𝑝4 ،  العلاقة  و ل  (  2.16)من  النهائية  القيمة  نجد 

Ω2 كما يلي : 

 

(2.25)  Ω2 =
1

4

𝑉𝑝3𝑝4

𝑝1𝑝2𝑉𝑝1𝑝2

𝑝3𝑝4𝑓𝑝1
−𝑓𝑝2

−(𝑓𝑝3
+ + 𝑓𝑝3

−)

(𝐸𝑝3
+ 𝐸𝑝4

− 𝐸𝑝1
− 𝐸𝑝2

)
 

 

𝑛1: على سبيل المثال  ، 𝑖يمكننا اختيار قيم أخرى لـ  :  ملاحظة = 1, 𝑛2 = 2, 𝑛3 = 2, 𝑛4 =  أو  1

𝑛1 = 1, 𝑛2 = 4, 𝑛3 = 2, 𝑛4 =  (. 2.25)في   Ω2  لـمطابقة نفسها ولكن النتيجة تبقى  3

 طريقة المخططات .  3.2 

الداخلة أو الخارجة  خطوطالالمرتبط ب (2.10) الناشر جداءل يهي تحل مخططات الفكرة الرئيسية لطريقة ال

نرسم على .  العبارة الكلية للطاقة الحرة  حيث يساهم كل كسر في.  مخطط معين إلى كسور جزئية  من قمم 

تربط جميع  الممكنة التي    تاطخطمال  نرسم جميع  أي  ، الممكنة  جميع الأشجار  2.2من الشكل    𝐺1  المخطط

,𝑇𝑖ممكنة    هناك أربعة أشجاروكما نلاحظ ف  ،(حلقة)  لا تحوي دورةقمم المخطط و 𝑖 = 1, … للمخطط   4,

𝐺1.    الممكنة    3.2الشكل الأشجار  جميع  الشجرة    تثمل  حيث،  𝐺1مخطط  لليظهر  السميكة    ، 𝛵𝑖الخطوط 

  . 𝐺1للمخطط  مكملةالشجرة ال تمثل بينما الخطوط الرفيعة
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، حيث  𝑖نحن نعلم أن الطاقة الحرة هي عبارة عن مجموعة من الكسور، كل كسر هو عبارة عن شجرة 

 .الكسر منها بسط، بينما الشجرة المكملة فيمكن استخراج 𝑇𝑖الكسر الخطوط السميكة للشجرة   مقاميمثل 

 

 . خطط من الدرجة الثانيةمالممكنة ل جميع الأشجار . 3.2الشكل 

الآن   ا  طريقةنشرح  مساهمة  مقدار  الشكل    1لشجرة  حساب  للمخطط  في    3.2من  الحرة  الطاقة  كمية 

  4  3،  2  ، بينما الخطوط الرفيعةوالمتعلق بالطاقة  الكسر منه  مقاميمكن استخراج    1الخط السميك    .1

 : ، حيث−𝑓أو+ الإحصائية بالمعاملات الكسر والمرتبط  بسطفيمكن استخلاص 

منفصلين بحيث يمر المقص عبر جزئين  إلى    𝑇1مخطط  النقسم    ، 𝑇1لـ    𝐷1لتحديد المقام    : الكسر  مقام(  1)

واحد الشجرة)  فقط  فرع  فروع  من  سميك  واحد  فرع  على  المقص  يمر  أن  إلزامي  الشجرة   (شرط    من 

السميك) بالرمز  ل  نرمز،  (الخط  هذه  القص  الشكل    𝐶عملية  ال3.2في  يمكن حساب    فنجده   مباشرة  مقام، 

𝐷1 = +𝐸1 + 𝐸2 − 𝐸3 − 𝐸4  لشجرة  ا  من  1السميك    الوحيد لخطاعلى طاقة  +  ، حيث وضعنا إشارة

𝑇1    ،يمكن ايجادها نسبتاً الى اتجاه الخط ف  4و    3،  2بينما إشارات الطاقات الأخرى  التي مر عليها المقص

  . 1وتكون سالبة اذا كانت في الاتجاه العكسي للخط  1، حيث تكون موجبة إذا كانت في نفس اتجاه الخط 1

𝑓𝑖حصائي  إ  معامل يقابله    𝑖من الشجرة المكملة  كل خط    هنا  : ط الكسربس(  2)
𝑓𝑖أو    +

كيفية   ، يبقى الآن.  −

𝑓𝑖  المعامل الإحصائيفي  الموجودة  (  -أو  )+    𝑠𝑖𝑔𝑛𝑖  العثور على العلامة
𝑠𝑖𝑔𝑛𝑖  .  ًضافةإنلاحظ أن  بدايتا 

 . (حلقة أساسية) دورة أساسيةيشكل  𝑖أي خط من الشجرة المكملة إلى خطوط الشجرة الممتدة 

𝑛𝑖  طبيعي غير معدومهو رقم  : 𝑖معامل الحافة  : 1تعريف  >  . 𝑖مرتبط بالخط   0

يمكن تعيينه    هو عدد صحيح غير معدوم، و  : يلي  كما(  حلقة)لكل دورة    𝑂𝑖الكلي    نعرف الاتجاه  : 2تعريف  

في كل    أو طرح   جمعحيث نقوم في كل مرة ب،  (الحلقة )لدورة  المشكلة لخطوط  العلى    جولتال  عن طريق

ونجمع معاملات الحواف للخطوط   𝑛𝑖نبدأ الحساب من معامل الحافة    لكل خط، مرة قيمة معامل الحافة  
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الخط   اتجاه  نفس  في  تكون  للخط  𝑖التي  المعاكسة  للخطوط  الحواف  معاملات  ونطرح   ،𝑖 .    في نتحصل 

 : الأخير على

 

(2.26)  𝑂𝑖 = 𝑛𝑖
+ − 𝑛𝑖

− 

 

𝑖حيث  
𝑛𝑖، و   𝑖المجموع الكلي لمعاملات الحواف للخطوط المتجهة في نفس اتجاه الخط    هو  +

يمثل    −

 .𝑖المجموع الكلي لمعاملات الحواف للخطوط المعاكسة للخط  

   : كما يلي 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑖العلامة   يمكن تحديدومنه 

 

(2.27)  𝑠𝑖𝑔𝑛𝑖 = [𝑂𝑖] =
𝑂𝑖

|𝑂𝑖|
 

 

]الأقواس استخدمنا يث ح  . العلامة، وهذا لتسهيل الكتابة فقطللدلالة على  [

، وذلك لكل خط  3.2من الشكل    1في  (  حلقة)الاتجاه الكلي لكل دورة  إذن من التعريفين السابقين فإن  

 : مه 4و  3، 2 مكمل

𝑂2:  2 للخطبالنسبة  = 𝑛2 − 𝑛1؛ 

𝑂3  : 3 خطبالنسبة لل = 𝑛3 + 𝑛1؛ 

𝑂4  : 4 خطبالنسبة لل = 𝑛4 + 𝑛1. 

  : هي 1مساهمة الشجرة  سبق فإنومما  وأخيرا

 

(2.28)  𝐼2
1 =

𝑓2
[𝑛2−𝑛1]

𝑓3
[𝑛3+𝑛1]

𝑓4
[𝑛4+𝑛1]

(𝐸1 + 𝐸2 − 𝐸3 − 𝐸4)
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 : 𝑇4و  𝑇3، 2 مساهمات الأشجار الأخرى  حسابيمكننا  بنفس الطريقة، 

 

(2.29)  

𝐼2
2 =

𝑓1
[𝑛1−𝑛2]

𝑓3
[𝑛3+𝑛2]

𝑓4
[𝑛4+𝑛2]

(𝐸2 + 𝐸1 − 𝐸3 − 𝐸4)
, 

𝐼2
3 =

𝑓1
[𝑛1+𝑛3]

𝑓2
[𝑛2+𝑛3]

𝑓4
[𝑛4−𝑛3]

(𝐸3 + 𝐸4 − 𝐸1 − 𝐸2)
, 

𝐼2  
4 =

𝑓1
[𝑛1+𝑛4]

𝑓2
[𝑛2+𝑛4]

𝑓3
[𝑛3−𝑛4]

(𝐸4 + 𝐸3 − 𝐸1 − 𝐸2)
. 

 

قيماً أخير نختار  الحافة    ،  𝑛𝑖معامل  > الاتجاهات    بحيث  0 كل  تنعدم  الأشجار    𝑂𝑖لا  أخذ  ن.  𝑇𝑖لكل 

الكيفيتخالا 𝑛1  : يار  = 2, 𝑛2 = 1, 𝑛3 = 2, 𝑛4 = وبذلك  1 النتائج،  نفس  على   فيالسابقة    نحصل 

 . الطريقة المباشرة من (2.24)

للبرمجة والقابلة  الأسهل  لأنها  المخططات  طريقة  بعض  لذلك    ، سنختار  لدراسة  بحاجة   المسائل نحن 

 . اتالمعروفة في نظرية المخطط

 تعاريف. 4

𝐺 ليكن = (𝑛, 𝑚)  مخططا متصلاً يحوي𝑛   قمة و𝑚 (خط) حافة . 

الممتدة    : 3تعريف   لـ    مخططكل    يه𝑇  (Spanning tree  )الشجرة    Gجميع قمم    يتكون من   Gفرعي 

الكلي عدد  ال  ، غصانالأب  𝑇  تسمى حواف الشجرة الممتدة  ، [46-44](  حلقات)  على دورات  يحويولكن لا  

𝑛يساوي   الشجرة الممتدة غصانلأ − 1 . 

وهي المخطط الذي يحوي كل حواف  𝐺في  𝑇ممتدة  الشجرة لل (cotree) ∗الشجرة المكملة  : 4تعريف 

𝐺    الممتدة  أغصانباستثناء تسمى    𝑇  [45-46]  الشجرة  المكملة  الشجرة  المكملة )  أوتارحواف  الشجرة 

𝑚  هو المكملةالشجرة  أوتار، عدد ((حلقات) دوراتممكن أن تحوي   − 𝑛 + 1 . 

وعدد معين من   𝑇  الشجرة الممتدة من أغصان  فقطواحد  لغصن طعق  عملية الأساسي هو  طعالق   : 5ريف تع

هذه المجموعة من   . إلى قسمين  𝐺  تقسيم المخطط  تؤدي هذه العملية إلى  بحيث  ، ∗𝑇  المكملة الشجرة    أوتار

𝑛والتي عددها    عمليات القطع − القطع   ةمجموع  اتاتجاه  تحديديتم    . طع الأساسيةالق    ةتسمى مجموع  1

 . [46] المقطوعخصن الشجرة تجاه لا وفقاً الأساسية 
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إضافة    حلقةهي    (الأساسية  دوراتال)  الأساسية  الحلقات  : 6تعريف   بعد  من  وترتنتج  فقط   أوتار   واحد 

هو   𝐺من مخطط  الأساسية الناتجة    الحلقاتعدد  ،  𝑇  [45,47]  إلى الشجرة الممتدة  ∗  الشجرة المكملة

𝑚 − 𝑛 +  . حلقة 1

الشكل   متصل  لمخطتوضيحياً  مثالاً    4.2يوضح  من  𝐺(5,8)ط  يتكون  𝑣𝑖 ،  1  القمم  والذي  ≤ 𝑖 ≤ 5  

𝐸𝑗 ،  1حواف  الو ≤ 𝑗 ≤ يحوي  8 المخطط  هذا  ممتدة  على  مثال،  مكملة    𝑇  شجرة    𝑇، حيث  ∗𝑇وشجرة 

,𝐸2}  بالأغصانمحددة   𝐸3, 𝐸7, 𝐸8}  (السميكة ,𝐸1}  بالأوتارممثلة  ف  ∗𝑇   وأما  ، (الخطوط  𝐸4, 𝐸5, 𝐸6}  

𝐷  قيمته  أن  فنجد  طع الأساسيةالق    ةمباشرة من مجموع  هيمكن حساب  𝐷مقام الكسر    . (الخطوط الرفيعة) =

𝐶2 3 7   فإن  5ومن التعريف    4.2  وكما نلاحظ في الشكل  ، الموضحة في الشكل بالخطوط المتقطعة  8

𝐶2  : تساوي إلى  قيم القطع = 𝐸2 − 𝐸1  ،𝐶3 = 𝐸3 + 𝐸5 − 𝐸1 − 𝐸4  ،𝐶7 = 𝐸7 + 𝐸4 − 𝐸5 − 𝐸6  ،𝐶8 =

𝐸8 + 𝐸4 − 𝐸5 − 𝐸6  . تحديد الكسر  يمكن  المكملة    أوتارمن    𝑁𝑢  بسط  الشكل  فنجد   ∗الشجرة  : من 

𝑁𝑢 = 𝑓1
[𝑂1]

𝑓4
[𝑂4]

𝑓5
[𝑂5]

𝑓6
[𝑂6]

;𝑂𝑗الكلية    الاتجاهاتاستخراج  يمكن كذلك  حيث  ،   𝑗 = الحلقات من    1,4,5,6

تساوي  للاتجاه الكلي أنها    2باستخدام التعريف    فنجد  ∗𝑇المرتبطة بالشجرة المكملة  (  6تعريف  )الأساسية  

𝑂1:  إلى = 𝑛1 + 𝑛3 + 𝑛2  ،𝑂4 = 𝑛4 + 𝑛3 − 𝑛7 − 𝑛8  ،𝑂5 = 𝑛5 + 𝑛7 + 𝑛8 − 𝑛3  ،𝑂6 = 𝑛6 +

𝑛7 + 𝑛8 .   وبذلك فمساهمة الشجرة الممتدة𝑇  في الطاقة الحرة  4.2من الشكل𝐼5
𝑇 هي : 

(2.30)  𝐼5
𝑇 =

𝑓
1

[𝑛1+𝑛3+𝑛2]𝑓
4

[𝑛4+𝑛3−𝑛7−𝑛8]𝑓
5

[𝑛5+𝑛7+𝑛8−𝑛3]𝑓
6

[𝑛6+𝑛7+𝑛8]

(𝐸2 − 𝐸1)(𝐸3 + 𝐸5 − 𝐸1 − 𝐸4)(𝐸7 + 𝐸4 − 𝐸5 − 𝐸6)(𝐸8 + 𝐸4 − 𝐸5 − 𝐸6)
 

 

تمثل  بينما ، 𝑇 شجرة ممتدة تمثل الخطوط السميكة مثالًا على: 𝐺  مثال على مخطط متصل. 4.2الشكل 

. الخطوط المتقطعةممثلة بطع الأساسية الق  مجموعة  . 𝑇بـ  ةالمرتبط ∗ الشجرة المكملة الخطوط الرفيعة

,𝑣1}  التشكيلات 𝑣3, 𝑣4} و  {𝛦2, 𝛦3, 𝛦8} الشجرة الممتدة   أغصانقمم والنهايات  : على التوالي تمثل𝛵 . 

Ω𝑛الصيغة العامة 
𝐺 ل لمساهمة مخطط متص𝐺(𝑛, 𝑚)  هيالطاقة الحرة في : 
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(2.31)  Ω𝑛  
𝐺 = ∑

∏ 𝑓
𝑗

[𝑂𝑗]𝑚−𝑛+1
𝑗=1

∏ 𝐶𝑖
𝑛−1
𝑖=1𝐴𝑙𝑙 𝑆𝑝𝑎𝑛𝑛𝑖𝑛𝑔 𝑇𝑟𝑒𝑒𝑠

 

 

;𝐶𝑖حيث   𝑖 = 1, 𝑛 −  [𝑂𝑗] ، و(3تعريف ) 𝛵للشجرة الممتدة ( 5تعريف )الأساسية  طعالق   تمثل مجموعة 1

(.  4تعريف ) ∗𝛵  المكملةشجرة المن  𝑗(  6تعريف )أساسية  حلقةلكل ( 2تعريف ) الاتجاه الكلي اشارة يمثل

  Ω𝑛  ساب الطاقة الحرةحل  المخططاتنتيجة لذلك، طريقة  
𝐺    سائل أساسية معروفة أربع ماختصارها في  تم

 : ات وهيفي نظرية المخطط

 . جميع الأشجار الممتدة لمخطط متصل إحصاء( 1)

 .𝛵الأساسية لكل شجرة ممتدة   طعمجموعة الق  إيجاد ( أ)

 .∗𝑇 شجرة مكملة الأساسية لكل حلقاتإيجاد ال( ب)

متصل  (دورات)حلقات  جميع    إحصاء(  2) وذلكمخطط  الحواف  ،  معاملات  قيم  مرة   𝑛𝑖لإيجاد 

 (. 1تعريف )واحدة 

 الأشجار الممتدة   إحصاء. 5

خوارزميات    تطويرتم   من  متصل    الأشجار  لإحصاءالعديد  هذ  ،  [37-30]لمخطط  سوف في  الفصل 

ال إلى  حيث    [29]الجديدة    خوارزميةنتطرق  سابقاتها،  عن  تختلف  طريقة  والتي  على    حذف التعتمد 

 . الخوارزمية في الإجراءات التاليةهذه تفاصيل  سنعرض. contraction-deletion الانكماشو

 التهيئة اتإجراء . 1.5

,𝐺(𝑛في عملية إيجاد جميع الأشجار الممتدة لمخطط متصل    ءقبل البد 𝑚)  يجب أن نهيئ المخطط وذلك ،

 : عن طريق الخطوات التالية

حلقاتن • جميع  اختصاراً    (Hartree-Fock loops)  فوك-هارتري  حذف  في    HFLأو  وجدت  إذا 

مساهمة   . في نفس القمةتبدأ وتنتهي  تحوي قمة وحافة وحيدتين والتي    الحلقات  تلك  ، أيالمخطط

حلقات    كل من  𝑓𝑘هي    HFLحلقة 
حيث  −  ،𝑘  ال  وه بهذه  حافة رقم  حسابها  ةالحلق  الخاص  ويتم   ،

 ؛كعامل مشترك 

العميق • البحث  ما يعرف  depth-first search  استخدم  أو  لإيجاد  وذلك  ،  DFS  [48]بـ    اختصاراً ، 

 ؛𝐺عشوائية للمخطط المتصل ممتدة شجرة 
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  العميق بـ  بحثال  مصادفتها أثناء عمليةلترتيب القمم التي تمت  وفقاً    𝐺المخطط    ترقيم قمم  ادةعإ •

DFS . 

 

التمهيدي الذي   مخططال: 𝐺2( b) من الدرجة الرابعة،  مخطط هيجنهولتزمثال على : 𝐺1( a. )5.2الشكل 

 .𝐺1التهيئة على المخطط اتتم الحصول عليه بعد تطبيق إجراء

 

 𝑖  قمةبحيث كل    𝑛إلى    1من  متصلة بشكل مرتب    𝐺المخطط    قمم  منتجعل  (  3)و  (  2)الخطوتين  

الشكل  .  𝑣𝑖−1  السابقة  ـقمةالب  ةمتصل  تكون هيجنهولتز  ل  مثالاً (  a)  5.2يوضح  الدرجة    𝐺1مخطط  من 

,𝑣1  قمم  الرابعة يحوي أربعة 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4  حواف    ثمانيةو𝐸1, … … . . , 𝐸8 ،    5.2الشكل  بينما  (b  ) يمثل

 𝑣3متصلة مع القمة   𝑣4 القمة أن 𝐺2كما نلاحظ في المخطط المهيأ  ، عليه بعد إجراء التهيئة 1 المخطط

القمة    𝑣3القمة    ، 𝛦7  حافةال  بواسطة  𝑣1  القمة  متصلة مع  𝑣2القمة  و  𝐸3الحافة  بواسطة    𝑣2متصلة مع 

الشكل    𝐸8و    𝐸2  (HFL)  فوك-هارتري  حلقات  مساهمة  . 𝛦1  الحافةبواسطة     هو (  a)  5.2الموضحة في 

 𝑓2
− 𝑓8

 . كعامل مشترك في نهاية الحسابالمقدار وسنضيف هذا −

 الانكماش وحذف ال عملية 2.5.

تحليل   على  تعمل  والانكماش  الحذف  المهيأ  طريقة  ,𝐺(𝑛المخطط  𝑚)  متعددة   إلى مقلصة  مخططات 

المستوى    𝑘، حيث  𝐺(𝑘,𝑙𝑘)المستويات   𝑘يمثل  = 1, … , 𝑛  بينما  ،𝑙𝑘  المخطط 1  يمثل رقم  ≤ 𝑙𝑘 ≤ 𝑛𝑘   و

𝑛𝑘    قمة  المن    الحواف الخارجةهي عدد𝑣𝑘  .مستوى  كل    بحيث في𝑘  نحذف كل حافة خارجة من القمة ،

𝑣𝑘    الحافة  ونكمش هذه  طول  القمة  )على  نجمع  بواسطة    𝑣𝑘أي  بها  والمتصلة  لها  المجاورة  القمة  مع 

نصادف هذه العملية    أثناء  ، 𝑘الانكماش في المستوى وحذف  عملية اليوضح    6.2الشكل    ، (الحافة المحذوفة

مثلهم    وقمة مجاورة لها فيجب حذفهم كلهم وكمشهم كذلك كلهم  𝑣𝑘تربط بين القمة    حواف متوازية  أحياناً 
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المستوى    العملية هذه    نعيد  . مثل حافة واحدة من  بدءاً  طريقة  .  1المستوى  إلى    ووصولاً   𝑛بشكل متكرر 

المتوازية  الانكماشو  حذفال الحواف  جميع  ضغط  على  الشكل    ، تساعدنا  الحذف عمليات    7.2يوضح 

ل الشكل    G2المهيأ     لمخططوالانكماش  في  سابقاً  الحساب    ، (b)  5.2والموضح  تدفق   السابقشجرة 

 . حيث يمثل كل سهم مجموعة من الحواف المتوازية( الأشجار المضغوطة) 8.2موضحة في الشكل 

 

 . 𝑘المستوى  عملية الحذف والانكماش في . 6.2الشكل 

 

 . 𝐺2للمخططعملية الحذف والانكماش  . 7.2الشكل 
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 .𝐺2للمخطط( مضغوطةالشجرة ال)مخطط الشجرة  . 8.2الشكل 

 (CDST) للشجرة الممتدة  الضغط وإزالة ضغطالخوارزمية  . 3.5

خوارزمية حديثاً  على    جديدة  اقترحت  تعتمد  حيث  الممتدة،  الأشجار   الانكماشوحذف  ال  عمليةلإحصاء 

الخوارزمية  تمحور  ت.  [20] لهذه  الأساسية  حواف  علىالفكرة  مواضع  للتمثيل    المخطط  تصنيف  وفقا 

𝐺  ليكن.  الثنائي للعدد الطبيعي = (𝑉, 𝐸)    مخطط مهيأ يعني أنه تم الحصول عليه )  متصل مهيأ مخطط

التهيئة   إجراء  القمم    𝑉حيث  ،  ((1.5)بعد  مجموعة  𝑉تمثل  = { 𝑛 , 𝑣𝑛−1, … , 𝑣1}   بينما𝐸   تمثل

𝐸مجموعة الحواف   = {𝐸𝑚 , 𝐸𝑚−1, … , 𝐸1}  ،كذلك   لنا  تمثل، حيث  يتم فرز الحواف بترتيب تنازلي  

 . الطاقات قيم

,Edg(𝑗لتكن   𝑖) ،  𝑗 = 2,3, … , 𝑛  و  𝑖 = 1,2, … , 𝑗 − التي تربط   𝐺الحواف في  مجموعة  تمثل  ،  1

قمم   في  و  𝑖و     𝑗بين  لموقعها  وفقاً  متزايد  بترتيب  المجموعة    𝑘الحواف  .  𝐸مرتبة  في    ممثلة  𝐸من 

 : نضع ثنائي، أيال النظام

 

(2.32)  𝐸𝑘 = 2𝑘−1 

 

,Edg(𝑗  حوافال تمثيل ساعدنا علىي (2.32)الترميز  𝑖) طبيعية غير معدومةعداد على شكل أ . 

,LE(𝑗) لتكن 𝑗 = 2,3, … , 𝑛  المجموعة𝑗  الطبيعيةالأعداد تحوي التي Edg(𝑗, 𝑖): 
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(2.33)  LE(𝑗) = {Edg(𝑗, 𝑖) ; 1 ≤ 𝑖 < 𝑗};   2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.        

 

 لدينا  ، (b) 4من الشكل  2في المخطط  عل سبيل المثال، 

 

(2.34)  

LE(4) = {{ }, {𝐸4}, {𝐸7}}, 

LE(3) = {{𝐸1}, {𝐸5, 𝐸6}}, 

LE(2) = {{𝐸3}}. 
 

التمثيل   باستخدام.  حواف متوازية  عبارة عن   LE(3)من المجموعة   𝐸6  و  𝐸5  الحواف(  2.33)  في المثال

 : للحواف نجد( 2.32)

 

(2.35)  

LE(4) = {0, 23, 26} = {0,8,64}, 

LE(3) = {20, 22 + 25} = {1,48}, 

LE(2) = {22} = 4. 

 

للانكماش (  OR)أو  )+(  نطبق الخوارزمية العددية التالية التي تعتمد على عمليتين حسابيتين، العملية  الآن  

 . للحذف ( XOR)أو ( -)والعملية 

𝑘 = 𝓃 

𝑪𝒐𝒎𝒑𝒓𝒆𝒔𝒔𝒊𝒐𝒏(𝑘) 

𝒊𝒇 𝑘 == 1 𝒕𝒉𝒆𝒏  

Print: CTr 

Decompress(𝑛) 
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else 

Comment: Contraction stage 

Do 𝑖 = 1, 𝑖 < 𝑘 

if Edg (𝑘, 𝒾)==0 then continue 

end if   

CTr(𝑘)=Edg(𝑘, 𝑖) 

SaveLeft Bits(Edg(𝑘, 𝑖), 𝑘) 

Do 𝑗 = 1, 𝑗 < 𝑖 

Edg(𝑖, 𝑗) = 𝐸𝑑𝑔(𝑖, 𝑗) + 𝐸𝑑𝑔(𝑘, 𝑗) 

end do 

Compression(𝑘 − 1) 

Comment: Deletion stage  

CTr(𝑘) = 0 

Do 𝑗 = 1, 𝑗 < 𝑖 

Edg(𝑖, 𝑗) = 𝐸𝑑𝑔(𝑖, 𝑗) − 𝐸𝑑𝑔(𝑘, 𝑗) 

end do  

end do 

end if  

end compression 
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CTrحيث   = {𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑘 , … , 𝑎𝑛−2}    الاعداد الطبيعية  عبارة عن مجموعة من  𝑎𝑘    والتي تمثل

بت يجب علينا استخراج    𝑎𝑘لفك ضغط  (.  مجموع الحواف المتوازيةالضغط معناه  )الأشجار المضغوطة  

Bit    يسار)مين  يأقصى أقصى  صحيح  (  أو  عدد  المجموعة    𝑎𝑘كل  العملية    CTrمن  بواسطة 

𝑎𝑘(𝐴𝑁𝐷)(𝑁𝑂𝑇)(𝑎𝑘 − ,LB(𝑘  مترابطةال  سلسلة في ال  طبيعيالعدد ال  نحفظ هذا ، ثم    (1 𝑖)  ،هذاو  

به تقوم  الحواف.  SaveLeftBitsالدالة    ما سوف  يعني  )  nb  عدد  البتات  هذا  يمكن   𝑎𝑘في  (  bitsعدد 

 . هذه العملية أثناءحسابها 

SaveLeftBits(𝑎𝑘 , 𝑘) 

nb=0 

While𝑎𝑘 ≠ 0 

LB(𝑘, 𝑛𝑏) = 𝑎𝑘(𝐾𝑁𝐷)(𝑁𝑂𝑇)(𝑎𝑘 − 1) 

𝑎𝑘 = 𝑎𝑘(𝑋𝑂𝑅)𝐿𝐵(𝑘, 𝑛𝑏) 

nb=nb+1 

end while  

NumberOfBits(𝑘)=nb 

endSaveLeftBits. 

  بيت جمع كل  عملية    يعني، وهذا  CTr  الموجودة في  𝑎𝑘الاعداد الطبيعية    الإجراء النهائي هو فك ضغط 

𝑗  لكل  𝑎𝑗  منمع كل بيت    𝑎𝑖  من = 0, … , 𝑛 − 2; 𝑗 ≠ 𝑖  .  التالية الضغط  فك  يمكنها نشر خوارزمية 

CTr  وطباعة جميع الأشجار الممتدةTr على شكل أعداد طبيعية غير معدومة . 

Tr = 0 

Decompression(k) 

If k == 1 then 
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Print: Tr 

else 

do 𝒾 = 0, 𝒾 < 𝑁𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟𝑂𝑓𝐵𝑖𝑡𝑠(𝑘) 

Tr = Tr +LB(𝑘, 𝒾) 

Decompression(k− 1) 

Tr = Tr−𝐿𝐵(𝑘, 𝒾) 

end do 

end if 

end decompression  

الأشجار المثال،  سبيل  من    المضغوطةالممتدة    على  الضغطالناتجة  خوارزمية   compression  تطبيق 

 : هم (b) 5.2الموضح في الشكل  2 على المخطط

 

(2.36)  

{64,56,5} 

{64,1,4} 

{8,48,5} 

{8,1,4} 

 

على   نتحصل  الممتدة  ومنه  الضغط  بعدالأشجار  إزالة  خوارزمية  على     decompressionتطبيق 

 (:  2.36)الأشجار المضغوطة 

 

(2.37)  73, 76, 81, 84, 97, 100 ; 69 ; 25, 28, 41, 44 ; 13. 
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 : على التوالي في تمثيل النظام الثنائي على الشكلتكتب  (2.37) طبيعيةالأرقام ال

 

(2.38)  
01001001; 01001100; 01010001; 01010100; 01100001; 01100100; 

01000101; 00011001; 00011100; 00101001; 00101100; 00001101; 

 

التمثيل   عدد  ل  1البت  يمثل    ، (2.38)في  لقائمة  ال  طبيعيكل  وفقاً  الممتدة  الشجرة  لحافة  المناسب  موضع 

𝐸  حوافال = { 1, 𝐸2, … , 𝐸8}  المخططالخاصة ب  𝐺2  5.2  من الشكل  (b) أي أن أغصان كل شجرة ،

   : ممتدة لهذا المخطط هي على الترتيب

 

(2.39)  

01001001→ {𝐸7, 𝐸4, 𝐸1}, 01001100 → {𝐸7, 𝐸4, 𝐸3}, 01010001 → {𝐸7, 𝐸5, 𝐸1}; 

01010100 → {𝐸7, 𝐸5, 𝐸3}, 01100001 → {𝐸7, 𝐸6, 𝐸1}, 01100100 → {𝐸7, 𝐸6, 𝐸3}; 

01000101→ {𝐸7, 𝐸3, 𝐸1}; 00011001 → {𝐸5, 𝐸4, 𝐸1}, ; 00011100 → {𝐸5, 𝐸4, 𝐸3}; 

00101001→ {𝐸6, 𝐸4, 𝐸1}, 00101100 → {𝐸6, 𝐸4, 𝐸3}; 00001101 → {𝐸4, 𝐸3, 𝐸1}, 

 

 (. 8.2الشكل )الشجرة  مخطط فينفسها الأشجار الممتدة الموجودة  وهي

شجرة كل  لتخزين  المطلوبة  الذاكرة  المساحة  على  كعدد    O(1)هي    ممتدة  مخزنة  بينما طبيعيلأنها   ،  

,G(𝑛  ةمتصلال  اتمخططللبعض ا  ةدمتالم  شجارلأاالوقت اللازم لتوليد كل   𝑚)  من  مكونة  𝑛  و    قمة  𝑚 

,𝐼𝑛𝑡𝑒𝑙 𝐼3)  منزليباستخدام جهاز الكمبيوتر ال ، وذلكةحاف 𝑅𝐴𝑀 4 𝐺, 64 𝐵𝑖𝑡𝑠 )  هو 

• 𝐺(19,38) ثانية؛ 0.6شجرة ممتدة في  4980736 يولد 

• 𝐺(20,40) شجرة ممتدة في ثانية واحدة؛ 10485760 يولد 

• 𝐺(24,48)  ثوان   10شجرة ممتدة في  201326592يولد . 

أفضل   النتيجة  سعة  هذه  حيث  السابقةمن  بالخوارزميات  مقارنة  الأداء  وسرعة    ،[25,29]  التخزين 

 (. [41] أنضر المرجع) ++C/C لغةاستخدام ب CDST  رمجت الخوارزميةب
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 ةمتدمشجرة الالخوارزمية استخراج المقام والبسط من .  6

المقام الاساسية)  لحساب  الق طع  الاساسية)  والبسط  (مجموعة  في  (  الحلقات  كسر  الحرة لمساهمة    ،الطاقة 

  : نتبع العملية التالية

 الأولية ةالخطو ( أ

  الأسهم   طاقة  يساوي إلى الفرق بين  𝑇  ةشجرة الممتدالكل قمة من  لأن المقام الأولي  نفرض  :  الأولي  المقام

 . من هذه القمة الصادرةطاقة الأسهم الواردة و

 . ∗  الحافة لأوتار الشجرة المكملةالأولية هي معاملات  الكلية الاتجاهاتنفرض أن : البسط الأولي

 طى الخطوات الوس (ب 

أغصان   اتنهاي موذلك بالجمع بين قم ، 𝑇  الممتدة  نهايات أغصان الشجرةجميع ( انكماش)بعملية ضم  موقن

الشجرة  هذه العملية إلى تقليص حجم الشجرة الممتدة، نسمي  ؤدي  تالمجاورة لها،  القمم  و  الشجرة الممتدة

بال هذه  الانكماش  عملية  من  الناتجة  المكملة 𝑇(1)  نكمشةمال  الممتدة  شجرةالممتدة  الشجرة  نسمي  بينما   ،

𝑇∗(1)الناتجة بالشجرة المكملة المنكمشة  
من الدرجة  هذه هي  هنا أن عملية الانكماش  (  1)نقصد بالرقم  ،  

 : الكسر يصبح مقام وبسط هذه العملية فإن أثناء . (انكماشأول عملية ) الأولى

قمة  مقام:  المقام مقام  (1)  نكمشةالم  الممتدة  لشجرةاغصن  نهاية    كل  مجموع  نهاية    هو  غصن  قمة 

 . ومقام القمة المجاورة لها 𝑇  لشجرة الممتدةا

المنكمشة  :  البسط المكملة  للشجرة  الحافة  طرحهو    (1)∗معامل  أو  الشجرة   الحافةمعامل    جمع  لوتر 

لل  ∗المكملة   الحافة  نجمع  ،  المجاور  منكمش الغصن  ومعامل  كان (  نطرح)بحيث  إذا  سهم    المعامل 

 . معه المشترك ∗𝑇 الشجرة المكملةوتر ( عكس اتجاه)في نفس اتجاه نكمش الم الغصن

الشج الشج  (1)الممتدة    رةنكرر عملية الانكماش على  ينتج عنه  الممتدةمما  نعيد  ،    (2)  رة  نفس  ثم 

 . فقط  وتصبح ذات غصن واحدحتى تتقلص الشجرة الممتدة ، وهكذا رةالعملية على هذه الشج

 النهائية  وةالخط (ج
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إذا (  1)+   1-ضرب المقام في  ك نللذ  ، موجبة  يجب أن تكون إشارة طاقة أغصان الشجرة الممتدة:  المقام

 (. موجبة)سالبة  الغصن ةطاق إشارةكانت 

عملية ضم:  البسط في  الممتدة   نستمر  الشجرة  من  الأخير  الكلية    ، الغصن  الاتجاهات  قيمة  نستنتج  وبذلك 

 . ذات القمة الوحيدة والتي هي معاملات الحواف لأوتار الشجرة المكملة المنكمشة

𝑇خطوات حساب المقام والبسط للشجرة الممتدة    9.2  وضح مثال الشكلي = {𝐸7, 𝐸4, 𝐸3}   من المخطط

𝐺2  5.2الشكل    الممثل في  (b  .)المقامات الأولية لكل قمة  نحسب  ، ية الأول  وةالخط  (  9.2الشكل  (a))   من

 : فنجد المخطط 

 

(2.40)  

𝐷𝑣1
= 𝐸3 − 𝐸1;

𝐷𝑣2
= 𝐸5 + 𝐸6 − 𝐸3 − 𝐸4;

𝐷𝑣3
= 𝐸1 + 𝐸7 − 𝐸5 − 𝐸6;

𝐷𝑣4
= 𝐸4 − 𝐸7.

 

 

∗كذلك نجد الاتجاهات الكلية الأولية للشجرة المكملة  = { 1, 𝐸5, 𝐸6} هي : 

 

(2.41)  𝑂1 = 𝑛1; 𝑂5 = 𝑛5; 𝑂6 = 𝑛6. 
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لشجرة  ا( وتارأ)غصان أ (الرفيعة)لمقام والبسط، تمثل الأسهم السميكة اخطوات حساب . 9.2الشكل 

 (. لشجرة المكملةا)الممتدة 

من الشجرة   7و  3الغصنين النهائيين  طول    على  (الانكماش)الضم    عمليةبنطبق  ،  الخطوات الوسطىفي  

القم،  الممتدة نقوم بجمع  القم  𝑣3و    𝑣1  تينالنهائي   تينحيث  الترتيب  𝑣4و    𝑣2  تينمع  تعدل  وبذلك  .  على 

 : إلى( 2.40)في العلاقة  𝑣4 و 𝑣2مقامات القمم النهائية  

 

(2.42)  
𝐷𝑣2

= 𝐷𝑣2
+ 𝐷𝑣1

= 𝐸5 + 𝐸6 − 𝐸1 − 𝐸4,

𝐷𝑣4
= 𝐷𝑣4

+ 𝐷𝑣3
= −𝐸5 − 𝐸6 + 𝐸1 + 𝐸4.

 

 

لأنهما    𝑛1لوتر  ل  الحافة  إلى معامل  3النهائي    الخاص بالغصن  𝑛3  أثناء هذه العملية، نجمع معامل الحافة

 𝑛1من معامل الحافة للوتر    7الخاص بالغصن النهائي    𝑛7الحافة    نطرح معاملفي نفس الاتجاه، كذلك  

 لأنهم في نفس الاتجاه   𝑛6و    𝑛5الوترين  إلى    𝑛7  معاملبينما نضيف هذا اللأنهما في اتجاهين مختلفين،  

 : تصبح (2.41)لكل وتر  الاتجاهات الكليةفقيم  وبذلك ، ((b) 9.2أنضر الشكل )

 

(2.43)  𝑂1 = 𝑛1 + 𝑛3 − 𝑛7; 𝑂5 = 𝑛5 + 𝑛7; 𝑂6 = 𝑛6 + 𝑛7. 

 

  . بما أن الشجرة الممتدة المنكمشة تحوي خصن واحد، إذن نخرج من هذه الخطوات

العلاقة    كما نلاحظ،  النهائية  ةلخطوافي   𝑣2  أن  (2.42)في 
= −𝐷𝑣4

المقامات     أحد  لذلك سوف نختار 

𝐷𝑣2
، سالبة   𝑇الشجرة الممتدة    غصانأإذا كانت علامة الطاقة الخاصة ب  -1كل مقام في  نضرب    كذلك  . 

𝐷𝑣1 المقام  في   𝐸3كما نلاحظ فإن إشارة طاقة الغصن 
𝐷𝑣3  المقام  في   𝐸7و   

موجبة، اذن لا نغيرها، بينما   

الغصن   طاقة  إشارة  في  𝐸4نلاحظ  𝐷𝑣2  المقام  سالبة 
في   المقام  هذا  نضرب  إذن  ومنه1-،   ةالصيغف  ، 

 : يه اتلمقامالنهائية ل
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(2.44)  

𝐷𝑣1
= 𝐸3 − 𝐸1;

𝐷𝑣2
= 𝐸4 + 𝐸1 − 𝐸5 − 𝐸6;

𝐷𝑣3
= 𝐸7 + 𝐸1 − 𝐸5 − 𝐸6.

 

 

  9.2الشكل    أنضر)  4النهائي    غصنال  ضميجب علينا    الحافة للشجرة المكملة  للعثور على جميع معاملات

(c))  ،  9.2من الشكل    4كما نلاحظ أن الغصن  (b  )  ين وفي نفس اتجاه الوتر  1في الاتجاه المعاكس للوتر  

 : فنجد( 2.43)في العلاقة  𝑂6و   𝑂5ونجمعه مع   𝑂1من   4إذن نطرح ، 6و  5

 

(2.45)  𝑂1 = 𝑛1 + 𝑛3 − 𝑛7 − 𝑛4; 𝑂5 = 𝑛5 + 𝑛7 + 𝑛4; 𝑂6 = 𝑛6 + 𝑛7 + 𝑛4. 

العلاقتين  إذن   الممتدة (  2.45)و  (  2.44)باستخدام  الشجرة  أن مساهمة  ,𝐸7}  نستنتج  𝐸4, 𝐸3}    الطاقة في 

 : الحرة هي

 

(2.46)  
𝑓1

[𝑂1]
𝑓5

[𝑂5]
𝑓6

[𝑂6]

𝐷𝑣1
𝐷𝑣2

𝐷𝑣3

=
𝑓1

[𝑛1+𝑛3−𝑛7−𝑛4]
𝑓5

[𝑛5+𝑛7+𝑛4]
𝑓6

[𝑛6+𝑛7+𝑛4]

(𝐸3 − 𝐸1)(𝐸4 + 𝐸1 − 𝐸5 − 𝐸6)(𝐸7 + 𝐸1 − 𝐸5 − 𝐸6)
         

7 

 معاملات الحافةقيم . 

الضروري   الحافة    إيجادمن  لمعاملات  العشوائية  𝑖  حيث  𝑖القيم  = 1, … , 𝑚 ،    المشكلة ولكن 

تحديد  هنا  المطروحة   نستطيع  لا  أننا  على  𝑛𝑖هي  ممتدة  معاملات حِد ة    لكل شجرة  قيم  إيجاد  يجب  بل   ،

نظرًا لأن معاملات الحافة مرتبطة    ، أخرىبعبارة  .  متصلالحافة لكل الأشجار الممتدة الناتجة من مخطط  

أن ف  ، ساسيةالأ  (الدورات)الحلقات    دإيجاب الواضح  يؤدي    من  جميع  إهذا  تحديد  ( دورات)حلقات  لى 

نظرية   متصلمخطط    (دورات)حلقات  جميع    إحصاءيعد  .  المتصل  المخطط في  آخر  أساسيا  موضوعا 

من  .  خططاتالم العديد  الم  [43-38]  الخوارزمياتهناك  هذه  لحل  ومساحة  ب  سألةالمقترحة  سرعة 

خوارزمية.  مثاليتين نختار  المجال،  هذا  من    Gibbs  [38]جيبس    في  تمكننا  الحلقات جميع    إيجادلأنها 

الثنائي  بترميز  (الدورات) أنها.  النظام  الذاكرة تأخذ مساحة    هناك مشكلة في خوارزمية جيبس وهي  من 
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جداً  المشكلو،  كبيرة  هذه  اقترح  لحل  الخوارزميةهعلى  تعديل    [28] ة  تتمحور   ، ذه    الخطوات حيث 

 : على ما يلي الخوارزميةا التعديل في لهذ الأساسية

 شوائية؛ع ةمتدمالأساسية من شجرة  (الدورات)الحلقات جميع  إيجاد  (1)

 ؛ 1الأساسية التي تم الحصول عليها من الخطوة  حلقاتبين جميع ال الدمج (2)

 .2من الخطوة من بين الحلقات الناتجة فقط  الصحيحة الحلقاتتحديد  (3)

 : التفصيل من يلي هذه الخطوات مع بعض فيمانستعرض 

مختارة عشوائياً من مخطط متصل    𝑇شجرة ممتدة    منالأساسية    الحلقات  إيجاد  يمكن:  ساسيةالحلقات الأ

𝑖حيث    𝐹𝑖 مجموعة الحلقات الأساسية هذه    ، (6  تعريف) = 1,2, … . , 𝑚 − 𝑛 + توفر أساسًا لتوليد   1

المتصل  حلقاتجميع   النظام  𝑖  أساسية  حلقةكل    . المخطط  في  تمثيلها  باختيار كل  وذلك  ثنائي  ال   يمكن 

𝐺  حسب موقعها في المخطط   هذه الحلقات  منحافة   = {𝑒𝑚, … , 𝑒𝑘 , … , 𝑒2, 𝑒1}  ،  الحافة  نمثل  حيث𝑘 

𝑒𝑘  على الشكل ثنائيال في النظام = 2𝑘−1  . 

جميع    بين  (تراكب)دمج  نقوم بعملية  غير الموجه،  المتصل  المخطط  الحلقات الخاصة بلتوليد جميع    : الدمج

 . المستخدمة في نظام البت XORوذلك بواسطة العملية الأساسية  الحلقات

أو حلقتين منفصلتين  بين    التركيب، لأن  ةالمنفصل  الحلقات  تولد عمليات الدمج بعض  : حيحةالص  حلقاتال

فكل دورة ناتجة من عملية  لذلك  .  أو أكثرحلقتين منفصلتين  إلى    حتماً ؤدي  سي XOR عمليةالأكثر من خلال  

 . التحقق منها أنها غير منفصلة قبل الذهاب إلى عملية دمج أخرىالدمج يجب 

إلى الخوارزمية  هذه  المخطط   . عملية  𝑂(2𝑚−𝑛+1)  تحتاج  حلقات  جميع  على  نتحصل  الأخير  في 

   . غير معدومة طبيعيةشكل أعداد  على 𝐺المتصل  

 لاتجاه  وفقاً  الحلقاتطريق تحويل جميع    عن وذلك   𝐺 للمخطط  الممكنة   الكليةالاتجاهات    كل  إيجاديمكن  

 . الكلية الاتجاهات نعدميتم اختيار قيم معاملات الحافة بشكل عشوائي بحيث لا ت، حوافها

,𝐸7}  الأساسية للشجرة الممتدة، الحلقات (a) 9.2على سبيل المثال، في الشكل  𝐸4, 𝐸3} هي : 
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(2.47)  

𝐹1 = {𝐸1, 𝐸3, 𝐸4, 𝐸7 } = 1001101, 

𝐹2 = {𝐸5, 𝐸7, 𝐸4} = 1011000, 

𝐹3 = {𝐸6, 𝐸7, 𝐸4} = 1101000. 

 : يعطيمع نضيرتها في هذه المجموعة ( 2.47)للمجموعة   حلقة أساسيةبين كل  الدمج

 

(2.48)  

𝐹4 = 𝐹1(𝑋𝑂𝑅)𝐹2 = 0010101 = {𝐸5, 𝐸3, 𝐸1}, 

𝐹5 = 𝐹1(𝑋𝑂𝑅)𝐹3 = 0100101 = {𝐸6, 𝐸3, 𝐸1},                          

𝐹6 = 𝐹2(𝑋𝑂𝑅)𝐹3 = 0110000 = {𝐸5, 𝐸6}, 

𝐹7 = 𝐹1(𝑋𝑂𝑅)𝐹2(𝑋𝑂𝑅)𝐹3 = 111110 = {𝐸7, 𝐸6𝐸5, 𝐸4𝐸3, 𝐸1}. 

 

الحلقة  ،  𝐹6 ،𝐹5 ،𝐹4هي  (  2.48)لمجموعة  ا  في  الصحيحةالحلقات   غير    𝐹7بينما  لأنها  فهي  صالحة 

 . 𝐹6  و 𝐹1منفصلتان  حلقتان على تحتوي

𝑖  حلقاتلمجموعة ال الكليةالاتجاهات وبذلك نستنتج  , 𝑖 = 1, …  : التالية 6,

 

(2.49)  

𝑂1 = ±(𝑛1 + 𝑛3 − 𝑛4 − 𝑛7), 𝑂2 = ±(𝑛5 + 𝑛4 + 𝑛7), 

𝑂3 = ±(𝑛6 + 𝑛4 + 𝑛7), 𝑂4 = ±(𝑛5 + 𝑛3 + 𝑛1), 

𝑂5 = ∓(𝑛6 + 𝑛3 + 𝑛1), 𝑂6 = ±(𝑛5 − 𝑛6). 

 

𝑖نظرًا لأن   > فإن0 موجبة أو سالبة  دائمة    تبقى  𝑂5  و  𝑂3 ،𝑂2، 4قيم  أن  (  2.49)نا نلاحظ من  ، 

𝑛7  القيم العشوائيةمثال  .  𝑛𝑖مهما كان    تمامًا = 𝑛6 و  1 = 1 ،𝑛5 = 2 ،𝑛4 = 1 ،𝑛3 = 1 ،𝑛1 =

𝑂𝑖 لا تنعدم أي من الاتجاهات الكليةتجعل  2 ≠ 0, 𝑖 = 1, … ,6. 

 : ، حيث نجدفي الطاقة الحرة (a) 5.2الشكل  لمخططالمساهمة النهائية يمكننا إيجاد 
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(2.50)  𝑉34
12𝑉56

32𝑉17
56𝑉48

78𝑓2
−𝑓8

− ∑ 𝑇𝑖

8

𝑖=1

 

 

 : حيث

(2.51)  

𝑇1 =
𝑓1

−𝑓5
−𝑓6

−

(𝐸3 − 𝐸1)(𝐸7 + 𝐸1 − 𝐸5 − 𝐸6)(𝐸7 + 𝐸1 − 𝐸5 − 𝐸6)
, 

𝑇2 =
𝑓3

−𝑓5
−𝑓6

−

(𝐸1 − 𝐸3)(𝐸3 + 𝐸4 − 𝐸5 − 𝐸6)(𝐸3 + 𝐸7 − 𝐸5 − 𝐸6)
, 

𝑇3 =
𝑓4

+𝑓5
−𝑓6

−

(𝐸7 − 𝐸4)(𝐸3 + 𝐸4 − 𝐸5 − 𝐸6)(𝐸1 + 𝐸4 − 𝐸5 − 𝐸6)
, 

𝑇4 =
𝑓7

+𝑓5
−𝑓6

−

(𝐸4 − 𝐸7)(𝐸3 + 𝐸7 − 𝐸5 − 𝐸6)(𝐸1 + 𝐸7 − 𝐸5 − 𝐸6)
, 

𝑇5 =
𝑓3

−𝑓7
−(𝑓5

− + 𝑓6
+)

(𝐸4 − 𝐸7)(𝐸1 − 𝐸3)(𝐸5 + 𝐸6 − 𝐸3 − 𝐸7)
, 

𝑇6 =
𝑓1

−𝑓7
−(𝑓5

− + 𝑓6
+)

(𝐸4 − 𝐸7)(𝐸3 − 𝐸1)(𝐸5 + 𝐸6 − 𝐸1 − 𝐸7)
, 

𝑇7 =
𝑓3

−𝑓4
−(𝑓5

− + 𝑓6
+)

(𝐸7 − 𝐸4)(𝐸1 − 𝐸3)(𝐸5 + 𝐸6 − 𝐸3 − 𝐸4)
, 

𝑇8 =
𝑓1

−𝑓4
−(𝑓5

− + 𝑓6
+)

(𝐸7 − 𝐸4)(𝐸3 − 𝐸1)(𝐸5 + 𝐸6 − 𝐸1 − 𝐸4)
. 

 رنامج بالدوال المستخدمة في ال. 8

 Iniالدالة  تقوم    ،[27]باستخدام خوارزمية    عامل تناظره مو(  EDD)الأساسي    المتمايز  المخططبعد توليد  

 : ، حيثSpTreesو  Cyclesبعد ذلك يأتي دور الدالتين المهمتين  . (5.2الشكل ) تهيئة المخططعلى 

وهنا يمكننا من العثور على جميع معاملات بإيجاد كل الحلقات لهذا المخطط المهيأ،    Cyclesتقوم الدالة    -

المعاملات الإحصائية والتي تستخدم  ، وهذا ما يساعدنا في إيجاد إشارة أس  EdgCدالة  ال  بمساعدةالحافة  

 .  في حساب بسط الكسر الخاص بمساهمة الطاقة الحرة

الالأكل  بتوليد    SpTreesالدالة  تقوم    - تهيئته  المخططمن    ةمتدمشجار  يتم  أثناء    ، الذي تمت  العملية  هذه 

 : ةمتدمكل شجرة تنفيذ الدوال التالية ل
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 GrandPotentialتدرج الدوال المستخدمة في برنامج  مخطط. 10.2شكل 

 

هذه الدالة الأساسية والتي تساعد في إيجاد مقام الكسر،    طعق  ال  ةمجموعتولد    F_Cutsetsالدالة   •

، للطاقات التي اشارتها موجبة   وذلك  في النظام الثنائيعلى حفض المقامات    DenPالدالة  ساعد  ت

 : حيث

•  

(2.52)  DenP = {𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑛−1} 

 

لكل  المناسبة    طاقاتوالذي يمثل مواضع المعدوم  غير  طبيعي  عدد  هو    𝑑𝑖  ، (2.52)في العلاقة  

 : حيث ، DenNفتحفظ في الدالة  بينما الطاقات التي اشاراتها سالبةمقام، 

 

(2.53)  DenN = {𝑠𝑑1, 𝑠𝑑2, … , 𝑠𝑑𝑛−1} 
 

 .المناسبة لكل مقام الطاقاتيمثل مواضع  معدوم غير طبيعي عدد  كذلك هو 𝑖هنا 

هذه الدالة    الحلقات الأساسية والتي تساعد في إيجاد بسط الكسر،تستخدم لإنتاج    F_Cyclesالدالة   •

على حفض المعاملات الإحصائية الموجبة    NumPتساعد الدالة    EdgCمع دالة معاملات الحافة  

𝑓+  الثنائي النظام  الدالة  في  كذلك   ،NumN    حفظ  وبمساعدة على  تعمل  السابقتين  الدالتين 

EDD

Ini

SpTrees

F_Cutsets

DenP DenN

Org

F_Cycles

NumNNumP

Cycles

EdgC
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عبارة    NumNو    NumPكلا من الدالتين  .  في النظام الثنائي  −𝑓سالبة  المعاملات الإحصائية ال

طبيعيي عددين  الإحصائية    ن عن  المعاملات  مواضع  يمثلان  معدومين  والسالبة غير  الموجبة 

 . على الترتيب المناسبة

ضع كل بسط له مقام مشترك مع  ، حيث تتنظيم المقام المشتركتعمل على    Orgفي الأخير الدالة   •

 .CNum=±1، حيث CNumفي مجموعة مشتركة مع إضافة معاملات كل بسط بسط اخر 

 .Github [42]على موقع الانترنت  في GrandPotential.cppيمكن العثور على برنامج 
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 مقدمة   . 1.3

باستخدام نظرية   في هذا الفصل سوف نتطرق الى كيفية حساب الطاقة الحرة عند درجات الحرارة العالية

MBPT  ،لنظام هيزنبرغ  درس بعض الخصائص الترموديناميكية  كذلك نXXZ   في درجات الحرارة العالية

 . وذلك باستخدام نشر الطاقة الحرة

 نتائج تنفيذ البرنامج . 2.3

البرنامج  تنفيذ  حفظ  حيث  ، GrandPotential.cpp  [48]  بعد  في  𝑛 الرتبة    يتم  الحرة  الطاقة  نشر  من 

الملف    Latexصيغة   في  GrandPotential_n.texعلى  وكذلك  عادي ،  نصي    ملف 

GrandPotential_n.txt ،  حيث يمثل العدد الطبيعي𝑛 هنا درجة النشر التي نفذ بها البرنامج  . 

يحوي على قوائم من الأرقام الطبيعية غير المعدومة المشفرة   GrandPotential_n.txtالملف الأخير  

الخاصة   ومعاملاتها  والكسور  المخططات  عن  المعلومات  كل  تحوي  الأرقام  هذي  الثنائي،  النظام  في 

 : التالي على النحو مخططحيث تتم طباعة كل بالطاقة الحرة، 

(3.1)  
LR, S, DenP1, DenN1 , {NumP1, … , NumPk1}, {NumN1, … , NumNk1}, {CNum1 , … , CNumk1}, 

… ,DenPr, DenNr, {NumP1, … , NumPkr}, {NumN1 , … , NumNkr}, {CNum1 , … , CNumkr} 

 : حيث

• LR المخطط و ميمثل مواقع قم 𝑆 وهي تساعدنا في كتابة الكمون  ه عامل تناظرم ،𝑉 ؛ لهذا المخطط 

•  DenPi  (DenNi)  حيث  ،1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 ،   الإشارة ذات  المناسبة  الطاقات  مواضع  مقامات  تمثل 

مقام  (  السالبة)الموجبة   كل  أن  حيث  مساهم،  كسر  من  عن  عبارة    𝑖المقامات    منلكل  مجموعة 

 يمثل عدد الأشجار الممتدة الناتجة من المخطط؛ فهو  𝑟 أما العدد، الاعداد الطبيعية الغير

المجموعات   • ,CNum1}تمثل  … , CNumki
}  ،{NumN1, … , NumNki}  و  {NumP1, … , NumPk𝑖}  ،

1حيث   ≤ 𝑖 ≤ 𝑟  قيم بسط المقام ،𝑖  الغير    نمشفرة في النظام الثنائي، حيث يمثل العددين الطبيعيي

1  حيث  ، NumNjو    NumPjمعدومين  ≤ 𝑗 ≤ 𝑘𝑖 مواضع المعاملات الإحصائية الموجبة والسالبة ،

𝑓+    و𝑓−    للبسط𝑗    على الترتيب، بينماCNum𝑗 = ±1; (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘𝑖)   يمثل معامل مضروب في

 . بسط 𝑘𝑖مكون من   𝑖يعني أن الكسر  𝑘𝑖هنا . 𝑗البسط 

 : حيث يمكن كتابة عبارة كل مخطط على الشكل التعبيري التالي
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(3.2)  
𝑉𝐿𝑅
𝑆
∑

∑ CNumj(NumPj°NumNj)
𝑘𝑖
𝑗=1

DenPi − DenNi

𝑟

𝑖=1

 

 

التعبير    NumPj°NumNjالكتابة   الموجبة (  3.2)في  الإحصائية  المعاملات  مواضع  بين  تركيب  تعني 

هي كتابة تعبيرية فقط لأنه يجب فك التشفير من الكتابة في النظام الثنائي إلى الكتابة (  3.2)الكتابة  .  والسالبة

الكود   لذلك نستخدم  العادي،  العشري  النظام  بلغة    GrandPotential.nbفي    Mathematicaالمكتوب 

للطاقة الحرة على    𝑛، وكتابة علاقة النشر من الدرجة  GrandPotential_n.txtلفك التشفير عن الملف  

  الطاقة الحرة على حساب ما يحتاجه من  مهتم  يساعد أي شخص  البرنامج  هذا  .  مقام/ شكلها الرياضي بسط

 . الخ. . ... المغناطيسية أو طاقة الحالة الأساسية حساسيةمثل ال

البرنامج  :  مثال الحرة  GrandPotential.cppباستخدامنا  الطاقة  أن  أجل    للنظام   نجد  𝑛من  = تطبع   2

 : على الشكل

 

(3.3)  

Ω2 = −
1

8
𝑉3,4
1,2𝑉1,2

3,4 𝑓1
−𝑓3

−𝑓4
− − 𝑓1

−𝑓2
−𝑓4

+ + 𝑓3
−𝑓4

−𝑓2
+ − 𝑓1

−𝑓2
−𝑓3

−

−𝐸3 − 𝐸4 + 𝐸1 + 𝐸2

+
1

2
𝑉1,4
1,2𝑉3,2

3,4𝑓1
−𝑓3

−
𝑓2
−−𝑓4

−

−𝐸2 + 𝐸4
                                 

 

  حتى، حيث تم إظهار النتائج  𝑛ة لنشر الطاقة الحرة من الدرجة  جتالناعدد الكسور    1.3يوضح الجدول  

السابعة،  ال  الدرجة  هذه  كل  على  للعثور  المستهلك  الوقت  أقل    كسورإجمالي  دقيقة  هو  وذلك  من  واحدة 

 .[49]منزلي ال باستخدام جهاز الكمبيوتر

 حالة المخططات القابلة للاختزال   . 3.3

في هذه الحالة يتحول   استخدام قاعدة الأمواج المستوية،   في حالةكذلك  قابلة للتطبيق    حةقترالمخوارزمية  ال

إلى   𝑉𝑝3,𝑝4الكمون 
𝑝1,𝑝2 → 𝑉𝑝3,𝑝4

𝑝1,𝑝2𝛿𝑝1+𝑝2,𝑝3+𝑝4 ،    المقادير  ولكن بعض  بعض  تظهر  في  متقاربة  غير 

مساهمة   بسبب  المخططات 
𝛿𝑝𝑗

(𝐸𝑝−𝐸𝑗)
للاختزال  ،  القابلة  المخططات  تسمى  المخططات  سبيل  .  هذه  على 

 : التالية 𝐺𝑟  لحدودعدم التقارب لشكلة م :المثال
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(3.4)  𝐺𝑟 = ∑𝑓𝑝
−

𝑘

𝑝=1

∏
𝛿𝑝𝑗

(𝐸𝑝−𝐸𝑗)

𝑘

𝑗=1,𝑝≠𝑗

 

 

𝑝أنها غير متقاربة لأنه عندما (  3.4)نلاحظ في المقادير   = 𝑗    بسبب دلتا كرونكر فإنه يؤدي إلى حالة عدم

المقدار   في  الجمع  𝐺𝑟التعيين  الشكل  (  3.4)، وذلك لأنه عند نشر  التعيين من  بالتمام حالات عدم  نجد 
0

0
 ،

التحويللذلك   𝐸𝑝  : التالي  نستخدم  = 𝐸𝑗 + (𝑝 − 𝑗)ℎ    المقادير ذلك  و  (3.4)في  النهاية  نبعد  ℎطبق  → 0 . 

𝑝  في الطاقة الحرة عندما يكون(  3.4)المقدار  مساهمة  نجد أن  ،  𝐸𝑗النشر المحدود في جوار  باستخدام   =

1 = 2 = ⋯ = 𝑘    هو اشتقاق بالنسبة للطاقة من الدرجة𝑘 −  : التالي 1

(3.5)  𝐺𝑟 →
(−1)𝑘−1

(𝑘 − 1)!

𝜕𝑘−1𝑓−(𝐸1)

𝜕𝐸1
𝑘−1  

 
 

 n=7  [2]والكسور حتى EDDsعدد . 1.3الجدول 

 عدد الكسور  EDDsعدد المخططات  𝒏درجة النشر 

2 2 2 

3 5 13 

4 14 91 

5 50 913 

6 265 12695 

7 1601 202452 

 

أن   نلاحظ  كذلك  ا  مخططالكمثال  في  هو  (a)  5.2لشكل  الموضح  للاختزال مخطط  ،  نستخدم قابل  لذلك   ،

التالي 𝐸3:  التحويل  = 𝐸1 + ℎ1    و𝐸7 = 𝐸4 + ℎ2  ،  حيثℎ1 ⟶ 0،ℎ2 ⟶   العلاقات وبذلك    ، 0

 : تتحول إلى( 2.51)

(3.6)  𝑉12
12𝑉56

14𝑉14
56𝑉48

48𝑓2
−𝑓8

−
𝜕2

𝜕𝐸1𝜕𝐸4
(
(𝑓1

− + 𝑓4
+)𝑓5

−𝑓6
− − (𝑓5

− + 𝑓6
+)𝑓1

−𝑓4
−

𝐸1 + 𝐸4 − 𝐸5 − 𝐸6
) 
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المخطط الغير قابل للاختزال من الدرجة الثانية، هو مساهمة  (  3.6)من الاشتقاق  المقدار بين القوسين  

1وذلك بتطبيق التحويل المتناظر  (  2.25) هو نفسه مساهمة المقدار   ↔ 5  ،4 ↔ 6  ،2 ↔ 8  ،5 ↔

 . على الشطر الثاني أو الاول من بسط هذه المساهمة 6

 

 

 

 للمخططات لبعض  المجموع الكلي  . 4.3

المجموع   إيجاد  المثال،    . الخاصة  المخططات  لبعض   الكلييمكننا  سبيل  نوع  على  من    سلم المخطط 

الدرجاتيمكن  ،  1.3الشكل  ،  (LHTD)  هيجنهولتز لكل  هذه  .  حسابها  من  لبعض  البرنامج  بتطبيق  إذن 

 : هو  LHTDالمخططات فإننا نجد المجموع الكلي ل

 

(3.7)  

ΩLHTD = −
1

4
𝑉3,4
1,2𝑉1,2

3,4 𝑓1
−𝑓2

−(𝑓3
− + 𝑓3

+)

𝐸3 + 𝐸4 − 𝐸1 − 𝐸2

+
1

8
𝑉3,4
1,2𝑉5,6

3,4𝑉1,2
5,6 𝑓1

−𝑓2
−(𝑓3

− + 𝑓3
+)(𝑓5

− + 𝑓5
+)

(𝐸3 + 𝐸4 − 𝐸1 − 𝐸2)(𝐸5 + 𝐸6 − 𝐸1 − 𝐸2)
+ ⋯ 

 

 

 . هيجنهولتز مخططات من نوع سلم . 1.3شكل 

 :في الصيغة التالية( 3.7) يمكن تعميم

(3.8)  Ω𝐿𝐻𝑇𝐷 =
1

2
∑𝑉1,2

2𝑛−1,2𝑛𝑓1
−𝑓2

−∏
𝑉2𝑗+1,2𝑗+2
2𝑗−1,2𝑗

𝑓2𝑗+1
0

𝐸1 + 𝐸2 − 𝐸2𝑗+1 − 𝐸2𝑗+2

𝑛−1

𝑗=1

∞

𝑛=2
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𝑓𝑘:  حيث
0 = ( 𝑘

− + 𝑓𝑘
+)/2 

 نشر الطاقة الحرة عند درجات الحرارة العالية . 5.3

على شكل يكتب  الحرة  الطاقة  نشر  أن  الثاني  الفصل  في  جزئية  مجموع   وجدنا  يحوي.  كسور  كسر    كل 

كل مقام هو في الأساس  .  −𝑓و     +𝑓المعاملات الإحصائية  الطاقة، وبسط يحوي على    يمثلمقام  أساساً  

حيث .  𝑂𝑗  ، بينما البسط مرتبط بإيجاد الحلقات الأساسية واتجاهها الكلي𝐶𝑖  مجموعة القَطع الأساسيةجداء  

 : هيجنهولتز في الطاقة الحرة يعطى من الشكللوجدنا أن مساهمة كل مخطط 

 

(3.9)  Ω𝑛  
𝐺 = ∑ 𝐹𝑠

𝐴𝑙𝑙 𝑆𝑝𝑎𝑛𝑛𝑖𝑛𝑔 𝑇𝑟𝑒𝑒𝑠

 

 

 : كسرعطى بالت( 3.1)من العلاقة  𝑠  مساهمة كل شجرة ممتدة  هنا

 

(3.10)  𝐹𝑠 =
∏ 𝑓

𝑗

[𝑂𝑗]𝑚−𝑛+1
𝑗=1

∏ 𝐶𝑖
𝑛−1
𝑖=1

 

 

[𝑂𝑗]حيث   = مقدار القطع الأساسي يمثل مجموع الطاقات    (. (2.27)تعريف  )هو اشارة الاتجاه الكلي    ±

الموجب   الاتجاه  𝑙في 
𝑖+    المعاكس الاتجاه  في  الطاقات  مجموع  ناقص  الشجرة  غصن  𝐸𝑙لاتجاه 

𝑖−  

 : أي المكون الوحيد المار منه القطع،  للغصن

 

(3.11)  𝐶𝑖 =∑𝐸𝑙
𝑖+

𝑙

−∑𝐸𝑙
𝑖−

𝑙

 

 

  . في درجات الحرارة العالية( 3.1)في هذا الجزء سوف نتطرق الى كيفية حساب المقدار 

، هذه المعاملات  −𝑓و    +𝑓أن بسط الكسر مكون من المعاملات الإحصائية  ( 3.1)كما نلاحظ في العلاقة 

𝛽، أي تكون بدلالة  ((2.11)العلاقات  )كما نعرف تحوي على متغير درجة الحرارة   =
1

𝑘𝐵𝑇
، عند نشر  

𝛽في درجات الحرارة العالية، أي عند    هذه المعاملات الإحصائية ≪ بسط مساهمة الطاقة الحرة    فإن  ، 1

 . ورتبته من رتبة النشر المراد الوصول إليها 𝐸𝑗الطاقات  وكذلك  𝛽  يكون كثير حدود بدلالة( 3.1)
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 فإنه يمكن كتابتها على الشكل  ، 𝑜𝑟المراد الوصول اليها    عند رتبة النشر(  3.1)إذن بعد نشر بسط العلاقة  

 : المباشر التالي

 

(3.12)  ∏ 𝑓𝑗
±

𝑚−𝑛+1

𝑗=1
= ∑𝑎𝑘𝛽

𝑘

𝑜𝑟

𝑘=0

 

 

 : تكون من الشكل 𝑎𝑘المعاملات  حيث كما هو معروف في نشر تايلور فإن 

 

(3.13)  𝑎𝑘 =
1

𝑘!

𝜕𝑘

𝜕𝛽𝑘
(∏ 𝑓𝑗

±
𝑚−𝑛+1

𝑗=1
)
𝛽=0

 

 

العلاقة    𝑎  ت المعاملا  في  الطاقات(  3.4)المعرفة  بدلالة  المكملة    𝑗  تكون  بالشجرة  ، ∗𝑇المرتبطة 

 : على الشكل( 3.4)يمكن نشر الاشتقاق الموجود في العلاقة 

 

(3.14)  𝑎𝑘 = ∏
1

𝑘𝑗!
(
𝜕𝑘𝑗𝑓𝑗

±

𝜕𝛽𝑘𝑗
)
𝛽=0

𝑚−𝑛+1

𝑗=1

 

 

اختيار   يتم  الجمع  حيث  أعداد طبيعية  ، 𝑗معاملات  المعادلة    ، والتي هي عبارة عن  وذلك بواسطة حل 

 : الطبيعية التالية

 

(3.15)  ∑ 𝑘𝑗

𝑚−𝑛+1

𝑗=1

= 𝑘 

 

الفرميونات،  على  الدراسة  سنقتصر  لذلك  فرميونية،  جسيمات  من  مكون  نظام  سندرس  الفصل  هذا  في 

𝜖لذلك نأخذ في حالتنا هذه  = −1 . 

، حيث أنه 𝑒𝑘ويرمز له بالرمز   Euler أولريمكن كتابته على شكل كثير حدود ( 3.6)الاشتقاق في العلاقة 

 : لدينا من نشر المعاملات الإحصائية ما يلي
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(3.16)  

𝑓−(𝐸𝑗) = −
1

1 + 𝑒𝛽𝐸𝑗
=∑

1

𝑘!
(
𝜕𝑘𝑓−

𝜕𝛽𝑘
)
𝛽=0

𝛽𝑘

𝑘=0

 

= −
1

2
∑

(𝐸𝑗)
𝑘
𝑒𝑘

𝑘!
𝛽𝑘

𝑘=0

 

 

𝐴𝑘نجد أن معاملات النشر  (  3.8)إذن من العلاقة  
−(𝐸𝑗)    الخاصة بـ𝑓−(𝐸𝑗)    على  بدلالة أعداد أولر  تكتب

 : التالي الشكل

 

(3.17)  𝐴𝑘
−(𝐸𝑗) =

1

𝑘!
(
𝜕𝑘𝑓−

𝜕𝛽𝑘
)
𝛽=0

= −
1

2

(𝐸𝑗)
𝑘

𝑘!
𝑒𝑘 

 

العلاقة   استخدام  كذلك  النشر  (  2.11)يمكن  معاملات  𝑘لإيجاد 
+(𝐸𝑗)   الإحصائي بالمعامل  الخاصة 

+(𝐸𝑗) فنجد أن : 

 

(3.18)  

{
 
 

 
 
𝐴𝑘
+(𝐸𝑗) = 𝐴𝑘

−(𝐸𝑗) = −
1

2

(𝐸𝑗)
𝑘

𝑘!
𝑒𝑘  ;  𝑘 ≠ 0

𝐴0
±(𝐸𝑗) = ±

1

2

 

 

يمكن حسابها مباشرة بواسطة   كسريةهي عبارة عن أعداد  (  3.10)المعرفة في العلاقة    𝑒𝑘(0)أعداد أولر 

الدرجة   من  1)/2دالة  لل  𝑘الاشتقاق  + 𝑒𝑡)     حدود 𝑡في  = له0 الزوجية  القيم  أن  نجد  الأ، حيث    عداد ذه 

𝑒2𝑘  معدومة = تبقى  𝑒0باستثناء    0 بينما  في    الأعداد،  التالية نعطي بعض  الفردية غير معدومة،  العلاقة 

 : القيم لهذه الاعداد 

 

(3.19)  𝑒1 =
1

2
; 𝑒3 =

1

4
; 𝑒5 = −

1

2
; 𝑒7 =

17

8
; 𝑒9 = −

31

2
; … 

 

 : على الشكل المبسط التالي( 3.6)المعرفة بالعلاقة  𝑘إذن يمكن إعادة كتابة صيغة معاملات النشر  
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(3.20)  𝑎𝑘 = ∏ 𝐴𝑘𝑗
± (𝐸𝑗)

𝑚−𝑛+1

𝑗=1

 

 

بشرط أن تكون أعداد طبيعية معدومة أو فردية فقط وذلك    ، 𝑗حيث سيتم الآن اختيار معاملات الجمع  

 (. 3.7) الجمع باستعمال علاقة

.  مقامه من حيث درجة نشر الطاقةيجب أن يكون في حدود    هفإن بسط(  3.2)العلاقة   كسر  نلاحظ من  كما

𝑛في حدود رتبة النشر    𝐸𝑗الطاقات  جداء  والتي تحوي    𝑎𝑘يجب أن تكون المعاملات  بعبارة أخرى   − 1 ،

𝑛الأقل من    𝑘  كل المعاملات بينما   − ،  على كل الأشجار الممتدة فهو بالتأكيد يجب أن ينعدمفمجموعها    1

أن يحوي كسور المستحيل  العالية من  الحرارة  الحرة في درجة  الطاقة  النشر على  لذلك    . هذا راجع لأن 

 : التالية تبقى صحيحة اتفالعلاق

 

(3.21)  ∑
𝑎𝑘

∏ 𝐶𝑖
𝑛−1
𝑖=1𝐴𝑙𝑙 𝑆𝑝𝑎𝑛𝑛𝑖𝑛𝑔 𝑇𝑟𝑒𝑒𝑠

= 0 ;    0 ≤ 𝑘 < 𝑛 − 1 

 

 : على الشكل المبسط التالي( 3.4)يمكن كتابة النشر فإنه  (3.13)من العلاقة  إذن

 

(3.22)  ∏ 𝑓𝑗
±

𝑚−𝑛+1

𝑗=1
= ∑ 𝑎𝑘𝛽

𝑘

𝑜𝑟

𝑘=𝑛−1

 

 

 (. 3.12)معرفة بالعلاقة  𝑘حيث المعاملات  

مخطط معين لهيجنهولتز مساهمة  نشر  كخلاصة لما سبق وباستخدام العلاقات السابقة فإنه يمكن كتابة  إذن  

 : كما يلي 𝑜𝑟عند درجة نشر معينة  ( 3.1)في الطاقة الحرة 

 

(3.23)  Ω𝑛  
𝐺 = ∑

∑ (∏ 𝛼𝑘𝑗
± (𝐸𝑗)

𝑘𝑗𝑚−𝑛+1
𝑗=1 ) 𝛽𝑘𝑜𝑟

𝑘=𝑛−1

∏ (∑ 𝐸𝑙
𝑖+

𝑙 − ∑ 𝐸𝑙
𝑖−

𝑙 )𝑛−1
𝑖=1𝐴𝑙𝑙 𝑆𝑝𝑎𝑛𝑛𝑖𝑛𝑔 𝑇𝑟𝑒𝑒𝑠

 

 

 : حيث تساوي إلى( 3.11)و ( 3.10)من العلاقات  𝑘𝑗يمكن إيجاد المعاملات  حيث
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(3.24)  

{
 

 𝛼𝑘
+ = 𝛼𝑘

− = −
1

𝑘!

𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘
(

1

1 + 𝑒𝑡
)
𝑡=0
  ;  𝑘 ≠ 0

𝛼0
± = ±

1

2

 

 

. ∗𝑇أوتار الشجرة المكملة  والتي تمثل    𝑗أن النشر يكون بدلالة الطاقات  (  3.15)كما نلاحظ في العلاقة 

النشر هي   الدرجة  كذلك رتبة  𝑛من  − فوق  1 ناتج إذن    . فما  بالبحث عن  الحسابية  العمليات  في  سنقوم 

 .𝐸𝑗القسمة الاقليدية لكثيرات الحدود ذات المتغيرات الطاقوية   

، حيث نأخذ متغير طاقة (3.15)نقوم بعملية القسمة الاقليدية لكثير حدود معين على آخر في العلاقة  إذن  

الموجود في البسط على ما يقابله في   𝑃𝑛(𝐸𝑟)لكثير الحدود  الاقليدية  ثم نجري عمليات القسمة    𝐸𝑟كيفي  

الدرجة  حيث  ،  𝑃𝑝(𝐸𝑟)المقام   تكون  أن  𝑛يجب  ≥ 𝑝  العكسية الحالة  في  معدومة  القسمة  عملية  بينما   ،

𝑛 < 𝑝 .   نعيد نفس عملية القسمة الاقليدية على متغير طاقة آخر لباقي القسمة السابقة إلى أن نصل إلى

 . الحد الذي يكون فيه درجة البسط أقل من المقام فنعدم هذا الباقي بكل بساطة

 عند درجات الحرارة العالية XXZحساب الطاقة الحرة في نموذج هيزنبرغ .  6.3

سبين في بعد واحد باستخدام نموذج هيزنبرغ -نحسب في هذا الجزء الطاقة الحرة الناتجة من تفاعل سبين 

XXZ  هي 6وكذلك التطبيقات السابقة فنجد أن الطاقة الحرة عند درجة نشر : 

 

(3.25)  

Ωxxz = −
1

𝛽
ln(2) +

1

4
JΔ −

β

2
(
J2

16
(Δ2 + 2) + h2) + β2

JΔ

4
(
J2

16
− h2)

+
β3

4
(
J4

768
(Δ4 + 8Δ2 + 6) −

J2h2

4
(Δ2 − 1) +

h4

3
)

− β4
JΔ

2
(
J4

512
(Δ2 + 2) +

h2J2

48
(Δ2 − 3) −

h4

3
)

− 𝛽5 (
1

45
ℎ6 −

𝐽2

96
ℎ4(13Δ2 − 4) −

J4

768
h2(−2Δ2 + Δ4 + 6)

+
J4

368640
(15Δ2 + 36Δ4 + Δ5 + 40)) 

=∆من أجل    نجد 1

(3.26)  

Ω𝑋𝑋𝑋 = −
𝑙𝑛2

𝛽
+
𝐽

4
+
𝛽

32
(−16ℎ2 − 3𝐽2) +

𝛽2

64
(−16𝐽ℎ2 + 𝐽3) 

+
𝛽3

3072
(256ℎ4 + 15𝐽4) +

𝛽4

3072
(512ℎ4𝐽 + 64𝐽3ℎ2 − 9𝐽5) 
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+
𝛽5

368640
(−8192ℎ4 + 34560ℎ4 − 2400𝐽4ℎ2 − 63𝐽6) 

 

فهي جديدة حسب علمنا ويمكن  (  3.25)، بينما النتيجة  [50]متطابقة بالتمام مع المرجع  (  3.26)النتيجة  

 . القول أنها مرجع لأعمال أخرى في المستقبل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 ةـــــــــــــة عامـــــخاتم
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 خاتمة عامة 

ي وكيفية كتابة هاملتون الجملة باستخدام مؤثرات البناء 
ي هذه المذكرة إلى مبادئ التكميم الثان 

 
تطرقنا ف

غ لتفاعل سبي   الجسيمات  نير ي  XXZلبعد وحيد  2/ 1والهدم. قدمنا كتابة نموذج هي  
ي التكميم الثان 

 
ف

ي مذكرتنا. 
 
ي الطاقة  كيفية إيجاد مساهمة مخطط فينماندرسنا  وهذا من أجل دراسته ف

 
أو هيجنهولي   ف

، كذلك FT-MBPTنظرية الاضطرابات المتعددة الأجسام عند درجة حرارة معينة    عن طريقالحرة وذلك  

ي باستخدام 
 
كمسألة إيجاد كل الأشجار الممتدة نظرية المخططات بعض الخوارزميات الأساسية ف

 . ي مخطط معي  
 
 والحلقات الأساسية والكلية ف

ي بعد وحيد، حيث قمنا بحساب الطاقة الحرة 
 
غ ف نير ي مذكرتنا هذه قمنا بتطبيق عملي عل نموذج هي  

 
ف

ي درجات الحرارة المرتفعة 
 
وذلك باستخدام عمليات الاشتقاق وكذلك القسمة الاقليدية لهذا النموذج ف

ات الحدود.    لكثي 

غ  نير ي الأخي  نشر الطاقة الحرة لنموذج هي  
ي درجة الحرارة المرتفعة عند الرتبة السادسة  XXZوجدنا ف 

ف 

، هذه النتائج متوافقة مع الدراسات النظرية السابقة لهذا النموذج   وذلك من أجل الثابت  من عملية النشر

∆= ≠∆، أما من أجل 1  فنتائجنا تعتير الأولى حسب معرفتنا الحالية.  0
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