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Introduction

Les problémes d’optimisation différentiable se posent lorsque 1’on cherche
a déterminer la valeur optimale d’un nombre fini de parameétres. L’optima-
lité signifie ici la minimalité d’un critére donné. La différentiabilité supposée
des fonctions qui définissent le probléme écarte d’emblée de notre propos
I'optimisation combinatoire (les parameétres a optimiser ne prennent que des
valeurs entieres ou discrétes) et 'optimisation non lisse (les fonctions ont des
irrégularités).

L’optimisation est un sujet trés ancien. Taylor [1685-1731], Newton [1643-
1727], Lagrange [1736-1813] et Cauchy [1789-1857] ont élaboré les bases des
développements limités. L’optimisation a connu un nouvel essort depuis 1’ap-
parition des ordinateurs et s’applique desormais dans de trés nombreux do-
maines : économie, gestion, planification, logistique, automatique, robotique,
conception optimale, science de I'ingénieur, traitement du signale, etc.

Les méthodes numériques de I'optimisation ont principalement été déve-
loppées apres la seconde guerre mondiale, en parallele avec 1'amélioration
des ordinateurs, et n’ont cessé depuis de s’enrichir. En optimisation non
linéaire, on peut ainsi distinguer plusieurs vagues : méthodes de pénalisa-
tion, méthode du lagrangien augmenté (1958), méthodes de quasi-Newton
(1959), méthodes newtoniennes ou SQP (1976), algorithmes de points inté-
rieurs (1984). Une vague n’efface pas la précédente mais permet d’apporter
de meilleures réponses a certaines classes de problémes, comme ce fut le cas
pour les méthodes de points intérieurs en optimisation semi-définie positive
(SDP). Une attention particuliére sera portée aux algorithmes pouvant traiter
les problémes de grande taille, ceux qui se présentent dans les applications.

iii



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

v



Chapitre 1

Ensembles Convexes et
Théorémes de Séparation:

1.1 Ensembles Convexes :

1.1.1 Deéfinitions :

Définition 1.1.1  Soit S un sous ensemble de R™. S est dit conveze si et
seulement si

Va1, 29 € S, VA e [O, 1], ATy + (1 — )\).1’2 € S.
Soit
k
R T2 T , Ty, € R"t A; telleque A\; > 0 et Z)\j =1
j=1

k

Tout expression de la forme suivante : Z/\jxj s’appelle combi-
j=1



CHAPITRE 1. ENSEMBLES CONVEXES ET THEOREMES DE
SEPARATION:

naison convexe des points x; ou barycentre.

Figure 1.1

Figurel.l — En haut : quelques exemples des ensembles convexes en 2
dimensions. En bas : quelques exemples des ensembles non convezes (notez
qu’il existe des segments dont les extrémités appartiennent a l’ensemble, qui
ne sont pas entiérement contenus dans les ensembles).

Définition 1.1.2  Soit S C R™ . On appelle envelloppe convexe de S et on
le note H(S) l’ensemble de toutes les combinisons convexe de S , en d’autre
termes :

$€H(S)<:,>E]$1,ZE2, ........... T €5 et A, Aoy e, ,)\kER+
k k
telqueZ)\j =1 et x= Z)\]x]
j=1 j=1



1.2. EXEMPLES D’ENVELOPPES CONVEXES :

1.2 Exemples D’enveloppes Convexes :

Figure 1.2

Figurel.2 — Exemples d’enveloppes convezes. A gauche : enveloppe convexe
d’un ensemble discret. A droite : enveloppe convexe d’un ensemble continu.

Proposition 1.2.1 : Soit S C R" quelconque alors H(S) est un Conveze
C’est aussi le plus petit Convexe qui Contient S.

)

Preuve. Soient x € H(S) ety € H(S) alors il existe (A1, Agy ceveeeeen.  Ap),s
(Jqy fhoyy wevrvveenns JHy)y Ty Ty e Ty €8 Y1, Y2y e Y €5
!

p
telles que A; >0, u; > 0, Z)\j =1 ’Z“J’ =1

j=1 j=1
et T=MT1+ . NI, Y= Y Y
Soit 8 € [0, 1]

Br+ (1= By = Bhix1 + . + By + (L= Bpgyn + . + (1 = B)

avec

B(AL, A2y v ) (1= B) (fqs fhgs cvverenne ) =p8+1-08)=1

donc Sz 4 (1 — B)y est un barycentre des points
L1, T2, v Ty Y1y Y2y e .y appartenant & S. fx + (1 — )y appar-

tient donc & H(S) et par suite H(.S) est convexe.
Notons par p le plus petit convexe qui contient I’ensemble S .on doit

démontrer que H(S)=p.



CHAPITRE 1. ENSEMBLES CONVEXES ET THEOREMES DE
SEPARATION:

1. p C H(S) car p est le plus petit convexe qui contient S et H(S) est un
convexe contenant S aussi (si x € S,z = 1.o € H(S) ,donc S C H(S5)).

2. H(S) Cp.eneffet ona S C p= H(S) C H(p) et H(p)=p car p est
convexe. W

Proposition 1.2.2 Soit S C R™ .Lintersection de tout les Convexe conte-
nant S est le plus petit convezre qui contient S.

Preuve. Notons par 3 une telle intersection; § = ﬂSi , S; convexe
iel
contenant S. On a.
a) [ est un ensemble convexe .
b) ScCp
¢) Soit S* un convexe quelconque qui contient S. alors i, € I tel que

S* = Sio.dOHC ﬁ C Sio- |

Proposition 1.2.3 Soit S C R™ un conveze non vide et 1 C S et
xy Cint(S) et A €]0,1], alors :

Az + (1 = N)zg € int(S)

Preuve. 1z, € int(S) = Je > 0 tel que By(za,¢) C 5, ou en d’autres
termes {7 : ||z — x| <e} C S.
Y — A
1—A )
Montrons qu”il existe e; > 0 telle que By(y,e1) C S. En effet choisissons
g1 = (1 — A)e et prouvons que :

Considérons y=Ar1+ (1= Ao (= 1y =

zillz—yll<(1=XNepCS
~——

en effet considérons z tel que ||z —y|| < (1 — AN)e.

(1= Me—llz—yll
A

plus particuliérement , il existe z; € S telque

x1€5=>{:v:Hx—$1H<

}ms¢@

(1= Me—llz—yll
A

|21 =z <



1.2. EXEMPLES D’ENVELOPPES CONVEXES :

Soit zy telque :

z— Az

1—-A

29 = —z=Az+ (1 — Nz

Démontrons que

2y € By(x,€)

en encore :  ||zg — 22| < . En effet
o=zl = |52
Z9 i) = 11— i)
= A = (y = Am)
N 11—\
< (= =yl + Allas - 1)
= 7.0 2=y I — 2
(1—=Ne—llz—yl
< (g Bl
< €

étant donné que ¢ & été choisi de sorte que By(xs,¢) C S.et puisque z; € S
et ;o €5 .
S est convexe alors :
A+ (1=Nze=2z€S8

Donc

381 >0: Bo(y,e’fl) - S

Ce qui veut dire exactement que y € int(S). m

Figure 1.3 : un ségment joignant un point interieur avec un point frontiére
de S

Corollaire 1.2.1 Soit S C R" telque S est Conveze et int(S) # & alors
int(S) est conveze .



CHAPITRE 1. ENSEMBLES CONVEXES ET THEOREMES DE
SEPARATION:

Preuve. Soit x; € int(S) alors x1 € S . Considérons un autre point
xo € int(S). d’apres la Proposition 1.2.3.

Azy + (1 — N)zxg € int(S).

Ce que implique que int(S) est convexe . ®

Corollaire 1.2.2 Soit S C R",S conveze int(S) # ®,alors S . est conveze.

Preuve. Soient z; 15 € S et z € int(S), d’apreés la proposition 1.2.3 ,
Azy + (1 — M)z € int(9).
Appliquons encore une la Proposition 1.2.3

au point x; € S et au point Azy + (1 — \)z € int(S), on aura pour
p€l0,1]

pzy + (1 — p)[Aze + (1 — N)z] € int(S) C S

par passage a la limite quand A — 1

pxy + (1 —p)oy €8

Ceci implique que S est convexe. m

Définition 1.2.1 L’enveloppe convexe d’un nombre fini de points x1, g, ...........

dans R™ s’appelle polytope .St x1,xa, ........... Tk, Ty Sont tels que :
Lo — L1, L3 — L1y erreaannns , Tk — L1, Tpy1 — 1 sont linéairement indépendants
alors H (w1, Ta, ovveenn.. Ty, Tpy1) S apelle simplexe avec les points Ty, Tg, ...........

Remarque 1.2.1 Dans R"™ il n’eziste pas de simplexe avec plus de (n+ 1)
points.



1.2. EXEMPLES D’ENVELOPPES CONVEXES :

X x4
X X3
X 2 'xl 72
1 2 . .
(a) Polytope (b) Simplexe

Figure 1.4 : Polytope et simplexe



Chapitre 2

Fonctions convexes

2.1 Définitions et Propriétés générales

Soient f : S — R,ou S est convexe non vide de R" .f est
dit convexe dans S ssi V z1,20 €S et VY A€|0,1]

fQz1+ (1= Nzg) < Af(21) + (1= A) f(22).

f est dit strictement convexe dans S ssi V xq,29 € 5
et YAel0,1]

fAzr+ (1= Nag) < Af(z1) + (1= N)f(xe) ¥V 21 # 29

f est dit concave dans S (strictement concave dans S) ssi (—f)
est convexe(strictement convexe dans 5)



2.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES GENERALES

S(x,)

M (x)+(1- D)

FGx,+H1- A)x,
f(xl) -

!
1 1
X, Jx, +(1-A)x,

v

Figure 2.1 : Fonctin convexe

\
v

Figure2.2 : Fonction concave



CHAPITRE 2. FONCTIONS CONVEXES

»

Figure 2.3 :Fonction ni convexe ni concave

Proposition 2.1.1 Soit S C R"™ convexre non vide , f : R® — R convexe et
a € R ,alors l'ensemble S, = {x € S : f(x) < a} est conveze.

Preuve. Soient x1,19 € Sy <= f(x1) < a et f(x2) < a. Démontrons que
pour A € [0,1].

Ary+ (1= N)zgy € 5,
en effet

fQzy 4+ (1= A)zo) M (1) + (1= A) f(z2).

al+ (1 = Na=qa.

VARVAN

Théoréme 2.1.1 (Continuité des foctions convexe) Soient S C R™ convexe
non vide et f :R™ — R conveze .alors f est continue dans int(s).

10



2.2. SOUS GRADIENT ET SOUS DIFFERENTIEL

Définition 2.1.1 Soient S C R" Convexe non vide et f:R*" - R ,z € S
et d € R™ non null tel que : T+ Ad € S pour A > 0 assez petit. la dérivée

directionelle de f au point & dans la direction d, qu’on note f(&,d) est donné
par la Limite Suivante si elle existe

1)~ )
A—0t A

Théoréme 2.1.2 Soit S C R" convere non vide et f:R" - R ;& €S et
d € R" non null alors f'(3,d) existe.

Remarque 2.1.1 Le Théoréme 2.1.2 est un cas particulier de ce résultat :
S C R" convexe non vide et f : S — R convere et & € int(S). alors

’

P&, d) existe.

2.2 Sous Gradient et sous différentiel

Beaucoup de problémes concrets aboutissent aprés modélisation a des
problémes d’optimisation ou la fonction objectif ou les contraintes ne sont pas
nécessairement différentiables. les notions de sous gradient et sous différentiel
permettent non seulement d’aborder ces problémes non différntiables mais
aussi d’avoir des résultats qui ressemblent dans un certain sens aux résultats
de 'optimisation différentiable.

Définition 2.2.1 Soit S C R™ non wide et f : S — R, U’épigraphe de f
qu’on note par epi(f) est un sous ensemble de R défini par

{(m,y) €S x R, y> f(z)}

11



CHAPITRE 2. FONCTIONS CONVEXES

Figure 2.4 : Epigraphe d’une
fonction

Théoréme 2.2.1 Soient S C R" convexe non vide et f : S — R. alors f
est convexe ssi epi(f) est conveze.

Preuve. Supposons que f est Convexe.Soient (x1,y;) et (x2,y2) appartenant
aepi(f). On a

Y1 > f(xr)etys > f(x).
Soit A € [0, 1]

Ay + (1= A)ye M) + (1= A) f(2)

>
> flAxr + (1= A)zg).

donc
(Az1 4+ (1 = XN)zo, Ayr + (1 — N)yz) € epi(f).

puisque
(Az1+ (1= Nz, Ay + (1= Nyo) = Mz, y1) + (1 — Naz(22,42).
On en déduit que epi(f) est convexe.

12



2.2. SOUS GRADIENT ET SOUS DIFFERENTIEL

Réciproquement supposons que epi(f) est Convexe.Soient xq1, o € S re-
marquons que (z1, f(x1)) et (z2, f(x2)) appartiennent a epi( f) qui est convexe
donc

Ay, f(w1)) + (1 = A)(22,, f(22)) € epi(f)

— (Az1+ (1= Nz, Af(z1) + (1= A) f(21)) € epi(f)
= M(z1) + (1= A)f(z2) > fArg + (1= Ao

et ceci est la définition exacte de la convexité de f. m

Définition 2.2.2 Soit S C R" conveze et non vide et f : S — R Conveze.
¢ est appellé sous-gradient de f au point T

Figure 2.5 : Notion de sous-gradient

Remarque 2.2.1 on peut remarquer que la fonction  f(&

+ & (x — 7)
correspond & I”hyperplan qui supporte l'épigraphe de f au (T ).

)
/(&)

13



CHAPITRE 2. FONCTIONS CONVEXES

y==

Figure 2.6 : Illustration de la fonction f (x) = |z|

Théoréme 2.2.2 Soient S C R"™ convexe non vide et f : S — R convexe
et & € int(S), alors il existe un vecteur £ telque ’hyperplan Suivant

H={(z,y):y=f(#)+(x— )} CR" xR

Supporte epi(f) au point (&, f(£)). En Particulier

f(@) = f(2) + &7 (x - 2)Ve € S

C’est a dire que f admet au point & au moins un sous gradient &.
Preuve. epi(f) est convexe non vide ((Z, f(Z)) € frontiere epi(f) qui est
Fermé) donc il existe (§,, 1) non nul telque :

§0(x — 1) + ply — f(2)) <0,9(z,y) € epi(f) (2.1)
Montrons que p < 0.

14



2.2. SOUS GRADIENT ET SOUS DIFFERENTIEL

D’abord montrons que p < 0. En effet si g > 0. (2.1) serait impossible du
fait que y peut prendre des valeurs aussi grandes que 1’on veuille.Supposons
maintenant que p = 0, Alors (2.1) devient

€z —1)<0,Ve €S (2.2)

T e€int(S) = IN>0telque T+ A\, € S

(2.2) = AELE <0, (&, 1) = (0,0) contradiction.
ou encore

AM&IP<0 =& =0

D’ou finalement
(507 :U’> = (07 0)

Contradiction avec le choix du vecteur (£, 1) non nul, donc u < 0.
0

)

Ceci étant ,considérons maintenant le vecteur £ = == divisons (2,1) par

|l
on obtient

{1z — 1)+ (f(2) —y) <0, V(z,y) € epi(f)

on encore

y = f(@)+ &z —1), V(z,y) € epi(f)

Remarquons que Vz € S, (z, f(z)) € epi(f).par conséquent et d’apres
la dérniére relation on a :

f@) > f@)+ Ce—@)Yaes
Cela veut dire exactement que f admet un sous gradient £ au point Z. =

Théoréme 2.2.3 Soit S C R"™ convexe et f : R — R strictement convexe
et & € int (S), alors il existe & € R" tel que N x € S = # & :

f@) = f(2) + € (z - 2)

15



CHAPITRE 2. FONCTIONS CONVEXES

Preuve. f strictement convexe—> f convexe .D’aprés le théréme 2.2.2,
& € R tel que :

VeeS: flr)> f(@)+ T(x—2) (2.3)
supposons le contraire du théoreme 2.2.3 .alors
Ji 4 et f(2) = f(2) + €T(F - 2)

f est strictement convexe.

FAG+(1=NF] < Af
= A [
= f@)+ 1@ -N(@ - 2)

fIAd+1-nz >

contradiction avec (2.4). m

Théoréme 2.2.4  Soit S C R"™ conveze et f: R" — R .on suppose que f
admet en chaque point T € int(S) un sous gradient & ,c’est o dire

@) > f@)+ €@ —a) VS
Alors f est convexe dans int(S).
Preuve.  Soient z1, 25 € int(S) et A €]0,1[, int(S) est convexe .Donc

Az + (1 = N)zg € int(S)

D’aprés 'hypothése du théoréme :3¢ un sous gradient de f en
(Az1 + (1 — A)za),clest-a-dire

VeeS: f(x)> f Ao+ (1 =N+ [z — (Aeg + (1= Naxp)]  (2.5)
Donc (2.5) prenons x = x; ,on obtient

flz) > f Ao+ (1= Nao) + (1 —A)(x1 — 22) (2.6)

16



2.3. FONCTIONS CONVEXES ET DIFFERENTIABLES

prenons maintenant x = zo on aura

flz2) > Ao+ (1= N)ag) + AT (1 — x2) (2.7)

A (26)+ (1 =N (27) = AMf(x) + Q=N f(z2) > f (Ax1+ (1 — N)ag)
—> fest convexe dans int(.5)

Remarque 2.2.2 Remarquons que [’existence d’un sous gradient n’est as-
surée qu’aux points interieurs de S .Bient sur si l’ensemble S est ouvert,
l’existence du sous gradient est assurée partout dans S.

Corollaire 2.2.1 soit S C R"convexe et f : S — R.On suppose que f admet
en chaque point x € int(S) un sous-gradient ¢ avec

fla) = f(2)+ (@ —x),VoeSe=i
Alors f est strictement convexe dans int(S).

Preuve. Elle est exactement identique a la preuve du théoreme 2.2.4.Les
inégalités large sont remplacées par des inégalités strictes. m

2.3 Fonctions convexes et différentiables

2.3.1 Fonctions convexes une fois différentiables

Définition 2.3.1 Soit S CR" | f R* - Reti €int(s). [ est
dite différentiable au point T , s’il existe un vecteur A € R™ et une fonction
a:R" — R telle que

fle) = F@)+A (@ —0) + |z - 2lla (@, z - 2)

ou a(t, r—13) — 0.

r—x

=>
~

On montre dans le calcul différentiel que

A= vf(;;;)—(%f:), ....... ,aﬁf—;j))

17



CHAPITRE 2. FONCTIONS CONVEXES

Théoréme 2.3.1 Soit s C R" conveze et f:R" — R convere et & € int (s)
. On suppose que [ est différentiable au point = , alors f admet en &
un seul sous gradient qui est V[ (&). C’est-a-dire :

0 f(@)={Vf(@)}.

Preuve. Théoréme 2.2.2 —- 0 f(Z) # 0. Soit £ un sous gradient ap-
partenant & 0 f (&). On a pour tout d € R"™ et pour un certain A Choisi
suffisament petit (A > 0)

F(E+AMd) > f(2)+ATd (2.8)

f est différentiable en
f@+Xd)= f(@&)+AVf(@)" d+ N||d]| a(z,Ad) (2.9)
Soit en portant (2.9) dans (2.8) on obtient :

Mdlg = V()] = [lld] e (2, Ad)]} < 0

d(€ — V[ ()T <0,Vd € R (2.10)
prenons d = {— V f (&) , (2.10) devient

1€ =V f (@) =0.
Ceci implique necessairement que

£=V7f(2). (2.11)

Théoréme 2.3.2 Soit s C R"™ convexe , non vide , ouvert et f:R" — R
différentiable dans S, alors :

18



2.3. FONCTIONS CONVEXES ET DIFFERENTIABLES

f est convexe dans S ssi pour tout z € S
f@) > f@)+Y F@) (w—4),VoeS

b) De meme f est strictement convexe dans S si et seulement si pour
tout © € S

f@) = f(@)+V @) (z—2),YVeesS x#i

Preuve. a) Supposons que [ est convexe et que S est ouvert. Puisque
int(S) = S est d’aprés le théoréme (2.2.2), f admet en tout point 2 € S
un sous gradient qui est (d’apreés le théoréme 2.3.2) V f (z). Donc d’aprés la
déffinition du sous gradient, on a

Fla) = f@)+V f@) (r—i)Vres,

Réciproquement si la relation (2.11) est vérifiée pour tout & € int(S) =
S, alors d’apres le théoréme (2.2.4), f est convexe dans 'ensemble int(S) =
S .
b) La preuve est exactement la meme que celle de (a) en utilisant le
théoréme (2.2.3) et le corollaire (2.2.1). m

2.3.2 Fonctions convexes deux fois différentiables

Définition 2.3.2 Soit s C R” non vide et f:R"™ — R. f est dite deux
foiz différentiable au point & € int(S) s’il existe un vecteur V f(Z) et une
matrice symétrique H(Z) d’ordre (n,n) appellée matrice hessienne, et une
fonction «a :R"™ — R tels que

Ve € S: f (@) = [@)+Y @ @ 8)+ o (-2 HE) (@ - 2)
+Hlz — 2Pl 2,2 — 2)

avec : a( z,x—3) — 0

T—T
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CHAPITRE 2. FONCTIONS CONVEXES

On montre que (voir calcul différentiel) que si f est deux foix
différentiable au point = alors

¢ 10 2 16) 0 f(a)
85216m1 3118332 .............. azlaxn
> f(&) 9% f(#)

D320%1  Omadm2 Tttt et e eeees

H(Z)= | .. i
02 f(z) 0% f(&) 0% f(z)
TooB.  DooBar e e e e
Définition 2.3.3 a) La matrice H(Z) est dite semi-définie positive

Ve e R" :2TH(z)x >0
b) H(Z) est dite définie positive

VeeR" x#0 :2TH(z)x >0

Théoréme 2.3.3 Soit s C R™ non vide, convere et ouvert et f:S — R
une fonction deux foix différentiable dans S. Alors [ est convexe dans S si
et seulement si la matrice hessienne de f est semi-définie positive en tout
point T € S.

Preuve. Supposons que f est convexe dans S. Soit Z € S, montrons que
H(z) est semi-définie positive, ¢’est montrons que

Ve e R" :2TH(z)x >0

En effet, soit x € R™ quelconque. Il existe A > 0 suffisament petit tel que
T+ Ax € S. Théoréme 2.3.1et théoreme 2.3.2 implique que

f @+ ) > f(@)+V @) (2.13)
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2.3. FONCTIONS CONVEXES ET DIFFERENTIABLES

f est deux foix différentiable en Z, alors
f @+ ) = f(@)+V f (i)Tx—l—%)\%TH(fc)x—l—/\? |2 |? a(z,z) (2.14)
Soit en reportant (2.14) dans (2.13) on obtient
%)\%TH(Q%) T+ M| x||? @, Az) >0 (2.15)
Divisons (2.15) par A* et tendons A — 0, on obtient
2TH (z)x > 0,Vx € R".

On ne peut pas appliquer la meme preuve pour démontrer que : Si [ est
strictement convexe, alors H est définie positive car le passage a la limite
de l'inégalité stricte.

1
SNTTH () e+ M || @ |* al, Ax) > 0
ne donne pas nécessairement
2TH () x> 0,Vo € R", x # 0,

mais plutot
2TH (2)x > 0,Vr € R"

Réciproquement : Supposons que H (x) est semi-définie positive en tout
point x € S. Soit z,Z € S. Alors on & d’aprés la formule de Taylor avec
reste de Lagrange

mais

£ € S= (z—2)TH(E) (x—i)>0
= f(@)= f@)+V @) (x—1)

Ceci implique (voir théoréme 2.3.2) que f est convexe dans S. m
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CHAPITRE 2. FONCTIONS CONVEXES

Théoréme 2.3.4 Soient s C R"™ non vide, ouvert convexe et f:S5 — R
deuz foix différentiable. Si H (x) est définie positive en tout x € S. alors
f est strictement convexe dans S.

Preuve. C’est exactement la méme preuve que la réciproque du théoreme
2.3.3, en remplacant les inégalités larges du théoréme 2.3.3 par des inégalités
strictes. m
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Chapitre 3

Optimisation Convexe

Soient S C R™ non vide et convexe et f: S — R convexe et (PC) le
probléme d’optimisation suivant :

{min f(z) : x € S} (PC)

Nous dirons dans ce cas que (PC) est un probléme d’optimisation convexe
.puisque toute fonction linéaire est convexe et que tout polyédre est aussi
convexe ,les problémes de minimisation linéaires sont convexe. Les probléme
d’optimisation convexe posédent des propriétés exceptionnelles .Citons deux
fondamentales .

La premiére est que si = est une solution optimale local elle est aussi
solution globale.La seconde est la suivante :

si S est convexe ouvert et si f :est différentiable alors

Vf(z) = 0 est une condition nécessaire et suffisant d’optimalité ,alors
que dans les problémes non convexe ce n’est qu'une condition nécessaire
d’optimalité local.

3.1 Définitions et Exemples :
Définition 3.1.1 Soit S C R"et f: S — R et (P) le probléme d’optimi-
sation suivant :
{min f(z) : x € S} (P)
a) Tout point x € S s’appelle solution réalisable de (P)
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CHAPITRE 3. OPTIMISATION CONVEXE

b) Soit & € S.Z est dite solution optimal globale de (P) si et si
Vees,  [f(x)= f(T)

c) Soit € S .& est dite solution optimal locale (P) si et si il existe un
voisinage V. (Z) tel que

VeeSnVz),  f(z)= f(Z)

d) Soit z € S. & est dite solution optimal locale stricte de (P)si et si il
existe un voisinage V(%) tel que

Vee SNV (z), x#& f(x)> f(2)

e) Soit = € S .& est dite solution optimal locale isolée de (P)si et si

il existe un voisinage V,(z) tel que Z est la soule soulution optimale locale
de(P).

Remarque 3.1.1 Toute solution optimal local isolée est une solution opti-
male locale stricte et la réciproque est en general fausse.

exemple 3.1.1  f(x) = cte. Tout point & € S est un solution optimal
globale et locale . IL n’existe ,locale stricte et locale isolée .

exemple 3.1.2 [ (z) = |z|.Le point & = 0 est en méme temps une solution
optimale locale ,globale,locale stricte et locale isolée.

3.2 Propriétés fondamentales des programmes
convexe

Théoréme 3.2.1 Soient S C R"™ non vide et conveze et f: S — R convexe
et (PC) le probléme d’optimisation convexe ou que suivant

{min f(z) : z € S} (PC)

et £ € S.0n suppose que & est une solution optimale locale de (PC)
alors :
1) Z est aussi une solution optimale globale de (PC).
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3.2. PROPRIETES FONDAMENTALES DES PROGRAMMES
CONVEXE

2) Si en plus f est strictement convexe ou que Z est un optimum local
stricl, alors Z est I'unique solution optimale globale de (PC)
Preuve. 1)Soit Z une solution optimal locale (PC) .Alors il existe un voisi-

nage V.(Z) tel que
VeeSnVz),  f(x)= f(2)

Supposons que  n’est pas globale, alors il existe & € S telque

f@) < f(2)
f est convexe sur S, donc pour tout A € [0,1] on a :
FIME)+ (X =N)2] < Af(@)+ (1= N)f(2) (3.1)
< Af(@)+ (=N f(2)
= f(#&)

Soit V,(Z) un voisinage quelconque du point z.
Puisque

SnVia)n{z:z=X2)+ (1 —-Nz,A€[0,1]} # P

alors \* € [0, 1] tel que

N @)+ (1 =X)z € SnV(z)n{z:x=XT)+ (1 =Nz, A €0,1]}
La relation (3.1) implique que

FING) + (1= M) < (@)

Ceci est contradiction avec le fait que Z est un solution optimale locale de
(PC).

2) a) supposons que & est une solution optimale locale stricte de (PC).

D’apres (1) % est solution optimal globale.Reste & montrer qu’elle est unique.
Supposons le contraire.Alors il existe

€SI # et f(z)=f(2)
Soit A € [0,1]. Alors pour tout point
oy = AP+ (1 -\
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CHAPITRE 3. OPTIMISATION CONVEXE

on a :

M@+ A =Nf@) = Af(@)+ (1= A)f(@)
= f(&)
Comme dans le point (1), pour tout voisinage V(%) il existe A* € [0, 1]tel
que
fzy) < f(2)
Ceci est en contradication avec le fait que Z est un solution optimale strict
de (PC).
b) supposons que & est une solution optimale locale de (PC) et que fest
strictement convexe.

D’aprés (1) Z est solution optimal globale. Reste & montrer qu’elle est
unique. Supposons le contraire. Alors il existe

TeS,T#1 et f(z)=f(2)
Puisque f et strictement convexe ,on aura pour le point

F=(1/2)F+(1/2)3 €S

=

f@) < A2)f(@) + (1/2) f(
= (1/2)f(@) + (1/2)/(
= f(2)

Ceci est contradication avec le fait que 2 est un solution optimal globale . m

)
)

=

3.3 conditions d’optimalité des probléme
d’optimisation convexe :cas général

Théoréme 3.3.1 Soient S C R™ non vide et convexe et f : R" — R
conveze et (PC) le probléme d’optimisation conveze suivant

{min f(z) : x € S} (PC)

et & € S. Alors & est une solution optimale de (PC) si et seulement si  f
admet en T un sous gradient € tel que
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3.3.  CONDITIONS D’OPTIMALITE DES PROBLEME
D’OPTIMISATION CONVEXE :CAS GENERAL

gz—2)=0

J
Preuve. a)supposons f admet en & un sous gradient & tel que

o —12)>0, VrxelS
étant un sous gradient de f au point Z,donc par définition nous avons

f@)> f@) + &a—-2)>0, Vazes

z—3)>0, VYzes

implique que

f(x) = f(2) Vrwes

b) Supposons que Z est une solution optimale de (PC).
Considérons les deux ensemble suivants :

A1: {(l’—i’,y)i $€Rn,y>f(l'>— f('i)}

Ay = {(z—2,y): z€ S,y <0}

A;q et Ay sont convexe .Montrons que A;N Ay = ®.En effet car si on suppose
le contraire il exitrait
(" —2,y") € A1 NA

Donc
eSS Yyt <0 ety > f(z") — f(2).

Ceci implique néccessairement que
zteSet f(z*) — f(2) <0

Ceci est contradiction avec le fait que & est une solution optimal de (PC)
A; et Ay sont convexes et AN A = ®.alors il existe un hyperplan dans
R™"! que sépare simplemement A; et Ay (séparation simple de deux en-
semble convexes).En d’autres termes

Jeg R iy € Ret v € R telque (&, o) # (0,0)
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CHAPITRE 3. OPTIMISATION CONVEXE

et
(o to) T oy < - x €R"y > f(x) — f(2) (3.2)

E(r—2)—pyy>a xS y<0. (3.3)

IL n’est difficile de montrer en faisant un bon choix de = , que
les relations préccedentes impliquent nécessairement que o = 0 et que
o < 0. Notons par £, = —(&,/ 1) et divisons (3.2) et (3.3) par —pq,0n
obitient :

flo—i)—y<0 :xeRy> f(z) - f(@) (3.4)

ez —2)—y>0, z€8y<0 (3.5)
(3.5) donne pour

y=0: (x—2)>0, Vores (3.6)
Montrons que (3.4) implique
f(x)— f(@)> &(x—2) :Vzes. (3.7)

En effet ,supposspns le contraire .Alors il existe z* € R" tel que

fl@*) = f@) < €~ ) (3.8)
Donc il existe y € R™ tel que
fa*) = f(@) <y < " - 1) (3.9)

(3.9) est en contradiction avec le fait que si

y= f@") - f(2)
alors
y =& —7)
(voir (3.4) ) De (3.6) et (3.7) on conclut qu'il existe un sous gradient ¢ tel

que
a*—2) >0 Ve e S.
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3.4. CONDITION D’OPTIMALITE DES PROBLEMES
D’OPTIMISATION CONVEXE ET DIFFERENTIABLE

Théoréme 3.3.2 Soient S C R" non vide , convexe et ouvert et f: R" —
R convezxe et (PC) le probléme d’optimisation convexe suivant :

{min f(z) : x € S} (PC)

et & € S. Alors & est une solution optimale de (PC) si et seulement si f
admet en T un sous gradient nul.

Preuve. Du théoréme 3.3.1 on deduit que Z un solution optimale de (PC)
si et seulement si f admet en Z un sous gradient & tel que

a*—3) >0 Vo e S, (3.10)

si étant ouvert ,il existe A > 0 tel que z, = & — \{ € S .pour le point
xy,la relation (3.10) donne

€A =0

ou encore
—Al€l >0

Ceci implique ,vu que A > 0

1€l <0
puisque

1€l =0
Aalors

£=0

3.4 Condition d’optimalité des problemes d’op-
timisation convexe et différentiable

Théoréme 3.4.1 Soient S C R™ non vide et convexe et f: R" — R
convezxe et (PC) le probléme d’optimisation convexe suivant :

{min f(z) : x € S} (PC)
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CHAPITRE 3. OPTIMISATION CONVEXE

et & € S. Alors & est une solution optimale de (PC) si et seulement si

Vi) (x—12) >0, VoeeSs (3.11)

Preuve. C’est une conséquence directe du théreme 3.3.1 et du théoréme
231 m

Théoréme 3.4.2 Soient S C R" non vide et convexe et ouvert et f: R"™ —
R convezxe et (PC) le probléme  d’optimisation convexe suivant :

{min f(z) : x € S} (PC)
et & € S. Alors & est une solution optimale de (PC) si et seulement si

Vf(z)=0 (3.12)

Preuve. C’est une conséquence directe du théreme 3.3.2 et du théoréme 2.3.1
[ ]

exemple 3.4.1 considérons le probleme d’optimisation conxexe suivant :

Minimiser (z; — (3/2))? + (3 — 5)?
—ry+ 19 <2
PC 21’1 + 31’2 S 11
—T S 0
—X2 S 0

—ry+ 12 <2
221 + 319 < 11
—x1§0
_IQSO

S =< (z1,79) € R?:

S est convexe férmé.

Pour caractériser les solution optimales de probleme (PC) on doit appli-
qué le théréme 3.4.1 et 3.4.2.

Remarquons d’abord que le point (0,0) € S n’est pas solution optimal.
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3.4. CONDITION D’OPTIMALITE DES PROBLEMES
D’OPTIMISATION CONVEXE ET DIFFERENTIABLE

En effet soit
x=(z1,21) € R, (z1,23) #(0,0) ,Vf(z1,22) = (221 — 3,229 — 10 ) .

Donc ,Vf(0,0) = (=3, —10) .Considérons maintenent la condition d’op-
timalité (3,11) appliqué au point & = (0,0).Nous obtenons pour tout point
(z1,21) #(0,0)

V£(0,0) [(x1,z2) — (0,0)] = (=3, —=10)" (21, 25) = —3x; — 1025 < 0

car r1 > 0,29 > 0.
considérons maintement le point Z = (1,3). Vf(1,3) = (-1, —4).
La condition d’optimalité(3,11) appliqué au point donne

VI,3) [(x1,22) — (1,3)] = (=1,—4)"(z1 — 1,22 — 3)
= o+ 1—day+12
= <2+ZE1 —ZL’2>—|—(11—2I1 —35(72)

si (1, x9) € S, alors
(2+x1—x2) >0 et (11 —2w7 —325) >0
Donc

Vf(1,3) [(x1,22) — (1,3)] >0 V(x1,29) €S

En appliquant la condition d’optimalité (3.11) au point & = (1,3),on
déduit que & = (1, 3) est une solution optimale de notre probléme. D’ailleurs
on pourrait voir graphiquement que le point z = (1, 3) est solution optimale.
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Chapitre 4

Optimisation sans contraintes

Le probléme que l'on étudie ici est celui de la recherche du minimum
d’une fonction réelle f de n variables x1,xs, ..., T, .

Définition 4.0.1 Soit f:R" — R qui & tout & € R, & = (21, Tq, ..., Tp)"
associe la valeur réelle
f(zx)=f(x1, 29, ...y 2) .

On cherche a résoudre le probléme (P) :

(P) min {f(x):xz € R"} .
1l s’agit donc de déterminer un point & de R™ tel que :

1. & € R s’appelle solution minimum global de (P) si et seulement si
f(#) < f(x) : Vo € R”

f(z) s’ appelle valeur minimum global .

2. & € R" s’appelle solution minimum local de (P) si et seulement si il
existe un voisinage V. (&) tel que

£(@) < f(x): Vo € V. (&)

f(z) s’ appelle valeur minimum local .

3. & € R"™ s’appelle solution minimum local strict de (P) si et seulement
si il existe un voisinage V. (Z) tel que

f(@) < flx):VeeV.(2), x#2

f(z) s’appelle valeur minimum local strict.
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4.1. DIRECTION DE DESCENTE

4.1 Direction de descente

Définition 4.1.1 Soit f : R® — R, © € R", d € R" est dite direction de
descente au point T si et seulement st il existe un nombre strictement positive
(6 > 0) tel que :

f(@+ ) < f(2) : VA €]0, 4.

Donnons une condition suffisante pour que d soit une direction de des-
cente.

Théoréme 4.1.1 Soit f: R™ — R différentiable au point & € R™ et d € R”
une direction vérifiant la condition suivante :

fl(2,d)=Vf(@)d<0
alors d est une direction de descente au point .

Preuve. f est différentiable au point Z alors f continue et Vf(Z) existe,
donc

f@+ M) = f(2) + AV (@) d+ N d || az, \d)

alors
f@+ M) — f(z) = )\Vf(i‘)t.d + A d | a(z, \d)
ks A‘? — @) Gy dr || d || aliAd)
T
= i OV I iy (952t | d | e A)
avec
o(#, Ad) = 0
donc . .
P d) = timLEEAD = @) Gy g oo

A—0 A
la limite étant strictement négative, alors il existe un voisinage de zéro

V(0) =] — 0, +0] tel que

f(@+ M) — f(%)
A

la relation (2.1) est particuliérement vraie pour tout A €]0, +4[.on obtient le
résultat cherché en multipliant la relation (2.1) par A > 0. =

<0 ,VYiel—-46,+4]
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CHAPITRE 4. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

4.2 Schéma général des algorithmes

Soit dj une direction de descente aux point x; on peut considérer le point
Tr4+1 le successeur de z; comme suit :

Tpa1 = T + Medi 5 A G]O, +5[ .

Démarrage : xq € R", d :

Vf(xo)'.dy <0
1 = xo + Aodo
Ao vérifie :
f(zo + Xodo) < f(0)
Itération k :xy, d; telle que V f(zy)".d, < 0 et Ay telle que :

alors
Tpy1 = Tp + Apdy,

Le choix de dj, et Ay permet de construire une multitude d’algorithmes
d’optimisation.

Exemple de choix de directions de descente :

Si on choisit : dy = —V f(xy),avec V f(Z)) # 0,on obtient la méthode de
gradient.

Bien sur dj, = =V f(xy) est une direction de descente, en effet :

Vf(@r)'dy =V f(an) (=V flar) = =V f(ze) .V f(a) = — | Vf(z) [|P<0

Aussi si on choisit : d, = —(H(x,)) 'V f(x) tel que :

H(x)) la matrice Hessienne.(H (zy) € M), Vf(x)) le vecteur de gra-
dient.

(Vf(zr) € Myx1), on obtient la méthode de Newthon.

Si la matrice H(xy) est définie positive, alors

Vf(aw) dy = =V f (2x)" (H(x)) 'V f () <0

Exemple de choix de pas )\; :
On choisit A\, vérifier

f(:l?k + )\kdk) < f(xk -+ )\dk), Ve ]O, (5[

la recherche d’une variable réelle \; qui s’appelle la recherche linéaire.

34



4.3. REULTATS D’EXISTENCE ET D’UNICITE

4.3 Reéultats d’existence et d’unicité

Avant d’étudier les proriétés de la solution (ou des solutions) de (P) il faut
s’assurer de leur existence . Nous donnerons en suite des résultats d’unicité .

Définition 4.3.1 :0n dit que f : R" — R est coercive si

lim f(x)=+o0
[[#]|—+o00

Ici [|.]| désigne une norme quelconque de R™ .On notera |||, (p € N) la
norme [, de R" :

[un

Vo = (xb 7xn> € Rn? Hpr = [Z ‘xl|p]
=1

La norme infinie de R" est

Vo = (21,...,2,) € R", |z]|, = 11£1a§57(1|$z|

Théoréme 4.3.1 (Existence) : Soit f:R" — R U {400} propre, conti-
nue et coercive, alors (P) admet au moins une solution.

Preuve. Soit d = inf (p); d > +o0 car [ est propre . Soit (), € R" une
suite minimisante, c’est-a-dire telle que

lim f(x,) =d

p—400

Montrons que (z,) est bornée.Si ce n’était pas le cas on pourrait extraire de
cette suite une sous-suite (encore notée (x,)) telle

lim ||z,| = +o0
oo

p—+
Par coercivité de f on aurait

lim f(z,) =400

p—>+00
ce qui contredit le fait que

lim |z,|| =d < +o0.

p—+o0
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CHAPITRE 4. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

Comme () est bornée, on peut alors en extraire une sous-suite (encore notée
(x,)) qui converge vers T € R™ Par continuité de f ,on a alors

d= lim f(z,) = f(2).

p—+o0

En particulier d > —oo et Z est une solution du probléeme (P). =

Théoréme 4.3.2 (Unicité) : Soit f : R* — R U{+oo} strictement
convezxe. Alors probléme (p) admet au plus une solution .

Preuve. Supposons que f admette au moins un minimum m et soient x; # -
(dans R™) réalisant ce minimum :

f(21) = f(22) = m.

Par stricte convexité de la fonction f on a alors :

Tr1 + To 1
(P52 <3G )+ o) = m
ceci contredit le fait que m est le minimum. Donc z; = 5. Donnons pour
terminer un critére pour qu’une fonction soit strictement convexe et coercive.
[ ]

Théoréme 4.3.3 : Soit f une fonction C' de R™ dans R. On suppose qu’il
existe o > 0 tel que

V(z,y) eER"xR"(Vf(z) = Vf(Y),z—y) > alz—y|? (4.1)

Alors f strictement convexe et coercive; en particulier le propléme (P)
admet une solution unique.
Preuve. La condition (4.1) implique que Y/f est monotone et que f est
convexe . De plus on a la stricte convexité de f .Enfin J est coercive : en
effet, appliuons la formule de Taylor avec reste intégral

1

o [ L@t =)t = @ [ (7f o+t —0)y - o).
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4.3. REULTATS D’EXISTENCE ET D’UNICITE

Donc
1

fy) = F@)+(Vf(x),y - x)+/ (Vf(x+t(y—2) = (Vf(),y—2)dt

0

(4.2)
D’apres (4.1) on obtient

1

f(y>2f(37>+<Vf(x)ay—$)+/ta||x—y||2dt

0

Finalement
f) = f@)—vf@)ly—=|+ % = yl| %.

Fixons x = 0 par exemple ;il est alors clair que f est coercive . Par conséquent
f admet un minimum unique z* sur R" caractérisé par

v/f(z*)=0.

La condition (4.1) nous améne & la définition suivante :

Définition 4.3.2 (Fonction elliptique) :0On dit que f : R" — R est
elliptique si la condition (4.1) est vérifiée, c’est-a-dire Ja > 0 tel que

V(z,y) € R" xR" (D*f (x)y,y) > alz —y]|*
a est la constante d’ellipticité .

Proposition 4.3.1 : Une fonction f : R" — R deux fois différentiable
sur R™ est elliptique si et seulement si

V(z,y) € R" xR" (D*f (2)y,y) > eyl *.
Preuve. On utilise de nouveau la formule de Taylor appliquée a la fonction
pit—(t)=f(z+ty).

|

Il faut maintenant donner des conditions pour pouvoir calculer la (ou
les) solutions.On va chercher & montrer que cette solution est solution de
certaines équations, de sorte qu’il sera plus facile de la calculer.
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4.4 Conditions d’optimalité

Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Théoréme 4.4.1 soit f : R® — R différentiable au point & € R"™, si & est
une solution minimaux local, alors V f(z) = 0.
Preuve. T est une solution minimaux local, alors

f@) < flz),  VeeV(z) (4.3)

supposons le contraire V f(z) # 0,alors —V f(&) est une direction de descente
alors 36 > 0 tel que Vo €]0,6(:

f(@+a(=V[f(2)) < f()
on pose & + a(—=V f(z)) =T alors

f(@) < f(&)
donc 3T € V() tel que :

f(@) < f(&) (4.4)
la contradiction entre (4.3) et (4.4).

f différentiable
d’ou et alors  Vf(z)=0. m

f(@) < flz),  VeeV(z)

Condition nécessaire d’optimalité du second ordre

Théoréme 4.4.2 soit f : R™ — R deux fois différentiable au point & € R",si
& est un minimaux local de (P) alors Vf(z) = 0 et la matrice hessienne de
f au point &, qu’on note H(Z) ,est semi définie positive.

Preuve. soit v € R" quelconque, f étant deux fois différentiable au point
on aura pour tout A # 0

f(@+X\x) = f(2)+ %)\thH(i)x + N |2*] a(®,Mz),  al@ A z) — 0

Ceci implique

f(z+ )\fz) — f(@) _ %th(@x + ||2?|| e, Az) (4.5)
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T est un optimum local, il existe alors 6 > 0 tel que
f(@+ Ax) — f(2)
)\2
si on prend en considération (4.5) et on passe a la limite quand A — 0, A
# 0, on obtient

>0, VYAe]-6,+0]

o'H(#)z >0, VreR"

Condition suffisante d’optimalité

Théoréme 4.4.3 soit f : R" — R deux fois différentiable au point z € R",
SiVf(x)=0 et H(Z) est définie positive alors & est un minimum local strict

de (P).
Preuve. f étant deux fois différentiable au point &, on aura pour tout v € R"
. 1 . . . . . .
fla)=f@)+5 (@~ 2) H(2) (z = &) + ||(z = D) a(d, (z — 2)),  (4.6)

a(z,(x—1)) — 0,(Vf(z) = 0). Supposons que & n’est pas un optimum
local strict .
Alors il existe une suite {xy}, oy telle que xp # 1 : Yk et

xp # T Vk, xy 7 & et f(xy) < f(2). (4.7)
Dans (4.6) prenons x = xy, division le tout par ||(z — #)||*> et notons
d, = IIEi::gH’ on obtient

fleg)—f(@) 1., . A A ) )
m = §dkH(fE)dk +a(z, (z, — 2)), a2, (2 — T)) = 0. (4.8)

(4.7) et (4.8) impliquent
1
§d};H(£)dk + a2, (v, — 1)) <0, VEk.

d’autre part la suite {dy}, .- est bornée (|| di. ||= 1,¥n). Donc il existe une
sous suite {dy}cn,cn telle que
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Finalement lorsque k — oo,k € Ny, on obtient

1_ _
S H(#)d <0,

La derniére relation et le fait que d # 0 (|| d ||= 1) impliquent que la
matrice hessienne H (&) n’est pas définie positive. Ceci est en contradiction
avec [’hypothése. m

4.5 Optimisation unidimensionnelle

L’optimisation unidimensionnelle (recherche linéaire) consiste a trouver
i de facon & diminuer la fonction f Suffisamment le long de cette direction.

Ce " suffisamment " sera quantifié dans la suite dans la description des
conditions dites d’Armijo, Wolfe, Goldstein & Price (recherches linéaires
inexactes).

Mais d’abord on expose le principe de méthode de descente :

4.5.1 Principe de méthode de descente

Le principe d’'une méthode de descente consiste a faire les itérations sui-
vantes :
Tp+1 = Tk + )\kdka k>0 (49)

tout en assurant la propriété

f(@re) < f(a)
Le vecteur d;, est la direction de descente en z, . Le scalaire )\, est appelé

le pas de la méthode a l'itération k.
On peut caractériser les directions de descente en x;, a I’aide du gradient

Proposition 4.5.1 Soit d € R" vérifiant
Vf(z).d<0
alors d est une direction de descente en x.
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Preuve. on a pour A > 0
f(z+ M) = f(x) + A\Vf(2)'d+ Xe (N)

donc si on écrit

[z + Ad) — f(2)
A

on voit bien que pour \ suffisamment petit on aura

flz+ M) — f(z) <O0.

= Vf(z)'d+e(N)

]
Ou encore que d fait avec 'opposé du gradient —V f(z) un angle stricte-
ment plus petit que 90° :

0 := arccos

—Vf(z)d T
T miane S (O]
IV f ()| ]l 2
L’ensemble des directions de descente de f en x

{deR": Vf(z)d < 0}

forme un demi-espace ouvert de R™ (illustration a la figure 4.1) .

Tilx
4 (x)
demu-espace des directions
de descente de f enx
f = constante

Figure 4.1 Demi-espace (translat ) des direction de descente d
de fenx
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De telles directions sont intéressantes en optimisation car pour faire dé-
croitre f, il suffit de faire un déplacement le long de d.

Les méthodes a directions de descentes utilisent cette idée pour minimiser
une fonction Dans la méthode (4.9) le choix de A; est lié a la fonction :

©(A) = flzr + Ady)

Comme dans la méthode de la direction de descente, la trajectoire de
la solution suit un modele de zigzag . Si est choisi tels que f(zy + dy)
soit le minimum dans chaque itération, alors les directions successives sont
orthogonales .

En effet

si on note g(z) = Vf(z)

df (zy + Adg) _ iaf(l’k + Ady) d(zg; + Adg;)
dA B 0T 1 dA

i=1
= Zgz(xk + )\dk)dkz
i=1
== g(l‘k + )\dk)tdk

ot g(zy, + di) est le gradient au point xj + d, .
En particulier, une facon de choisir A\, peut étre de résoudre le probléme
d’optimisation (a une seule variable)

ming (A) . (4.10)

A>0

Si le pas A, obtenu ainsi s’appelle le pas optimal alors nous pouvons écrire:
gOl (5\k> = Vf($k + S\kdkydk =0

c’est- a-dire .
g(:)?k + )\kdk)tdk =0

ou bien

ou 3
diy1 = — gz + Medy) = — g1
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est la direction de descente au point xk+5\kdk . Donc les directions successives
dy, et di4q sont orthogonaux comme représenté dans la figure (4.2) .

Figure 4.2 Trajectoire d’une solution typique
d’une mthode direction de dscente.

Pour définir une direction de descente il faut donc spécifier deux choses:
* Dire comment la direction d, est calculée . Ce choix influe directement
dans la nomination de ’algorithme.
* Dire comment on détermine le pas Ay, ¢’est ce que ’on appelle : 1a recherche
linéaire .
Algorithme 1.1 (méthode a directions de descente - une itération)
Etape 0 : (initialisation)
On suppose qu’au début de l'itération k, on dispose d’un itéré z, € R"™.

Etape 1 :

Test d’arrét : si ||V f(xy)]| >~ 0, d’arrét de Ialgorithme .
Etape 2 :

Choix d’une direction de descente d;, € R".

Etape 3 :

Recherche linéaire : déterminer un pas A; > 0 le long de dj de maniére
a "faire décroitre f suffisamment" .

Etape 4 :
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Si la recherche linéaire est finie xy 1 = xp + A\pdy, remplacer k par k+ 1
et aller a I’étape 1.

4.5.2 Recherche linéaire

Faire la recherche linéaire veut dire résoudre le probléme unidimensionnel
(4.10), ou l'objectif est de :

* Faire décroitre f suffisamment, cela se traduit le plus souvent par la réa-
lisation d’une inégalité de la forme

flzk + Medy) < f(xg) + "un terme négatif " (4.11)

Le terme négatif, disons vy, joue un role-clé dans la convergence de ’al-
gorithme utilisant cette recherche linéaire.L’argument est le suivant .

Si f(x) est minorée (Je telleque f(x) > ¢ pour tout k), alors vy, tend néces-
sairement vers zéro (vy — 0). c’est souvent a partir de la convergence
vers zéro de cette suite que I'on parvient & montrer que le gradient lui-
méme doit tendre vers zéro. Le terme négatif devra prendre une forme
bien particuliére si on veut pouvoir en tirer de I'information .

En particulier, il ne suffit pas d’imposer f(xy + A\pdy) < f(xg).
* Empécher le pas A\, > 0 d’étre trop petit, trop proche de zéro.

Le premier objectif n’est en effet pas suffisant car I'inégalité (4.11) est en
général satisfaite par des pas \p > 0 arbitrairement petit .

Or ceci peut entrainer une "fausse convergence", c’est-a-dire la conver-
gence des itérés vers un point non stationnaire.On donne dans cette partie un
apercu sur les recherches linéaires qu’on utilisera plus tard.On les a classées
en deux catégories :

4.5.3 Les recherches linéaires exactes

Dans ce cas la solution optimale )\ est calculée de fagon exacte (d'un
point de vue théorique car pratiquement on n’obtient en général qu’une
approximation).On donnera 1’algorithme de la recherche linéaire de dichoto-
mie et du nombre d’or.

L’intervalle d’incertitude

44



4.5. OPTIMISATION UNIDIMENSIONNELLE

Définition 4.5.1 Considérons le probléeme unidimensionnel suivant :

Vinimi \)
Z/(Lez[zr’zg]sergo( )

Définition 4.5.2 L’intervalle [a, b] est dit intervalle d’incertitude si le mi-
nimum A de ¢ (\) appartient a |a, b], mais sa valeur exacte n'est pas
connue .

Théoréme 4.5.1 soit ¢ : R — R strictement quasi-conveze sur |a, b] .
soient A\, p €la, b, A < p

(n); V2 € [a, A,

1) sip (A) > @(p) , alors ¢ (2) z
z € p b .

> ()
2) sip (A) < p(p) . alors ¢ (2) > @(A);V

Conséconces importante du théoréme 4.5.1 :

1. Si ¢ (A) > ¢(u), alors le nouveau intervalle d’incertitude est : [\, 0]
(On supprime [a, A[) .

2. Si ¢ (A) < ¢(u), alors le nouveau intervalle d’incertitude est : [a, y]
(On supprime [, b[) .

Ceci est Iidée de base pour la construction d’algorithmes d’optimisation
unidimentionnelle sans calcul de dérivées. A chaque itération on fait dimi-
nuer l'intervalle d’incertitude jusqu’a ce qu’on arrive & un intervalle final de
longeur inferieur a une tolérance fixée & 'avance. Bien sur une valeur quel-
conque de ce dernier inntervalle conviendrait comme approximation de notre
solution optimale.

Maintenant on va présenter deux méthodes d’optimisation unidimension-
nelle sans dérivées:

La méthode de dichotomie

Algorithme de la méthode de dichotomie :

initialisation : Choisir € > 0 et [ longueur final de I'intervalle d’incertitude,[a;, b/ |
étant l'intervalle initial.

poser k =1 et aller a I’étape 1.

Etapel :Si by — a; <l stop.Le minimum appartient a [ag; by].
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Sinon poser :

ap +b
)\k = k2 k—E
ay + by
He = 9 +¢€

et aller & I’étape2.

Etape2 :Si o(\;) > ¢(uy,) alors agr1 = ag, bpr1 = py.
Sinon Ap+1 = )\k; bk+1 = bk

Remplacer k par k + 1 et allez a I'étapel.

La méthode du nombre d’or

La méthode du nombre d’or améliore la méthode de dichotomie, en dimi-
nuant le nombre d’observations, a chaque itération .

Algorithme de la méthode du nombre d’or :

Etape initiale :choisir [ > 0 longueur final de 'intervalle d’incertitude
et [a1, b1], a = 0, 618,calculer

Aret iy telle que :

)\1 = a1+(1—a)(b1—a1).
py = a1+ alby —ay).

Poser k =1 et aller a Etape principale.

Etape principale :

(1) Si by — ap < [ stop, prendre o € [ag,br]. Si ¢ (Ax) > ©(uy) aller a
(2), sinon aller a (3).

(2) Poser a1 = Ay bpg1r = by Aey1 = fgs Moy = Q1 + (Dpy1 — ags1)
calculer ¢(p;, ), et aller a (4) .

(3) Poser agy1 = ag, b1 = yoflirr = Moy Abt1 = i1 + (1 — @) (bpyr —
ag+1), calculerp(Agiq)et aller a (4) .

(4) Poser k =k + 1, et aller a (1).

4.5.4 Recherches linéaires inexactes

Les recherches linéaires exactes, malgré qu’elles n’aboutissent qu’a une so-
lution optimale approchée, elle nécessitent boucoup d’observations a chaque
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itération de I’algorithme principal .Dans les années 60, 70, 80 ,des mathéma-
ticiens ont réusi a élaborer des recherches linéaire qui sont moins couteuse,
mais respecte en méme temps la descente de la fonction .

Décrivons maintenant en détail les trois recherches linéaires inexactes les
plus importantes . Il s’agit des recherches linéaires inexactes d’Armijo, de
Goldstein et de Wolfe .

Recherche linéaire inexacte d’Armijo (1966)

Soit f: R" — R, xp € R",dr € R™ une direction de descente

La régle d’Armijo exige a ce que f décroisse de fagon suffisante au point
Tr+Ardy .Cette condition est décrite par I'inégalité suivante appelée condition
d’Armijo :

Flap + Medp) < Flap) +eMVE () dey,  £€10,1] (Armijo)

C’est a dire que la réduction de f doit étre proportionnelle en méme
temps a A\ et a la dérivée directionnelle V f (a:k)t dy, .
Interprétation graphique de la condition d’Armijo
Définissons la fonction
p:R—-R

par
© (M) = fzg + Aedi), A >0

Notons que :

O (N) = Vf(xi+ Medi)dy,
¢ (0) = Vf(xp)'d <0,
©(0) = f(xn)

L’équation de la tangente au point (0, (0)) est la suivante :
Ay y=9(0)+ ¢ (0)(A=0)

@ (k) = flak) + Vf(2e) deds

Posons
P(A) =¢(0)+ ¢ (0) A
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L’équation de la tangente devient :

P (A) = flan) + Vf(2r) dic
Définissons maintenant la fonction ¢ (A) comme suit :

PN =@ (0) + g (0) = flan) + eAVf(zp)idy, €101 (4.12)

T WAI=10rAd)

ligne de Ia

décroissance
suffisante
WL(A)

tangent_|

I
acceptable acceptabe

Figure 4.3— Rgle d’Armijo

On cherche ), tel que
¥ (j\k) < (S‘k) .
Remarque 4.5.1 1- La condition ¢ (;\k) < (5\;.3) implique la décroissance
de la fonction f.

En effet

¢ (M) <@ (M)
f @k + Medi) < f (20) + NV () die < f (22)
car la direction d est une direction de descente.

2- Quand on prend Ay trés proche de zéro cela va nuire a la convergence et
la vitesse de convergence.

En effet
[ (e + Aedi) = flan) + MV f(@)di + Mpo(@p, Apdi)
f (@ + Xedi) = fan) = X [V (@r)di + (g, Aedy)]
si A — 0 oz, A\edy) — 0 donc  f (zk + S\kdk) ~ f(xy).

Ap—0
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Algorithme (Reégle d’Armijo)

Etape 0 :(initialisation)

Qg1 =g =0, choisir a; > 0,p €0, 1] poser k =1 et aller a I’étape 1.
Etape 1 :

si o1 (1) < 9, (0) + po} (0) g : STOP (a* = ).
si gy, (ar) > ¢, (0) + py, (0) a, alors

Qg1 = O, Qg 11 = oy, et aller & I'étape 2.
Etape 2 :

si g1 = 0 déterminer a1 € Joyg gt1, +00]

si ag g1 # 0 déterminer o1 € |ag pt1, Qdpr1]
remplacer k par k + 1 et aller a I’étape 1.

Remarque 4.5.2 [l est clair d’aprés la figure 4.3— Régle d’Armijo que l’in-
égalité d’Armijo est toujours vérifiée si :

ap = 0 est suffisamment petit . en effet, dans le cas contraire, on aurait
une suite de pas strictement positifs {Oz;g,l-}i>1 convergeant vers 0 lorsque

1 — o0 et tels que -

fxy 4+ andy) < fzg) + par. VT f (1) d),

n’ait pas lieu pour oy, = oy .
En retranchant f(xy) dans les deuxr membres, en divisant par ay; et en
passant a la limite quand © — oo, on trouverait

ce qui contredirait le fait que dy, est une direction de descente (p < 1) .

Théoréme 4.5.2 Si ¢, : Ry — R, définie par ¢, (o) = f(xp + ady) est
continue et bornée inférieurement, si d est une direction de descente en
zi (¢}, (0) <0) et si p € |0,1], alors Uensemble des pas vérifiant la régle
d’Armijo est non vide .

Preuve. On a

or (@) = flaw + ady)
U, (@) = far) + parVT f(r)dy
Le developpement de Taylor-Yong en a =0 de ¢, est :

or, (@) = f(zr + ady) = flz) + paVT fap)dy + af(a)
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ot &(a) — 0,0 — 0
et comme p €10,1[ et ), (0) = V' f(xp)dx < 0 on déduit :

Flxw) + oV f(xp)dy, < f(x) + poi V7 f (1) dy, pour a > 0
On wvoit que poura > 0 assez petit on a :
i (@) <, (a) .

De ce qui précéde et du fait que @, est bornée inférieurement, et ¥, () —
—00, v — 400, on déduit que la fonction ¥, () — ¢, () @ la propriété :

U, () — ¢, (@) = 0 pour a assez petit
U, (a) — ¢, (a) <0 pour a assez grand

donc s’annule au moins une fois pour o > 0 :
En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe & > 0 tel que

op (@) =Y, (a) et g, (o) <V¥,(a) pour0 < o< a.

Ce qui acheéve la démonstration . m

Recherche linéaire inexacte de Goldstein (1967)

Le pas \; est acceptable par la recherche linéaire inexacte de Goldestein,
s’il satisfait les deux conditions Goldesteinlet Goldestein2 suivantes :

fzpe + Medy) < f(an) + AV f () dy, ce }O, % [ (Goldsteinl)

f(xk + )\kdk) Z f(Ik) + (1 - C))\ka(l‘k)tdk (GOIdSteiHQ)

Interprétation de la relation Goldsteinl :
La condition Goldstein1 est exactement la condition d’ Armijo étudiée pré-
cédemment .Cette condition assure une décroissance suffisante de la fonction

f
Interprétation de la relation Goldstein2 :
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La condition Goldstein2 évite au pas A\, d’étre trop petit (voir la figure
ci dessous) .Ceci est d'un grand apport dans le processus de la convergence .

»> «A)zf(u;}kd'\)

ligne de |a
décroissance
suffisante

Iangent\}

pas acc%plables

Figure 4.4— Rgle de Goldstein

La figure 4.4 montre, sur un exemple, ’ensembles des points satisfaisant
les deux conditions Goldstein .

L’ Algorithme de Goldstein :

L’ Algorithme essaye de trouver A\, €]|3;, 35] . On démarre avec un inter-
valle [ag, by] assez grand . On prend Ay €]5;, By :

Si \p vérifie Goldsteinl et Goldstein2 alors \g €]53;, 35| et on s’arréte .

Si Ay > [, alors A\g ne vérifié pas Goldstein, alors on prend b; = A et
ap =bg et \; = % et on recommence avec ;.

Si Ao < B alors A\g ne vérifié pas Goldstein2, on prend a; = Ay, b1 = by
et \; = ‘“241’1 et on teste de nouveau \; .

A Titération k&

Supposons qu’on ait [a, bg] et A\ =

Si A\g, vérifié Goldsteinl et Goldstein2, \x €|3;, 55 . Stop .

Si A\ ne vérifié pas Goldsteinl alors Ay > 3,

On prend b1 = A, Gri1 = g, A1 = ak“Terk“ -

Si Ar ne vérifié pas Goldstein2 alors Ay < ;. On prend axy1 = A,
R I P

On obtient ainsi ’algorithme suivant :

ap+bg
2

51



CHAPITRE 4. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

Algorithme de Goldstein

ETAPE 1 (Initialization )

Choisir ag € (0,101 et p €]0,1[. Poser ay = 0, by = 10
Poser k = 0 et aller 4 ETAPE2

ETAPE2 (Test Goldsteinl)

Itération k on a [ag, by] et ay, calculez ¢ (o)

Si g (ar) < vL(0) + pagry)(0), allez & ETAPE 3

Sinon

Poser by 1 = ag, a1 = ay , et allez & ETAPE 4

ETAPE 3 (Test Gold 02)

Si (k) = 4(0) + (1 — p)ary),(0), stop. a* = ay,

Sinon

Poser ag 1 = ay ,bry1 = by et allez & ETAPE 4
ETAPE 4

Poser ay,1 = “’““TH)’““

Poser K =k + 1 et allez a ETAPE 2 .

Recherche linéaire inexacte de Wolfe (1969)

Recherche linéaire inexacte de Wolfe faible
Le pas Ay est acceptable par la recherche linéaire inexacte de Wolfe faible
ou de Wolfe tout simplement, s’il satisfait les deux conditions suivantes :

f(:Ek + )\kdk) S f(l‘k) -+ Cl)\kvtf<$k)dk, Cc1 € ]0, 1[ (Wolfel)

Vf(l’k + /\kdk)tdk Z CQVf(l’k>tdk, Co & ]Cl, 1[ (WOlfGQ)

Interprétation de la relation Wolfel

La condition Wolfel est exactement la condition d’Armijo, cette condition
assure une décroissance suffisante de la fonction f .

Interprétation de la relation Wolfe2

Les A\ séléctionnés par la condition Wolfel peuvent étre trés petits . Ceci
peut avoir des conséquences facheuses sur la convergence de 1’algorithme. La

condition Wolfe2 évite cet inconvénient et supprime les trés petites valeurs
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de Ag. (voir la fugire ci dessous ).

T WAI=10epAd)

ligne de la

décroissance
suffizante
YL(A)

tangent

I
!
acceptable acceptable

Figure.4.5— Rgle de Wolfe

Le figure 4.5 montre sur un exemple ’ensembles des points satisfaissant
les conditions de Wolfe ¢; = 0,1 ; ¢; = 0,7 (Lemaréchal 1980).

Recherche linéaire inexacte de Wolfe forte

Le pas Ay est acceptable par la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte,
s’il satisfait les deux conditions Wolfe fortel et Wolfe forte2 suivantes :

oy + Mdy) < fze) + aVf(zr)de, 1 €]0,1] (Wolfe fortel)

‘Vf<l’k + )\kdk)t.dk‘ S Co. {Vf([l?k)tdk} s Co € ]Cl, 1[ (Wolfe forte2)

Interprétation de la relation Wolfe fortel

La condition Wolfe fortel est exactement la condition Wolfel ou Armijo.
Cette condition assure une décroissance suffisante de la fonction f.

Interprétation de la relation Wolfe forte2

La condition Wolfe forte2 implique Wolfe2. Le pas A\, sélectionné par
les condition Wolfel et Wolfe2 peut étre trés loin d’un point optimal ou
stationnaire de la fonction ¢ . La condition Wolfe forte2 assure que le pas Ay
se trouve dans le voisinage d’un point stationnaire ou un point optimal de .

L’algoritheme de wolfe
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ETAPE 1 (Initialisation)

Prendre o € [0,10%] , calculez ¢(0), ¢;(0). Prendre p = 0.1 (ou p =0, 1
ou p=0,001 ou p=10"*) 6 = 0.9 (ou plus petit encore )

Poser ag = 0,by = 10%,k = 0 et allez & ETAPE 2

ETAPE 2 (test de (Wolfel))

Calculez p(ag). Si p(ax) < ©(0) + pake’(0), aller & ETAPE 3. Sinon

Poser a1 = ag, bry1 = ay et allez & ETAPE 4

ETAPE 3 (test (Wolfe2) ou (Wolfeforte2) )

Calculez ¢'(ay,). Si ¢ (ag) > 04" (0)(] ¥} (ax)|< —0¢'(0)). STOP

Prendre & = ay, . Sinon Poser ap,1 = ag, bry1 = by, et allez & ETAPE 4

ETAPE 4 (calcul de oy )

__Okt1tbrt1
Qg1 == 5

Poser £k =k + 1 et allez a ETAPE 2 .

4.6 Convergence des méthodes.

4.6.1 La condition de Zoutendijk

Maintenant on va étudier la contribution de la recherche linéaire inexacte
dans la convergence des algorithmes a directions de descente. Ce n’est qu’
une contribution, parce que la recherche linéaire ne peut a elle seule assurer la
convergence des itérés . On comprend bien que le choix de la direction de des-
cente joue aussi un role. Cela se traduit par une condition, dite de Zoutendijk,
dont on peut tirer quelques informations qualitatives intéressantes.

On dit qu’'une régle de recherche linéaire inexacte satisfait la condition de
Zoutendijk s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout indice k£ > 1
on ait

f(@rir) < flan) = CIVf ()| cos® b (4.13)
ou 0y est angle que fait dj, avec —V f(xy), défini par

—V7 f(z1)dy,
|| || d]]

cos b, =

(4.14)

Voici comment on se sert de la condition de condition de Zoutendijk.
Théoréme 4.6.1 (de Zoutendijk)
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4.6. CONVERGENCE DES METHODES.

Si la suite {xy} générée par un algorithme d’optimisation vérifie la condi-
tion de Zoutendijk (4.13) et si la suite {f (z1)} est minorée, alors

Z IV f (1)) cos? 0), < o0 (4.15)

k>1

Preuve. En sommant les quantités inégalités |V f(x) || cos? 8y tout en pre-
nant en considération (4.14) , on a

l
S @)l cos b < & (F(m1) — flann)
k>1

La série est donc convergente puisqu’il existe une constant C' telle que
pour tout k, f(xg) > C'. m

Conséquence importante du théoréme de Zoudentijk
La condition (4.15) implique

IV f(zp)]|? cos? 0y — 0 (k — o0) (4.16)

Cette limite peut étre utilisée pour en déduire la convergence de ’algorithme.
En effet si notre algorithme génére une suite {z;} de la forme :

Tho1 = T+ Aidg -
Si le choix de dj, est tel que
cosl, >0 >0, Vk
alors il découle de (4.16) que
lim [ Vf () [|= 0 (4.17)

Les deux propositions suivantes précisent les circonstances dans lesquelles
la condition de Zoutendijk (4.13) est vérifiée avec les régles d’Armijo et de
Wolfe.

Proposition 4.6.1 Soit f : R® — R une fonction continument différen-
ciable dans un voisinage de T'={z € R" : f(x) < f(z1)}.
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CHAPITRE 4. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

On considére un algorithme a directions de descente dy, qui génére une
suite {x} en utilisant la recherche linéaire d’Armijo, avec a; > 0 .

Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout k > 1, l'une des
conditions

Flarer) < flaw) — OV far)da

ou

J(ara1) < flan) = C | V() |2 cos® b,

est vérifiée.

Proposition 4.6.2 Soit f : R® — R une fonction continument différen-
ciable dans un voisinage de T'= {x € R™: f(x) < f(z1)} .
On considére un algorithme a directions de descente dy, qui génére une
suite {x} en utilisant la recherche linéaire de Wolfe (Wolfel)et (Wolfe2) .
Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout k > 1, la condition
de Zoutendijk (4.13) est vérifiée.

4.6.2 Notion de convergence globale

Définition 4.6.1  Soit f : IR" — IR differentiable. Supposons que l’on
a construit une suite {s¢}, a laide d'un algorithme d’optimisation sans
contraintes décrit dans le modéle (modéle algorithme). Nous dirons que l’al-
gorithme converge globalement si on a :

liminf [V f(54,)] = 0

Remarque 4.6.1 Des auteurs exigent parfois pour la meme définition la
relation plus forte suivante :

lim [[Vf(4)]| = 0

4.6.3 Notion de vitesse de convergence

La convergence globale d’un algorithme ayant été établie, nous nous in-
téressons maintenant & ’évaluation de son efficacité. D’ un point de vue pra-
tique, lefficacité d’un algorithme dépend du nombre d’itérations nécessaires
pour obtenir une approximation a ¢ pres (e fixé a ’avance) de 'optimum »*.
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4.7. CONVERGENCE DES ALGORITHMES ET FONCTIONS
MULTIVOQUES

Si 'on compare entre eux, plusieurs algorithmes, et si 'on admet que le
temps de calcul par itération est sensiblement le méme pour tous, le meilleur
est celui qui nécessitera le plus petit nombre d’itérations.

Malheureusement, il se révele impossible de dégager des conclusions gé-
nérales de ce genre de comparaison.

Suivant le point de départ choisi, la nature de la fonction a optimiser,
la valeur de la tolérance choisie, la hiérarchie des algorithmes peut varier
considérablement.

Si I'on veut dégager un critére ayant une certaine valeur d’absolu, il faut
par conséquent recourir & un autre type d’analyse : c’est ’objet de ’étude de
la convergence asymptotique, c’est-a~-dire du comportement de la suite {s¢ }
au voisinage du point limite »*.

Ceci conduit & attribuer a chaque algorithme un indice d’efficacité appelé
sa wvitesse de convergence.

Remarque 4.6.2 on est quelque fois amené a exprimer la vitesse de conver-
gence de la suite {s¢} en étudiant, non pas la fagon dont ||sq, — »*|| tend
vers 0, mais la fagon dont la suite {f (5a)} tend vers f (5*) ou f la fonction
que [’on minimise.

4.7 Convergence des algorithmes et fonctions
multivoques

Les méthodes de résolution d’optimisation sont en général des méthodes
itératives, c’est a dire & partir d’un point initial zg, elles engendrent une suite
infinie z1, 22, ..., xx, ... dont on espére que cette suite converge vers la solution
optimale .

Définition 4.7.1 Un algorithme de résolution est un procédé itératif qui per-
met d’un point initial xo d’engendrer la suite xo,x1,..., Tk, ...

Un algorithme est parfaitement définir par la donnée de l'application a
qui & xr associe Twr1 = a (zx) . L’étude de la convergence de l'algorithme se
rameéne a l’étude des propriétés de a.

Par exemple :

a:—a(x)=x—AVf(x)

a représente la méthode du gradient.
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CHAPITRE 4. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

Un modéle général des algorithmes : application multivoque
Soit le probleme (P) :

(P) :min f(x)

zeS

On peut générer plusieurs classes d’algorithmes qui ont pour but de ré-
soudre le probléme (P) ou d’atteindre des points vérifiant les conditions né-
cessaires d’optimalité. Il serait alors logique au lieu d’étudier la convergence
d’un algorithme, il serait préférable d’établir une théorie ou un model assez
général qui étudie la convergence d'une classe d’algorithme au lieu d’un seul
algorithme.

Soient ap, as, as, ...,ap des applications qui générent p algorithmes, c’est
a dire qu’a un point xr on associe les p points différents ay (xr), ag (xr),
as (zg) s ..., ap (zx) .

C’est a dire qu’on peut considérer ’application qui & zx fait correspondre

A(ze) = (a1 (zv) , a2 (xr) a3 () 4 .oy ap (Tr)) -

Ceci conduit naturellement & un modele dans lequel les algorithmes sont
représentés par des applications multivoques, c’est a dire des applications de
R™ dans P (R") qui a x € R" fait correspondre une partie de R".

D’une fagon générale on notera :

A X2BY

une application multivoque de X dans Y.
Convergence globale :

Définition 4.7.2 On dit qu’un algorithme décrit par une application mul-
tivoque A, est globalement convergent si quelque soit le point de départ xo
choisi, la suite {xr} engendrée xiv1 € A(xr) (ou une sous-suite) converge
vers un point satisfaisant les conditions nécessaire d’optimalité (ou solution
optimale).

D BERR satisfait une condition nécessaire d’optimalité
N ou = une solution optimale locale ou globale

() s’appelle ensemble des solutions .

Applications multivoques fermées :

C’est une généralisation de la notion de continuité pour les fonctions
univoques .
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4.7. CONVERGENCE DES ALGORITHMES ET FONCTIONS
MULTIVOQUES

Définition 4.7.3 Soit A: X Y une application multivogque.
On dit que A est fermée en v € X si et seulement si :

pour toute suite {xr} ., v — T dans X
et pour toute suite {yr}, oy, yr — y dansyY

}:>y€A(x)

A est dite fermé sur S C X si et seulement si A est fermée en tout point
xes.

Remarque 4.7.1 Si A est univoque continue, alors A est fermée.
En effet, soit A: X — Y continu en x et soit

{ T — T dans X

Az) = e — y dans ¥ } — A (z) =y d’aprés la continuité de A .

Composition d’applications multivoques :

Définition 4.7.4 Soient A : X %Y et B:Y & Z (X,Y,Z fermés non
vides) .

La composée B o A est Uapplication multivoque C : X > Z définie par:
Cr)= U B(y).

yEA(x)

Théoréme 4.7.1 ( composition des applications multivoques fermées) :

Soit A: X BY et B:Y 5 Z .On suppose que :
1) A est fermée en v € X et que B est fermée sur A(x).

2) Toute suite {yxr} telle que yv € A (xr) avec xx — x, admet une sous-suite
convergente .

Alors application multivoque C' = B o A est fermée en x.

Corollaire 4.7.1 Soit A : X — Y une application univoque et B : Y =5 Z
une application multivoque.

Si A est continue en x et si B est fermée sur A (x), alors Bo A est fermée
en x.

Preuve. On a A est continue en z, B est fermée sur A (z) et on a {yx} tel que
yr = A(xzx) avec zx — x alors A (xx) — A(x) donc {yr} est convergente,
c’est a dire que les deux conditions du théoréme 4.7.1 sont vérifiées, d’ol
B o A est fermée . m

Théoréme de Zangwill :
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CHAPITRE 4. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

Définition 4.7.5 On dit que h : X — R es une fonction de descente (relativement
a une application multivoque A) si elle est continue et posséde les propriétés
sutvantes :

1) 2¢ Q= h(y) <h(z); Vy € A(x)).
2) 1€ Q= h(y) <h(z); (Vye A(z)).

Théoréme 4.7.2 (Zangwill 1969) :
Soit
(P) : min f(z)

zeX

un probléme d’optimisation et ) ’ensemble des solutions.

Soit A: X 5 X une application multivoque et {z+} une suite engendrée
par lalgorithme, c’est a dire vérifiant xr1 € A (xv) .

Supposons que les trois conditions suivantes soient vérifiées :

C1) Les points {x+} sont tous contenus dans un ensemble compact K C X

C2) [l existe une fonction de descente h .

C3) L’application multivoque A est fermée dans X \ Q et Ve € X \ Q,
A(x) #0.

Alors :
pour tout x limite d’une sous-suite convergente de la suite {xx}, on x € §)
et h(xx) T h(x) .

keN

Les modes de convergence :
Notre but est d’accélérer la convergence d'une suite, donc il est naturel
de présenter la notion de rapidité ou mode de convergence de suites.

Définition 4.7.6 Soit {x+}, y une suite dans R" qui converge vers & .

1- On dit que {xx}, o converge vers T linéairement avec le tauw n si

e — 2]
im sup ——————

— =7 < 1.

Lorsque ||xg11 — Z|| ~ n||lxx — Z||, la convergence est dite asymptotique .
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2- S

Em supw<+oo, v>1

I e

la convergence est dite super linéaire d’ordre .
3- On dit que {zx}, . tend vers T de fagon super linéaire si
e el O

lim ~ =0.
e e

Lorsque ||zgr1 — Z|| < 1|z, — 2]]7, la convergence est dite super linéaire
asymptotique.
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Chapitre 5

Algorithmes d’optimisation
sans contrainte

5.1 Meéthode de la plus forte pente

La méthode du gradient fut découverte par Cauchy en 1847 est I'une des
anciennes méthode les plus utilisées pour résoudre le probléme (P), elle est
également connu sous le nom de méthode de la plus forte pente ou de plus
de la plus profonde descente (steepest descente, en englais) car si z; € R" et
si Vf(zy) # 0 alors la direction dy = —V f(xy) est la meilleure direction de
descente (voir Théoreme 2.1) .

Le théoréme suivant va montrer que la décroissance de la fonction sera la
plus forte en suivant la direction —V f(xy)

Théoréme 5.1.1 Supposons que f : R" — R soit différentiable au point x,
et supposons que

Vf(x) #0

Considérons le probléme optimal

Minimiser x, d
lldlI<1 a )

ot f(x, d) est la dérivée directionnelle de f au point x et dans la direction
d. Alors la solution optimale de ce probléme est donnée par

Vi)
=N
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5.1. METHODE DE LA PLUS FORTE PENTE

Preuve. On a

fr(z,d) = lim flz+Md) = [ (@) =Vf(z)d

A—04 A

donc on va minimiser V f(x)td dans {d : ||d|| < 1} .
En appliquant "inégalité de Schwartz, on obtient

|V f(x)d] < IV f(@)]l]ld] (5.1)
Si
Vf(x)'d>0
alors
Vi(@)'d>—[[Vf)]|d|
Si

Vf(x)d<0

(5.1) implique
=Vf@)d < [[Vf(@)]|d]

par conséquent on a toujours
Vi(x)'d >~V f()]d]
pour | d[|<1 ona
V@)l < [IVf(@)l = = IVF@)Hd] = =V Fz)
alors Vd : ||d| <1 on a
Vi(x)'d > = ||V ()]

D’autre part on a ||J|| =1 et d vérifie

Vi(e)d = Vi) (%) — V@) -
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Interprétation du théoréme 5.1.1 : Nous allons a partir du théoréme
3.2.1 donner une idée intuitive sur 'appellation : méthode de la plus forte
pente. En effet d’aprés le théoréme 3.2.1 on a:

fl(x, d)> f'(x, d) :Vd,||d]| <1.
En utilisant la définition de la dérivée directionnelle

et M) - f@) M) - fa)
A—04 A T A—04 A .

Cette derniére inégalité implique qu’il existe 6 > 0 tel que:
[z + M) — f(@)] = [f(z +Ad) — F(@)] = 0,9\ € -5, +9]

alors

f@+Ad) > f(z+ Ad),VA €]=6,+6] et Vd : ||d|| < 1.

5.1.1 Algorithme de la méthode de la plus forte pente

Etape initiale : Choisir un ¢ > 0. Choisir un point initial z;. Poser
k =1 et aller a I’étape principale.

Etape principale : Si eV f(x)le < epsilon stop.

Sinon poser di, = —leV f(z)le et soit A\ la solution optimale de la re-
cherche linéaire

min { f (g + Adg); A > 0}

Poser
Tpt1 = Tk + M\idy

Remplacer k par k 4 1 et répéter 1’étape principale.

5.1.2 Inconvénients de la méthode de la plus forte pente

Lenteur de la méthode au voisinage des points stationnaires:
Cette méthode travaille de fagon performante dans les premiers étapes de

I’algorithme mais au voisinage des points stationnaires elle devient trés lente.
On peut expliquer ce probléme comme suit :

On a
floy + M) = f(xr) + AV f(xp)'.d + X ||| a(xy, Ad)
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ot axg, Ad) — 0 quand A\d — 0 .
Sid=—=Vf(xy) alors z4,1 =z, — AV f(xy) et donc

Flan+Ad) = f(xi) = X [= IV F@)ll” + [V f (@)l alar, =AY f ()]

D’apres 'expression précédent, on voit que lorsque xp s’approche d’un
point stationnaire, et si f est continument différentiable, alors ||V f(xy)|| est
proche de zéro . Donc le terme a droite s’approche de zéro, indépendamment
de A, et par conséquent f(xy+ Ad) ne s’éloigne pas beaucoup de f(z)) quand
en passe du point x; au point Tp1.

Le phénoméne de Zigzaguing :

Il n’est pas facile de vérifier que pour la méthode du gradient on a toujours

d?];-dk-‘rl = 0

c’est a dire que la suite {x;} engendrée par l’algorithme de la méthode du
gradient, zigzague . Ceci crée un phénomene de ralentissement dans l’ache-
minement des points x vers la solution optimale .

5.1.3 Quelques remédes

Changement de direction :
Au lieu de prendre comme direction de descente, la direction :

dr, = =V f(w)
on prend des directions de la forme :
d, = —D.V f(xy)

ot D est une matrice choisie convenablement (D pourrait étre par exemple
I'inverse de la matrice héssienne au point zj c’est a dire (H(z;))™') .
Un autre choix pourrait s’opérer de la facon suivante :

dr, = =V f(zr) + gk

ou g est un vecteur approprié .

Accélération de la convergence :

On peut aussi accélérer la convergence de la méthode du gradien. Pour
cela on transforme grace a un algorithme d’accélération de la convergence
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la suite {zy} en une suite {y;} qui convergerait vers la méme limite que la
suite {z} , mais convergerait plus rapidement . Si on note par x* cette limite
commune on exprime cette rapidité par la limite suivante :

.Y —
lim
k—oox) — T*

=0.

5.1.4 Convergence de la méthode de la plus forte pente
Cas des recherches linéaires exactes

avant de donner le théoréme principal concernant la convergence de la mé-
thode de la plus forte pente avec des recherches linéaires exactes et inexactes,
démontrons d’abord ce résultat qui nous sera utile dans la section qui va
suivre .

Théoréme 5.1.2 Soit f : R* — R et L C R, un intervalle fermé et M
["application multivoque suivante :

M R*"xR" - R"

(z,d) — M(z,d) ={y:y =z + \d}

X\ vérifiant :
f(z+Ad) =min {f(z+ Ad);\ € L}.

Si f est continue en x et si d # 0, alors M est fermée au point (x, d) .
Preuve. Soit {zy,di} oy et {yx} telles que

(l'k,dk) k—> (x7d>7yk S M(xkadk) y Yk k——>>oo Y. (52)

—00

Démontrons que
y € M(z,d).

En effet y, € M(xy,dy) . Alors
Yk = Tk + Aed (5.3)
A\ est solution optimale de la recherche linéaire
[ (e + Aeedi) = min{f (z), + A\dy), A€ L} . (5.4)
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Puisque
alors
dp, #0, Vk>ky, kieN (5.5)
(5.3) et (5.5) impliquent
v _ lye — el
g = ————— (5.6)
1]
soit en remarquant que L est fermé, on a
Y s _lly—=|
M — A=—7"—€1L (5.7)
hsos il
(5.2) (5.3) (5.6) et (5.7) donnent
y=x+\d

(5.4) implique )

Faisons tendre k vers I'infini et prenons en considération le fait que f est
continue au point (x,d), on obtient :

Ceci veut dire exactement que le point y = x + \.d € M(x,d) . =

Théoréme 5.1.3 ( convergence de la méthode de la plus forte pente avec
des recherches linéaires ezactes ) Soit f:R"™ — R, telle que f € C*(R") et
(P) le probléme de minimisation sans contraintes suivant :

(P)  min{f(z):zeR"}.
On suppose que l’ensemble 0(xq) suivant :
0(zo) ={z e R": f(x) < f(w0), xo €R"}

est borné . Soit {x} une suite générée par l'algorithme de la plus forte
pente, c’est a dire

Initialisation : ©q € R", point initial, poser k = 0 et aller a Ftape
principale
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Etape principale : Si V f(x)) =0 Stop .

Sinon

Calculer Ny, vérifiant f(xy + M\edi) = min { f(xp + Ady), A > 0} .

Calculer xy 1 = x, — MV f(xg) -

Poser k =k + 1 et aller a Etape principale .

Fin .

Soit z* une limite quelconque d’une sous suite convergente de {xy} . Alors
Vfix*)=0.

Cas des recherches linéaires inexactes

Théoréme 5.1.4 ([Bazara)) ( convergence de la méthode de la plus forte
pente avec la recherche linéaire d’Armijo) . Soit f : R" — R, telle que V f(x)
est continument Lipschitzien de constante G dans ’ensemble

O(xg) ={x € R": f(x) < f(x0)}, xo € R™ quelconque.

Considérons l'algorithme de la méthode de la plus forte pente avec la recherche
linéaire d’Armijo, c’est a dire [’algorithme défini comme suit :
Initialisation : Fizons A > 0,0 < e < 1 et o € R™ point initial, poser
k =0 et aller a Etape principale .
Etape principale: A litération k définissons la direction dk = =V f(xy)
et considérons la fonction d’Armijo

0 (\) = 6(0) + At (0) (5.8)
oti 8 () est la fonction suivante :
0(N) = fzp+ Mdy) = f [z — AV f(zx)] : A > 0. (5.9)
Si Vf(zx) = 0 stop .

Sinon
Trouver le plus petit entier t > 0 tel que

A )
(2 <o(2) 50
et définir le successeur xp,, de xp comme suit

Thy1 = Tk — )\kvf(ﬁck)
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avec B
A
)\k = E .
Poser k =k + 1 et aller a Etape principale .
Fin

Soit {xy} une suite générée par cet algorithme . Alors ou bien il s’arréte
aprés un nombre fini d’itérations en un point vy, tel que V f(zyg,) = 0, ou
bien il génére une suite infinie {xy}, oy telle que :

k—o0

5.2 Meéthodes quasi-Newtoniennes

5.2.1 Meéthode de Newton

Considérons le probléeme d’optimisation sans contraintes (P)

(P) : Minf (z)

zeR™

ou f:R" —R
Le principe de la méthode de Newton consiste & minimiser successivement
les approximations du second ordre de f, plus précisément si

f@)=f @)+ V() (w—x) + (@ —2) H (z3) (x — ) + 0 |lo — 2|1,
posons

q(x) = f(x) + VI (@) (& = xp) + (z = 2x)" H (wy) (z — 23 -
Soit 2,1 Poptimum de ¢, alors il vérifie Vg (x41) = 0, soit en remplagant :

Vf(zr) + H (21) (T2 — 1) = 0,

ou encore

H (z) (wp41 — 21) = =V f (x1)

donc

Thpr = o — [H (24)] 7 Vf (1)
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Donc pour obtenir une méthode qui converge superlinéairement, il est
nécessaire d’approximer 1’étape de Newton asymptotiquement. C’est le prin-
cipe de Dennis et Moré. Comment peut-on y aboutir sans évaluer la matrice
Hessienne dans chaque itération ?

La réponse a été découverte par Davidon en 1959 et a été développée et
popularisée par Fletcher et Powell en1963. Elle consiste & commencer par
n’importe quelle approximation de la matrice Hessienne et a chaque itéra-
tion, on améliore la matrice en introduisant la courbure du probléeme mesuré
tous au long de ’étape. Si cette amélioration est faite correctement, on ob-
tient quelques méthodes remarquablement robustes et efficaces, qu’on appelle
les méthodes de la variable métrique ou quasi Newton. Ils ont libéré 1’opti-
misation non linéaire en procurant une alternative a la méthode de Newton,
qui est tres cotiteuse pour plusieurs applications.

Il y a plusieurs méthodes de variable métrique, on s’étalera particuliérement
sur les trois plus importantes, la méthode de correction de rang un, la mé-
thode DFP (Davidon, Fetcher,

Powell), et la méthode BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shano).

Algorithme (méthode de Newton)

Etape initiale :

Soit e > 0, critére d’arrét. Choisir s point initial, poser k = 1 et aller
a I’étape principale.

Etape principale :

Si |V f (5a)|| < e STOP, sinon poser sg.1 = s, — [H (55,)] " V.f ()
remplacer k par k + 1 est aller a I’étape principale.

Avantages et inconvénients
& Avantages

e Si le point ¢ est assez proche de la solution optimale locale »* telleque
H (5¢*) soit définie positive, alors ’algorithme de Newton converge de fagon
quadratique vers la solution s*

c’est-a-dire que 'on a

Ister = 5[ S vllom = 51° v =0
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e La méthode de Newton fonctionne bien si 1 < n < 10 car il est facile
de déterminer V2f (54) .

e La méthode de Newton converge en une seule itération lorsqu’elle est
appliquée & une fonction quadratique strictement convexe.

& Inconvénients

e [l faut calculer les dérivées secondes de f qui peut étre trés cotiteux en
temps de calcule

e [’algorithme n’est pas globalement converge si le premier itéré s est
¢loigné de ™.

e Le successeur s, de 34, n'est pas toujours bien défini, si V2f (5) =
H () est singuliére.

e Si f n’est pas strictement convexe, I’algorithme ne génére par nécessai-
rement des directions de descente de f.

e Un systéme linéaire d’ordre n doit étre résolu a chaque itération, et on
dispose pas de place mémoire pour stocker les © (n?) éléments d’une matrice.

Comment peut-on remédier les défauts de 1’algorithme de Newton ?

Pour obtenir une méthode qui converge superlinéairement, il est néces-
saire d’approximer 1’étape de Newton asymptotiquement qui est le principe
de Dennis et Moré.

Comment peut-on y aboutir sans évaluer la matrice jacobienne F/(s¢)
dans la résolution d’équation non linéaires ou le hessien H () de f en opti-
misation ?

La réponse consiste & commencer par n’importe quelle approximation
de la matrice hessienne et & chaque itération, on améliore la matrice en
introduisant la courbure du probléme mesuré tout au long de I’étape.

Si cette amélioration est faite correctement, on obtient quelques méthodes
remarquablement robustes et efficaces, qu’on appelle les méthodes de la va-
riable métrique ou quasi-Newton, ils ont libéré 'optimisation non linéaire en
procurant une alternative a la méthode de Newton, qui est trés cotiteuse pour
plusieurs applications.
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5.2.2 Meéthodes de Quasi-Newton

La classe des méthodes quasi-newtoniennes n’exigent pas des expressions
explicites pour les deuxiémes dérivés. Celles-ci désignés parfois sous le nom
des méthodes métriques variables. Car le nom implique que la base de ces
méthodes est la méthode classique de Newton. Le principe de base dans des
méthodes quasi-newtoniennes est que la direction de recherche est basée sur
une matrice M}, , qui atteint le méme but de 'inverse du Hessien Hj, dans
la méthode de Newton.

Les algorithmes de quasi-Newton prennent donc en charge la génération
de la suite des itérés {s4},-,, mais aussi celle de la suite des matrices By,
approchant F/(sg,) ou Hy. La premiére suite générée par la récurrence

M1 = M + Sk

ol sy = A\gdy dans les algorithmes avec recherche linéaire (A, > 0 est le
pas et dy vérifie Bydy = —F (3¢) ou Bydy, = —gy selon le probléme) et sy, est
la solution d’un probléme d’optimisation quadratique avec une borne sur la
norme du déplacement dans les algorithmes avec régions de confiance.

Donc une méthode de quasi Newton est une méthode de type :

M1 = 2 + Apdy
5.11
{ dr = — Mg (5:11)
ou bien
1 = 2 + Apdy,
_ 5.12
U 512

ot My, (respectivement By) est une matrice destinée a approcher 'inverse du
hessien de f (respectivement le hessien) de f en .

Si 'on veut que M, approche le hessien Hy, i = V2f (541), sans cal-
culer ce dernier, la variation du gradient d’un itéré au suivant qu’il faut tirer
de l'information. Puisque I'on a

1

Yk = Gk+1 — gk = /VQf (s + tsg) dt | sy,
0

il est naturel d’imposer a la matrice My, de vérifier I’équation
Sk = My11Yk
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Cette équation porte le nom d’équation de quasi-Newton.

Il est également normal d’imposer a M, d’étre symétrique (puisque
[H (5,)] " Dest).

Quelques propriétés des algorithmes de quasi-Newton

e Des méthodes quasi-newtoniennes, comme la plupart des autres mé-
thodes, sont développées pour le probléme quadratique convexe et puis sont
prolongées au probléme général. Elles sont considérées comme étant parmi
les méthodes les plus efficaces et sont employés trés intensivement dans de
nombreuses applications. Plusieurs méthodes quasi-newtoniennes distinctes
ont évolué ces derniéres années. Dans ce chapitre, nous discuterons en détail
les quatre méthodes les plus importantes de cette classe qui sont :

1- Méthode de correction de rang un (SR1 [1960])

2- Méthode de Davidon-Fletcher-Powell (DFP [D-1959 et F.P-1963])

3- Méthode de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS [1970])

e les algorithmes quasi-newtoniens convergent moins rapidement que 1’al-
gorithme de Newton. Dans les implémentations corretes, les itérés convergent
toutefois g-superlinéairement.

e Chaque itération demande moins de calcul au simulateur que dans I’al-
gorithme de Newton : il n’est pas nécessaire d’évaluer les dérivées secondes.

e Dans leur version standard, ces algorithmes peuvent étre utilisés pour
un nombre de variables qui n’est pas trop grand, disons n < 500 pour fixer
les idées, cependant on a développé ces derniéres années (a partir de 1990)
des algorithmes qui sont des variantes de la méthode BFGS et qui prennent
en charge les problémes de grande taille (citons particuliérement la méthode
BFGS a mémoire limitée, La IBFGS).

5.2.3 Formules de mise a jour de 'approximation du
Hessien

Le principe de la mise & jour consiste & une itération donnée de 1’algo-
rithme

{ M1 = 2, + A\dy, (5.13)

dy, = — Mg
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Nous cherchons M, sous la forme suivante :
My = My + Ay (5.14)

avec A symétrique, assurant la relation de quasi-Newton. On exige aussi
que My, soit définie positive, sous 'hypothése que M, est définie positive.
La formule (5.14) permet d’utiliser les nouvelles informations obtenues
lors de I’étape k de ’algorithme, c’est-a-dire essentiellement le gradient
rk+1 = Vf (5541) au point 1, obtenu par une recherche linéaire (exacte
ou approchée) dans la direction dj. Il existe différentes formules de type
(5.11). Suivant que Ay est de rang un ou deux, on parlera de correction de

rang un (SR1) ou de rang deux.(DFP, BFGS).

5.2.4 Meéthode de correction de rang un (SR1 [1960))

Cette méthode a été proposée par Broyden (]27]), Davidon ([25]), Fiacco
et McCormick ([28]), Murtagh et Sargent ([29]), et Wolfe ([30]).

Etant donné que [H (54,)] 'est symétrique, la formule de mise & jour de
I’approximation du Hessien est la suivante :

Mk+1 = Mk + akukug (515)
ou uy est un vecteur de IR" et a; constante. La matrice de correction
Ay = akukug est symétrique et de rang un.

Des équations (5.13)-(5.15) on obtient :

et par conséquent

Yn (sx — Myyr) = ary, urty, Y

= ai (ulm)” (5.17)

Alternativement, de 1’équation (5.16) on a :

(sk — Myyr) = arupug ye = ar (ug yr) wn

(sp — Mkyk)T = aky,;rukuz = qy (uZyk) u;
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Si on prend
uy, = (sx — Myyr),
alors
ay (u;yk) =1.
Soit en remplagant :
ag. (s — Mkyk)T e =1

ou encore : .
ap = )
(s, — Mkyk)T Yk
et (5.15) devient :
— M) - (sx — Myys) "
Mysy = M, + <3k kyk) <3k kyk)

(s — Mk:yk)T Yk

Cette formule porte le nom de formule SR1 (systéme de rang 1).
Algorithme (Méthode de SR1)
Etape initiale :
Soit € > 0 (critere d’arret). Choisir un point initial s et
une matrice symétrique définie positive M; quelconque
(par exemple M; = I) poser k = 1, et aller aux étapes principales
Etapes principales.
Etape 1 :
Si ||V f (5%)|| < € stop; sinon, poser dy = —Myg, et déterminer le pas
optimal \; solution optimale du probléme min f (¢, + Adg), A > 0. et
poser 1 = g + Apdy
Etape 2 :
Construire My, comme suit :

(s — Myyp) - (sx — Myyr) "

My = My +
(s — Myye) " s
avec
Sk = Mg+l — Mk
yr = Vf(Gas) = VI ()
Remplacer k par k£ + 1 et aller a ’étape 1. 0
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Cet algorithme a un comportement remarquable dans le cas ol f est une
fonction quadratique.

Pour un probléme quadratique convexe, cette méthode converge au plus
dans (n 4 1) itérations et (M;,1)~' = H a condition que s; = Mj1y; pour
0 <i < k. C’est en effet le cas, comme sera démontré par le théoréme suivant.

Théoréme 5.2.1  Soit f une fonction quadratique, de matrice Hessienne
H définie positive. Considérons la méthode itérative qui, partant d’un point
2 arbitraire engendre les points

Hpy1 = M 1 Sk

ol les sy sont des vecteurs lin. indépendants. Pour toute matrice symétrique
initiale My, considérons la suite des matrices { My} définis par :

(s — Miyk) (s, — Mkyk)T

My, =M
o e sy (s — Myyr,)

(5.18)

avec
yp = Vf Gty1) = Vf ().

Alors on a :
S; = Mp11v; pour 0 <1<k

et dans au plus n étapes, la suite {3} converge vers la solution optimale, et
M. converge vers linverse du Hessien H™' (My,; =. H™!)
Preuve. Supposons que

s; =Myy; pour 0<i<k-—1 (5.19)
est vraie et montrons qu’elle est vraie pour k,

si 0 <i<k—1 de l’équation (5.18)

Myi1yi = Myy; + w, (s, — Mkyk:)T Yi

ol
sy — Myyy
- T
Y (56— Myyi)
Puisque My, est symétrique, nous pouvons écrire

U
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My 1y; = Myy; + uy, (Sgyz‘ - yi;er?/z)

et de (5.19)

Miays = si + ur(sg yi — yg 5i)
pour 0 <7< kona

y; = Hs;
et

yp = sy H

Par conséquent pour 0 < i < k — 1, nous prenons

T T T T
SpYi —YpSi =S, Hsy — s, Hs; = 0

et de l’équation (5.20) on obtient

S; = Mp11Y; pour 0 <i< k-1

on a

S = My 1Yk

et avec (5.21), nous pouvons écrire

$i = My1yi pour 0 <i < k

Pour accomplir l'induction, nous notons

s; = Myy; = M1 Hs;, pour 0 <7 <0

et d’aprés (5.22)-(5.19) nous pouvons écrire

s; = Moy; = MyHs; pour 0 <:<1
si = Msy; = M3Hs; pour 0 <7 <2

s;i = My11yi = M1 Hs;, pour 0 <i <k
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et comme les vecteurs s; sont indépendants, c’est-a-dire [’ensemble
{50, 81, ..., 81} forme une base de I R* alors,

My H =1

ou encore,
-1
My = H™L

Remarque 5.2.1 si M, = H ' alors on revient a la méthode de Newton
qui converge en une seule itération puisqu’elle est appliquée o une fonction
quadratique strictement convexe ; et aussi le théoréme précédant permet d’ob-
tenir [inverse d’une matrice avec une méthode itérative.

Avantages et inconvénients de la méthode de SR1

& Avantages

e Cette méthode présente I'avantage, que le point s, n’a pas besoin
d’étre choisi comme le minimum exact, c’est a dire qu’on n’a pas besoin
d’effectuer des recherches linéaire exactes.

& Inconvénients

e Méme si la fonction est quadratique, et méme si son Hessien est défini
positif, la matrice M n’est pas forcément définie positive.

e Le dénominateur (s — Mkyk)T yr peut devenir nul ou trés petit, ce qui
rend le procédé instable c’est-a-dire, la méthode n’est pas bien définie.

Remarque 5.2.2 [a méthode de SR1 est souvent utilisée lorsqu’il n’est pas
possible ou qu’il n’est pas nécessaire que M; soit définie positive.
5.2.5 Meéthode de Davidon-Fletcher-Powell (DFP)

Cette méthode a été proposée par Davidon en 1959 et développé plus tard
en 1963 par Fletcher et Powell. La formule de mise & jour de DFP est une
formule de correction de rang deux. De facon plus précise construisons My,
en fonction de M, de la forme :

M1 = My, + A + Ayp (5.23)
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Bien sur le choix de A, et A, doit prendre en considération I’équation de

quasi-Newton
My1yr = sk (5.23 bis)

Si on écrit A sous la forme Ay = ajupu) et Ay = byvgv] , alors (5.23 bis)
prend la forme :

(akukul)yk + (bkvkv,;r) Y = Sk — Mk:yk

Comme dans le cas de la formule SR1, un bon choix de ay, b, ui et vy
conduit a la formule de correction de rang 2 suivante :

T T
Mj11 = My, + S]-Crsk — Mk}ykyk Mi (5.24)
Sk Yk Y Mryr
Algorithme (Méthode de DFP)
Etape initiale :
Soit € > 0, déterminer le critére d’arrét. Choisir un point initial s et
une matrice symétrique définie positive M; quelconque
(par exemple M; = I) poser k = 1, et aller aux étapes principales
Etapes principales.
Etape 1 :
Si ||Vf (54)|| < e STOP; sinon, poser dy, = — Mgy et déterminer le
pas optimal )\, solution optimale du probléme
min f (s + Adg), A > 0. et poser 41 = 2 + A\dg
Etape 2 :
Construire My, comme suit :

T T
SkS M}cyky Mk
M1 = My, + Tk -7 b
St Yk Yie My

avec
S = Ap1 — A
Y = Vf(Gan) = V(%)
Remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1. [

Cet algorithme a un comportement remarquable dans le cas o f est une
fonction quadratique.
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Théoréme 5.2.2  La formule (5.24) conserve la définie positivité des ma-
trices My, c’est-a-dire, si M, est définie positive alors My, est également
définie positive.

Preuve. Soit » un vecteur de IR"™ on a

(s£)" _ (u[ Mi)”

T T
s My = 2¢ M+ —
" S Yk Y My,
2 2
Yy Myl seMysc — (y,;er%) (s;%)
- T =
Y Miyk Sk Yk

Si on définie le produit scalaire (s,y) = »" Myy, alors on a

_ 2 T.\2
%TMk+1% = <yk’ yk) <%’ %> <yk’ %> + (Slfl-%) (5.25)
<yk7 yk> Sk Yk

Le premier terme du second membre est positive ou nul d’aprés l’inégalité de
Cauchy Schwartz. et pour le deuxiéme terme on peut faire ’analyse suivante :

Puisque le pas est optimal on a la relation d’aprés l’orthogonalité des
directions successives

ngJrldk =0
et donc
siv = (e —gr) " di
= Mgy Mige > 0
On a donc

%TMk+1% > 0.

Les deux termes dans (5.25) étant positifs. Cette quantité ne peut s’annuler
que si les deux termes sont simultanément nuls, le premier terme ne peut
s’annuler que si x = Ay, pour un scalaire A # 0, dans ce cas le deuriéme
terme est non nul car s} » = \s] yx. on a donc bien

s My1c>0  pour 0.

|
e Il est important de noter que le résultat ci-dessus est vérifié pour n’im-
porte quel A > 0 pour lequel
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Sk Uk = Sp Gra1 — Sp Gk > 0 (5.26)
c’est-a-dire si s}y, > 0,alors la définie positivité de M, est préservée méme
dans le cas ot la minimisation de f(s¢; + Adj) est inexacte et donc 1’équation
de quasi-newton a toujours une solution My, .

e Si f est srictement convexe alors I'inégalité (5.26) est vérifiée pour touts
€t i

car : f est srictement convere < Vg, 2,11 € IR™; 500 H (561,41) 50, > 0
= sT Myy1sp = s yr > 0

Si f est non convexe alors 'inégalité (5.26) n’est pas forcément vérifiée.

Dans ce cas on utilise la recherche linéaire de Wolfe ou deWolfe forte pour
vérifier la condition (5.26). En effet

de (wolfe2) on a

Gri1Sk > G sk = yp sk > (0 — 1) Mgyl di

Puisque o < 1 et g, dj, < 0, on peut écrire
v sk > (0 — 1) Aegil di, > 0.
Théoréme 5.2.3 (Directions conjuguées engendrées par méthode de DFP)

a) Si la recherche linéaire utilisée dans la méthode de DFP est exacte et
si la fonction objective f () est une fonction converxe et quadratique, alors
l’algorithme DFP décrit par la relation

T T
515 Miyry, My,
Mk+1 - Mk + T ko T k
Sy Yk Y Miyi

engendre un ensemble des directions conjuguées sy, s1,...., i, c¢’est-a-dire,

siTHsj:() pour 0<i<j<k (5.27)
b) Si

v = Hs; pour 0 <i<k (5.28)

alors
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$i = My 1y (5.29)
Preuve. Supposons que
s, Hs; =0 pour 0<i<j<k-—1 (5.30)
s; = Myy; pour 0 <i<k-—-1 (5.31)
puis nous montrons ['équations (5.27) et (5.29)
a) on a
yr = Hsy
ou
Sk = Mk+1 — Mk
Ye = Gk+1 — Gk
donc nous pouvons écrire
gk = g1+ Hsp1
= Ggk—2+ Hspo+ Hsp1
= gr—3+ Hsp_3+ Hsp_o+ Hsp4
= gip1 + H(Sip1 + Siy2 + ... + 55-1)
Ainsi pour 0 < i < k — 1, nous prenons
S G = 5; Giv1 + 5, H(Si41 + Sivo 4+ .. 4 5p_1) (5.32)

et quand la recherche linéaire utilisée dans la méthode de DFP est exacte,
alors f (5) est minimisée exactement au point ;1 et ainsi

gii1di =0 (5.33)
implique
Nigisdi = g hidi = s giga = 0
Maintenant pour 0 <i < k — 1, l’équation (5.30) donne

S;-FH(S,L'+1 + Sit2 + ...+ Skfl) =0 (534)
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et de (5.32)-(5.84), nous obtenons

sigr =0

Alternativement, d’équations. (5.31)-(5.28) nous pouvons écrire

sigr = (Myys)" gr = (MpHs;)' gi = 5] HMyg =0

De plus, pour éliminer Mgy on utilise [’équation
Sk = Apdp = — A Mgy,

ainsit 1
T _ T _
S; gk = _)\_Si HSk =0
k

et depuis A\, > 0, nous avons
SZHS]C:O pour 0 <:i<k-—1
Maintenant, par la combinaison de. (5.30) et (5.35)

SZTHSJ':O pour 0<i<j<k

Pour accomplir l"induction, nous pouvons écrire

SOTQ1 = (MlyO)Tgl = (M1H80)T91 = S(—)FHMlgl = -

(5.35)

(5.36)

1
—sg Hs,

M

et depuis f(x) est minimisée exactement au point 3¢, nous avons

sqg1 =0 et
stsjzo pour 0<i< ;<1

Depuis (5.36) est vérifiée si (5.30) est vérifiée, nous pouvons écrire

siTHsj:() pour 0 <i<j <2
stsjzo pour 0<:<j3<3

siTHsj:O pour 0<i<j <k

c’est-a-dire, les directions so, s1,...., Sk, forment un ensemble des directions

COMJUGUEES.
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b) de (5.31)
YL si =y, Myy; pour 0<i<k-1 (5.37)
et d’autre part de (5.28) on a
YL si = s, Hs; pour 0 <i<k-—1 (5.38)
Depuis sg, S1,...., Sg, forme un ensemble des directions conjuguées (de la
partie (a)), et de (5.37)-(5.38)
yr si =y, Myy; = s, Hs; pour 0 <i<k-—1 (5.39)
En notant

sp =Yg M1 et Hs; =y

(5.39) peut étre exprimé
Ya si = yp Myys = vy Mys1ys =0 pour 0<i<k-—1
et, en conséquence,
s; = Myy; = My, 11y; pour 0<i<k-—1 (5.40)
Maintenant, de l’équation
Sk = M1
et par la combinaison de. (5.40), nous obtenons
si = My1yi pour 0 <7<k,
|

Remarque 5.2.3  Pour k =n — 1, des equations (5.28) et (5.29) on peut
écrire

[M,H — al]s; =0 pour 0<i<mn-—1

avec a = 1. En effet, les vecteurs s; sont des vecteurs propres qui corres-
pondent a la valeur propre d’unité pour la matrice M, H, et puisqu’ils sont
linéairement indépendants, nous avons

M,=H"!

c’est-a-dire, dans un probléme quadratique My, devient le Hessien a l'ité-
ration n — 1.
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Remarque 5.2.4  Une méthode de directions conjuguées est une méthode
itérative qui appliquée a une fonction quadratique de n variables conduit o
Uoptimum en n étapes au plus; autrement dit, une méthode de directions
conjuguées converge donc de facon finie en au plus n étapes.

Avantages et inconvénients de la méthode de DFP

& Avantages
1- Pour des fonctions quadratiques (avec une recherche linéaire exacte) :
e L’algorithme converge dans au plus n étapes avec M,, ., = H L.
e Elles engendrent des directions conjuguées.
2- Pour les fonctions quelconques :
e la matrice M reste définie positive, ce qui est nécessaire pour que la
direction soit une direction de descente.

5.2.6 Méthode de Broyden-Fletcher-Goldfard-Shanno
(BFGS [1970])

La méthode de BFGS est une méthode quasi-newtonienne bien connue
pour résoudre des problémes d’optimisation sans contraintes, elle a été pro-
posée par : Broyden, Fletcher, Goldfarb, et Shanno. Elle est devenue une
méthode de choix pour les ingénieurs et les mathématiciens qui sont intéres-
sés a résoudre des problémes d’optimisation.

Une autre maniére d’imposer a M, d’étre proche de M}, est de minimiser
I"écart" entre My, 1 et My, toujours en requérant que My 1 soit symétrique
et vérifie ’équation de quasi-Newton. On est donc conduit a considérer le
probléme en la variable matricielle M € I R™™ suivant :

min”écart” (M, My)
yr = Msy, M e ITR™™ (5.41)
M=MT

On dit alors que la matrice est obtenue par une approche variationnelle.
Notations : Pour indiquer qu’une matrice carrée M est symétrique semi-

définie positive (resp. définie positive),on notera M > 0 (resp. M > 0).
L’ensemble des matrices symétriques d’ordre n est noté S™,

ST = {M e S": M >0}
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et
S, ={MecS":M>0}.

Il est souvent intéressant d’imposer également la définie positivité des
matrices My, car pour que d = —M,~ i soit une direction de descente, on
a besoin que M}, soit une matrice symétrique, définie positive (en effet : on
sait que, toute matrice symétrique réelle et définie positive est inversible, et
son inverse est elle aussi définie positive, c’est-a-dire on peut écrire :

gl di. = —g{ M, 'g, < 0 donc,dy, est une direction de descente).

Cette condition définissant un ensemble ouvert ne peut étre utilisée direc-
tement comme contrainte dans le probléme définissant My, ; et dans ce but,
on commence par introduire une fonction : ¢ : S™ — IR dont le domaine est
S, et qui forme une "barriére" au bord du cone S%_ (elle tend vers I'infini
lorsque son argument se rapproche du bord de S% ) ainsi qu’a I'infini :

¥ (T) = trY + 1dY (5.42)

ou la fonction log-déterminant Id : S™ — I RU{+o0} est définieen T € S™
par

1d (") = —logdet T si TelSt,
] 400 sinon

Les propriétés annoncées de 1) peuvent se voir sur son expression suivante.
n

Si on note {«;} les valeurs propres de T, on a trY = > «;, det T = 'Hlai et
i=1 =
donc

n

Z —log ;) , si TedSY, (5.43)

=1

Etant donné allure de la fonction t € IR, +— t —logt, ¥)(T) tend vers
I'infini si 'une des valeurs propres de T tend vers zéro ou vers 'infini.

(F7e{l,...,n}; lim (1) =o00).

—0 ou oo
La formule (5.43) montre aussi que l'unique minimiseur de ¢ est T =1
la matrice identité (o; = 1 pour tout 7).

Si M} est une matrice réelle symétrique alors :
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la matrice M, est définie positive si et seulement §’il existe une matrice
définie positive Ay, telle que A2 = Mj, ; dans ce cas, la matrice définie positive
1

Ay, et on peut la noter Ay = M2 est unique.
en effet :
Si M. est une matrice réelle symétrique alors on peut écrire

UM U = A

ou U est vérifiée

U'U=0U"=1

et A est une matrice diagonalsée oul les éléements du diagonale sont les
valeurs propres de M), qui sont strictement positives car M), est définie posi-
tive.Donc on peut écrire

1

My = UAUT = UNIASUT = (UARUT) (UARUT) = Mg b O

On veut dire,qu’il faut trouver une matrice M symétrique et définie po-
sitive étre proche de M, c’est-a-dire

11
implique

_1 1
M, *MM, * =1
Donc afin de minimisée ’écart entre M et My, on va chercher a ce
_1 _1
que M, * MM, * soit proche de I; et ceci peut étre obtenu en minimisant

1

1 1
*MM, 2) , si bien que 'on aura My, proche de M) en résolvant :

v (m;
1 _1
min g (M, * MM, ?)
M e St (contrainte implicite).
si yr # 0 alors (5.44) n’a pas de solutions

Si s, = 0 alors ou bien :
si yr = 0 alors la solution du (5.44) est M = M;
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Sinon; le cas non trivial ou s, # 0 est examiné dans le proposition sui-
vante.

Proposition 5.2.1 Supposons que M soit symétrique définie positive et
que sy # 0. Alors, le probléme (5.44) a une solution si et seulement si

-
Y Sk > 0.
Sous cette condition la solution My, de (5.44) est unique et est donnée
par l'une des formules suivantes :
Uryp  Mysksi My,

My, =M — 5.45
i s y,{sk ngksk ( )

SKUL YkSi, SkSk
Bens (I vl 8k> B (I ui 8k> i (I ur Sk> (5.46)
ot on a noté B = ]\4,6_1 et Biy1 = M,;rll.
Algorithme (Méthode de BFGS)
Etape initiale :
Soit € > 0, déterminer le critére d’arrét. Choisir 3¢ point initial et M;
définie positive quelconque (par exemple M; = I).
Poser k = 1 et aller aux étapes principales
Etapes principales.
Etape 1 :
Si |[Vf (5a%)|| < € STOP; sinon, poser d, = —Mygy et déterminer le

pas
optimal \; solution optimale du probléme min f (3¢, + Ady), A > 0 et
poser
M1 = 2+ Apdy,
Etape 2 :
Construire My, comme suit :

Yryy  Mysgsi M,

M1 = My + —
k+1 k y];rSk Sl;erSk
avec
Sk = Ap41 — Ak
Yo = Vf(a1) = VI (5%)
Remplacer k par k£ + 1 et aller a ’étape 1. Il
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Proposition 5.2.2 (Propriété algébrique) Soit H une matrice symétrique et
51, 82, ..., p des directions non nulles, conjuguées par rapport a cette matrice
(c’est-a-dire : s{ Hs; = 0, pour i # j et s; Hs; > 0). On se donne une
matrice My symétrique définie positive et on définit

T T
YilY; _ MiSiS@' Ml
T T )
Y; Si s; M;s;

M1 = M,; + pour 1=1,...p
Alors,

(i) Myy1s; = Hs;, pour k=1,...,peti=1,..k,

(ii) si p=n, on a M1 = H.

Preuve. (i) La premiére propriété se démontre par récurrence.

FElle est vérifiée pour k = 1 : Mssy = Hsy (c’est l'équation de quasi-
Newton wvérifiée par My ou y; = Hsy).Supposons qu’elle le soit pour un
k=1,..,1—1, avec 2 <[ < p, et démontrons la pour k = 1.

Par conjugaison et récurrence, slTHsi =0 et slTMlsi = SZTHSi =0.

Deés lors, la formule de BFGS (5.45) donne M, 1s; = M;s; = Hs;.Si
i=1, ona M8 = Hs; (c’est ’équation de quasi-Newton vérifiée par M,
oty = Hsy).

Donc on a My, 1s; = Hs;, pour k=1,...pet1=1,.. k.

(ii) Si p = n, alors M, 1 prend la méme valeur que H sur les n vecteurs
linéairement independants $i, Sa, ..., Sn, ¢’est-a-dire de (i) on peut écrire

M, 1151 = Hsy
My 182 = Hsy
Mn-l—lsn = Hs,

et puisque S1, S, ..., S, sont linéairement indépendant, nous avons

Mn_;’_l — H

89



CHAPITRE 5. ALGORITHMES D’OPTIMISATION SANS
CONTRAINTE

Propriétés

e La condition y, s, > 0 assure la défini-positivité de Mj,.

e La condition y, s, > 0 est satisfaite lorsqu’ on utilise la recherche li-
néaire de Wolfe.

e Les diréctions sq, So, ..., s, engendrées par la formule de BFGS sont
conjuguées.

e Dans le cas quadratique la méthode de BFGS posséde les mémes pro-
priétés que DFP.

e Dans le cas non quadratique, il faut procéder & des réinitialisations
périodiques pour assurer la convergence globale.

5.2.7 Les méthodes de la classe Broyden

Une méthode de classe Broyden est une méthode de quasi-Newton ot
I’approximation de I'inverse du Hessien prendre la formule suivant :

Mksksll—Mk
T
S MkSk

Yl
y;—Sk
Yk M.y, 1

avec e [0,1], v) = —
¢ [ ] k [y,jsk s,;erSk

My = My — + + ¢ (sp Mysi) vpvy,  (5.47)

¢ Si ¢ = 0 on obtient la méthode BFGS.
¢ Si ¢ =1 on obtient la méthode DFP.

. o SZyk . 2.
¢Siop= TormyT Ve 1 obtient la méthode de SRI1.

Propriétés des méthodes de la classe de broyden

e Nous pouvons donc récrire (5.47) comme "combinaison linéaire" de
deux méthodes, c’est-a-dire,

Muga = (1= OMEESS + GMELY

Cette relation indique que tous les membres de la classe de Broyden sa-
tisfont I’équation de quasi-newton, puisque les matrices de BGFS et de DFP
elles-mémes satisfont cette équation et aussi elle conserve la définie positivité
des matrices M.
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Théoréme 5.2.4 Si une méthode de Broyden est appliquée a une fonction
quadratique convexe avec une recherche linéaire exacte, elle converge apreés
m < n itérations. Les propriétés suivantes s’appliquent pour tout

kE=0,1,...,m:

(a) s; = Myy1y;  pour 0<i<k.

(b) s/ Hs; =0 pour 0<i<j<k.
(c) Sim=mn—1,alors M,, = H™!
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Chapitre 6

Travaux dirigés et travaux

pratiques

6.1 Travaux dirigés

Exercice 01
Soit Cy et Cy deux ensembles convexes de R™ et C1 + Cy = {x +y;2 €
Crye Co}, C1 = Co ={z —y;2 € Cr,y € Cy}

- Démontrer que C7 + Csy et C7 — Cy  sont convezes.

Exercice 02

Soit Cy , Cy deux parties convexes d’un espace vect réel E et soit
s € [0,1], onpose C = sC1+(1—5)Cy = {sx + (1 — s)y,z € C1,y € Cy)}.
- Démontrer que C' est convere

Exercice 03 ( Réciproque d’une application convexe)

Soit f : I — R une fonction convexe et strictement croissante.
Etudier la convezité de f ~1: f(I) — I.

Exercice 04
1. Soit f une fonction convexe croissante et soit g une fonction
convexe [ o g Démontrer que est conveze.

2. Soit f : R —]0,+00[ Montrer que Inf est conveze si et
seulement st a > 0, pour tout f¢, est conveze.

92



6.1. TRAVAUX DIRIGES

Exercice 05

Soient f et g convexes sur I, que dire de sup(f, g) et de inf(f,g) .

Exercice 06

Soit U une partie convexe d’un espace vectoriel V' .

Montrer que f : U C V — Rest convexe si et seulement si ’ensemble
suivant :

epi(f) ={(v,a)eV xR |veUaz= f(v)}

est une partie convexe de V' x R.
Exercice 07

soit f une fonction de R™ dansR . Pour u et v fixés dansR™ on définit la
fonction de R* vers R suivante :

F(u+ M) — F(u)
A
- Montrer que si F' est convexe alors ¢ est croissante.

YA =0 d(\) =

Exercice 08
Soit f et g deux fonctions convexe sur I .Montrer que ; max( f, g) convexe.

Exercice 09
Montrer que la fonction indicatrice d’un ensemble k définie par :

0 six €k
I, = .
+00 ;slnon
est convexe <= k est convexe .

Exercice 10
soit :

f : R*—R

(21, 2,23) +—— 2+ 2]+ 215 + 25 — 621 + 319 — 223 (71 + 22+ 1) .

Est-ce que cette fonction convexe ?
Exercice 11

Soit A une matrice symétrique d’ordre N et b € R™ pour n € R" on pose;
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J(x)=1tAxx—bx

— 2
1-Montre que J est convexe ssi A est semi-définie positif ?
2-Montre que J est symétrie convexe ssi A est définie positif 7

Exercice 12
On considére  f : R? — R définie par

fla,y) =a"+y°

1) En utilisant la définition montrez que (#,9y) = (0,0) est une solution
minimale locale et globale de f dans R2.

Exercice 13
Etudiez les solutions optimales locales de f,définie par :
flzy)=a®+y* —3zy;  (2,y) €R?

Exercice 14
Considérons la fonction

f(zy) =2 +y°

On note parD(f , (zo, o)) Pensemble des vecteurs d = (dy,dy) € R?tels
que d est une direction de descente de f au point (zo,yo) En d’autres termes

D(f, (Io,’yo)) = {d = (dhdg) - R2 . Vf(l‘o,yo)—r.d < O}

On prend (xg,y) = (1,1).Trouver et representez géométriquent ’en-
semble D(f ,(1,1)).

Exercice 15
On considére la fonction f définie sur R? par;

fla,y) =a* +y* = 2(x — y)?

1- Montrer qu’il existe («, 3) e R? ,(et les déterminer) tels que;

fly) Z ol (zy) |I* +8

Pour tous (z,y) € R?, ou la notation || . || désigne la norme euclidienne
de R2.
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En déduire que le probléme ;

min  f(z,y) (P)

(z,y) eR?

posseéde au moins une solution.
2- La fonction f est-elle convexe sur R? ?
3- Déterminer les points critiques de f, et préciser leur nature (minimum
local, maximum local, point-selle, ...). Résoudre alors le probléme (P).

Exercice 16
Trouver les points critiques et discuter leur nature pour f : R? — R

a) f(z,y)=(x—1)"+2y°

¢) f(z,y) =e"¥(x?—2y?)
d) f(x,y) =23y + 23— 2%y
e) f(z,y)= (2 +y?)e @)

)
) f(z,y) =2° - cos(y)
Exercice 17

Soit f : R™ — R continue et £ € R". Montrer :

(r est minimum global de f ) < (Tout = tel que f(z) = f(Z)est un
minimum local de f ).

Exercice 18

On considére la fonction f suivante :

f (z,y) = 23 + 3zy? + 322y + 3y

a) Calculez les dérivées partielles de f et les dérivées secondes de f

b) évaluez les dérivées partielles et les dérivées secondes de f aux points
A(=1,1) et B(1,-1).

A et B sont ils des points critiques de f 7

¢) Déterminer la nature de ces points critiques.

Exercice 19

Considerons la fonction f ; R? — R,définie par;

flxy) ="+

Montrer que H (:C, y) est semi-définie positive en tout point (z,y) ¢ R??
Exercice 20
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On désigne parP,(R)l’ensemble des matrices définies positives de taille n
(c’est un ouvert deS,(R)). Etant donnés A et B dansP,(R) ,on considére le
probléme de minimisation

suivant : (p) { Minimiser f(X) = tr(AX) + tr(BX ™)

X € P,(R)

1) Quelles sont les propriétés de f,utiles pour sa minimisation (différentia-
bilité, convexité, coercivité) peut-on dégager ? En déduire que le probléeme(P)a
une et une seule solution.

2) (i) Verifier que la solution de (P) est la (seule) matrice X vérifiant
XAX = B.

(ii) Donner, & partir de BA (ou de AB), une procédure permettant de
construire X.

(iii) En déduire la valeur optimale dans(P).

3) On pose n = 2. Montrer que la valeur optimale dans (P) est

2\/tr(AB) + 2/déU(AB).

Exercice 21

Montrer que le point z* = (1,1/2,—1) soit optimal pour le probléme
suivant :

. T T
_min (1/2)z ' pr+q z+r

avec
13 12 -2 —22.0
p=1_12 17 6 |, g=[-145
—2 6 12 13.0

Exercice 22
Soit n > 2 et f: R® — R la fonction polynomiale de degré cinq définie
par

n—1
= (21, 1a) ERY > fla) = (14 2,)* Y a2 + 22

Montrer que 0(€ R")est le seul point critique de f, qu’il est minimum
local strict de f, mais qu’il n’est pas minimum global de f.
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Exercice 23

Soient ¢ : R™ — R une fonction convexe et différentiable sur R",

h : R" — R U{+o00} une fonction convexe sur R", finie en au moins un
point.

On pose f = g+ h et on considére le probléme de la minimisation de f
sur R™.

1) Montrer que Z minimise f sur R™ si et seulement si

< Vg(Z),xr — T > +h(z) — h(Z) > 0 pour tout z € R"™. (6.1)
2) Vérifier que (*) est équivalente a

<Vyg(z),x — % > +h(z) — h(z) > 0 pour tout = € R". (6.2)

Exercice 24

Soit f : R™ — R continue et bornée inférieurement sur R”.
Soit € > 0 et u une solution a ¢ prés du probléme de minimisation de f
sur R", c’est-a-dire vérifiant

f(u) < min f(z) +e.

Etant donné \ > 0 on considére
" €
g a€R = g(r) = )+ lw—ul.

1) Montrer qu’il existe v € R™ minimisant ¢ sur R".
Montrer que ce point v vérifie les conditions ci-apres :

() f(v) < flu);
(i) | v—u < A;
(iii) Vo € R", f(v) < f(z) + 5 |z —v ]

2) Soit f: R™ — R différentiable et bornée inférieurement sur R”.
Montrer que pour tout € > 0 il existe z. tel que || Vf(z.) ||[<e.

Exercice 25

Soit
J(x) = (f (x) = d)*C(f (x) — d)

1-( Propriétés d’existence et d’unicité)
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(a) Montrer que J est bornée inférieurement.

(b) Donner trois exemples de fonctions f pour lesquels les fonctionnelles
J associées sont telles que 1’on ait :

i. existence et unicité de ¥ € I R™ qui réalise le minimum de .J, pour le
premier exemple.

ii. existence et non unicité de T € I R™ qui réalise le minimum de .J, pour
le second exemple.

iii. non existence de T € I R"™ qui réalise le minimum de J, pour le troisiéme
exemple.

(On pourra prendre n = p = 1.)

2- (a) On note Df et Dyf les différentielles d’ordre 1 et 2 de f. A quels
espaces appartiennent D f(z), Dy f(x) (pour x € IR"), ainsi que Df et Dy f
?Montrer que pour tout x € IR", il existe M(z) € M, ,(IR), ou M, ,(IR)
désigne ’ensemble des matrices réelles a p lignes et m colonnes, telle que
Df(z)(y) = M(z)y pour tout y € IR".

(b) Pour x € IR", calculer V.J(x).

Exercice 26  (Algorithme de Quasi Newten)
Soit AeM,,(R) une matrice symétrique définie positive be R".On pose

f(z) = (1/2)Az.x — b.x pour xeR".

On rappelle que V f(x) = Az —b. pour calculer Te R™ tel que f(Z) < f(z)pour
tout x € I R™, on va utiliser un algorithme de quasi Newton, c’est-a-dire :
initialisation. (¥ € IR".

iteration #®) connu (n > 0. On pose z**1) = 2 — g, K®) g(*) avec
= V f(z®), K®une matrice symétrique définie p081t1ve a determlner et
6’“ “optimal" dans la direction w® = —K® ¢®)_(Noter que g* existe bien.)

Partie 1 : Calcul de j,,.

On suppose que g¥) £ 0,

1. Montrer que w®) est une direction de descente stricte en z*) et calculer
la valeur de 3, (en fonction de ket ¢(*)).

2. On suppose que, pour un certain n € IN, on a K*) =
H(z) est la matrice hessienne de f en z, on a donc ici H(x)
x € IR"™). Montrer que 3, = 1.

3. Montrer que la méthode de Newton pour calculer x converge en une
itération (mais nécessite la résolution du systéme linéaire

Az — 2Oy = p— Az )

(H (I(’“ )~ (on

A pour tout
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Partie2 : Méthode de Fletcher-Powell.
On prend maintenant K© = Id et

g0 _ et S+ O (KOyOEROEE)
) 48 RO

avec
S — (k1) ()

et
y(k) _ g(k+1) _ g(k) — As®

On va montrer que cet algorithme converge en au plus n itérations (c’est-
a~dire qu’il existe n <n+ 1 t.qzyi1 =T)

1. Soit n € IN. On suppose, dans cette question, que s, ..., s*~Dsont des
vecteurs non nuls, A-conjugués (c.a.d : avec A une matrice symétrique définie
positive on a s+ Asl) = 0, pour tout i # j )net que K@, ..., K*) sont des
matrices symétriques définies positives t.q. KW As® =s@ si0<i<j<n
(pour n = 0 on demande seulement K© symétrique définie positive).

(a) On suppose que g®) # 0. Montrer que (k) # 0 et que,pour i < n,

Montrer que ¢%*).s%) = 0 pour i < n. [On pourra remarquer que

g 5(3) = gD w® = 0 et (¢*) — g*+Y).s() = 0 par 'hypothése de
conjugaison de 5@, ..., s*=1) ] En déduire que s, ..., s sont des vecteurs
A-conjugués et non-nuls.

(b) Montrer que K**+1 est symétrique.

(c) Montrer que K*+DAs(®) = 50) i 0 <4 < n.

(d) Montrer que, pour tout z € IR", on a

(K0 2.2) (KO y0) — (KO0 392 (58 72
K309 40 R PCRED

KDy 4 =

En déduire que K **D est symétrique définie positive.
[On rappelle (inégalité de Cauchy-Schwarz) que, si K est symétrique dé-
finie positive, on a

(Kz.y)? < (Kz.2)(Ky.y)
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et 1’égalité a lieu si et seulement si = et y sont colinéaires.|

2. On suppose que ¢*) £0 si 0<n<n-—1.

Montrer (par récurrence sur n, avec la question précédente) que s, ..., s
sont des vecteurs A-conjugués et non-nuls et que K™ As® = 50 s i < n.
En déduire que

n—1)

K(”) — A_l,ﬁn =1et x("'H) = A=z

Soit f € C*(IR™ IRP), avec n,p € IN*. SoitC € M,(IR) une matrice
réelle carrée d’ordre p, symétrique définie positive, et d € IR,,. Pour z € IR",
on pose :

Exercice 27

Soit a € R telque |a| < 1 et (xg,%0) € R? on définit lapplication :

F : R2—R?

{x} [ T —Tg— Qy
% .
y y — yo — asin(z)

1.Montrer qu’il existe une fonction f : R — R que 'on determinora
stelque
F(z,y) =(0;0) ssi z=a29+ay et f(y)=0.

2.Montrer pour tout triplet (z,xg, 7o) il existe un couple unique

(7,79) € R? tel que F(z,7) = (0.0) .

3.Ecrire ’algorithme de newton pour f et montrer que l'algorithme de
newton converge au voisinage de y .

4.Ecrire I'algorithme de newton pour F' .Montrer que ’algorithme de new-
ton converge au voisinage de (Z,7) .

6.1.1 Solutions

Exercice 01
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Soit z1,29 € C1 + Cqy et t € [0,1], alors z; = w1 +y1 et 25 = xa + Yo
avec x1,r9 € Cy et y1,y2 € Cs. On a (1 —t)zy +tzg = (1 —t)x + ty
avec x = (1 —t)zy +tag € Cy et y = (1 —t)ys + tya € Cy par la convezité
respective de Cy et Cy. Ainsi, Cy + Cy est convexe.

Exercice 02

soit z1,2z9 € C et t € [0, 1] alors il existe x1,15 € Cy et y1,ys € Cy : tels

que :

21 = sr1+ (1 — s)y1, 2o = 8Ty + (1 — 8)ys

tz1 + (1 —t)2e = s(txy + (1 — t)za) + (1 — s)(tyr + (1 — t)y2).

Par la convezité respective de Chret Co, tr1+(1—t)xe € Cy tandis
que ty1 + (1 — t)ys € Cy. On en déduit que C' est bien une partie
convexe de F.

Exercice 03
Soit y1 et ya € f(I) tels que 1 et xo . Soit aussi . t € [0,1] alors

fHty + 1= tye) = f7H(tf(21) + (1= 1) f(22))

f convexe |,

tf(z1) + (1 —t)f(22) > f(tor + (1 — t)22)

puisque f~1 est croissante (réciproque d’une fonction croissante
est croissante), on en déduit que

[Tty + X =tye) > T (fltzr + (1= t)z2))
=tz + (1 —t)z,

= tf 7 )+ (=0 f " (ye)

Ainsi, =1 est convee.

Exercice 04
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1. Soit f,g: R — R convexes. Soient x,y € R et A € [0.1]. Alors
on a :

fog(te+ (1 —1t)y) ftg(x) + (1 —t)g(y)) (g est converxe et [ croissante).

tf(tg(x)) + (1 —1)f(g9(y)) ( f estconvere).

IA A

Ceci prouve exactement que f o g est convexe.

2. On suppose d’abord que Inf est convexe. Alors, pour a > 0,
on a :

/% = explaln f)

qui est convexe d’aprés la premiére question puisque [nf est
convexe et x — exp(ax) est croissante convexe.

Réciproquement, supposons que f%est convexe pour tout a >
0. En particulier, pour tous xz,y € R et tout A € [0.1] , on
a:

u(a) < v(a)

uw(a) = exp(aln f(tz + (1 — t)y))
et

v(a) = texp(aln f(z)) + (1 — 1) exp (a(l — 1) In f(y))

Or,
u(0) = v(0)
Il est donc nécessaire, pour que u(a) < v(a); a > 0.

Mais,
w(0) = Inf(tz + (1 —t)y)

V(0) = t1n f(2) + (1 — H)inf(y)
L’inégalité u/(0) < v'(0) se traduit, donc Inf est convexe.
Exercice 05
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Soient (z,y) € I* et A € [0,1] , on a

FOz4+ 1 =Ny) <Af(@)+ (1= N)f(y)
et

gz + (1= Ny) < Ag(x) + (1 = Ng(y)
Or si on pose h = sup(f,q). f(x) < h(z) et f(y) < h(y) donc
Af(x) + (1= A f(y) < Ah(x) + (1= Mh(y)
car A\>0et (1—-X)>0

de méme

Ag(@) + (1= A)g(y) < Ah(z) + (1 = Ah(y)
donc :
sup(fAz + (1 =Ay),g(Az + (1 =N)y)) = h(dz+ (1 =Ny
< Ah(z) + (1 = Ah(y)
et h est bien convexe.
Il suffit de prendre f(z) =z et g(x) = 0 qui sont convexes.

Exercice 06

Supposons f convexe; soient (u,«) et (v,3) dans épi(f) et t € [0,1].
Comme U est convexe, tu+ (1 —t)v € U et

fltu + (1 —t) < tf(uw)+ (1 —1t)f(v)
< ta+ (1-1)5;

donc

t(u, @) + (1 =1)(v, B) € épi(f)

Reciproquement :

Comme (u, f(u)) et (v, f(v)) sont dans épi(f),
t(u, f(u)) + (1 =1)(v, f(v)) € épi(f)

doncf convexe.
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Exercice 07

Soient A\; = Ay = 0. Posons t = :\\—; € 10;1]

F(u+ Xv) = F(u+t\v)
= F((1—-tu+t(u+ \v))
< (1 =t)F(u) +tF(u+ A\v).

Donc :

Flu+ M) — F(u) < t(F(u+ Av) — F(u))

A
= % —(F(u+ Mv) — F(u).

Exercice 08

on a
max(f, g)convexe < épi max(f, g)convexe

épimax(f,g) = {((f(x),9(x)),y)el* x R;y > max(f(z), g(x))}
= {(z,y)el xRy > f(x) et y>g(x)}
= {(z,y)el xRyy > f(z)} N {(z,y)el x R;y > g(z)}
= ¢épi(f) Népi(g)

avec :

f convexe < épi(f) convexe

et g convexe = épi(g) convexe
donc (f Ng) convexe c.a.d épi max(f, g) convexe.
Exercice 09
Supposons k convexe et soient z,y € R™ et A € [0.1]
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— Si z et y sont dans k alors :

A+ (1—=Ny ek

et
S~~~ S~~~
= Ocar z€k = Ocar z€k

— Siz (ouy ) n'est pas dans k alors :
Ii(x) ou (Ii(y)) = 400

et 'inégalité de convexité est vérifiée.
Réciproquement, soient z,y € k et A € [0, 1] par la convexité de I .

L( A+ (1 =Ny <A L(z) +(1-A) L(z) =0
—~—— ——
= Ocar z€k = Ocar z€k

Comme I ne prend que les valeurs 0 ou +oo .

LAz +(1=Ny) =0 et \x+(1— Ny € k.

Exercice 10
On calcule le Hessien :
1222 +2 0 -2
0 4 =2
—2 -2 2
La fonction n’est pas convexe, si on multiple ce Hessien (en z; = 0) a
gauche et a droite par (2,1, 2)on obtient —4.

Exercice 11

J convexe <= Yz, yeR;VAe[0,1] J(Ax + (1 — N)y) < AJ(x) + (1 — N)J(y)

= JAz+(1—=Ny) = M(z)—(1=NJ(y) <0

Posons : A = %

T + vy 1 r + vy

JE) = sa (. ) b
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JESE) - Sa@) - 5I0)
1 T+ vy, ,x+y T + vy 1.1 1,1
—A. : —b. — —(zAxx—bx)— =(zAyy—b.
A C5 .5 -0 (5 - S G A = ba) - S(5A0 - by)
1 rr +y.y + 2.2y 1 1 1 1 1 1
2A.( 5 ) 2b.x 2b.y 4A.x.x+2b.x 4A.y.y+2b.y

1 1 2
—gA.x.a: — gA.y.y + gA.x.y

(Az.x+ Ayy —2A.2.y)

Axx+ Ayy—2Ax.y
Az —y)(z —y)

1
8

—> A semi-définie positif.

Exercice 12
Ona:
flzy)=2>+y* >0 V(z,y) € R?

or f(0,0)=0
Donc
V(z, y) €eR*: f (z,9) > [ (0,0)

Ceci implique que (Z,7) est une solution minimale globale.
cette relation reste vraie pour n’importe quel disque D, (0,0) Par consé-
quent si on prend D;(0,0) on a :

f (Slf,y) 2 f(070) V(x,y) € DI(O,O)

et (0,0) est une solution minimale locale stricte car si (z,y) # (0,0)
ona :

flz,y) =2>+y> > 0= f(0,0)

Exercice 13
Calculons les points critiques :

%(l’,y) = 32" -3y

of

ZJ _ 2
3y (z,y) 3y
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6.1. TRAVAUX DIRIGES

Vi(z,y) = (8)

322 -3y =0
32 =3z =0

22 —y=0
e {yz—xzo

Les solutions de ce systéme sont (z1,y1) = (0,0)et (z2,92) = (1,1)
D’autre part
0*f

0*f 0*f

V(,y) € R®: 5 (w,y) = ba, 7 @) =04, 5o (@) = =3
Par conséquent
a) Pour(xy,41) = (0,0) on a :
%’;(0,0) - %(0,0) ~0, ggy(o,o) = -3
Donc
o o2 o2 f

2

Donc(0,0) n’est pas une solution maximale locale et n’est pas une
solution minimale locale.
b) Pour(zq,y2) = (1,1) on a :

an aZf an 2
ZL(1,1).55(1,1) — 1,1)) = —9=2
Puisque
0% f
_8x2(1’1)_6>0

Donc (z2,92) = (1,1) est une solution minimale locale stricte.

Exercice 14
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On a
Vi, y)" = (22,2y) = VF(1,1)" = (2,2)

et
Vi(1,1)T.d<0s2(d+dy) <0< dy +dy <0

Par conséquent

D(f,(1,1)) = {d = (d1,d>) € R* : dy + dp < 0}

Géométriquent D(f,(1,1)) est le demi plan situé au dessous de la droite

y=-—x

Exercice 15
1- f est polynémiale donc de classe C°°(R?). En utilisant le fait que

vy > %(:ﬁ +y°)
on écrit ;
flzy) > o +y*—22% — 2% + day
>t oyt — da? — 4y
pour tout (x,y) ¢ R En utilisant le fait que :
pour tout (X, e)eR?% X* +e* —2:X? >0

il vient ;
f(z,y) > (26 — 4)2° + (22 — 4)y* — 2&*

Choisissons par exemple € = 3, on en déduit ;

flr,y) >2@* +y*) —162 —  +oo
ll(z,y)[| =00

ce qui prouve que f est coercive sur R? qui est fermé et de dimension
finie. D’aprés le théoréme du cours, le probléeme (P) admet au moins une
solution.
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2- Pour étudier la convexité de f (qui est de classe C? sur R?), calculons
sa matrice hessienne en tout point (z,y) de R% On a

3% —1 1
H655f<$,y)—4< 1 3y2_1)

Rappelons que f est convexe sur R? si, et seulement si sa matrice hes-
sienne est semi-définie positive en tout point. Or, on vérifie aisément que les
valeurs propres de Hess f(0,0) sont 0 et—2 < 0. Par conséquent, f n’est pas
convexe.

3- Les points critiques de f sont donnés par les solutions de

Vi(z,y) = (0,0)

autrement dit, les points critiques sont solutions du systeme :
2’ —(z—y)=0
y*+(x—y)=0
{ 2+ =0 }
v+ (z—y)=0
y=-x
<~
{x3 —2r = O}
On en déduit que f admet trois points critiques : O(0,0), A(V/2, —v/2),
et B(—v/2,v/2).

f étant de classe C2, on va utiliser la caractérisation des points critiques
a l'aide de la hessienne calculée a la question précédente.

- Point A :
20 4
Hessf(A) = ( 4 20)

donc la trace de Hess f(A) vaut 40 et son déterminant 384. On en déduit
que Hess f (A) posséde deux valeurs propres strictement positives donc A

est un minimum local pour f .
- Point B :
Hessf(B) = Hessf(A)

donc la méme conclusion que pour le point A s’impose.
- Point O :
Hessf(O) = ( _44 _44 )
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donc la trace de Hess f (O) vaut —8 et son déterminant est nul. Il vient que
ses valeurs propres sont 0 et —8. On ne peut donc rien conclure dans ce cas
a l'aide de la matrice hessienne. En revanche, on peut donner un argument
a la main :

soit x € R tel que | z |< 2. On a

f(z,—2) = 20* — 82 = —22%(4 — 2%)
Or, | 2| <2 donc 4 — 2% > 0 et on en déduit que
f(z,—z) <0
De méme, soit x ¢ R. On a
f(z,z) =2z* > 0.

Puisque les inégalités précédentes sont obtenues pour des x arbitrairement
petits, on en déduit que le point (0,0) est un point-selle pour f .

En conclusion, puisque le probléme (P) posséde une solution, la carac-
térisation des points critiques de f nous assure que;

(xrg)ig@f(:vyy) = f(A)=f(B)=-8

Exercice 16
Toutes les fonctions a), - - -, f) sont de classeC? dans R?
a) f(x,y) = (x—1)*+2y* On calcule le gradient :

v (zy) = (236 - 2)

4y

On cherche les points critiques comme solutions du systéme :

O [ (x,y) =0 2r —2=0
{ayf@:,y):o ‘:’{ 4y =0

La seule solution du systéme est donnée par le point P = (1,0).
On calcule la matrice hessienne :

Hen = (g 4)

110



6.1. TRAVAUX DIRIGES

La matrice hessienne est constante :

Hy(1,0) = <(2) 2)

On calcule le déterminant et la trace de ’hessienne :

detH(1,0) = 8> 0,
tr(Hy(1,0)) = 6>0

Dés que les déterminant (resp.la trace) est le produit (resp.la somme)
des deux valeurs propres de H(1,0), on peut conclure que les valeurs propres
de H¢(1,0)sont strictement positives. Cela c’est equivalent & dire que H(1,0)
est semi-définie positive. Par conséquence P est un point de minimum pour

f.
b) f (z,y) = 223 —6xy+3y>.0n calcule le gradient :

622 — 6y
—6x + 6y

f(z,y) = (
On cherche les points critiques comme solutions du systéme :

622 — 6y =0
—6x 4+ 6y =0

Les deux points critiques sont P; = (1,1) et Py = (0,0).
On calcule la matrice hessienne :

Hy(z,y) = ( 1_2g _66 )

Pour P, on trouve :

0 -6
Hf<0a0)_<_6 6 )
On calcule le déterminant :

detH(0,0) = —36 < 0
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Dés que le déterminant est < 0 les deux valeurs propres de I’hessienne sont
non nulles, 'une négative et ’autre positive. Cela suffit a dire que 1’hessienne
n’est pas définie positive et donc P, est un point -selle.

Pour Pjon trouve :
12 —6
min- (20

On calcule le déterminant et la trace :

detH;(1,1) = 36> 0,
tr(Hy(1,1)) = 18>0

Dés que le déterminant et la trace sont > 0, les deux valeurs propres
de I’hessienne sont strictement positives. Donc P; est un point de minimum

pour f.
¢) f(z,y) =e"Y(z*—2y?) On calcule le gradient :

e Y (x? — 2y + 21) )

Vf(zy) = <€xy(_$2 + 2% — dy)

Puisque 'exponentielle est strictement > 0 on cherche les points critiques
comme solutions du systéme :

22 =2y +22 =0
—22+2y2 -4y =0

Les deux points critiques sont P, = (—4, —2) et Py = (0,0).
On calcule la matrice hessienne :

Hioy) = e Y(x? — 2% +4x +2)  eTY(—a? +2y? — 20 — 4y)
"y = Y (—a? 4+ 2y — 20 —4dy) V(22 — 2y + 8y — 4)

Hy(0,0) = ( - >

On calcule le déterminant :

Pour F, on trouve :

detH;(0,0) = —8 < 0
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Dés que les déterminant est < 0 les deux valeurs propres de ’hessienne
sont non nulles, I'une négative et 'autre positive. Cela suffit a dire que ’hes-
sienne n’est pas définie positive et donc Py est un point -selle.

Pour P; on trouve :

—6e72  8e?
Hf(_4’_2)_( 8¢~ —126—2>

On calcule le déterminant et la trace :

detH;(—4,-2) = 8 *>0,
tr(Hy(—4,-2)) = —182<0

Des que le déterminant est > 0 et la trace est < 0 les deux valeurs propres
de I'hessienne sont strictement négatives. Donc P; est un point de maximum

pour f.
d) f (z,y) = 23y+2°—2%y On calcule le gradient :

Vf (z,y) = (32%y + 32° — 2zy,2° — 2?)
Les points critiques sont solutions du systéeme :

3a%y + 322 — 22y = 0
22— 22 =0

Les points critiques sont Py = (0,0); P, = (0,k) , k#0; P, =(1,-3).
On calcule la matrice hessienne :

6xy + 62 — 2y 322 — 2
Hf (l‘,y):( %$2—2JI Y 0 )

Pour P, 'on trouve :
—6 1
Hf<17_3):( 1 O)

On calcule le déterminant :

detHp(1,-3) = —1>0,
tr(H; (—4,-2)) = —18¢ 2 <0
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Dés que le déterminant est < 0 les deux valeurs propres de I’hessienne sont
non nulles,]'une négative et ’autre positive. Cela suffit & dire que 1’hessienne
n’est pas

définie positive et donc P; est un point -selle.

PourF, on trouve :
00
Hy (0,0)2(0 0)

et donc on peut rien déduire sur la nature du point critique. On regarde
le long des direction y =z et y = —x :

o@) = faw) =z
h(z) = f(r,—2)=—a*+22°

On peut facilement vérifier que g(z) admet un minimum pour x = 0 et
h (x) admet un flex (point critique qui est ni minimum ni maximum) pour
x = 0. Comme la fonction admet des comportement différentes le long des
deux directions, FPyne peut pas étre ni un maximum ni un minimum pour f.
Il est un point-selle.

Le cas k # 0 conduit & un calcul plus fastidieux et on le traite pas ici.

e) f (x,y) = (2% + ¢y?)e~@+¥) On calcule le gradient :

e 2x(1 — 2% — 3?)
ey (L - 2 )

Vf(zy)= (

Puisque I’exponentielle est strictement > 0 on cherche les points critiques
comme solutions du systéme :

20(1—22—9*) =0
2y(1 — 2% —9? =0

Les points critiques sont Py = (0,0) et toutes points de la forme
Py = (h, k) telles que h? + k? = 1.
On calcule la matrice hessienne :

o) = e V(2 — 4a?) (1 — 2% — y?) —4a?) eV (—day(1 — 2 — y?) — day)
Hf ( ,y) ( _x2_y2( 4xy(1 S yz) _ 4xy) 6—x2—y2((2 . 4y2)(1 — 72— y2> — 4y2) )
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On peut vérifier que :
thHf (Po) = detHf (Ph,k) =0

et donc on ne peut rien conclure sur la nature des points critiques a ’aide
du signe de I'hessienne.
Les point P, est un point de minimum car :

flry) = 0, ¥(zy R
et f(x,y) = O0sietseulementsi (z,y) = (0,0)

Donc dans le voisinage du point critique Fy on a :

f ($>y) >0=f (070)

et cela est la définition de minimum local. On peut voir facilement que les
points critiques P, ; sont des points de maximum local. La fonction f (z,y)
est une fonction a symétrie radiale. Cela veut dire que si nous écrivons f en
cordonnées polaires (7, §) nous trouverons qu’elle ne depend que par le rayon
r. Il existe une fonction d’une variable g : RT — R telle que :

f(rcos,rsind) = g(r) = r’e "

On calcule la dérivée de la fonction g :
gl(r) = 2re (1 — r?)

La fonction g admet deux points critiques :r = 0 (correspondant a FPy) et
r = 1(correspondant aux points P, x).

Si on étude le signe de ¢/(r) pour r > 0 on trouve que r = 0 est un
minimum local pourg et » = 1 est un maximum local pour g. Donc les
pointsF;, j, sont des maximums locaux pour f

f) f (z,y) = 22 — cos(y) On calcule le gradient :

Vf(zy) = ( 2:5)

sty

On cherche les points critiques comme solutions du systéme :
20 =0
siny =0
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Les points critiques sont touts points de la forme P, = (0, kr), k € Z.
On calcule la matrice hessienne :

2 0
Hy (z.y) = (0 cosy)

(2 0
o 0 coskrm

On calcule le déterminant :
detHy (0, km) = 2cos(km)

Le terme cos(km) vaut —1 si k est impair et 1 si k est pair. Donc si
k est impair; detH;(0,km) < 0 et le pointP; est un point-selle. Si k est
pair; detH; (0,km) > 0 et trH; (0, km) > 0 et le point critique est un point
minimum local.

Exercice 17

L’implication«=-»étant évidente, considérons I'implication inverse ,Sup-
posons donc que tout r au méme niveau que Tsoit un minimum local de f.
Si T n’est pas un minimum global de f,c’est qu’il existe u € R"tel que

fu) < f(z).
Définissons
p:t€0,1] — o(t) = f(tz + (1 — t)u)
et posons
S, ={t €[0,1]/(t) = f(2)}.
Ainsi Syest une partie non vide (1 € S,) fermée ( par la continuité de f ) ¢
et minorée. Désignons par ¢ la borne inférieure de S, :

t065¢8t0<t0<1

Le point toZ + (1 — tp)u étant au méme niveau que Z, il est minimum
local de f; par conséquent t; est un minimum local de . il existe n > 0 tel
que :

(1t =to1<m, t€[0,1]) = (p(t) > ¢(to))
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Comme % est la borne inférieure de S,, on en déduit :
(to —n <t <to, t>0)= (p(t) > p(to))
Prenons un tel ¢, avec t; :
to—n <ty <tg, t1 >0, et ©(t1) > o(ty)

Alors
e(1) = p(to) € [¢(0), p(t1)]

et, d’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe t5 € [0, ¢1] tel que

p(tz) = (1) (= f(2))

Par conséquent, t; €]0,t1]N.S,, et puisque ¢; < ¢y, ceci contredit la définition
de tocomme borne inférieure de S,.
Exercice 18
[ (z,y) = 2° + 32y® + 32y + 3y

a) On a
"o
{f;:3$2+3y2+6xy o x}”—fi_xé—pGy
A 2 vy
fy=3x"+6zy +3 7 261 6y

b) Soit (z,y) un point critique :

{ [l =322 +3y*+ 6y =0
_ 9.2 _
fy=32"+6zy+3=0
On demandait simplement de vérifier que A et B sont des points
critiques :
Calculons les dérivées partielles au point A :

fl=3(-1)2+3(1)2+6(-1)(1)=0
{ =312 +6(-1)(1)+3=0

Au point A les deux dérivées partielles sont nulles, A est un point critique.
Calculons les dérivées partielles au point B :

{ =3(1)?+3(-1)* +6(1)(-1) =0
f;:3(1) +6(1)(~1)+3=0
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Au point B les deux dérivées partielles sont nulles, B est un point critique.
Remarquons qu’il n’était pas trés difficile de montrer que A et B sont
les deux seuls points critiques :
il faut trouver (x,y) tels que

flL=32+3y*+6xy=0
[l =32 +6xy+3=0

De la seconde équation, on tire
32% + 6y = —3
Reportons dans la premiére équation qui s’écrit :
3y* + (32° + 6xy) = 0
soit 3y? — 3 = 0 ou encore 3* = 1
Cette derniére équation admet deux solutions :

1) y = +1 dans ce cas, = est solution de

322 +6x+3=0

soit 3(z + 1) = 0 et z = —1.0n obtient ainsi un premier point critique :
r=—1
y=1
2) y = —1 dans ce cas, x est solution de

322 —6x+3=0

soit 3(z — 1)? = 0 et z = +1.0n obtient ainsi un second point critique :

r=1
y=-1
En conclusion, la fonction f admet deux points critiques : A (—1,1) et
B(1,-1).

Pour étudier la nature des points critiques, il faut calculer les dérivées
secondes :
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au point A(—1,1) au point B (1,—1)

= Gr Gy fl =0 ' =0
f%y:&c f%y:—G %y:6

xy:6x+6y fgcy: xy:()
Au point A, D= f 7 fu —(f%,)>=0:0nne peut rien dire.

Au point B, D= f 7 fu —(f%,)?=0:onne peut rien dire.
Exercice 19

On a

Do) = o (mn) =22 (mn) =2

an . a 82f I

- 0 — —0
970y (”)  ydx <”)
Donc H (x, y) . (x, y) e R2quelconque est ;

ne)-(33)
Exemple

Soit f (x1,22) = mx? 4 x3 définie de R*dans R, avec m =0 .

Vf(xy,z2) = (2may, 2x9)

On cherche les © = (x1, 23) tels queV f (z) = 0 qui équivaut a
2mx, =0
2[L’2 =0
La seule possibilité est xo = (0,0). Dans ce cas,

s = (%' 5 ) ed(®

*sim > 0, alors H f (z¢) est définie positive (les valeurs propres sont
positives) donc par la condition suffisante zy = (0,0) est un minimum local

strict.
* 81 m < 0, alors les valeurs propres n’ont pas le méme signe donc par la

condition nécessaire,xy = (0, 0) ne peut pas étre un minimum local.
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Exercice 20

Sn(R) est structuré en espace euclidien grace au produit scalaire

(U,V) = tr(UV) . Le probleme (P) est celui de la minimisation sur (le
cone convexe ouvert) P,(R) = Q de la fonction-objectif

Xr— f(X)=(AX)+(B,X ")

1) L’application X € Q —— X! € Q est bijective et de classe C*; il
s’ensuit que [ estC'*°sur 2. De 'inégalité de convexité

U,V dans Q,  a€l0,1)= (aU+(1-a)V] ' < (U +(1-a)V )
et de la (semi-) définie positivité deB, on déduit que X —— (B, X 1)
est convexe sur{). De maniére a concentrer sur une seule partie toute la

contribution de A et B aux deux parties def(X), posons

C = AYV?BAY?

f(X) — tr |:A1/2(A1/2XA1/2)A71/2 + C(A1/2XA1/2)71:|
— i [A1/2XA1/2 n C’(Al/QXAl/Q)_l}

et que 'application
XeQr—Y = (AV2XAYV?) e

est visiblement une bijection de € sur €, le probléme(P) est équivalent a
celui de la minimisation de

Yi—gY)=tr(Y '+ 0Y) = (L, Y )+ (C,Y) sur Q

La frontiere de 2 est exactement I’ensemble des matrices semi-définies
positives singulieres (i.e., dont la plus petite valeur propre est nulle). En
conséquence :

YeQ—-Y,e frQd g(Y) — +oo
(ou X € Q — X0 € frQ) = ou f(x) — +oo
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De méme, un calcul (pas trop difficile) sur les matrices définies positives
conduit & élucider le comportement a I'infini :

( Y eQuY i— oo ):»( g(Y) — +o0 )

ouX € Q.uXi— oo ou f(x) — +oo

Ainsi g (ou f) agit comme ce qu’il est convenu d’appeler une « fonction
barriere» sur€). Il en résulte ainsi qu’il existe bien X € () minimisant fsur

Q.

L’unicité de X est une conséquence de la stricte convexité de la fonction

XeQr—(B,X)

qui se voit mieux via la stricte convexité de

Y eQr— (L, Y )y =tr(Y )

2) (i) La différentielle D f(X) de f enX € Q est facile & obtenir :
Df(X):He S,(R) — (A— X"'BX"' H)

Le probléeme (essentiellement sans contraintes)(P) étant celui de la mini-
misation d’une fonction convexe différentiable, X € Q est solution de (P) si
et seulement si

A-X'BX =0
soit
XAX =D
(ii) Etant le produit de deux matrices définies positives, BA est diagonali-

sable et son spectre est constitué exclusivement de réels > 0 Si on diagonalise
BA avecP,

P Y BA)P = diag(\1, ..., \n) (A\;valeurs propres de BA),

la matrice

M = Pdiag(\/A1, ..., v/An) P~
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vérifie M? = BA, et il vient immédiatement que X = M ~'B est la solution
cherchée.
(iii) La valeur optimale dans(P) est

f(X) = tr(AM*'B+B(M'B)™)
= 2trM

c’est donc la somme des racines carrées des valeurs propres de BA(ou de
AB). La symétrie en Aet B de la valeur optimale pouvait étre notée deés le
départ, en raison de la forme particuliére de (P).

3) De l’égalité

\/A_1+\/)\_2: \/A1+>\2+2\//\1/\2

écrite pour A\, A\yvaleurs propres de BA,il vient

VA + Ve =trM = \/tr(BA) + 2/dét(BA),

d’ou ’expression annoncée.

Exercice 21
On vérifie que x*satisfait la condition d’optimalité . On a
V fo(z*) = (—1,0,2)
alors la condition d’optimalité
Vio(z") (y—z)=—-1y—1)+2(y+1) =20
est clairement vrai pour tous y satisfaisant —1 <y <1,
Exercice 22
Ona :

if(xr) = 2x;(1+x,)?°  pour tout i=1,.,n—1

n—1

onf(x) = 3(1+4z,)? fo + 2x,.

=1
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Ainsi le seul point z € R" vérifiant V f(Z) = 0 est T = 0.
Ce point Z = 0 est un minimum local strict de f car V2f(z) = diag(2, ...,2)
est définie positive.
Mais
f(, Lz =mn—1)1+a,)>+22

est une fonction polynomiale du 3¢ degré, prenant donc toutes les valeurs
réelles.c-a~-d Il n’y a pas de minimum global de f sur R".

Exercice 23
1) Soit Z minimisant f sur R". Etant donné z € R et a €]0,1[, on a
flaz+ (1 —a)a) = f(z),
ce qui se traduit par
9(z) + h(z) < glaz+ (1 —a)z) + h(az + (1 — a)z).
En utilisant 'inégalité de convexité
hax + (1 — a)z) < ah(z) + (1 — a)h(Z)
et en divisant par a > 0 , on obtient

9(z + oz — 7)) — 9(7)

0< + h(z) — h(Z)

En faisant tendre « vers 0, on obtient précisément (*).
Réciproquement, soit Z vérifiant (*). La convexité de ¢ induit

g(z) > g9(Z)+ < Vg(z),z — T >,
ce qui, combiné avec (*), entraine
g9(x) + h(z) > g(T) + h(Z).

2) Soit z vérifiant (*). La fonction g étant convexe, l'application Vg
vérifie :

<Vyg(x) —Vyg(z),z — = >>0.

D’ou (**) s’ensuit.
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Soit & présent T vérifiant (**). Considérons z € R™ et o €]0,1[. Il vient
alors de (**) :

a<Vyg((l—a)z+ax),r—2>+h((1—a)z+az)—h(z) >0
ce qui, avec I'inégalité de convexité de h déja vue plus haut, donne

a<Vg((l—-a)z+az),z—7 > +alh(xz) — h(z)] > 0.

Divisons par « et faisons tendre « vers 0 ; sachant que Vg est continue ,
on obtient
précisément (*).

Exercice 24
1) g est continue; de plus,f étant bornée inférieurement,

g(x) - +o0  quand x — +oo.

Par conséquent, il existe un point v minimisant g sur R” :

Vo R, () + < v —ul< f@)+ Sz —ull. (6.3)

Faisons = = u dans (1) :

F)+5 v =ul< fw. (6.4)
d’ou
fv) < fw).
En notant
f=min f(z)

il vient de (2) :
frslo—ul<f+e

d’ou
[v—ul<A
Enfin I'inégalité

e —ull<[fz—v]+[v-ul
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introduite dans (1),conduit a
€
f0) < J@) + 5 e o]

2) Partant d’un minimum & €? prés de f et choisissant A\ = ¢, il existe
d’apreés la question précédente un z. tel que

Ve e R", f(ze) < flz)+ellz—a|.

pour d € R" et o > 0 faisons successivement © = x.+ad et x = x.—ad
dans I'inégalité précédente ; on obtient :

flxe +ad) = f(a:) 2 —ea || d |,

f(xs + ad) - f(xs)

«

> —¢elld]

Un passage a la limite o« — 0" induit :

< Vf(ze)d>> | d|
et < vf<x8)7 —d >2 —¢€ H d H

soit encore
| < Vf(ze),d>|<eld].

Cette derniére inégalité étant vraie pour tout d € R”, il s’ensuit

I V(ze) <€

Exercice 25
On a

J(z) = (f () = d)*C(f (z) — d)
1-( Propriétés d’existence et d’unicité)
(a) Comme C est symétrique définie positive, on a yCy > 0 pour tout

y € IR", ce qui prouve que J(z) > 0 pour tout x € IR™. Donc J est bornée
inférieurement.

(b) Trois exemples :
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i.Sin=pet f(z) =z,J(x) = (x — d)*C(x — d) qui est une fonction
quadratique pour laquelle on a existence et unicité de * € I R™ qui réalise le
minimum de J.

ii. Si f(x) =0, J(z) = d*+ Cd et J est donc constante. Il y a donc existence
et non unicité de 7 € I R" qui réalise le minimum de J.

iii. Pour n = p =1, s f(z) = €%, avec C = 1l et d =0, J(x) = ()?
tend vers 0 en 'infini mais 0 n’est jamais atteint. Il ya donc non existence de
T € IR" qui réalise le minimum de J.

2- Un peu de calcul différentiel

(a) La fonction Df(x) est la différentielle de f en z et c’est donc une
application linéaire de I R™ dans I RP. Donc il existe M(z) € M,,(IR), ou
M, »(IR) désigne I'ensemble des matrices réelles & p lignes et n colonnes,
telle que Df(z)(y) = M (z)y pour tout y € IR".

On a ensuite Dy f(z) € L(IR™, L(IR",IRP)).

Enfin, on a Df € C*(IR", L(IR",IRP)) et Dof € L(IR", L(IR™, IRP)).

(b) Comme C' ne dépend pas de z, on a

VJ(z) = M(z)C(f(x) = d) + (f(z) = )CM ().

Exercice 26 (Algorithme de Quasi Newten)
Partie 1 :
1. Par définition de w®, on a :

w(k).Vf(x(k)) - —K(k)Vf(:z:(k))~Vf(a:(k)) <0

car K est symétrique définie positive.
Comme f3,, est le paramétre optimal dans la direction w®, on a

et donc
Az® w® 4 8, Aw® ™ = p.ap®

on en déduit que

5 W
F Aw®) k)
Comme w®) = —K® g ceci s’écrit encore :
S ) K g®)
k

~ AK® gk K ®) gk)

126



6.1. TRAVAUX DIRIGES

2. Si K® = A=1 la formule précédente donne immédiatement 3, = 1.
3. La méthode de Newton consiste & chercher le zéro de V f par I'algo-
rithme suivant (& l'itération 1) :
Hy(2') (W — 2©) = =V f(2),

(ou Hy(x) désigne la hessienne de f au point ) c’est-a-dire

A(:E(l) — 2@y = —Az@ 4+ p

On a donc Az®) = b, et comme la fonction f admet un unique minimum
qui vérifie Az = b, on a donc () = z, et la méthode converge en une
itération.

Partie 2 : Méthode de Fletcher—Powell.

1. Soit n € N, on suppose que g*) #£ 0.

Par définition, on a :

) — ) _ () — g g o(®)

avec 35, > 0.
Comme K® est symétrique définie positive elle est donc inversible ; donc

comme g*) £ 0,on a K® gk =£ 0 et donc s*) # 0.
Soit i < n, par définition de s*), on a :

s® A = —p K® gk 450
Comme K®*) est symétrique,
s® A5 = —8, g™ K* A50)
Par hypothese, on a K® As® = 50 pour i < n, donc on a bien que si
1< n
s AsD =0 < ¢g® 5O =0

Montrons maintenant que ¢*).s®) =0 pour i < n.
e On a:

g(i+1)_ s — —)\ig(i“)- K(z’)g(i)
_ _)\ig(i+1)' w®

Or g(+Y) = V f(20*D) et \; est optimal dans la direction w®.

127



CHAPITRE 6. TRAVAUX DIRIGES ET TRAVAUX PRATIQUES

Donc :
g(i+1). s —
e On a:

(g(k) — g(i+1))' s@ = (Aa:(’“) — Aw(iﬂ)). 5@

n—1

= Y (AalH) - g, 50
k= i+l

= Z As® s =0
k=i+1

Par hypothése de A-conjugaison de la famille (s(); i—1,k—1 on déduit alors

facilement des deux égalités précédentes que g®. s = 0. Comme on a

montré que g("“) s = 0 si et seulement si s A5 = 0, on en conclut que

la famille (s(z))zzlwn est A-conjuguée, et que les vecteurs s sont non nuls.
2. Montrons que K **1 est symétrique. On a :

(K(k+1))t _ (K(k))t+ (sF) (sk)ytyt B [(K 8y (K Ry Ryt

K(kJrl)

car K®) est symétrique.
3. Montrons que K*+tD A5 = s si0<i<n.Ona:

) (KU ())(K(k)( ())t o

(k4D 450 — ) 454 5 B) 4 iy
K AsT = KEAs =@ CICRIC) 5 (1)

Considérons d’abord le cas i < n. On a

sk (s (k)) A — S(k)[(s(k))tAS(i)]
= s®[s®) A5
= 0

car s®) A5 = 0 si i < n. De plus, comme k* est symétrique, on a :
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(K00 (B )1 40— F8)y 8 (Yt ) A 500)
Or par la question (c), on a K® As®) = 5(i) si 0 < i < n. De plus, par
définition,
Y8 — A5®).

On en déduit que :

(K By YK ) A0 = W)y E) (A0 g0
— K00 (50) 440
= 0

0)

puisque on a montré en (a) que les vecteurs s, ..., s¥) sont A-conjugués.

On déduit alors de (1) que :

KED 440 = ) 4400
S(’L) .

Considérons maintenant le cas i =n. On a :

OO | O ONTCINON

ST\ ) (k)
S A KOy gm A%

D 450 — f) gg®) 4

et comme y(k) = As(’“), ceci entraine que

KO A0 = ) 45 4 ) _ (k) (k)
(k)
S

4. Pour z € IR™, calculons K*+Dz g

(B) ( (k) I R) g (R)Y (¢ (k) (k))t
(k+1) _ (k) s (s\) _ ( y*)( Y
K r.x=KYWr.x+ —s(k).y(k) T.x @) b T.7.

Or,
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et de méme :

On en déduit que

' ST Ry S )

En remarquant que y*) = As® et en réduisant au méme dénominateur,
on obtient alors que :

(KW g.2) (KW y®) _ (K00 5)2 . (5) )2

(k+1) —
K e (K Oy /R A5 5®)

Montrons maintenant que K*+1) est symétrique définie positive. Comme
K® est symétrique définie positive, on a grace a l'inégalité de Cauchy-
Schwarz que

(K(’“)y(’“).x)Z < (K(k)x.:c)(K(k)y(k))

avec 1'égalité si et seulement si x et y*) sont colinéaires. Si x n’est pas
colinéaire & y®), on a donc clairement :

KEDgy 2 >0

Si maintenant x est colinéaire a y®, i.e. x = Sy® avec B € IR, on a,
grace au fait que y® = As®),

(s).1)? _ (s(F), Ask))2 -0

As(k) (k) As(k) (k)
et donc Ktz 2 > 0 ,0n en déduit que K1) est symétrique définie posi-
tive.

5. On suppose que g £ 0si 0 < n < n —1. On prend comme hypothése
de récurrence que les vecteurs s, ..., s~ sont A-conjugués et non-nuls, que
KWAs® = s si 0 <4 < j < n et que les matrices KU) sont symétriques
définies positives pour j = 0, ..., n.Cette hypothése est vérifiée au rang n = 1
grace & la question 1 en prenant n = 0 et K(© symétrique définie positive.
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On suppose qu’elle est vraie au rang n. La question 1 prouve qu’elle est vraie
au rang n + 1.
Il reste maintenant a montrer que z("*Y = A='» = z. On a en effet

K™ A5 = 0 pour =0 a n-—1.

Or les vecteurs s, ... s#~1 sont A-conjugués et non-nuls : ils forment donc
une base. On en déduit que

ce qui prouve que

et donc, par définition de "+ que

2D = A7y = 7,

Exercice 27

(méthode de newton pour un systéme 2 x 2).
1. On cherche (z.y) tel que

r = xo9+tay
et y = yo+ asin(x)
= Yo+ asin(zy + ay)

Soit encore f(y) = 0 avec

fy) =y —yo — asin(zo + ay)

la réciproque est immédiate .
2. la fonction f est continue et telle que limf = —oo et limf = 400 par
—00 +oo

conséquent ,comme f est continue le théoréme des valeurs intemédiaites nous
assure que f est surjective .De plus on vérifie que si |a| < 1 alors f'(y) > 0
est donc f est strictement croissante . Elle est donc injective .
Ceci assure l'existence et I'unicité d’un unique 7 telque f(g) = 0 .par
suite il existe un unique couple (Z — zo + ag, y) qui vérifie f(z,7) = (0.0) .
3. Ona :
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y — Yo — asin(zg + ay)
1 — a?cos(zg + ay)

_ y(k) . f(y(k))
f'(y™®)
pour la convergence , on applique le théoréme qui assure si f'(y) # 0

I’existence d’un voisinage ¢ sur lequel l’algorithme de newton converge
4.0n a:

(k+1) — h(y(k)) —

Yy

0] Ta® ] T —a ][ 2" —a—ay®
yBH |y —a cos(x®) 1 y*) — 5 — (asin(z®)
o [a® ] 1 1 a 2" — 2o — ay®
T Ly ] 1——a2cos(z®) | acos(z®) 1 y*®) — 95 — asin(x®)
[ a® ] 1 2 — 20 — ayo — a?sin(z®)
L y® |1 — —a2cos(z®) | acos(z®) (2" — 2o — ay®) + y®) — yy — asin(a

pour la convergence on applique le théoréme qui assure DF(Z,7) est
inversible 1’existence d’un voisinage (Z,7) sur lequel l'algorithme de newton
converge .

6.2 Travaux pratiques

TPO1

1-Programmer les algorithmes en Fortran pour les recherches linéaires
d’Armijo, de Goldstein et de Wolfe.

Probléme 1 :

On considére la fonction

flz,y) =2* +y*.
On suppose qu’a l'itération k, on a le point (zx,yx) = (1,1) et la direction

dp = =V [ (k, Yi)
1) Calculez

@k(a) = f(xk + adk)v gO;g(Od), @k(o)’ QO;C(O)
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2) Calculez a*, solution optimale globale du probléme

min{p;(a) : a €]0, +oo[} = ¢y (a”)
3) Calculez le pas d’Armijo qu’on note a4,mijo.avec les données initiales

suivantes :
a=1,08,=09

4) Calculez le pas de Goldstein qu’'on note agogstein ;avec les données
initiales suivantes :

ap=0,8,=10" p=0.1,00 =1

5) Calculez I'intervalle de Goldestein [A1, As] : tel que Va € [A1, Ao
« vérifie goldstein 1 et goldstein 2

6) Calculez le pas de Wolfe qu’on note ayy,fe.avec les données initiales
suivantes :

p=0.1,0=0.3,a0=0,bp =102, g = 1

7) Calculez 'intervalle de Wolfe qu’on note[py, fi5] : tel que

Voo € [y, fig] : a vérifie Wolfel et Wolfe2

8) Calculez le pas de Wolfe forte qu’on note vy fe— forte,avec les données
initiales suivantes :

p=0.01,0 =0.02,a9 = 0,by = 0.4, g = 0.3

TP02

Probléme 2 :

On considére la fonction f(z,y) = 2% + y* :

1) Calculez le pas de Wolfe ayy e avec les données initiales suivantes :
Parameétres de Wolfe :(zg,y0) = (1,1), p = 0.1, 0 = 0.3, ag = 0, by = 10%,
Qp = 10

2) En partant du point initial (zo,yo) = (1,1), calculez

(z1,91) = (20, %) — awors V (70, Yo)

3) Comparez les résultats obtenus avec les résultats obtenus au problemel

TP03

Programmer en fortran 90 de la méthode de la plus forte pente avec la
recherche linéaire d’Armijo . On utilise le choix des parameétres suivants :

e=10"°,mu =0.2,be = 0.5
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6.2.1 Solutions

TPO01

1-Programmes en Fortran pour les recherches linéaires d’Armijo,
de Goldstein et de Wolfe

Programme en Fortran pour la recherche linéaire d’Armijo
Rk kkkokokoRoRoRRss o Rk R kk Rk koo

Programme en fortran 77 d’Armijo
Gk kkkkokokoRoRRRss s Rk Rk Rk kR ok

realx(2),xp(2),g(2),gp(2),£f0,alph,f,p,s,a,b,pf,t,y,phopt
integer i,k,test,n
s5ig=0.3;r0=0.1;b=10000000;alph=10;test=0;k=0
print*,’le dimontion n=’;read*,n

do i=1,n print*,’x0(’,i,’)=’;read*, xp(i) end do

10 if (test==0.and.k.le.10) then call fonc(f0,gp,xp)
do i=1,n x(i)=xp(i)-alph*gp(i) end do

call fonc(f,g,x) ;p=0

do i=1,n p=p+gp(i)*gp(i) end do

s=f0-ro*alphx*p

if (f.gt.s) then b=alph else phopt=alph ;test=1 endif
print*,’alpha(’,k,’)=’, alph ;alph=b/2 ;k=k+1

go to 10

end if

print*,’alpha optimal=’, phopt

end

Rk kkokkokoRoRkoRR R kR Rk R ok
subroutine fonc(f,g,x)
real f,g(2),x(2)

f=(x(1))**2+(x(2))**4 ;g(1)=2%x(1) ;g(2)=4*(x(2))**3
end

C**>l<**>l<*>I<>l<*>l<*>I<************************
C**********>l<>k>|<*************************

Programme en Fortran pour la régle Goldstein
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C*********************************************

Programme en fortran 77 de Goldschtien
C********************************************

real x(2),xp(2),g(2),gp(2),f0,alph,f,p,s,a,b,pf,t,y,phopt
integer i,k,test,n
ro=0.1 ;delt=0.3 ;b=10000000 ;alph=10 ;test=0 ;k=0
print*,’le dimontion n=’;read*,n

do i=1,n print*,’x0(’,i,’)=’;read*, xp(i) end do

10 if (test==0.and.k.le.1000) then call fonc(f0,gp,xp)

do i=1,n x(i)=xp(i)-alph*gp(i) end do

call fonc(f,g,x) ;p=0

do i=1,n p=p+gp(i)*gp(i) end do

s=f0-ro*alph*p ;y=f0-delt*alph*p

if (f.gt.s) then b=alph else if (f.lt.y) then a=alph else
phopt=alph ;test=1 endif

endif

print*,’alpha(’,k,’)=’, alph ;alph=(at+b)/2 ;k=k+1
go to 10

end if

print*,’alpha optimal=’, phopt

end

C*******************************

subroutine fonc(f,g,x)

real f,g(2),x(2)

f=(x (1)) #*+2+(x(2) ) **4 ;g(1)=2*x(1) ;g(2)=4*(x(2))**3
end

C************************************

C************************************

Programme en fortran 77 pour la recherche linéaire de Wolfe
Rkl tokkkkok s tokkkoks ok ok o

Programme en fortran 77 de Wolfe
CRRRRR Rk R Rk KRR KRR KRRk

real x(2),xp(2),g(2),gp(2),f0,alph,f,p,s,a,b,pf,t,y,phopt
integer i,k,test,n
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5ig=0.3 ;ro=0.1 ;b=10000000 ;alph=10 ;test=0 ;k=0 ;print*,’le dimontion n=’
read*,n
do i=1,n print*,’x0(’,i,’)=’; read*, xp(i) end do
10 if (test==0.and.k.le.10) then call fonc(f0,gp,xp)
do i=1,n x(i)=xp(i)-alph*gp(i) end do
call fonc(f,g,x) ;p=0
do i=1,n p=p+gp(i)*gp(i) end do
s=f0-ro*alph*p
if (f.gt.s) then b=alph else pf=0
do i=1,n pf=pf+g(i)*gp(i) end do
t=-pf ;y=sig*x(-p)
if (t.1t.y) then a=alph else phopt=alph ;test=1 endif
endif
print*,’alpha(’,k,’)=’, alph ;alph=(a+b)/2 ;k=k+1
go to 10
end if
print*,’alpha optimal=’, phopt ;x=xp
end

C***********************

subroutine fonc(f,g,x)

real f,g(2),x(2)

f=(x(1))**%2+(x(2) ) **4 ;g(1)=2%x(1) ;g(2)=4*(x(2))**3
end

SRk sk skosk sk sk sk skokosk sk okok skokskoskokskosk skoksko sk
>kook ok ok ok sk ok ok ok ok sk sk ok ok oskskokokookook sk skok kokok ok

C
C
Probléme 1

1)Calcul de @, (c), o (), ©,.(0), 0, (0). On a :
er(a) = f [(@k, yi) + ody]

flz,y) = 2*+y*

Vi(zy) = (2z,4°)

dy, = =V f(xr,yr)
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(zr,ye) = (1,1)
di, = (331@73/1@)
= (-2,-4)
(@, yp) +ady = (1,1) + (=2, —4)
= (1-2a,1—4a)
or(@) = f [(wo,y0) + ad]
= f(1-2a,1—40)
= (1-20)"+ (1 - 40)*
o () = 2560 — 2560 + 1000 — 20a + 2
%01@(0) =2

@, (o) = 10240° — 76802 + 200c — 20

or(@) = V f [(ze,ye) + adi)"dy

’

ee(@) =V f (@ ye)]" - d
= =20
< 0

2)Calcule de o, solution optimale globale du probléme

min{gy (@) : a €]0, +-00[} = ¢y ()

puisque a* € ]0, 00|, donc a*est une solution optimale locale. Elle vérifie
nécessairement o, (a*) = 0.Calculons donc les points stationnaires de ;. ().

op(a) = 0 & 10240° — 76802 + 2000 — 20 = 0
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I’équation précédent admet une seul solution réelle :a = 0.35439

o, (@) = 30720 — 15360 4 200

©,.(0.35439) = 41.476 419 8912 > 0.Donc a = 0.35439 est une solution
minimale locale stricte. D’autre part, une étude du signe de la dérivée monte
que :
a € ]| —00,0.35439[ : ¢, () est strictement décroissante
a € ]0.35439, +o0[ : ¢, (a) est strictement croissante.
et

lim ¢, (o) = lim (256a*) = +oo

a——00 a——00

lim ¢, (o) = lim (256a*) = 400

a——00 a——00

©1(0.35439) = 0.115. On obtient le tableau de variation suivant :

T —oo  0.35439 +o0
— 0 +
eple) N\, 0115

D’apres ce tableau de variation ,on peut conclure :

S
=l
=2

a € | —00,0.35439[=> o < 0.35439 = ¢, (a) > ¢, (0.35439)

a € ]0.35439, oo = a > 0.35439 = p,.(a) > ¢,(0.35439)

Par conséquent Vo €0, +oo[, v # 0.35439 : ¢, () > ¢,,(0.35439)
Donc a = 0.35439 est la solution optimale globale. a* » 0.35439

oL @) 2 ,(0.35439) = 0.11521
3)Calcul du pas d’Armijo @ 4,mijo,avec les données initiales :
a=1,8,=09
D’aprés la question 1,0n a :

o(a) = 2560 — 2560° + 1000 — 20a + 2
fla,y) = 2? +y*
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(@, yx) = (1,1)

flxwny) = f(1,1)

Vf(z,y) = (2z,4y°)

Vi @r,ye) 7= (22, 4y;) |
= 4z} + 16y,
20

Notons :

O(a) = f(or y) + By V(@ ye) du
= flze,ye) — by | Vf(ze, ue) 1P

Op(a) =2 — 18«

On démarre du point & = 1
Avec ces données, on a :

pr(@) = (1) = 82.0

0,(&) = (1) = —16.0

On a
(&) > 0;(&).Alors on divise & pas 2 ,on prend é&; = 0.5
on obtient alors :

pr(d1) = ¢,(0.5) =1.0

0u(c) = 0,(0.5) = —7.0

i (é1) > 0(Ay) alors on divise &; pas 2,
on prend as = 0.25

0 (&) = ,.(0.25) = 0.25
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0u(G) = 0,(0.5) = —2.5

1 (Gg) > 01(cre) alors on divise éo pas 2,
on prend &3 =0.25/2 =0.125

o (é3) = ,(0.125) = 0.625

0u(G3) = 0,(0.125) = —0.25

©i(é1) > O(ay) alors on divise &3 pas 2,
on prend &4 = 0.125/2 = 0.0625

©r(Gg) = ¢,,(0.0625) = 1.08203125

O, (ca) = 0,(0.0625) = 0.875
i (Gg) > 01(Ay) alors on divise &y pas 2,

on prend &5 = 0.0625/2 = 0.01325

0 (G5) = 0,(0.01325) = 1.465087890625

0(és) = 0,,(0.01325) = 1.4375

©i(é5) > Oy(as) alors on divise &5 pas 2 ,
on prend &g = 0.01325/2 = 0.015625

o1 (G6) = ©,,(0.015625) = 1.7109527587890625

01 (c) = 0,,(0.015625) = 1.71875

() < Or(Ge) alors on arréte
et on prend &g = 0.015625/2 comme pas d’Armijo.
Conclusion & g,pm;jo = 0.015625
4)Calcule du pas agogstein, avec les données initiales suivantes :
ag — O,bo = 10100,p = 0.1,040 =1
On a déja calculé dans la question 3, la fonction ¢, ()
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op(@) = f [(w0,%0) + ado]
= f [(zo,y0) +aV [ (0, 0)]

or(a) = 256a* — 2560° + 1000 — 20ar + 2

@, (o) = 10240° — 76802 + 2000 — 20

1 (0) = +2,9;,(0) = —20
Notons par g(«) et h(«) les 2 fonctions affines intervenant dans I’Al-
gorithme de Goldstein

g(a) = 94 (0) + app;(0) = 2 — 20

h(a) = 94(0) + a(1 = p)p(0) =2 — 18a

ETAPE 1 :

On démarre avec ay = 1,
or(ao) = ¢, (1) = 82
9(n) = g(1) = 0.0
o) > 0, (0) + appp, (0) = glay) =  ne vérifié pas Goldsteinl

Poser a1 = ag = 0,b; = ag =1 et allez & ETAPE 4
ETAPE 4 :

Calculer

ap = 93 = 0.5, Poser k=1 et allez 4 ETAPE 2

ETAPE 2 :

o) = ¢,(0.5) = 1.0

1(0) + apgi(0) = g(on) = 9(0.5) = 1.0

o) = ©,.(0) + a1pp,(0) = a; = 0.5  vérifiée Goldsteinl.Allez &
ETAPE 3

ETAPE 3 :

er(an) = ¢,(0.5) = 1-,0
©r(0) + a1 (1= p) ¢,(0) = h(ar) = (0.5) = =7.0
(1) > ¢, (0) + a1(1—p) ¥, (0)
Donc o = 0.5vérifié Goldstein2
stop a* =a; = 0.5
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Conclusion agggstein = 0.5
5)Calcul de l'intervalle de Goldstein [A;.\s] tel que :
Va € [A1, \o] @ « vérifie goldstein 1 et goldstein 2
Ao est 'abscisse du point d’intersection de la droite h(«a) = 2 — 18 avec
le graphe de

o) = 256a* — 2560° + 1000 — 20 + 2.

Donc A, est solution de I’équation h(a) = ¢, («),ce qui donne 'équation :
2 — 18a = 2560 — 2560° + 100a” — 20a + 2

ou encore

2560* — 25602 4+ 100a® — 200 +2 =0

La seul solution dand R est Ay = 2.111
A1 est Pabscisse du point d’intersection de la droite g(a) = 2 — 2a avec
le graphe de

o) = 2560t — 2560° + 100a* — 20 + 2.

Donc A; est solution de I’équation g(a) = ¢, (), ce qui donne ’équation :

2 — 20 = 2560 — 256a° + 1000 — 20cr + 2

ou encore

2560 — 2560° + 1000 — 20 + 2 = 0.

La seul solution dans R* est A; = 0.5
Donc [A1, A2 =[0.5 , 2.111]
6)Calcul du pas oy e avec les données initiales suivantes :
P = 01, g = 03, apg = O, bg = 1099,060 =1
ETAPE]1 : Initialisation
On a déja calculé dans la question 3, la fonction ¢ ()
o) = [(370, Yo) + adO] = [ [(@o,50) + aV f (0, %0)]
(@) = 2560 — 2560° 4+ 100a* — 20ar + 2
() = 1024a — 768a% + 200 — 20
(0) =

L 6.6

k
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1 (0) = —20
Notons par k(«) et g(a) les fonction intervenant dans I’Algorithme
de Wolfe
k(a) = ¢n(a) + payg,(a) = 2 — 2a (fonction affine intervenant dans la
condition Wolfel)
q(a) = o, (o) = 0.3%(—20) = —6.0 (fonction constante intervenant dans
la condition Wolfe2)
ETAPE2 : Test Wolfel pour oy =1 :
Pr(an) = ¢ (1) = 82.0
¢i(0) + pag(0) = k(ag) = k(1) = 0.0
o) > 0, (0) + pay, (0) =(Wolfel) n’est pas vérifice ay
Onpose:a; =a9=0, by =ap=1
[(11, bl] = [0, 1]
Aller a Etape 4

ETAPEA4 :Calcul de oy :
ap =t = O — 05
k=0+1=1 Aller a Etape2(bis)
ETAPE 2 (bis) tester Wolfel pour o; = 0.5
er(an) = ¢,(0.5) = 1.0
©1.(0.5) + pap, (0.5) = k(1) = k(0.5) = 1.0
or(a1) > ©,(0.5) + pay, (0.5) =(Wolfel) est vérifice pour : a; = 0.5
Aller a Etape 3
ETAPES3 : Tester Wolfe2 pour a; = 0.5
Pour tester Wolfe2, on a besoin des expressions de () et de
a(0) = & 9},(0).
On a:
o, (a) = 1024a — 76802 + 200c — 20
pr(a1) = ¢, (0.5) =16
o ¢, (0) = —6.0
o (1) > 0 ¢, (0) => (Wolfe2) n’est pas vérifie pour : a; = 0.5
L’Algorithme s’arréte
Conclusion ayye e = 0.5
7) Calcul de l'intervalle de Wolfe [py, u5] tel que :
Vo € g, pio] © o vérifie Wolfel et Wolfe2
Considérons la tangente au graphe de coefficient directeur O'QO;C (0)

00,(0) = 0.3 % (—20) = —6.0
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On va chercher quel y; > 0 qui vérifie o, (1,) = —6
Résolvons donc 1’équation : ¢ (o) = —6, c’est & dire :
1024a” — 76802 + 2000 — 20 = —6

Cette équation admet une seule solution réelle o = 0.108 98.
Donc p; = 0.10898
Ona:

Sp;c(lh) =—6

0. (1) = ©,(0.10898) = 0.71282904899812151296

y — 0.7127090652 = —6(x — 0.10898)
I'équation de la tangente au graphe de ¢, (a) de coefficient directeur

o, (0) et qui passe par le point (1, ¢, (1)) est

{lvy) = y—oply) = 90;9(#1)(0‘ — )}
= {(a,y):y—0.71282 = —6(« — 0.10898) }

(o, y) : y = —6a + 1.3667

Conclusion p; = 0.10898,1’équation de la tangente au point p est :
y = —6a 4 1.3667
Calcul de p,
Considérons la droite d’équation :

y = 0.(0) + pag,(0) = 24+ a(0.1 % (—=20)) =2 — 2a

f5 est 'abscisse du point d’intersection de ¢, («) et de la droite y = 2— 2«
,c’est & dire solution de 1’équation

¢r(a) =2 — 20 <= 256a* — 2560 + 1000 — 200 + 2 = 2 — 2
Cette équation admet une seule solution réelle a = 0.5 dans l'inter-

valle ]0, +o0[
Conclusion p, = 0.5

144



6.2. TRAVAUX PRATIQUES

Conclusion générale : L’intervalle dans lequel se trouve vérifiant
(Wolfel) et (Wolfe2) est : [uy, pis] = [0.1,0.5]
Remarque : La solution optimale o* = 0.354 se trouve dans l'intervalle
(111, 1) = [0.1,0.5]
8)Calcul du Pas Qwolfe—forte; avec les données initiales suivantes :
p=0.01,0=0.02, a0 =0, bg = 0.4, ag = 0.3
Remarquons que 0 < p < o < 1 : Donc les conditions de Wolfe sont
bien vérifiées.
Calcul du pas awoife— forte, avec les données initiales suivantes :
p=0.01, 0 =0.02, ap =0, by = 0.4, ap = 0.3
ETAPEL : Initialisation
On a déja calculé dans le problemel, la fonction ¢, (a)

o, (@) = f[(iﬂo, Yo) + ado] = f[(ffo,yo) + a7 f(zo,y0)]

(
o () = 256" — 25603 + 100a? — 20 + 2
o, (@) = 10240% — 7680 + 200a — 20
0 (0) = +2,
2 (0) = 20
o, (0) = (0.01)  (—20) = —0.2
o), (0) = (0.02) x (—20) = —0.4

Notons par g(«) et h(a) et k(a) les 3 fonctions intervenant dans
I’Algorithme de Wolfe-forte
g(a) = ¢,(0) + apy)(0) = 2 — 0.2« (fonction a¢ ne intervenant dans la
condition Wolfe-fortel)
g(a) =2 —0.2c
h(a) = 09} (0) = —0.4 (fonction constante intervenant dans la condition
Wolfe2)
k(a) = —o¢)(0) =04
ETAPE2 : Tester Wolfe-fortel pour o= 0.3
ok () = ¢,(0.3) = 0.1616
g(ap) = ¢(0.3) = 1.94
0 (o) < ©(0)+paop)(0) =) (Wol fe— fortel) est vérifiee pour ag = 0.3
Aller & ETAPE3
ETAPES3 : Tester Wolfe-forte(2) pour oy = 0.3
Pour tester Wolfe-forte2, on a besoin des expressions de ¢}, («) et de
h(a) = o¢). (0) et de k(o) = —¢} (0). On a :
o (@) = 10240 — 76802 + 200 — 20
d(e) = 10240® — 76802 + 200 — 20
d(0.3) = —1.472

145



CHAPITRE 6. TRAVAUX DIRIGES ET TRAVAUX PRATIQUES

7l (o) = ¢, (0.3) = —1.472
o) (0)=—-04
—4),(0) = 0.4
Wolfe-forte(2) n’est pas vérifiée pour g = 0.3 car on a :
01 (0.3) = —1.472 < ol (0) = —0.4
L’Algorithme continue. Posez a; = ag = 0.3, by = by = 0.4 et aller &
ETAPE4
ETAPE4(calcul de «;)
Calculer oy = % = 042& =0.35
Allez & ETAPE2(bis)
ETAPE2(bis) :Tester Wolfe-fortelpour a; = 0.35
©r (a1) = ¢,(0.35) = 0.1156
g(ai) = ¢(0.35) = 1.93
o (a1) < @, (0) + parg), (0) = (Wolfe — fortel) est vérifiée pour oy
Aller & ETAPE3 (bis)
ETAPE3(bis) : Tester Wolfe-forte(2) pour oy = 0.3
On a:
¢y, (aq) = ¢.(0.35) = —0.176
op, (0) =—-0.4
-0y} (0) =0.4
Wolfe-forte(2) est vérifice pour a; = 0.3; car on a
0 (0) = —0.4 < ¢,.(0.35) = —0.176 < —oy) (0) = 0.4
L’Algorithme s’arréte et awoife—forte = 1 = 0.3

TPO02
Probléme2
Il est important de remarquer que dans le probléme2, ag = 10
1) Calcul du pas Wolfe avec o = 10
ETAPE1 Initialisation
On prend ag = 10, ag = 0, by = 10, 0 = 0.3, p = 0.1, 0 = 0.3,
k=0.
Calcul de ¢ (a), ¢ (a), ¢ (0), ¢’ (0)
¢ (a) = fl(z0,y0) + ady]
flzy) = 2" + ¢
Vi(zy) = (22;4y°)
do = — 7 f(z0,%0) =
(o, y0) = (1,1)
do = — 7 f(20,%0) = (—2,—4)

(_21:0’ _4y3)
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(o, yo) + adp = (1,1) + (=2, —4) = (—2a + 1, -4 + 1)

¢ (a) = fl(zo,y0) + ado] = f(—20r+ 1, ~da + 1) = (1 - 2a)* + (1 — 4a)*
¢ () = 256a* — 2560° + 10002 — 20cr + 2

v (0) =2

o (a) = ¢ (10) = 2313802

¢ (o) = Y(a) = 102403 — 76802 + 200 — 20

¢’ (a) = 7 fl(x0,90) + ado]".dy

o (0) = —20

o (@) = 0 <= 1024a® — 76807 + 2000 — 20 = 0 <= [a = 0.35439]

¢ (a*) =ming (a) : a € [0,4+00[ = ¢(0.35439) = 0.11521

Calcul de [A\1, \2] : intervalle dans lequel se trouve @ vérifiant (Wolfel)
et (Wolfe2)
Considérons la tangente au graphe de coefficient directeur o’ (0)
o' (0) = 0.3 % (—20) = —6.0
On va chercher quel \; > 0 qui vérifie : ¢’ (A1) = —6
Reésolvons donc I'équation : ¢’ (o) = —6; c’est a dire :
102403 — 768a% + 200c — 20 = —6
102403 — 768a% 4 200c — 20 = —6, Solution is : [ = 0.10898]
©(0.10898) = 0.7128290490
y — 0.7127090652 = —6(z — 0.10898)
I’équation de la tangente est y = —6x + 1.366589
A1 = 0.10898
Calcul de )\,
Considérons la droite d’équation
y=p(0) + pay'(0) =2+ (0.1 (—20)) =2 — 2«
Ao est 'abscisse du point d’intersection de p(«) et de la droite
y = 2 — 2a,c’est & dire solution de I’équation
(o) =2 — 2a <= 2560 — 25603 + 100a* — 20a + 2 = 2 — 2«
256a* — 25602 + 100a? — 20 + 2 = 2 — 2« , Solution est : [a = 0.5]
A2 =0.5
Conclusion générale :  L’intervalle dans lequel se trouve @ vérifiant
(Wolfel) et (Wolfe2) est :[A1, Ao] = [0.1,0.5]
Remarque : La solution optimale a* = 0.354 se trouve dans l'intervalle
[A1, Ao] =[0.1,0.5]
ETAPE2 : Tester Wolfel pour oy = 10
() = p(10) = 2313802
©(0) 4+ pane’(0) = ¢(0) + (0.1) * (10) * (—20) = —18.0
w(ag) > ¢(0) + papy’(0) = (Wolfel) n’est pas vérifiee = ag > Ay
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On pose a; = ag =0, by = ag = 10
[(11, bl] = [O, ]_0]
Aller & ETAPE 4
ETAPE 4 : Calcul de oy
o, = 93 = 050
k=0+1=1: Aller 4 ETAPE 2(bis)
ETAPE2 (bis) tester Wolfe(1) pour oy =5
p(a1) = p(b) = 130402
2(0) + parg'(0) = 9(0) + (0.1) * (5) * (=20) = =8.0
o(aq) > ¢(0) + par¢’(0) = (Wolfel) n’est pas vérifiee = ag > Ay
Onposeas =a; =0,bp=a; =5
[(lg, bg] = [O, 5]
Aller & ETAPE 4(bis)
ETAPE 4(bis) : Calcul de ay
ap =2t =05 =95
k=1+1=2. Aller a ETAPE 2(tris)
ETAPE2 (tris) tester Wolfe(1) pour ay = 2.5
o(ag) = p(2.5) = 6577.0
©(0) + pasy’(0) = ¢(0) + (0.1) % (2.5) * (—20) = —3.0
o(ag) > ¢(0) + pasy’(0) = (Wolfel) n’est pas vérifite = ay > Ay
On pose azg = as =0, b3 = s = 2.5
[a3, bg] = [0, 25]
Aller & ETAPE 4(tris)
ETAPE 4(tris) : Calcul de a;
g = %afbs — 0425 — 1 95
k =2+ 1= 3. Aller a Etape 2(quatro)
ETAPE2 (quatro) tester Wolfe(1) pour a3 = 1.25
o(as) = ¢(1.25) = 258.25
©(0) + pase’(0) = p(0) + (0.1) * (1.25) * (—20) = —0.5
o(az) > ¢(0) + pasy’'(0) = (Wolfel) n’est pas vérifiee = a3 > Ay
On pose ay = a3 =0, by = a3 =1.25
[CL4, b4] = [O, 125]
Aller & ETAPE 4(quatro)
ETAPE 4(quatro) : Calcul de oy
y = wth = OEL2 — 625
k =3+ 1=4. Aller 4 ETAPE 2(cinquo)
ETAPE2 (cinquo) tester Wolfe(1) pour a4 = 0.625
o(ay) = ¢(0.625) = 5.125
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©(0) + pag’(0) = p(0) + (0.1) * (0.625) * (—20) = 0.75
o(ay) > ¢(0) 4+ pagy’(0) = (Wolfel) n’est pas vérifice = oy > Ay
On pose a5 = a4 = 0, by = ay = 0.625
[as, bs] = [0, 0.625].
Aller & ETAPE 4(cinquo)
ETAPE 4(cinquo) : Calcul de a5
o5 = ootbs — 020625 _ () 3195
k=4 + 1=5. Aller a ETAPE 2(sixo)
ETAPE2 (sixo) tester Wolfe(1) pour a; = 0.3125
o(as) = ¢(0.3125) = 0.14453
©(0) + pase’(0) = p(0) + (0.1) * (0.3125) * (—20) = 1.375
' (a5) < 9(0) + pase’(0) = (Wolfel) n’est pas vérifiée pour
as = 0.3125 = a5 < )\2
Aller & ETAPE3
ETAPES3 : Tester Wolfe(2) pour a5 = 0.3125
¢'(a5) = ¢'(0.3125) = —1.25
g¢'(0) = 0.3 % (—20) = —6.0
¢ (as) > 0p(0) = (Wolfel) n’est pas vérifiée pour a; = 0.3125
Conclusion @ = a5 = 0.3125 et
(x1,y1) = (2o, yo) + ady = (1,1) 4+ (0.3125) % (—2,—4) = (0.375, —0.25)
f(o,90) = f(1,1) =2
Fzr, ) = £(0.375,—0.25) = 0.14453
f(@1,91) < f(zo,90)
I1 y’a décroissance de la fonction en passant du point (g, yo) au point

(w1,91) :

Trouvons ’équation de la droite de coefficient directeur op(0) = —6.0

et tangente au graphe au point A\; = 0.10898. L’équation de cette droite sera
de la forme :

y=—6a+b
La droite passe par le point (A1, ¢ (A1)) = (0.10898,0.71283).
Donc 0.71283 = —6 * (0.10898) + b
Donc b = 0.71283 + 6 x 0.10898 = 1.3667
Finalement y = —6a + 1.3667

TP03

Programme en fortran 90 de la méthode de la plus forte pente

avec la recherche linéaire d’Armijo :

On utilise le choix des paramétres suivants :
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e=10"°mu = 0.2,be = 0.5
Programme en fortran 90

program steepest

implicit none

integer, parameter :: n = 1000

double precision yc(n), pk(n)

double precision eps, s, be, f1, fO, mu, f2
integer k,1,m,i

k=0m=0

print*,’enter the initial point’

do i=1,n

yc(i) = 1.

enddo

print*,’enter eps’

read*,eps

be = 0.5;mu = 0.2

do

if (sqrt (dot_product(df (yc), df (yc))) <= eps.or.k >= 500) exit
pk = —df (yc)

f0= f(ye)

Irecherche d’Armijo

l=1;s=1

f1 = flye+ s*pk)

if (f1 <= f0+ mu*s*dot_product(df (yc), pk)) then
s = s/be

do

f2 = f(yc+ s*pk)

if (f2 > f0+ mu*s*dot _product(df (yc), pk)) exit
s =s/be

fl=f2l=101+1

enddo

s = s*be

yc = yc + s*pk

k=k+1

print*, s

else

s = s*be

do
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f1= f(yc+ s*pk)

if (f1 <= f0+ mu*s*dot_product(df (yc), pk)) then
yc = yc + s*pk

E=k+1

print*, s

exit

endif

5 = s*be

l=1+1

enddo

endif

m=m+1([+1

fo=f1

enddo

print* LA SOLUTION EST’
print’(2e10.2)’, yc

print*,’LA VALEUR DE LA FONCTION EST’
print’(€10.2)’, f (yc)

print*, LA NORME DU GRADIENT EST’
print ’(e10.2)’,sqrt(dot _product(df (yc), df (yc)))
print*’LE NOMBRE D IERATIONS EST’
print’(i10)’,k

contains

function f(u)

double precision f,u(n)

integer 71

f=0

doil=1,n

F=f+il*u(il)™2

enddo

f=71"2

endfunction

function df (u)

double precision df (n), u(n), sm

integeril

sm =10

doil=1,n

sm = sm + i1*u(i1)*2
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enddo

doil=1,n

df (i1) = 4*il*u(il)*sm
enddo

endfunction

end
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