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Introduction

Les problèmes d’optimisation différentiable se posent lorsque l’on cherche
a déterminer la valeur optimale d’un nombre fini de paramètres. L’optima-
lité signifie ici la minimalité d’un critère donné. La différentiabilité supposée
des fonctions qui définissent le problème écarte d’emblée de notre propos
l’optimisation combinatoire (les paramètres à optimiser ne prennent que des
valeurs entières ou discrètes) et l’optimisation non lisse (les fonctions ont des
irrégularités).
L’optimisation est un sujet très ancien. Taylor [1685-1731], Newton [1643-

1727], Lagrange [1736-1813] et Cauchy [1789-1857] ont élaboré les bases des
développements limités. L’optimisation a connu un nouvel essort depuis l’ap-
parition des ordinateurs et s’applique desormais dans de très nombreux do-
maines : économie, gestion, planification, logistique, automatique, robotique,
conception optimale, science de l’ingénieur, traitement du signale, etc.
Les méthodes numériques de l’optimisation ont principalement été déve-

loppées après la seconde guerre mondiale, en parallèle avec l’amélioration
des ordinateurs, et n’ont cessé depuis de s’enrichir. En optimisation non
linéaire, on peut ainsi distinguer plusieurs vagues : méthodes de pénalisa-
tion, méthode du lagrangien augmenté (1958), méthodes de quasi-Newton
(1959), méthodes newtoniennes ou SQP (1976), algorithmes de points inté-
rieurs (1984). Une vague n’efface pas la précédente mais permet d’apporter
de meilleures réponses à certaines classes de problèmes, comme ce fut le cas
pour les méthodes de points intérieurs en optimisation semi-définie positive
(SDP). Une attention particulière sera portée aux algorithmes pouvant traiter
les problèmes de grande taille, ceux qui se présentent dans les applications.

iii
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Chapitre 1

Ensembles Convexes et
Théorèmes de Séparation:

1.1 Ensembles Convexes :

1.1.1 Définitions :

Définition 1.1.1 Soit S un sous ensemble de Rn. S est dit convexe si et
seulement si

∀x1, x2 ∈ S,∀λ ∈ [0, 1], λx1 + (1− λ)x2 ∈ S.

Soit

x1, x2, ..........., xn ∈ Rnet λj telleque λj > 0 et
k∑
j=1

λj = 1

Tout expression de la forme suivante :
k∑
j=1

λjxj s’appelle combi-
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CHAPITRE 1. ENSEMBLES CONVEXES ET THÉORÈMES DE
SÉPARATION:

naison convexe des points xj ou barycentre.

Figure 1.1

Figure1.1 —En haut : quelques exemples des ensembles convexes en 2
dimensions. En bas : quelques exemples des ensembles non convexes (notez
qu’il existe des segments dont les extrémités appartiennent à l’ensemble, qui
ne sont pas entièrement contenus dans les ensembles).

Définition 1.1.2 Soit S ⊂ Rn . On appelle envelloppe convexe de S et on
le note H(S) l’ensemble de toutes les combinisons convexe de S , en d’autre
termes :

x ∈ H(S)⇐⇒ ∃x1, x2, ..........., xk ∈ S et λ1, λ2, ..........., λk ∈ R+

telque
k∑
j=1

λj = 1 et x =

k∑
j=1

λjxj
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1.2. EXEMPLES D’ENVELOPPES CONVEXES :

1.2 Exemples D’enveloppes Convexes :

Figure 1.2

Figure1.2 —Exemples d’enveloppes convexes. A gauche : enveloppe convexe
d’un ensemble discret. A droite : enveloppe convexe d’un ensemble continu.

Proposition 1.2.1 : Soit S ⊂ Rn quelconque alors H(S) est un Convexe
, C’est aussi le plus petit Convexe qui Contient S.

Preuve. Soient x ∈ H(S) et y ∈ H(S) alors il existe (λ1, λ2, ..........., λp),
(µ1, µ2, ..........., µl), x1, x2, ..........., xp ∈ S , y1, y2, ..........., yl ∈ S

telles que λj ≥ 0, µj ≥ 0,

p∑
j=1

λj = 1 ,
l∑

j=1

µj = 1

et x = λ1x1 + ...+ λpxp , y = µ1y1 + ...+ µlyl
Soit β ∈ [0, 1]

βx+ (1− β)y = βλ1x1 + ...+ βλpxp + (1− β)µ1y1 + ...+ (1− β)µlyl

avec

β(λ1, λ2, ..........., λp) + (1− β)(µ1, µ2, ..........., µl) = β + (1− β) = 1

donc βx+ (1− β)y est un barycentre des points
x1, x2, ..........., xp, y1, y2, ..........., yl appartenant à S. βx+ (1− β)y appar-

tient donc à H(S) et par suite H(S) est convexe.
Notons par ρ le plus petit convexe qui contient l’ensemble S .on doit

démontrer que H(S)=ρ.

3



CHAPITRE 1. ENSEMBLES CONVEXES ET THÉORÈMES DE
SÉPARATION:

1. ρ ⊂ H(S) car ρ est le plus petit convexe qui contient S et H(S) est un
convexe contenant S aussi (si x ∈ S, x = 1.x ∈ H(S) ,donc S ⊂ H(S)).
2. H(S) ⊂ ρ .en effet on a S ⊂ ρ =⇒ H(S) ⊂ H(ρ) et H(ρ)=ρ car ρ est

convexe.

Proposition 1.2.2 Soit S ⊂ Rn .L’intersection de tout les Convexe conte-
nant S est le plus petit convexe qui contient S.

Preuve. Notons par β une telle intersection ; β =
⋂
i∈I
Si , Si convexe

contenant S. On a.
a) β est un ensemble convexe .
b) S ⊂ β
c) Soit S∗ un convexe quelconque qui contient S. alors ∃i0 ∈ I tel que

S∗ = Si0 .donc β ⊂ Si0 .

Proposition 1.2.3 Soit S ⊂ Rn un convexe non vide et x1 ⊂ S̄ et
x2 ⊂ int(S) et λ ∈ ]0, 1[, alors :

λx1 + (1− λ)x2 ∈ int(S)

Preuve. x2 ∈ int(S) =⇒ ∃ε > 0 tel que B0(x2, ε) ⊂ S, ou en d’autres
termes {Z : ‖z − x2‖ < ε} ⊂ S.

Considérons y = λx1 + (1− λ)x2 ( =⇒ x2 =
y − λx1

1− λ )

Montrons qu”il existe ε1 > 0 telle que B0(y, ε1) ⊂ S. En effet choisissons
ε1 = (1− λ)ε et prouvons que :z : ‖z − y‖ < (1− λ)ε︸ ︷︷ ︸

ε1

 ⊂ S

en effet considérons z tel que ‖z − y‖ < (1− λ)ε.

x1 ∈ S̄ =⇒
{
x : ‖x− x1‖ <

(1− λ)ε− ‖z − y‖
λ

}
∩ S 6= Φ.

plus particulièrement , il existe z1 ∈ S telque

‖z1 − x1‖ <
(1− λ)ε− ‖z − y‖

λ

4



1.2. EXEMPLES D’ENVELOPPES CONVEXES :

Soit z2 telque :

z2 =
z − λz1

1− λ =⇒ z = λz1 + (1− λ)z2

Démontrons que

z2 ∈ B0(x2, ε)

en encore : ‖z2 − x2‖ < ε. En effet

‖z2 − x2‖ =

∥∥∥∥z − λz1

1− λ − x2

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥z − λz1 − (y − λx1)

1− λ

∥∥∥∥
≤ 1

1− λ(‖z − y‖+ λ ‖x1 − z1‖)

<
1

1− λ(‖z − y‖+
(1− λ)ε− ‖z − y‖

λ
)

< ε.

étant donné que ε à été choisi de sorte que B0(x2, ε) ⊂ S.et puisque z1 ∈ S
et z2 ∈ S .

S est convexe alors :

λz1 + (1− λ)z2 = z ∈ S

Donc

∃ε1 > 0 : B0(y, ε1) ⊂ S

Ce qui veut dire exactement que y ∈ int(S).

Figure 1.3 : un ségment joignant un point interieur avec un point frontière
de S

Corollaire 1.2.1 Soit S ⊂ Rn telque S est Convexe et int(S) 6= Φ alors
int(S) est convexe .

5



CHAPITRE 1. ENSEMBLES CONVEXES ET THÉORÈMES DE
SÉPARATION:

Preuve. Soit x1 ∈ int(S) alors x1 ∈ S̄ . Considérons un autre point
x2 ∈ int(S). d’après la Proposition 1.2.3.

λx1 + (1− λ)x2 ∈ int(S).

Ce que implique que int(S) est convexe .

Corollaire 1.2.2 Soit S ⊂ Rn,S convexe int(S) 6= Φ,alors S̄ . est convexe.

Preuve. Soient x1,x2 ∈ S̄ et z ∈ int(S), d’après la proposition 1.2.3 ,

λx2 + (1− λ)z ∈ int(S).

Appliquons encore une la Proposition 1.2.3
au point x1 ∈ S̄ et au point λx2 + (1 − λ)z ∈ int(S), on aura pour

µ ∈]0, 1[

µx1 + (1− µ)[λx2 + (1− λ)z] ∈ int(S) ⊂ S

par passage à la limite quand λ→ 1

µx1 + (1− µ)x2 ∈ S̄

Ceci implique que S̄ est convexe.

Définition 1.2.1 L’enveloppe convexe d’un nombre fini de points x1, x2, ..........., xk+1

dans Rn s’appelle polytope .Si x1, x2, ...........xk, xk+1 sont tels que :
x2−x1, x3−x1, ..........., xk−x1, xk+1−x1 sont linéairement indépendants

alorsH(x1, x2, ...........xk, xk+1) s’apelle simplexe avec les points x1, x2, ..........., xk+1.

Remarque 1.2.1 Dans Rn il n’existe pas de simplexe avec plus de (n+ 1)
points.
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1.2. EXEMPLES D’ENVELOPPES CONVEXES :

Figure 1.4 : Polytope et simplexe
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Chapitre 2

Fonctions convexes

2.1 Définitions et Propriétés générales

Soient f : S → R,où S est convexe non vide de Rn .f est
dit convexe dans S ssi ∀ x1, x2 ∈ S et ∀ λ ∈ [0, 1]

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2).

f est dit strictement convexe dans S ssi ∀ x1, x2 ∈ S
et ∀ λ ∈ [0, 1]

f(λx1 + (1− λ)x2) < λf(x1) + (1− λ)f(x2) ∀ x1 6= x2

f est dit concave dans S (strictement concave dans S) ssi (−f)
est convexe(strictement convexe dans S)

8



2.1. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES

Figure 2.1 : Fonctin convexe

Figure2.2 : Fonction concave

9



CHAPITRE 2. FONCTIONS CONVEXES

Figure 2.3 :Fonction ni convexe ni concave

Proposition 2.1.1 Soit S ⊂ Rn convexe non vide , f : Rn → R convexe et
α ∈ R ,alors l’ensemble Sα = {x ∈ S : f(x) ≤ α} est convexe.
Preuve. Soient x1, x2 ∈ Sα ⇐⇒ f(x1) ≤ α et f(x2) ≤ α. Démontrons que
pour λ ∈ [0, 1].

λx1 + (1− λ)x2 ∈ Sα.
en effet

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2).

≤ αλ+ (1− λ)α = α.

Théorème 2.1.1 (Continuité des foctions convexe) Soient S ⊂ Rn convexe
non vide et f : Rn → R convexe .alors f est continue dans int(s).

10



2.2. SOUS GRADIENT ET SOUS DIFFÉRENTIEL

Définition 2.1.1 Soient S ⊂ Rn Convexe non vide et f : Rn → R ,x̂ ∈ S
et d ∈ Rn non null tel que : x̂+ λd ∈ S pour λ > 0 assez petit. la dérivée
directionelle de f au point x̂ dans la direction d, qu’on note /́f(x̂, d) est donné
par la Limite Suivante si elle existe

lim
λ→0+

f(x̂+ λd)− f(x̂)

λ

Théorème 2.1.2 Soit S ⊂ Rn convexe non vide et f : Rn → R ,x̂ ∈ S et
d ∈ Rn non null alors f ′(x̂, d) existe.

Remarque 2.1.1 Le Théorème 2.1.2 est un cas particulier de ce résultat :
S ⊂ Rn convexe non vide et f : S → R convexe et x̂ ∈ int(S). alors

/́f(x̂, d) existe.

2.2 Sous Gradient et sous différentiel

Beaucoup de problèmes concrets aboutissent après modélisation à des
problèmes d’optimisation ou la fonction objectif ou les contraintes ne sont pas
nécessairement différentiables. les notions de sous gradient et sous différentiel
permettent non seulement d’aborder ces problèmes non différntiables mais
aussi d’avoir des résultats qui ressemblent dans un certain sens aux résultats
de l’optimisation différentiable.

Définition 2.2.1 Soit S ⊂ Rn non vide et f : S → R, l’épigraphe de f
qu’on note par epi(f) est un sous ensemble de Rn+1 défini par

{(x, y) ∈ S × R, y ≥ f(x)}

11



CHAPITRE 2. FONCTIONS CONVEXES

Figure 2.4 : Epigraphe d’une
fonction

Théorème 2.2.1 Soient S ⊂ Rn convexe non vide et f : S → R. alors f
est convexe ssi epi(f) est convexe.

Preuve. Supposons que f est Convexe.Soient (x1, y1) et (x2, y2) appartenant
à epi(f). On a

y1 ≥ f(x1)ety2 ≥ f(x2).

Soit λ ∈ [0, 1]

λy1 + (1− λ)y2 ≥ λf(x1) + (1− λ)f(x2)

≥ f [λx1 + (1− λ)x2].

donc
(λx1 + (1− λ)x2, λy1 + (1− λ)y2) ∈ epi(f).

puisque

(λx1 + (1− λ)x2, λy1 + (1− λ)y2) = λ(x1, y1) + (1− λ)x2(x2, y2).

On en déduit que epi(f) est convexe.

12



2.2. SOUS GRADIENT ET SOUS DIFFÉRENTIEL

Réciproquement supposons que epi(f) est Convexe.Soient x1, x2 ∈ S re-
marquons que (x1, f(x1)) et (x2, f(x2)) appartiennent à epi(f) qui est convexe
donc

λ(x1, f(x1)) + (1− λ)(x2, , f(x2)) ∈ epi(f)

=⇒ (λx1 + (1− λ)x2, λf(x1) + (1− λ)f(x1)) ∈ epi(f)

=⇒ λf(x1) + (1− λ)f(x2) ≥ f [λx1 + (1− λ)x2].

et ceci est la définition exacte de la convexité de f.

Définition 2.2.2 Soit S ⊂ Rn convexe et non vide et f : S → R Convexe.
ξ est appellé sous-gradient de f au point x̂

Figure 2.5 : Notion de sous-gradient

Remarque 2.2.1 on peut remarquer que la fonction f(x̂) + ξT (x − x̂)
correspond à l”hyperplan qui supporte l’épigraphe de f au (x̂, f(x̂)).

13



CHAPITRE 2. FONCTIONS CONVEXES

Figure 2.6 : Illustration de la fonction f (x) = |x|

Théorème 2.2.2 Soient S ⊂ Rn convexe non vide et f : S → R convexe
et x̂ ∈ int(S), alors il existe un vecteur ξ telque l’hyperplan Suivant

H = {(x, y) : y = f(x̂) + ξᵀ(x− x̂)} ⊂ Rn × R

Supporte epi(f) au point (x̂, f(x̂)). En Particulier

f(x) ≥ f(x̂) + ξᵀ(x− x̂)∀x ∈ S

C’est à dire que f admet au point x̂ au moins un sous gradient ξ.
Preuve. epi(f) est convexe non vide ((x̂, f(x̂)) ∈ frontière epi(f) qui est
Fermé) donc il existe (ξ0, µ) non nul telque :

ξᵀ0(x− x̂) + µ(y − f(x̂)) ≤ 0,∀(x, y) ∈ epi(f) (2.1)

Montrons que µ < 0.

14



2.2. SOUS GRADIENT ET SOUS DIFFÉRENTIEL

D’abord montrons que µ ≤ 0. En effet si µ > 0. (2.1) serait impossible du
fait que y peut prendre des valeurs aussi grandes que l’on veuille.Supposons
maintenant que µ = 0, Alors (2.1) devient

ξᵀ0(x− x̂) ≤ 0,∀x ∈ S (2.2)

x̂ ∈ int(S) =⇒ ∃λ > 0 telque x̂+ λξ0 ∈ S

(2.2) =⇒ λξT0 ξ ≤ 0, (ξ0, µ) = (0, 0) contradiction.
ou encore

λ ‖ξ0‖
2 ≤ 0 =⇒ ξ0 = 0

D’ou finalement
(ξ0, µ) = (0, 0)

Contradiction avec le choix du vecteur (ξ0, µ) non nul, donc µ < 0.

Ceci étant ,considérons maintenant le vecteur ξ =
ξ0

|µ| ,divisons (2,1) par

|µ|
on obtient

ξᵀ(x− x̂) + (f(x̂)− y) ≤ 0, ∀(x, y) ∈ epi(f)

on encore
y ≥ f(x̂) + ξᵀ(x− x̂), ∀(x, y) ∈ epi(f)

Remarquons que ∀ x ∈ S, (x, f(x)) ∈ epi(f).par conséquent et d’après
la dérnière relation on a :

f(x) ≥ f(x̂) + ζᵀ(x− x̂),∀ x ∈ S

Celà veut dire exactement que f admet un sous gradient ξ au point x̂.

Théorème 2.2.3 Soit S ⊂ Rn convexe et f : Rn → R strictement convexe
et x̂ ∈ int (S) , alors il existe ξ ∈ Rn tel que :∀ x ∈ S x 6= x̂ :

f(x) ≥ f(x̂) + ξᵀ(x− x̂)

15



CHAPITRE 2. FONCTIONS CONVEXES

Preuve. f strictement convexe=⇒ f convexe .D’après le thérème 2.2.2,∃
ξ ∈ Rn tel que :

∀ x ∈ S : f(x) ≥ f(x̂) + ξᵀ(x− x̂) (2.3)

supposons le contraire du théorème 2.2.3 .alors

∃ x̃ 6= x̂ et f(x̂) = f(x̂) + ξᵀ(x̃− x̂)

f est strictement convexe.

f [λx̂+ (1− λ)x̃] < λf(x̂) + (1− λ)f(x̃) (2.4)

= λf(x̂) + (1− λ)[f(x̂) + ξᵀ(x̃− x̂)]

= f(x̂) + (1− λ)ξᵀ(x̃− x̂)

En posant x = λx̂+ (1− λ)x̃ dans (2.3)

f [λx̂+ (1− λ)x̃] ≥ f(x̂) + ξᵀ [λx̂+ (1− λ)x̃ − x̂]

= f(x̂) + ξᵀ(1− λ)(x̃ − x̂),

contradiction avec (2.4).

Théorème 2.2.4 Soit S ⊂ Rn convexe et f : Rn → R .on suppose que f
admet en chaque point x̂ ∈ int(S) un sous gradient ξ ,c’est à dire

f(x) ≥ f(x̂) + ξᵀ(x̂− x),∀ x ∈ S.
Alors f est convexe dans int(S).

Preuve. Soient x1, x2 ∈ int(S) et λ ∈ ]0, 1[ , int(S) est convexe .Donc

λx1 + (1− λ)x2 ∈ int(S)

D’après l’hypothése du théorème :∃ξ un sous gradient de f en
(λx1 + (1− λ)x2),c’est-a-dire

∀ x ∈ S : f(x) ≥ f [λx1 + (1− λ)x2] + ξᵀ [x− (λx1 + (1− λ)x2)] (2.5)

Donc (2.5) prenons x = x1 ,on obtient

f(x1) ≥ f [λx1 + (1− λ)x2] + ξᵀ(1− λ)(x1 − x2) (2.6)
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prenons maintenant x = x2 on aura

f(x2) ≥ f [λx1 + (1− λ)x2] + λξᵀ(x1 − x2) (2.7)

λ · (2.6) + (1− λ) · (2.7) =⇒ λf(x1) + (1− λ)f(x2) ≥ f (λx1 + (1− λ)x2)

=⇒ fest convexe dans int(S)

Remarque 2.2.2 Remarquons que l’existence d’un sous gradient n’est as-
surée qu’aux points interieurs de S .Bient sur si l’ensemble S est ouvert,
l’existence du sous gradient est assurée partout dans S.

Corollaire 2.2.1 soit S ⊂ Rnconvexe et f : S → R.On suppose que f admet
en chaque point x ∈ int(S) un sous-gradient ζ avec

f(x) ≥ f(x̂) + ξᵀ(x̂− x),∀ x ∈ S, x = x̂

Alors f est strictement convexe dans int(S).

Preuve. Elle est exactement identique à la preuve du théorème 2.2.4.Les
inégalités large sont remplacées par des inégalités strictes.

2.3 Fonctions convexes et différentiables

2.3.1 Fonctions convexes une fois différentiables

Définition 2.3.1 Soit S ⊂ Rn , f :Rn → R et x̂ ∈ int (s) . f est
dite différentiable au point x̂ , s’il existe un vecteur A ∈ Rn et une fonction
α : Rn → R telle que

f (x) = f (x̂) + Aᵀ (x− x̂) + ‖x− x̂‖α (x̂, x− x̂)
ˆ
ou : α (x̂, x− x̂) →

x→x̂
0.

On montre dans le calcul différentiel que

A = ∇f (x̂) = (
∂ f (x̂)

∂x1

, .......,
∂ f (x̂)

∂xn
)

17
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Théorème 2.3.1 Soit s ⊂ Rn convexe et f : Rn → R convexe et x̂ ∈ int (s)
. On suppose que f est différentiable au point x̂ , alors f admet en x̂
un seul sous gradient qui est ∇f (x̂). C’est-à-dire :

∂ f (x̂) = { ∇f (x̂)} .

Preuve. Théorème 2.2.2 =⇒ ∂ f (x̂) 6= 0. Soit ξ un sous gradient ap-
partenant à ∂ f (x̂). On a pour tout d ∈ Rn et pour un certain λ Choisi
suffi sament petit (λ > 0)

f (x̂+ λd) ≥ f (x̂) + λξᵀd (2.8)

f est différentiable en x̂

f (x̂+ λd) = f (x̂) + λ ∇f (x̂)ᵀ d+ λ ‖d‖α (x̂, λd) (2.9)

Soit en portant (2.9) dans (2.8) on obtient :

λ {d[ξ −∇f (x̂)ᵀ]− [‖d‖α (x̂, λd)]} ≤ 0

d(ξ −∇f (x̂))ᵀ ≤ 0,∀d ∈ Rn (2.10)

prenons d = ξ− ∇f (x̂) , (2.10) devient

‖ξ −∇f (x̂)‖ � 0.

Ceci implique necessairement que

ξ = ∇f (x̂) . (2.11)

Théorème 2.3.2 Soit s ⊂ Rn convexe , non vide , ouvert et f : Rn → R
différentiable dans S, alors :

18
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a)
f est convexe dans S ssi pour tout x̂ ∈ S

f (x) ≥ f (x̂) +∇ f (x̂)ᵀ (x− x̂) ,∀x ∈ S

b) De meme f est strictement convexe dans S si et seulement si pour
tout x̂ ∈ S

f (x) � f (x̂) +∇ f (x̂)ᵀ (x− x̂) ,∀x ∈ S x 6= x̂

.

Preuve. a) Supposons que f est convexe et que S est ouvert. Puisque
int(S) = S est d’après le théorème (2.2.2), f admet en tout point x̂ ∈ S
un sous gradient qui est (d’aprés le théorème 2.3.2) ∇ f (x̂). Donc d’aprés la
déffi nition du sous gradient, on a

f (x) ≥ f (x̂) +∇ f (x̂)ᵀ (x− x̂) , ∀x ∈ S.

Réciproquement si la relation (2.11) est vérifiée pour tout x̂ ∈ int(S) =
S, alors d’après le théorème (2.2.4), f est convexe dans l’ensemble int(S) =
S .

b) La preuve est exactement la meme que celle de (a) en utilisant le
théorème (2.2.3) et le corollaire (2.2.1).

2.3.2 Fonctions convexes deux fois différentiables

Définition 2.3.2 Soit s ⊂ Rn non vide et f : Rn → R. f est dite deux
foix différentiable au point x̂ ∈ int(S) s’il existe un vecteur ∇ f (x̂) et une
matrice symétrique H(x̂) d’ordre (n,n) appellée matrice hessienne, et une
fonction α : Rn → R tels que

∀x ∈ S : f (x) = f (x̂) +∇ f (x̂)ᵀ (x− x̂) +
1

2
(x− x̂)ᵀH(x̂) (x− x̂)

+‖x− x̂‖2α( x̂, x− x̂)

avec : α( x̂, x− x̂) →
x→x̂

0
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On montre que (voir calcul différentiel) que si f est deux foix
différentiable au point x̂ alors

H(x̂) =


∂2 f(x̂)
∂x1∂x1

∂2 f(x̂)
∂x1∂x2

..... ..... ..... ∂2 f(x̂)
∂x1∂xn

∂2 f(x̂)
∂x2∂x1

∂2 f(x̂)
∂x2∂x2

..... ..... ..... .....

..... ..... ..... ..... ..... .....

..... ..... ..... ..... ..... .....
∂2 f(x̂)
∂xn∂x1

∂2 f(x̂)
∂xn∂x2

..... ..... ..... ∂2 f(x̂)
∂xn∂xn



Définition 2.3.3 a) La matrice H(x̂) est dite semi-définie positive

∀x ∈ Rn : xᵀH(x̂)x ≥ 0

b) H(x̂) est dite définie positive

∀x ∈ Rn, x 6= 0 : xᵀH(x̂)x > 0

Théorème 2.3.3 Soit s ⊂ Rn non vide, convexe et ouvert et f : S → R
une fonction deux foix différentiable dans S. Alors f est convexe dans S si
et seulement si la matrice hessienne de f est semi-définie positive en tout
point x̂ ∈ S.

Preuve. Supposons que f est convexe dans S. Soit x̂ ∈ S, montrons que
H(x̂) est semi-définie positive, c’est montrons que

∀x ∈ Rn : xᵀH(x̂)x ≥ 0

En effet, soit x ∈ Rn quelconque. Il existe λ > 0 suffi sament petit tel que
x̂+ λx ∈ S. Théorème 2.3.1et théorème 2.3.2 implique que

f (x̂+ λx) ≥ f (x̂) +∇ f (x̂)ᵀ x (2.13)
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f est deux foix différentiable en x̂, alors

f (x̂+ λx) = f (x̂)+∇ f (x̂)ᵀ x+
1

2
λ2xᵀH (x̂)x+λ2 ‖ x ‖2 α(x̂, x) (2.14)

Soit en reportant (2.14) dans (2.13) on obtient

1

2
λ2xᵀH (x̂)x+ λ2 ‖ x ‖2 α(x̂, λx) ≥ 0 (2.15)

Divisons (2.15) par λ2 et tendons λ→ 0+ on obtient

xᵀH (x̂)x ≥ 0,∀x ∈ Rn.

On ne peut pas appliquer la meme preuve pour démontrer que : Si f est
strictement convexe, alors H est définie positive car le passage à la limite
de l’inégalité stricte.

1

2
λ2xᵀH (x̂)x+ λ2 ‖ x ‖2 α(x̂, λx) > 0

ne donne pas nécessairement

xᵀH (x̂)x > 0,∀x ∈ Rn, x 6= 0,

mais plutot
xᵀH (x̂)x ≥ 0,∀x ∈ Rn

Réciproquement : Supposons que H (x) est semi-définie positive en tout
point x ∈ S. Soit x, x̂ ∈ S. Alors on à d’après la formule de Taylor avec
reste de Lagrange

f (x) = f (x̂) +∇ f (x̂)ᵀ (x− x̂) +
1

2
(x− x̂)ᵀH (ξ) (x− x̂) , ξ ∈ ]x, x̂[

⇒ f (x)− f (x̂)−∇ f (x̂)ᵀ (x− x̂) =
1

2
(x− x̂)ᵀH (ξ) (x− x̂)

mais

ξ ∈ S =⇒ (x− x̂)ᵀH (ξ) (x− x̂) ≥ 0

=⇒ f (x) ≥ f (x̂) +∇ f (x̂)ᵀ (x− x̂)

Ceci implique (voir théorème 2.3.2) que f est convexe dans S.
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Théorème 2.3.4 Soient s ⊂ Rn non vide, ouvert convexe et f : S → R
deux foix différentiable. Si H (x) est définie positive en tout x ∈ S. alors
f est strictement convexe dans S.

Preuve. C’est exactement la mème preuve que la réciproque du théorème
2.3.3, en remplaçant les inégalités larges du théorème 2.3.3 par des inégalités
strictes.
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Chapitre 3

Optimisation Convexe

Soient S ⊂ Rn non vide et convexe et f : S → R convexe et (PC) le
probléme d’optimisation suivant :

{min f(x) : x ∈ S} (PC)

Nous dirons dans ce cas que (PC) est un probléme d’optimisation convexe
.puisque toute fonction linéaire est convexe et que tout polyédre est aussi
convexe ,les problémes de minimisation linéaires sont convexe. Les probléme
d’optimisation convexe posédent des propriétés exceptionnelles .Citons deux
fondamentales .
La premiére est que si x̂ est une solution optimale local elle est aussi

solution globale.La seconde est la suivante :
si S est convexe ouvert et si f :est différentiable alors
∇f (x̂) = 0 est une condition nécessaire et suffi sant d’optimalité ,alors

que dans les problémes non convexe ce n’est qu’une condition nécessaire
d’optimalité local.

3.1 Définitions et Exemples :

Définition 3.1.1 Soit S ⊂ Rnet f : S → R et (P) le probléme d’optimi-
sation suivant :

{min f(x) : x ∈ S} (P )

a) Tout point x ∈ S s’appelle solution réalisable de (P)
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b) Soit x̂ ∈ S.x̂ est dite solution optimal globale de (P) si et si

∀x ∈ S, f (x) ≥ f (x̂)

c) Soit x̂ ∈ S .x̂ est dite solution optimal locale (P) si et si il existe un
voisinage Vε(x̂) tel que

∀x ∈ S ∩ Vε(x̂), f (x) ≥ f (x̂)

d) Soit x̂ ∈ S. x̂ est dite solution optimal locale stricte de (P)si et si il
existe un voisinage Vε(x̂) tel que

∀x ∈ S ∩ Vε(x̂), x 6= x̂ f (x) ≥ f (x̂)

e) Soit x̂ ∈ S .x̂ est dite solution optimal locale isolée de (P)si et si
il existe un voisinage Vε(x̂) tel que x̂ est la soule soulution optimale locale
de(P).

Remarque 3.1.1 Toute solution optimal local isolée est une solution opti-
male locale stricte et la réciproque est en general fausse.

exemple 3.1.1 f (x) = cte. Tout point x̂ ∈ S est un solution optimal
globale et locale . IL n’existe ,locale stricte et locale isolée .

exemple 3.1.2 f (x) = |x| .Le point x̂ = 0 est en méme temps une solution
optimale locale ,globale,locale stricte et locale isolée.

3.2 Propriétés fondamentales des programmes
convexe

Théorème 3.2.1 Soient S ⊂ Rn non vide et convexe et f : S → R convexe
et (PC) le probléme d’optimisation convexe ou que suivant

{min f(x) : x ∈ S} (PC)

et x̂ ∈ S.On suppose que x̂ est une solution optimale locale de (PC)
alors :

1) x̂ est aussi une solution optimale globale de (PC).

24



3.2. PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DES PROGRAMMES
CONVEXE

2) Si en plus f est strictement convexe ou que x̂ est un optimum local
stricl, alors x̂ est l’unique solution optimale globale de (PC)
Preuve. 1)Soit x̂ une solution optimal locale (PC) .Alors il existe un voisi-
nage Vε(x̂) tel que

∀x ∈ S ∩ Vε(x̂), f (x) ≥ f (x̂)

Supposons que x̂ n’est pas globale, alors il existe x̃ ∈ S telque

f (x̃) < f (x̂)

f est convexe sur S, donc pour tout λ ∈ [0, 1] on a :

f [λ(x̃) + (1− λ)x̂] ≤ λf(x̃) + (1− λ)f(x̂) (3.1)

≤ λf(x̂) + (1− λ)f(x̂)

= f(x̂)

Soit Vε(x̂) un voisinage quelconque du point x̂.
Puisque

S ∩ Vε(x̂) ∩ {x : x = λ(x̃) + (1− λ)x̂, λ ∈ [0, 1]} 6= Φ

alors λ∗ ∈ [0, 1] tel que

λ∗(x̃) + (1− λ∗)x̂ ∈ S ∩ Vε(x̂) ∩ {x : x = λ(x̃) + (1− λ)x̂, λ ∈ [0, 1]}

La relation (3.1) implique que

f [λ∗(x̃) + (1− λ∗)x̂] < f(x̂)

Ceci est contradiction avec le fait que x̂ est un solution optimale locale de
(PC).
2) a) supposons que x̂ est une solution optimale locale stricte de (PC).

D’après (1) x̂ est solution optimal globale.Reste à montrer qu’elle est unique.
Supposons le contraire.Alors il existe

x̂ ∈ S, x̃ 6= x̂et f(x̃) = f(x̂)

Soit λ ∈ [0, 1] . Alors pour tout point

xλ = λx̃+ (1− λ)x̂
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on a :

λf(x̃) + (1− λ)f(x̂) = λf(x̂) + (1− λ)f(x̂)

= f(x̂)

Comme dans le point (1), pour tout voisinage Vε(x̂) il existe λ∗ ∈ [0, 1]tel
que

f(xλ) ≤ f(x̂)

Ceci est en contradication avec le fait que x̂ est un solution optimale strict
de (PC).
b) supposons que x̂ est une solution optimale locale de (PC) et que fest

strictement convexe.
D’après (1) x̂ est solution optimal globale. Reste à montrer qu’elle est

unique. Supposons le contraire. Alors il existe

x̂ ∈ S, x̃ 6= x̂ et f(x̃) = f(x̂)

Puisque f et strictement convexe ,on aura pour le point

x̃ = (1/2)x̃+ (1/2)x̂ ∈ S

f(x̃) < (1/2)f(x̃) + (1/2)f(x̂)

= (1/2)f(x̂) + (1/2)f(x̂)

= f(x̂)

Ceci est contradication avec le fait que x̂ est un solution optimal globale .

3.3 conditions d’optimalité des probléme
d’optimisation convexe :cas général

Théorème 3.3.1 Soient S ⊂ Rn non vide et convexe et f : Rn → R
convexe et (PC) le probléme d’optimisation convexe suivant

{min f(x) : x ∈ S} (PC)

et x̂ ∈ S. Alors x̂ est une solution optimale de (PC) si et seulement si f
admet en x̂ un sous gradient ε tel que
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3.3. CONDITIONS D’OPTIMALITÉ DES PROBLÉME
D’OPTIMISATION CONVEXE :CAS GÉNÉRAL

ξt(x− x̂) ≥ O

,
Preuve. a)supposons f admet en x̂ un sous gradient ξ tel que

ξt(x− x̂) ≥ O, ∀ x ∈ S

étant un sous gradient de f au point x̂,donc par définition nous avons

f(x) ≥ f(x̂) + ξt(x− x̂) ≥ O, ∀ x ∈ S

ξt(x− x̂) ≥ O, ∀ x ∈ S
implique que

f(x) ≥ f(x̂) ∀ x ∈ S
b) Supposons que x̂ est une solution optimale de (PC).
Considérons les deux ensemble suivants :

A1 = {(x− x̂, y) : x ∈ Rn, y > f(x)− f(x̂)}

A2 = {(x− x̂, y) : x ∈ S, y ≤ 0}
A1 et A2 sont convexe .Montrons que A1∩ A2 = Φ.En effet car si on suppose
le contraire il exitrait

(x∗ − x̂, y∗) ∈ A1 ∩ A2

Donc
x∗ ∈ S , y∗ ≤ 0 et y∗ > f(x∗) − f(x̂).

Ceci implique néccessairement que

x∗ ∈ S et f(x∗) − f(x̂) < 0

Ceci est contradiction avec le fait que x̂ est une solution optimal de (PC)
A1 et A2 sont convexes et A1∩ A2 = Φ,alors il existe un hyperplan dans
Rn+1 que sépare simplemement A1 et A2 (séparation simple de deux en-
semble convexes).En d’autres termes

∃ε0 ∈ Rn, µ0 ∈ R et α ∈ R telque (ξ0, µ0) 6= (~0, 0)
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et
(ξ0, µ0) + µ0.y ≤ α : x ∈ Rn, y > f(x)− f(x̂) (3.2)

ξt(x− x̂)− µ0.y ≥ α : x ∈ S, y ≤ 0. (3.3)

IL n’est diffi cile de montrer en faisant un bon choix de x , que
les relations préccedentes impliquent nécessairement que α = 0 et que

µ0 ≤ 0. Notons par ξ0 = −(ξ0/µ0) et divisons (3.2) et (3.3) par −µ0,on
obitient :

ξt(x− x̂)− y ≤ 0 : x ∈ Rn, y > f(x)− f(x̂) (3.4)

ξt(x− x̂)− y ≥ 0, x ∈ S, y ≤ 0 (3.5)

(3.5) donne pour

y = 0 : ξt(x− x̂) ≥ 0, ∀x ∈ S (3.6)

Montrons que (3.4) implique

f(x)− f(x̂) ≥ ξt(x− x̂) : ∀x ∈ S. (3.7)

En effet ,supposspns le contraire .Alors il existe x∗ ∈ Rn tel que

f(x∗)− f(x̂) ≤ ξt(x∗ − x̂) (3.8)

Donc il existe y ∈ Rn tel que

f(x∗)− f(x̂) ≤ y ≤ ξt(x∗ − x̂) (3.9)

(3.9) est en contradiction avec le fait que si

y ≥ f(x∗)− f(x̂)

alors
y ≥ ξt(x∗ − x̂)

(voir (3.4) ) De (3.6) et (3.7) on conclut qu’il existe un sous gradient ε tel
que

ξt(x∗ − x̂) ≥ 0 : ∀x ∈ S.
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3.4. CONDITION D’OPTIMALITÉ DES PROBLEMES
D’OPTIMISATION CONVEXE ET DIFFÉRENTIABLE

Théorème 3.3.2 Soient S ⊂ Rn non vide , convexe et ouvert et f : Rn →
R convexe et (PC) le probléme d’optimisation convexe suivant :

{min f(x) : x ∈ S} (PC)

et x̂ ∈ S. Alors x̂ est une solution optimale de (PC) si et seulement si f
admet en x̂ un sous gradient nul.

Preuve. Du théoréme 3.3.1 on deduit que x̂ un solution optimale de (PC)
si et seulement si f admet en x̂ un sous gradient ξ tel que

ξt(x∗ − x̂) ≥ 0 : ∀x ∈ S. (3.10)

si étant ouvert ,il existe λ > 0 tel que xλ = x̂ − λξ ∈ S .pour le point
xλ,la relation (3.10) donne

ξ
t

(λξ) ≥ 0

ou encore
−λ ‖ξ‖ > 0

Ceci implique ,vu que λ > 0

‖ξ‖ ≤ 0

puisque
‖ξ‖ ≥ 0

Aalors
ξ = 0

3.4 Condition d’optimalité des problemes d’op-
timisation convexe et différentiable

Théorème 3.4.1 Soient S ⊂ Rn non vide et convexe et f : Rn → R
convexe et (PC) le probléme d’optimisation convexe suivant :

{min f(x) : x ∈ S} (PC)
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et x̂ ∈ S. Alors x̂ est une solution optimale de (PC) si et seulement si

∇f(x)ᵀ (x− x̂) ≥ O, ∀ x ∈ S (3.11)

Preuve. C’est une conséquence directe du théreme 3.3.1 et du théorème
2.3.1.

Théorème 3.4.2 Soient S ⊂ Rn non vide et convexe et ouvert et f : Rn →
R convexe et (PC) le probléme d’optimisation convexe suivant :

{min f(x) : x ∈ S} (PC)

et x̂ ∈ S. Alors x̂ est une solution optimale de (PC) si et seulement si

∇f(x) = 0 (3.12)

Preuve. C’est une conséquence directe du théreme 3.3.2 et du théorème 2.3.1

exemple 3.4.1 considérons le probleme d’optimisation conxexe suivant :

PC


Minimiser (x1 − (3/2))2 + (x2 − 5)2

−x1 + x2 ≤ 2
2x1 + 3x2 ≤ 11
−x1 ≤ 0
−x2 ≤ 0


S =

(x1, x2) ∈ R2 :

−x1 + x2 ≤ 2
2x1 + 3x2 ≤ 11
−x1 ≤ 0
−x2 ≤ 0


S est convexe férmé.
Pour caractériser les solution optimales de probleme (PC) on doit appli-

qué le thérème 3.4.1 et 3.4.2.
Remarquons d’abord que le point (0, 0) ∈ S n’est pas solution optimal.
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D’OPTIMISATION CONVEXE ET DIFFÉRENTIABLE

En effet soit

x = (x1, x1) ∈ Rn , (x1, x2) 6= (0, 0) ,∇f(x1, x2) = (2x1 − 3, 2x2 − 10 ) .

Donc ,∇f(0, 0) = (−3,−10) .Considérons maintenent la condition d’op-
timalité (3,11) appliqué au point x̂ = (0, 0).Nous obtenons pour tout point
(x1, x1) 6= (0, 0)

∇f(0, 0)t [(x1, x2)− (0, 0)] = (−3,−10)t(x1, x2) = −3x1 − 10x2 < 0

car x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.
considérons maintement le point x̂ = (1, 3). ∇f(1, 3) = (−1,−4).
La condition d’optimalité(3,11) appliqué au point donne

∇f(1, 3)t [(x1, x2)− (1, 3)] = (−1,−4)t(x1 − 1, x2 − 3)

= −x1 + 1− 4x2 + 12

= (2 + x1 − x2) + (11− 2x1 − 3x2)

si (x1, x2) ∈ S, alors

(2 + x1 − x2) ≥ 0 et (11− 2x1 − 3x2) ≥ 0

Donc

∇f(1, 3)t [(x1, x2)− (1, 3)] ≥ 0 ∀(x1, x2) ∈ S
En appliquant la condition d’optimalité (3.11) au point x̂ = (1, 3),on

déduit que x̂ = (1, 3) est une solution optimale de notre probléme. D’ailleurs
on pourrait voir graphiquement que le point x̂ = (1, 3) est solution optimale.
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Chapitre 4

Optimisation sans contraintes

Le problème que l’on étudie ici est celui de la recherche du minimum
d’une fonction réelle f de n variables x1, x2, ..., xn .

Définition 4.0.1 Soit f : Rn → R qui à tout x ∈ Rn, x = (x1, x2, ..., xn)t ,
associe la valeur réelle

f (x) = f (x1, x2, ..., xn) .

On cherche à résoudre le problème (P ) :

(P ) min {f(x) : x ∈ Rn} .

Il s’agit donc de déterminer un point x̂ de Rn tel que :

1. x̂ ∈ Rn s’appelle solution minimum global de (P ) si et seulement si

f(x̂) ≤ f(x) : ∀x ∈ Rn

f(x̂) s’appelle valeur minimum global .

2. x̂ ∈ Rn s’appelle solution minimum local de (P ) si et seulement si il
existe un voisinage Vε (x̂) tel que

f(x̂) ≤ f(x) : ∀x ∈ Vε (x̂)

f(x̂) s’appelle valeur minimum local .

3. x̂ ∈ Rn s’appelle solution minimum local strict de (P ) si et seulement
si il existe un voisinage Vε (x̂) tel que

f(x̂) < f(x) : ∀x ∈ Vε (x̂) , x 6= x̂

f(x̂) s’appelle valeur minimum local strict.
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4.1. DIRECTION DE DESCENTE

4.1 Direction de descente

Définition 4.1.1 Soit f : Rn → R, x̂ ∈ Rn, d ∈ Rn est dite direction de
descente au point x̂ si et seulement si il existe un nombre strictement positive
(δ > 0) tel que :

f(x̂+ λd) < f(x̂) : ∀λ ∈]0, δ[.

Donnons une condition suffi sante pour que d soit une direction de des-
cente.

Théorème 4.1.1 Soit f : Rn → R différentiable au point x̂ ∈ Rn et d ∈ Rn
une direction vérifiant la condition suivante :

f ′(x̂, d) = ∇f(x̂)t.d < 0

alors d est une direction de descente au point x̂.

Preuve. f est différentiable au point x̂ alors f continue et ∇f(x̂) existe,
donc

f(x̂+ λd) = f(x̂) + λ∇f(x̂)t.d+ λ ‖ d ‖ α(x̂, λd)

alors
f(x̂+ λd)− f(x̂) = λ∇f(x̂)t.d+ λ ‖ d ‖ α(x̂, λd)

⇒ f(x̂+ λd)− f(x̂)

λ
= ∇f(x̂)t.d+ ‖ d ‖ α(x̂, λd)

⇒ lim
λ→0

f(x̂+ λd)− f(x̂)

λ
= lim

λ→0

(
∇f(x̂)t.d+ ‖ d ‖ α(x̂, λd)

)
avec

α(x̂, λd) →
λ→0

0

donc

f ′(x̂, d) = lim
λ→0

f(x̂+ λd)− f(x̂)

λ
= ∇f(x̂)t.d < 0

la limite étant strictement négative, alors il existe un voisinage de zéro
V (0) =]− δ,+δ[ tel que

f(x̂+ λd)− f(x̂)

λ
< 0 ,∀λ ∈]− δ,+δ[

la relation (2.1) est particulièrement vraie pour tout λ ∈]0,+δ[.on obtient le
résultat cherché en multipliant la relation (2.1) par λ > 0.
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4.2 Schéma général des algorithmes

Soit dk une direction de descente aux point xk on peut considérer le point
xk+1 le successeur de xk comme suit :

xk+1 = xk + λkdk , λk ∈]0,+δ[ .

Démarrage : x0 ∈ Rn, d0 :

∇f(x0)t.d0 < 0

x1 = x0 + λ0d0

λ0 vérifie :
f(x0 + λ0d0) < f(x0)

Itération k :xk, dk telle que ∇f(xk)
t.dk < 0 et λk telle que :

f(xk + λkdk) < f(xk)

alors
xk+1 = xk + λkdk

Le choix de dk, et λk permet de construire une multitude d’algorithmes
d’optimisation.
Exemple de choix de directions de descente :
Si on choisit : dk = −∇f(xk),avec ∇f(x̂k) 6= 0,on obtient la méthode de

gradient.
Bien sur dk = −∇f(xk) est une direction de descente, en effet :

∇f(xk)
tdk = ∇f(xk)

t(−∇f(xk)) = −∇f(xk)
t.∇f(xk) = − ‖ ∇f(xk)

t ‖2< 0

Aussi si on choisit : dk = −(H(xk))
−1∇f(xk) tel que :

H(xk) la matrice Hessienne.(H(xk) ∈ Mn×n),∇f(xk) le vecteur de gra-
dient.

(∇f(xk) ∈Mn×1), on obtient la méthode de Newthon.
Si la matrice H(xk) est définie positive, alors

∇f(xk)
tdk = −∇f(xk)

t(H(xk))
−1∇f(xk) < 0

Exemple de choix de pas λk :
On choisit λk vérifier

f(xk + λkdk) ≤ f(xk + λdk), ∀λ ∈ ]0, δ[

la recherche d’une variable réelle λk qui s’appelle la recherche linéaire.
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4.3 Réultats d’existence et d’unicité

Avant d’étudier les proriétés de la solution (ou des solutions) de (P ) il faut
s’assurer de leur existence . Nous donnerons en suite des résultats d’unicité .

Définition 4.3.1 :On dit que f : Rn −→ R est coercive si

lim
‖x‖−→+∞

f (x) = +∞

Ici ‖.‖ désigne une norme quelconque de Rn .On notera ‖.‖p (p ∈ N) la
norme lp de Rn :

∀x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, ‖x‖p =

[
n∑
i=1

|xi|p
] 1
p

.

La norme infinie de Rn est

∀x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, ‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi| .

Théorème 4.3.1 (Existence) : Soit f : Rn −→ R ∪{+∞} propre, conti-
nue et coercive, alors (P ) admet au moins une solution.

Preuve. Soit d = inf (p) ; d > +∞ car f est propre . Soit (xp)p∈N ∈ Rn une
suite minimisante, c’est-à-dire telle que

lim
p−→+∞

f (xp) = d

Montrons que (xp) est bornée.Si ce n’était pas le cas on pourrait extraire de
cette suite une sous-suite (encore notée (xp)) telle

lim
p−→+∞

‖xp‖ = +∞

Par coercivité de f on aurait

lim
p−→+∞

f (xp) = +∞

ce qui contredit le fait que

lim
p−→+∞

‖xp‖ = d < +∞.
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Comme (xp) est bornée, on peut alors en extraire une sous-suite (encore notée
(xp)) qui converge vers x̄ ∈ Rn Par continuité de f ,on a alors

d = lim
p−→+∞

f (xp) = f (x̄) .

En particulier d > −∞ et x̄ est une solution du problème (P ).

Théorème 4.3.2 (Unicité) : Soit f : Rn −→ R ∪{+∞} strictement
convexe. Alors problème (ρ) admet au plus une solution .

Preuve. Supposons que f admette au moins un minimumm et soient x1 6= x2

(dans Rn) réalisant ce minimum :

f (x1) = f (x2) = m.

Par stricte convexité de la fonction f on a alors :

f

(
x1 + x2

2

)
<

1

2
(f (x1) + f (x2)) = m;

ceci contredit le fait que m est le minimum. Donc x1 = x2. Donnons pour
terminer un critère pour qu’une fonction soit strictement convexe et coercive.

Théorème 4.3.3 : Soit f une fonction C1 de Rn dans R. On suppose qu’il
existe α > 0 tel que

∀ (x, y) ∈ Rn × Rn (5f (x)−5f (y) , x− y) ≥ α ‖x− y‖2 (4.1)

Alors f strictement convexe et coercive ; en particulier le proplème (P )
admet une solution unique.
Preuve. La condition (4.1) implique que 5f est monotone et que f est
convexe . De plus on a la stricte convexité de f .Enfin J est coercive : en
effet, appliuons la formule de Taylor avec reste intégral

f (y) = f (x)+

1∫
0

d

dt
f (x+ t (y − x)) dt = f (x)+

1∫
0

(5f (x+ t (y − x)) , y − x) dt.
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Donc

f (y) = f (x)+(5f (x) , y − x)+

1∫
0

(5f (x+ t (y − x))− (5f (x) , y − x)) dt.

(4.2)
D’après (4.1) on obtient

f (y) ≥ f (x) + (5f (x) , y − x) +

1∫
0

tα ‖x− y‖ 2dt

Finalement

f (y) ≥ f (x)− ‖5f (x)‖ ‖y − x‖+
α

2
‖x− y‖ 2.

Fixons x = 0 par exemple ;il est alors clair que f est coercive . Par conséquent
f admet un minimum unique x∗ sur Rn caractérisé par

5f (x∗) = 0.

La condition (4.1) nous amène à la définition suivante :

Définition 4.3.2 (Fonction elliptique) :On dit que f : Rn −→ R est
elliptique si la condition (4.1) est vérifiée, c’est-à-dire ∃α > 0 tel que

∀ (x, y) ∈ Rn × Rn
(
D2f (x) y, y

)
≥ α ‖x− y‖ 2

α est la constante d’ellipticité .

Proposition 4.3.1 : Une fonction f : Rn −→ R deux fois différentiable
sur Rn est elliptique si et seulement si

∀ (x, y) ∈ Rn × Rn
(
D2f (x) y, y

)
≥ α ‖y‖ 2.

Preuve. On utilise de nouveau la formule de Taylor appliquée à la fonction

ϕ : t −→ ϕ (t) = f (x+ ty) .

Il faut maintenant donner des conditions pour pouvoir calculer la (ou
les) solutions.On va chercher à montrer que cette solution est solution de
certaines équations, de sorte qu’il sera plus facile de la calculer.
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4.4 Conditions d’optimalité

Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Théorème 4.4.1 soit f : Rn → R différentiable au point x̂ ∈ Rn, si x̂ est
une solution minimaux local, alors ∇f(x̂) = 0.
Preuve. x̂ est une solution minimaux local, alors

f(x̂) ≤ f(x), ∀x ∈ V (x̂) (4.3)

supposons le contraire ∇f(x̂) 6= 0,alors −∇f(x̂) est une direction de descente
alors ∃δ > 0 tel que ∀α ∈]0, δ[:

f(x̂+ α(−∇f(x̂))) < f(x̂)

on pose x̂+ α(−∇f(x̂)) = x̄ alors

f(x̄) < f(x̂)

donc ∃x̄ ∈ V (x̂) tel que :
f(x̄) < f(x̂) (4.4)

la contradiction entre (4.3) et (4.4).

d’ou

 f différentiable
et

f(x̂) ≤ f(x), ∀x ∈ V (x̂)

alors ∇f(x̂) = 0.

Condition nécessaire d’optimalité du second ordre

Théorème 4.4.2 soit f : Rn → R deux fois différentiable au point x̂ ∈ Rn,si
x̂ est un minimaux local de (P ) alors ∇f(x̂) = 0 et la matrice hessienne de
f au point x̂, qu’on note H(x̂) ,est semi définie positive.
Preuve. soit x ∈ Rn quelconque, f étant deux fois différentiable au point x̂
on aura pour tout λ 6= 0

f(x̂+ λx) = f(x̂) +
1

2
λ2xtH(x̂)x+ λ2

∥∥x2
∥∥α(x̂, λx), α(x̂, λx) →

λ→0
0

Ceci implique

f(x̂+ λx)− f(x̂)

λ2 =
1

2
xtH(x̂)x+

∥∥x2
∥∥α(x̂, λx) (4.5)
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x̂ est un optimum local, il existe alors δ > 0 tel que

f(x̂+ λx)− f(x̂)

λ2 ≥ 0, ∀λ ∈ ]−δ,+δ[

si on prend en considération (4.5) et on passe à la limite quand λ → 0, λ
6= 0, on obtient

xtH(x̂)x ≥ 0, ∀x ∈ Rn.

Condition suffi sante d’optimalité

Théorème 4.4.3 soit f : Rn → R deux fois différentiable au point x̂ ∈ Rn,
Si ∇f(x̂) = 0 et H(x̂) est définie positive alors x̂ est un minimum local strict
de (P ).
Preuve. f étant deux fois différentiable au point x̂, on aura pour tout x ∈ Rn

f(x) = f(x̂) +
1

2
(x− x̂)tH(x̂) (x− x̂) + ‖(x− x̂)‖2 α(x̂, (x− x̂)), (4.6)

α(x̂, (x− x̂)) →
x→x̂

0, (∇f(x̂) = 0). Supposons que x̂ n’est pas un optimum

local strict .
Alors il existe une suite {xk}k∈N∗ telle que xk 6= x̂ : ∀k et

xk 6= x̂ : ∀k, xk →
k→∞

x̂ et f(xk) ≤ f(x̂). (4.7)

Dans (4.6) prenons x = xk, division le tout par ‖(x− x̂)‖2 et notons
dk = (xk−x̂)

‖(xk−x̂)‖ , on obtient

f(xk)− f(x̂)

‖(xk − x̂)‖2 =
1

2
dtkH(x̂)dk + α(x̂, (xk − x̂)), α(x̂, (xk − x̂)) →

k→∞
0. (4.8)

(4.7) et (4.8) impliquent

1

2
dtkH(x̂)dk + α(x̂, (xk − x̂)) ≤ 0, ∀k.

d’autre part la suite {dk}k∈N∗ est bornée (‖ dk ‖= 1, ∀n). Donc il existe une
sous suite {dk}k∈N1⊂N telle que

dk →
k→∞,k∈N1

d̄.
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Finalement lorsque k →∞, k ∈ N1, on obtient

1

2
d̄tH(x̂)d̄ ≤ 0.

La dernière relation et le fait que d̄ 6= 0 (‖ d̄ ‖= 1) impliquent que la
matrice hessienne H(x̂) n’est pas définie positive. Ceci est en contradiction
avec l’hypothèse.

4.5 Optimisation unidimensionnelle

L’optimisation unidimensionnelle (recherche linéaire) consiste à trouver
λk de façon à diminuer la fonction f Suffi samment le long de cette direction.
Ce " suffi samment " sera quantifié dans la suite dans la description des

conditions dites d’Armijo, Wolfe, Goldstein & Price (recherches linéaires
inexactes).
Mais d’abord on expose le principe de méthode de descente :

4.5.1 Principe de méthode de descente

Le principe d’une méthode de descente consiste à faire les itérations sui-
vantes :

xk+1 = xk + λkdk, k > 0 (4.9)

tout en assurant la propriété

f(xk+1) < f(xk) .

Le vecteur dk est la direction de descente en xk . Le scalaire λk est appelé
le pas de la méthode à l’itération k.
On peut caractériser les directions de descente en xk à l’aide du gradient

:

Proposition 4.5.1 Soit d ∈ Rn vérifiant

∇f(x)t.d < 0

alors d est une direction de descente en x.
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Preuve. on a pour λ > 0

f(x+ λd) = f(x) + λ∇f(x)td+ λε (λ)

donc si on écrit

f(x+ λd)− f(x)

λ
= ∇f(x)td+ ε (λ)

on voit bien que pour λ suffi samment petit on aura

f(x+ λd)− f(x) < 0.

Ou encore que d fait avec l’opposé du gradient −∇f(x) un angle stricte-
ment plus petit que 90◦ :

θ := arccos
−∇f(x)td

‖∇f(x)‖ ‖d‖ ∈
]
0,
π

2

[
L’ensemble des directions de descente de f en x

{d ∈ Rn : ∇f(x)d < 0}

forme un demi-espace ouvert de Rn (illustration à la figure 4.1) .

Figure 4.1 Demi-espace (translat ) des direction de descente d
de f en x
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De telles directions sont intéressantes en optimisation car pour faire dé-
croître f, il suffi t de faire un déplacement le long de d.
Les méthodes à directions de descentes utilisent cette idée pour minimiser

une fonction Dans la méthode (4.9) le choix de λk est lié à la fonction :

ϕ (λ) = f(xk + λdk)

Comme dans la méthode de la direction de descente, la trajectoire de
la solution suit un modèle de zigzag . Si est choisi tels que f(xk + dk)
soit le minimum dans chaque itération, alors les directions successives sont
orthogonales .
En effet
si on note g(x) = ∇f(x)

df(xk + λdk)

dλ
=

n∑
i=1

∂f(xk + λdk)

∂xki

d(xki + λdki)

dλ

=
n∑
i=1

gi(xk + λdk)dki

= g(xk + λdk)
tdk

où g(xk + dk) est le gradient au point xk + dk .
En particulier, une façon de choisir λk peut être de résoudre le problème

d’optimisation (à une seule variable)

min
λ>0

ϕ (λ) . (4.10)

Si le pas λ̃k obtenu ainsi s’appelle le pas optimal alors nous pouvons écrire:

ϕ′
(
λ̃k

)
= ∇f(xk + λ̃kdk)

tdk = 0

c’est- à-dire
g(xk + λ̃kdk)

tdk = 0

ou bien
dtk+1dk = 0

où
dk+1 = −g(xk + λ̃kdk) = −gk+1
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est la direction de descente au point xk+λ̃kdk . Donc les directions successives
dk et dk+1 sont orthogonaux comme représenté dans la figure (4.2) .

Figure 4.2 Trajectoire d’une solution typique
d’une mthode direction de dscente.

Pour définir une direction de descente il faut donc spécifier deux choses:

* Dire comment la direction dk est calculée . Ce choix influe directement
dans la nomination de l’algorithme.

* Dire comment on détermine le pas λk, c’est ce que l’on appelle : la recherche
linéaire .

Algorithme 1.1 (méthode à directions de descente - une itération)
Etape 0 : (initialisation)
On suppose qu’au début de l’itération k, on dispose d’un itéré xk ∈ Rn.
Etape 1 :
Test d’arrêt : si ‖∇f(xk)‖ ' 0, d’arrêt de l’algorithme .
Etape 2 :
Choix d’une direction de descente dk ∈ Rn.
Etape 3 :
Recherche linéaire : déterminer un pas λk > 0 le long de dk de manière
à "faire décroitre f suffi samment" .
Etape 4 :
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Si la recherche linéaire est finie xk+1 = xk +λkdk, remplacer k par k+1
et aller à l’étape 1.

4.5.2 Recherche linéaire

Faire la recherche linéaire veut dire résoudre le problème unidimensionnel
(4.10), où l’objectif est de :

* Faire décroître f suffi samment, cela se traduit le plus souvent par la réa-
lisation d’une inégalité de la forme

f(xk + λkdk) ≤ f(xk) + "un terme négatif " (4.11)

Le terme négatif, disons νk, joue un rôle-clé dans la convergence de l’al-
gorithme utilisant cette recherche linéaire.L’argument est le suivant .

Si f(xk) est minorée (∃c telleque f(xk) ≥ c pour tout k), alors νk tend néces-
sairement vers zéro (νk → 0). c’est souvent à partir de la convergence
vers zéro de cette suite que l’on parvient à montrer que le gradient lui-
même doit tendre vers zéro. Le terme négatif devra prendre une forme
bien particulière si on veut pouvoir en tirer de l’information .

En particulier, il ne suffi t pas d’imposer f(xk + λkdk) < f(xk).

* Empêcher le pas λk > 0 d’être trop petit, trop proche de zéro.

Le premier objectif n’est en effet pas suffi sant car l’inégalité (4.11) est en
général satisfaite par des pas λk > 0 arbitrairement petit .
Or ceci peut entraîner une "fausse convergence", c’est-à-dire la conver-

gence des itérés vers un point non stationnaire.On donne dans cette partie un
aperçu sur les recherches linéaires qu’on utilisera plus tard.On les a classées
en deux catégories :

4.5.3 Les recherches linéaires exactes

Dans ce cas la solution optimale λk est calculée de façon exacte (d’un
point de vue théorique car pratiquement on n’obtient en général qu’une
approximation).On donnera l’algorithme de la recherche linéaire de dichoto-
mie et du nombre d’or.
L’intervalle d’incertitude
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Définition 4.5.1 Considérons le problème unidimensionnel suivant :

Minimiser
λ∈[a,b]

ϕ (λ) .

Définition 4.5.2 L’intervalle [a, b] est dit intervalle d’incertitude si le mi-
nimum λ̄ de ϕ (λ) appartient à [a, b], mais sa valeur exacte n’est pas
connue .

Théorème 4.5.1 soit ϕ : R→ R strictement quasi-convexe sur [a, b] .

soient λ, µ ∈]a, b[ , λ < µ

1) si ϕ (λ) > ϕ(µ) , alors ϕ (z) ≥ ϕ(µ);∀z ∈ [a, λ] .

2) si ϕ (λ) ≤ ϕ(µ) , alors ϕ (z) ≥ ϕ(λ);∀z ∈ [µ, b] .

Conséconces importante du théorème 4.5.1 :

1. Si ϕ (λ) > ϕ(µ), alors le nouveau intervalle d’incertitude est : [λ, b]
(On supprime [a, λ[) .

2. Si ϕ (λ) ≤ ϕ(µ), alors le nouveau intervalle d’incertitude est : [a, µ]
(On supprime [µ, b[) .

Ceci est l’idée de base pour la construction d’algorithmes d’optimisation
unidimentionnelle sans calcul de dérivées. A chaque itération on fait dimi-
nuer l’intervalle d’incertitude jusqu’à ce qu’on arrive à un intervalle final de
longeur inferieur à une tolérance fixée à l’avance. Bien sur une valeur quel-
conque de ce dernier inntervalle conviendrait comme approximation de notre
solution optimale.
Maintenant on va présenter deux méthodes d’optimisation unidimension-

nelle sans dérivées:

La méthode de dichotomie

Algorithme de la méthode de dichotomie :
initialisation :Choisir ε > 0 et l longueur final de l’intervalle d’incertitude,[a1, b1]

étant l’intervalle initial.
poser k = 1 et aller à l’étape 1.
Etape1 :Si bk − ak <l stop.Le minimum appartient à [ak; bk].
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Sinon poser :

λk =
ak + bk

2
− ε

µk =
ak + bk

2
+ ε

et aller à l’étape2.
Etape2 :Si ϕ(λk) > ϕ(µk) alors ak+1 = ak, bk+1 = µk.
Sinon ak+1 = λk, bk+1 = bk.
Remplacer k par k + 1 et allez à l’étape1.

La méthode du nombre d’or

La méthode du nombre d’or améliore la méthode de dichotomie, en dimi-
nuant le nombre d’observations, à chaque itération .
Algorithme de la méthode du nombre d’or :
Etape initiale :choisir l > 0 longueur final de l’intervalle d’incertitude

et [a1, b1], α = 0, 618,calculer
λ1et µ1 telle que :

λ1 = a1 + (1− α)(b1 − a1).

µ1 = a1 + α(b1 − a1).

Poser k = 1 et aller à Etape principale.
Etape principale :
(1) Si bk − ak < l stop, prendre α∗ ∈ [ak, bk]. Si ϕ (λk) > ϕ(µk) aller à

(2), sinon aller à (3).
(2) Poser ak+1 = λk, bk+1 = bk,λk+1 = µk, µk+1 = ak+1 + (bk+1 − ak+1) ,

calculer ϕ(µk+1), et aller à (4) .
(3) Poser ak+1 = ak, bk+1 = µk,µk+1 = λk, λk+1 = ak+1 + (1 − α)(bk+1 −

ak+1), calculerϕ(λk+1)et aller à (4) .
(4) Poser k = k + 1, et aller à (1).

4.5.4 Recherches linéaires inexactes

Les recherches linéaires exactes, malgré qu’elles n’aboutissent qu’à une so-
lution optimale approchée, elle nécessitent boucoup d’observations à chaque
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itération de l’algorithme principal .Dans les années 60, 70, 80 ,des mathéma-
ticiens ont réusi à élaborer des recherches linéaire qui sont moins couteuse,
mais respecte en même temps la descente de la fonction .
Décrivons maintenant en détail les trois recherches linéaires inexactes les

plus importantes . Il s’agit des recherches linéaires inexactes d’Armijo, de
Goldstein et de Wolfe .

Recherche linéaire inexacte d’Armijo (1966)

Soit f : Rn → R, xk ∈ Rn, dk ∈ Rn une direction de descente
(∇f (xk)

t dk < 0).
La règle d’Armijo exige à ce que f décroisse de façon suffi sante au point

xk+λkdk .Cette condition est décrite par l’inégalité suivante appelée condition
d’Armijo :

f(xk + λkdk) ≤ f(xk) + ελk∇f (xk)
t dk, ε ∈ ]0, 1[ (Armijo)

C’est à dire que la réduction de f doit être proportionnelle en même
temps à λk et à la dérivée directionnelle ∇f (xk)

t dk .
Interprétation graphique de la condition d’Armijo
Définissons la fonction

ϕ : R→ R

par
ϕ (λk) = f(xk + λkdk), λk ≥ 0

Notons que :

ϕ′ (λ) = ∇f(xk + λkdk)
tdk,

ϕ′ (0) = ∇f(xk)
tdk < 0,

ϕ (0) = f(xk).

L’équation de la tangente au point (0, ϕ (0)) est la suivante :

{λ, y} : y = ϕ (0) + ϕ′ (0) (λ− 0)

ϕ̃ (λk) = f(xk) +∇f(xk)
tdkλk

Posons
ϕ̃ (λ) = ϕ (0) + ϕ′ (0)λ.
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L’équation de la tangente devient :

ϕ̃ (λ) = f(xk) +∇f(xk)
tdkλ

Définissons maintenant la fonction ϕ̂ (λ) comme suit :

ϕ̂ (λ) = ϕ (0) + ελϕ′ (0) = f(xk) + ελ∇f(xk)
tdk, ε ∈ ]0, 1[ (4.12)

Figure 4.3− Rgle d’Armijo

On cherche λ̄k tel que

ϕ
(
λ̄k
)
≤ ϕ̂

(
λ̄k
)
.

Remarque 4.5.1 1- La condition ϕ
(
λ̄k
)
≤ ϕ̂

(
λ̄k
)
implique la décroissance

de la fonction f.
En effet

ϕ
(
λ̄k
)
≤ ϕ̂

(
λ̄k
)

f
(
xk + λ̄kdk

)
≤ f (xk) + ελ̄k∇f (xk) dk < f (xk)

car la direction d est une direction de descente.
2- Quand on prend λ̄k très proche de zéro cela va nuire à la convergence et

la vitesse de convergence.
En effet

f
(
xk + λ̄kdk

)
= f(xk) + λ̄k∇f(xk)dk + λ̄kα(xk, λ̄kdk)

f
(
xk + λ̄kdk

)
− f(xk) = λ̄k

[
∇f(xk)dk + α(xk, λ̄kdk)

]
si λ̄k → 0 α(xk, λ̄kdk)

λ̄k→0

→ 0 donc f
(
xk + λ̄kdk

)
' f(xk).
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Algorithme (Règle d’Armijo)
Etape 0 :(initialisation)
αg,1 = αd,1 = 0, choisir α1 > 0, ρ ∈ ]0, 1[ poser k = 1 et aller à l’étape 1.
Etape 1 :
si ϕk (αk) ≤ ϕk (0) + ρϕ′k (0)αk : STOP (α∗ = αk) .
si ϕk (αk) > ϕk (0) + ρϕ′k (0)αk, alors
αd,k+1 = αd, αg,k+1 = αk et aller à l’étape 2.
Etape 2 :
si αd,k+1 = 0 déterminer αk+1 ∈ ]αg,k+1,+∞[
si αd,k+1 6= 0 déterminer αk+1 ∈ ]αg,k+1, αd,k+1[
remplacer k par k + 1 et aller à l’étape 1.

Remarque 4.5.2 Il est clair d’après la figure 4.3−Règle d’Armijo que l’in-
égalité d’Armijo est toujours vérifiée si :

αk � 0 est suffi samment petit . en effet, dans le cas contraire, on aurait
une suite de pas strictement positifs {αk,i}i�1 convergeant vers 0 lorsque

i→∞ et tels que

f(xk + αkdk) ≤ f(xk) + ραk∇Tf(xk)dk

n’ait pas lieu pour αk = αk,i .
En retranchant f(xk) dans les deux membres, en divisant par αk,i et en

passant à la limite quand i→∞, on trouverait

∇Tf(xk)dk ≥ ρ∇Tf(xk)dk

ce qui contredirait le fait que dk est une direction de descente (ρ < 1) .

Théorème 4.5.2 Si ϕk : R+ → R, définie par ϕk (α) = f(xk + αdk) est
continue et bornée inférieurement, si dk est une direction de descente en
xk (ϕ′k (0) < 0) et si ρ ∈ ]0, 1[ , alors l’ensemble des pas vérifiant la règle
d’Armijo est non vide .
Preuve. On a

ϕk (α) = f(xk + αdk)

Ψρ (α) = f(xk) + ραk∇Tf(xk)dk

Le developpement de Taylor-Yong en α = 0 de ϕk est :

ϕk (α) = f(xk + αdk) = f(xk) + ραk∇Tf(xk)dk + αξ(α)
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où ξ(α)→ 0, α→ 0
et comme ρ ∈ ]0, 1[ et ϕ′k (0) = ∇Tf(xk)dk < 0 on déduit :

f(xk) + αk∇Tf(xk)dk < f(xk) + ραk∇Tf(xk)dk, pour α > 0

On voit que pourα > 0 assez petit on a :

ϕk (α) < Ψρ (α) .

De ce qui précède et du fait que ϕk est bornée inférieurement, et Ψρ (α)→
−∞, α→ +∞, on déduit que la fonction Ψρ (α)− ϕk (α) à la propriété :{

Ψρ (α)− ϕk (α) � 0 pour α assez petit
Ψρ (α)− ϕk (α) ≺ 0 pour α assez grand

donc s’annule au moins une fois pour α > 0 :
En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe ᾱ > 0 tel que

ϕk (ᾱ) = Ψρ (ᾱ) et ϕk (α) < Ψρ (α) pour 0 < α < ᾱ.

Ce qui achève la démonstration .

Recherche linéaire inexacte de Goldstein (1967)

Le pas λk est acceptable par la recherche linéaire inexacte de Goldestein,
s’il satisfait les deux conditions Goldestein1et Goldestein2 suivantes :

f(xk + λkdk) ≤ f(xk) + cλk∇f(xk)
t.dk c ∈

]
0,

1

2

[
(Goldstein1)

f(xk + λkdk) ≥ f(xk) + (1− c).λk.∇f(xk)
t.dk (Goldstein2)

Interprétation de la relation Goldstein1 :
La condition Goldstein1 est exactement la condition d’Armijo étudiée pré-

cédemment .Cette condition assure une décroissance suffi sante de la fonction
f.

Interprétation de la relation Goldstein2 :
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La condition Goldstein2 évite au pas λk d’être trop petit (voir la figure
ci dessous) .Ceci est d’un grand apport dans le processus de la convergence .

Figure 4.4− Rgle de Goldstein

La figure 4.4 montre, sur un exemple, l’ensembles des points satisfaisant
les deux conditions Goldstein .
L’Algorithme de Goldstein :
L’Algorithme essaye de trouver λk ∈]β1, β2[ . On démarre avec un inter-

valle [a0, b0] assez grand . On prend λ0 ∈]β1, β2[ :
Si λ0 vérifié Goldstein1 et Goldstein2 alors λ0 ∈]β1, β2[ et on s’arrête .
Si λ0 > β2 alors λ0 ne vérifié pas Goldstein, alors on prend b1 = λ0 et

a1 = b0 et λ1 = a1+b1
2

et on recommence avec λ1.
Si λ0 < β1 alors λ0 ne vérifié pas Goldstein2, on prend a1 = λ0, b1 = b0

et λ1 = a1+b1
2

et on teste de nouveau λ1 .
A l’itération k
Supposons qu’on ait [ak, bk] et λk = ak+bk

2

Si λk vérifié Goldstein1 et Goldstein2, λk ∈]β1, β2[ . Stop .
Si λk ne vérifié pas Goldstein1 alors λk > β2

On prend bk+1 = λk, ak+1 = ak, λk+1 = ak+1+bk+1
2

.
Si λk ne vérifié pas Goldstein2 alors λk < β1. On prend ak+1 = λk,

bk+1 = bk, λk+1 = ak+1+bk+1
2

.
On obtient ainsi l’algorithme suivant :
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Algorithme de Goldstein
ETAPE 1 (Initialization )
Choisir α0 ∈ [0, 10100] et ρ ∈ ]0, 1[ . Poser a0 = 0, b0 = 10100

Poser k = 0 et aller à ETAPE2
ETAPE2 (Test Goldstein1)
Itération k on a [ak, bk] et αk, calculez ϕk(αk)
Si ϕk(αk) ≤ ϕk(0) + ραkϕ

′
k(0), allez à ETAPE 3

Sinon
Poser bk+1 = αk, ak+1 = ak , et allez à ETAPE 4
ETAPE 3 (Test Gold 02)
Si ϕk(αk) ≥ ϕk(0) + (1− ρ)αkϕ

′
k(0), stop. α∗ = αk

Sinon
Poser ak+1 = αk , bk+1 = bk et allez à ETAPE 4
ETAPE 4
Poser αk+1 = ak+1+bk+1

2

Poser k = k + 1 et allez à ETAPE 2 .

Recherche linéaire inexacte de Wolfe (1969)

Recherche linéaire inexacte de Wolfe faible
Le pas λk est acceptable par la recherche linéaire inexacte de Wolfe faible

ou de Wolfe tout simplement, s’il satisfait les deux conditions suivantes :

f(xk + λkdk) ≤ f(xk) + c1λk∇tf(xk)dk, c1 ∈ ]0, 1[ (Wolfe1)

∇f(xk + λkdk)
tdk ≥ c2∇f(xk)

tdk, c2 ∈ ]c1, 1[ (Wolfe2)

Interprétation de la relation Wolfe1
La condition Wolfe1 est exactement la condition d’Armijo, cette condition

assure une décroissance suffi sante de la fonction f .
Interprétation de la relation Wolfe2

Les λk séléctionnés par la condition Wolfe1 peuvent être trés petits . Ceci
peut avoir des conséquences facheuses sur la convergence de l’algorithme. La
condition Wolfe2 évite cet inconvénient et supprime les très petites valeurs
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de λk. (voir la fugire ci dessous ) .

Figure.4.5− Rgle de Wolfe

Le figure 4.5 montre sur un exemple l’ensembles des points satisfaissant
les conditions de Wolfe c1 = 0, 1 ; c2 = 0, 7 (Lemaréchal 1980).
Recherche linéaire inexacte de Wolfe forte
Le pas λk est acceptable par la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte,

s’il satisfait les deux conditions Wolfe forte1 et Wolfe forte2 suivantes :

f(xk + λkdk) ≤ f(xk) + c1λk∇f(xk)
tdk, c1 ∈ ]0, 1[ (Wolfe forte1)

∣∣∇f(xk + λkdk)
t.dk
∣∣ ≤ c2.

∣∣∇f(xk)
t.dk
∣∣ , c2 ∈ ]c1, 1[ (Wolfe forte2)

Interprétation de la relation Wolfe forte1
La condition Wolfe forte1 est exactement la condition Wolfe1 ou Armijo.

Cette condition assure une décroissance suffi sante de la fonction f.
Interprétation de la relation Wolfe forte2
La condition Wolfe forte2 implique Wolfe2. Le pas λk sélectionné par

les condition Wolfe1 et Wolfe2 peut être très loin d’un point optimal ou
stationnaire de la fonction ϕ . La condition Wolfe forte2 assure que le pas λk
se trouve dans le voisinage d’un point stationnaire ou un point optimal de ϕ.

L’algoritheme de wolfe
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ETAPE 1 (Initialisation)
Prendre α0 ∈ [0, 1099] , calculez ϕ(0), ϕ′0(0). Prendre ρ = 0.1 (ou ρ = 0, 1

ou ρ = 0, 001 ou ρ = 10−4) θ = 0.9 (ou plus petit encore )
Poser a0 = 0, b0 = 1099, k = 0 et allez à ETAPE 2
ETAPE 2 (test de (Wolfe1))
Calculez ϕ(αk). Si ϕ(αk) ≤ ϕ(0) + ραkϕ

′(0), aller à ETAPE 3. Sinon
Poser ak+1 = ak, bk+1 = αk et allez à ETAPE 4
ETAPE 3 (test (Wolfe2) ou (Wolfeforte2) )
Calculez ϕ′(αk). Si ϕ′(αk) ≥ θϕ′ (0)(| ϕ′k(αk)|≤ −θϕ′(0)). STOP
Prendre ᾱ = αk . Sinon Poser ak+1 = αk, bk+1 = bk et allez à ETAPE 4
ETAPE 4 (calcul de αk+1 )
αk+1 =

ak+1+bk+1
2

Poser k = k + 1 et allez à ETAPE 2 .

4.6 Convergence des méthodes.

4.6.1 La condition de Zoutendijk

Maintenant on va étudier la contribution de la recherche linéaire inexacte
dans la convergence des algorithmes à directions de descente. Ce n’est qu’
une contribution, parce que la recherche linéaire ne peut à elle seule assurer la
convergence des itérés . On comprend bien que le choix de la direction de des-
cente joue aussi un rôle. Cela se traduit par une condition, dite de Zoutendijk,
dont on peut tirer quelques informations qualitatives intéressantes.
On dit qu’une règle de recherche linéaire inexacte satisfait la condition de

Zoutendijk s’il existe une constante C > 0 telle que pour tout indice k ≥ 1
on ait

f(xk+1) ≤ f(xk)− C ‖∇f(xk)‖2 cos2 θk (4.13)

où θk est l’angle que fait dk avec −∇f(xk), défini par

cos θk =
−∇Tf(xk)dk
‖dk‖ ‖dk‖

. (4.14)

Voici comment on se sert de la condition de condition de Zoutendijk.

Théorème 4.6.1 (de Zoutendijk)
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Si la suite {xk} générée par un algorithme d’optimisation vérifie la condi-
tion de Zoutendijk (4.13) et si la suite {f (xk)} est minorée, alors∑

k≥1

‖∇f(xk)‖2 cos2 θk <∞ (4.15)

Preuve. En sommant les quantités inégalités ‖∇f(xk)‖2 cos2 θk tout en pre-
nant en considération (4.14) , on a

l∑
k≥1

‖∇f(xk)‖2 cos2 θk ≤
1

C
(f(x1)− f(xl+1)

La série est donc convergente puisqu’il existe une constant C ′ telle que
pour tout k, f(xk) ≥ C ′.

Conséquence importante du théorème de Zoudentijk
La condition (4.15) implique

‖∇f(xk)‖2 cos2 θk → 0 (k →∞) (4.16)

Cette limite peut être utilisée pour en déduire la convergence de l’algorithme.
En effet si notre algorithme génère une suite {xk} de la forme :

xk+1 = xk + λkdk .

Si le choix de dk est tel que

cos θk ≥ δ > 0, ∀k

alors il découle de (4.16) que

lim ‖ ∇f(xk) ‖= 0 (4.17)

Les deux propositions suivantes précisent les circonstances dans lesquelles
la condition de Zoutendijk (4.13) est vérifiée avec les règles d’Armijo et de
Wolfe.

Proposition 4.6.1 Soit f : Rn → R une fonction continument différen-
ciable dans un voisinage de T = {x ∈ Rn : f(x) ≤ f(x1)} .
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On considère un algorithme à directions de descente dk, qui génère une
suite {xk} en utilisant la recherche linéaire d’Armijo, avec α1 > 0 .
Alors il existe une constante C > 0 telle que, pour tout k ≥ 1, l’une des

conditions
f(xk+1) ≤ f(xk)− C∇Tf(xk)dk

ou
f(xk+1) ≤ f(xk)− C ‖ ∇f(xk) ‖2 cos2 θk

est vérifiée.

Proposition 4.6.2 Soit f : Rn → R une fonction continument différen-
ciable dans un voisinage de T = {x ∈ Rn : f(x) ≤ f(x1)} .
On considère un algorithme à directions de descente dk, qui génère une

suite {xk} en utilisant la recherche linéaire de Wolfe (Wolfe1)et (Wolfe2) .
Alors il existe une constante C > 0 telle que, pour tout k ≥ 1, la condition

de Zoutendijk (4.13) est vérifiée.

4.6.2 Notion de convergence globale

Définition 4.6.1 Soit f : IRn → IR differentiable. Supposons que l’on
a construit une suite {κk} , à l’aide d’un algorithme d’optimisation sans
contraintes décrit dans le modèle (modèle algorithme). Nous dirons que l’al-
gorithme converge globalement si on a :

lim inf
k→∞

‖∇f(κk)‖ = 0

Remarque 4.6.1 Des auteurs exigent parfois pour la meme définition la
relation plus forte suivante :

lim
k→∞
‖∇f(κk)‖ = 0

4.6.3 Notion de vitesse de convergence

La convergence globale d’un algorithme ayant été établie, nous nous in-
téressons maintenant à l’évaluation de son effi cacité. D’un point de vue pra-
tique, l’effi cacité d’un algorithme dépend du nombre d’itérations nécessaires
pour obtenir une approximation à ε près (ε fixé à l’avance) de l’optimum κ∗.
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Si l’on compare entre eux, plusieurs algorithmes, et si l’on admet que le
temps de calcul par itération est sensiblement le même pour tous, le meilleur
est celui qui nécessitera le plus petit nombre d’itérations.
Malheureusement, il se révèle impossible de dégager des conclusions gé-

nérales de ce genre de comparaison.
Suivant le point de départ choisi, la nature de la fonction à optimiser,

la valeur de la tolérance choisie, la hiérarchie des algorithmes peut varier
considérablement.
Si l’on veut dégager un critère ayant une certaine valeur d’absolu, il faut

par conséquent recourir à un autre type d’analyse : c’est l’objet de l’étude de
la convergence asymptotique, c’est-à-dire du comportement de la suite {κk}
au voisinage du point limite κ∗.
Ceci conduit à attribuer à chaque algorithme un indice d’effi cacité appelé

sa vitesse de convergence.

Remarque 4.6.2 on est quelque fois amené à exprimer la vitesse de conver-
gence de la suite {κk} en étudiant, non pas la façon dont ‖κk − κ∗‖ tend
vers 0, mais la façon dont la suite {f (κk)} tend vers f (κ∗) où f la fonction
que l’on minimise.

4.7 Convergence des algorithmes et fonctions
multivoques

Les méthodes de résolution d’optimisation sont en général des méthodes
itératives, c’est à dire à partir d’un point initial x0, elles engendrent une suite
infinie x1 , x2 , ..., xk , ... dont on espère que cette suite converge vers la solution
optimale .

Définition 4.7.1 Un algorithme de résolution est un procédé itératif qui per-
met d’un point initial x0 d’engendrer la suite x0 , x1 , ..., xk , ...
Un algorithme est parfaitement définir par la donnée de l’application a

qui à xk associe xk+1 = a (xk) . L’étude de la convergence de l’algorithme se
ramène à l’étude des propriétés de a.
Par exemple :

a :→ a (x) = x− λ∇f (x)

a représente la méthode du gradient.
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Un modèle général des algorithmes : application multivoque
Soit le problème (P ) :

(P ) : min
x∈S

f (x)

On peut générer plusieurs classes d’algorithmes qui ont pour but de ré-
soudre le problème (P ) ou d’atteindre des points vérifiant les conditions né-
cessaires d’optimalité. Il serait alors logique au lieu d’étudier la convergence
d’un algorithme, il serait préférable d’établir une théorie ou un model assez
général qui étudie la convergence d’une classe d’algorithme au lieu d’un seul
algorithme.
Soient a1, a2, a3, ..., aP des applications qui génèrent p algorithmes, c’est

à dire qu’à un point xk on associe les p points différents a1 (xk) , a2 (xk) ,
a3 (xk) , ..., ap (xk) .
C’est à dire qu’on peut considérer l’application qui à xk fait correspondre

A (xk) = (a1 (xk) , a2 (xk) , a3 (xk) , ..., ap (xk)) .

Ceci conduit naturellement à un modèle dans lequel les algorithmes sont
représentés par des applications multivoques, c’est à dire des applications de
Rn dans P (Rn) qui à x ∈ Rn fait correspondre une partie de Rn.
D’une façon générale on notera :

A : X
m→ Y

une application multivoque de X dans Y.
Convergence globale :

Définition 4.7.2 On dit qu’un algorithme décrit par une application mul-
tivoque A, est globalement convergent si quelque soit le point de départ x0
choisi, la suite {xk} engendrée xk+1 ∈ A (xk) (ou une sous-suite) converge
vers un point satisfaisant les conditions nécessaire d’optimalité (ou solution
optimale).

:

Ω =

{
x : x satisfait une condition nécessaire d’optimalité
ou x une solution optimale locale ou globale

}
Ω s’appelle ensemble des solutions .
Applications multivoques fermées :
C’est une généralisation de la notion de continuité pour les fonctions

univoques .
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Définition 4.7.3 Soit A : X
m→ Y une application multivoque.

On dit que A est fermée en x ∈ X si et seulement si :

pour toute suite {xk}k∈N , xk → x dans X
et pour toute suite {yk}k∈N , yk → y dans Y

}
=⇒ y ∈ A (x)

A est dite fermé sur S ⊂ X si et seulement si A est fermée en tout point
x ∈ S.

Remarque 4.7.1 Si A est univoque continue, alors A est fermée.
En effet, soit A : X → Y continu en x et soit{

xk → x dans X
A (xk) = yk → y dans Y

}
=⇒ A (x) = y d’après la continuité de A .

Composition d’applications multivoques :

Définition 4.7.4 Soient A : X
m→ Y et B : Y

m→ Z (X, Y, Z fermés non
vides) .
La composée B ◦ A est l’application multivoque C : X

m→ Z définie par:
C (x) = ∪

y∈A(x)
B (y) .

Théorème 4.7.1 ( composition des applications multivoques fermées) :

Soit A : X
m→ Y et B : Y

m→ Z .On suppose que :

1) A est fermée en x ∈ X et que B est fermée sur A (x) .

2) Toute suite {yk} telle que yk ∈ A (xk) avec xk → x, admet une sous-suite
convergente .

Alors l’application multivoque C = B ◦ A est fermée en x.

Corollaire 4.7.1 Soit A : X → Y une application univoque et B : Y
m→ Z

une application multivoque.
Si A est continue en x et si B est fermée sur A (x) , alors B◦A est fermée

en x.

Preuve. On a A est continue en x, B est fermée sur A (x) et on a {yk} tel que
yk = A (xk) avec xk → x alors A (xk) → A (x) donc {yk} est convergente,
c’est à dire que les deux conditions du théorème 4.7.1 sont vérifiées, d’où
B ◦ A est fermée .

Théorème de Zangwill :
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Définition 4.7.5 On dit que h : X → R es une fonction de descente (relativement
à une application multivoque A) si elle est continue et possède les propriétés
suivantes :

1) x /∈ Ω =⇒ h (y) < h (x) ; (∀y ∈ A (x)).

2) x ∈ Ω =⇒ h (y) 6 h (x) ; (∀y ∈ A (x)).

Théorème 4.7.2 (Zangwill 1969) :
Soit

(P ) : min
x∈X

f (x)

un problème d’optimisation et Ω l’ensemble des solutions.
Soit A : X

m→ X une application multivoque et {xk} une suite engendrée
par l’algorithme, c’est à dire vérifiant xk+1 ∈ A (xk) .
Supposons que les trois conditions suivantes soient vérifiées :

C1) Les points {xk} sont tous contenus dans un ensemble compact K ⊂ X
.

C2) Il existe une fonction de descente h .

C3) L’application multivoque A est fermée dans X \ Ω et ∀x ∈ X \ Ω,
A (x) 6= 0.

Alors :
pour tout x limite d’une sous-suite convergente de la suite {xk} , on x ∈ Ω

et h (xk) →
k→∞
k∈N

h (x) .

Les modes de convergence :
Notre but est d’accélérer la convergence d’une suite, donc il est naturel

de présenter la notion de rapidité ou mode de convergence de suites.

Définition 4.7.6 Soit {xk}k∈N une suite dans Rn qui converge vers x̂ .

1- On dit que {xk}k∈N converge vers x̂ linéairement avec le taux η si

lim
k→∞

sup
‖xk+1 − x̂‖
‖xk − x̂‖

= η < 1.

Lorsque ‖xk+1 − x̂‖ ' η ‖xk − x̂‖ , la convergence est dite asymptotique .
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2- Si
lim
k→∞

sup
‖xk+1 − x̂‖
‖xk − x̂‖γ

< +∞, γ > 1

la convergence est dite super linéaire d’ordre γ.

3- On dit que {xk}k∈N tend vers x̂ de façon super linéaire si

lim
k→∞

‖ xk+1 − x̂ ‖
‖ xk − x̂ ‖

= 0.

Lorsque ‖xk+1 − x̂‖ ≤ l ‖xk − x̂‖γ , la convergence est dite super linéaire
asymptotique.
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Chapitre 5

Algorithmes d’optimisation
sans contrainte

5.1 Méthode de la plus forte pente

La méthode du gradient fut découverte par Cauchy en 1847 est l’une des
anciennes méthode les plus utilisées pour résoudre le problème (P ), elle est
également connu sous le nom de méthode de la plus forte pente ou de plus
de la plus profonde descente (steepest descente, en englais) car si xk ∈ Rn et
si ∇f(xk) 6= 0 alors la direction dk = −∇f(xk) est la meilleure direction de
descente (voir Théorème 2.1) .
Le théorème suivant va montrer que la décroissance de la fonction sera la

plus forte en suivant la direction −∇f(xk)

Théorème 5.1.1 Supposons que f : Rn → R soit différentiable au point x,
et supposons que

∇f(x) 6= 0

.
Considérons le problème optimal

Minimiser
‖d‖≤1

f ′(x, d)

où f ′(x, d) est la dérivée directionnelle de f au point x et dans la direction
d. Alors la solution optimale de ce problème est donnée par

d̃ = − ∇f(x)

‖∇f(x)‖ .
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Preuve. On a

f ′(x, d) = lim
λ→0+

f(x+ λd)− f(x)

λ
= ∇f(x)td

donc on va minimiser ∇f(x)td dans {d : ‖d‖ ≤ 1} .
En appliquant l’inégalité de Schwartz, on obtient∣∣∇f(x)td

∣∣ ≤ ‖∇f(x)‖ ‖d‖ (5.1)

Si
∇f(x)td ≥ 0

alors
∇f(x)td ≥ −‖∇f(x)‖ ‖d‖

Si
∇f(x)td ≤ 0

(5.1) implique
−∇f(x)td ≤ ‖∇f(x)‖ ‖d‖

par conséquent on a toujours

∇f(x)td ≥ −‖∇f(x)‖ ‖d‖

pour ‖ d ‖≤ 1 on a

‖∇f(x)‖ ‖d‖ ≤ ‖∇f(x)‖ ⇒ −‖∇f(x)‖ ‖d‖ ≥ −‖∇f(x)‖

alors ∀d : ‖d‖ ≤ 1 on a

∇f(x)td ≥ −‖∇f(x)‖

D’autre part on a
∥∥d̄∥∥ = 1 et d̄ vérifie

∇f(x)td̄ = ∇f(x)t
(
∇f(x)

‖∇f(x)‖

)
= −‖∇f(x)‖ .
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Interprétation du théorème 5.1.1 : Nous allons à partir du théorème
3.2.1 donner une idée intuitive sur l’appellation : méthode de la plus forte
pente. En effet d’après le théorème 3.2.1 on a:

f ′(x, d) ≥ f ′(x, d̄) : ∀d, ‖d‖ ≤ 1 .

En utilisant la définition de la dérivée directionnelle

lim
λ→0+

f(x+ λd)− f(x)

λ
≥ lim

λ→0+

f(x+ λd̄)− f(x)

λ
.

Cette dernière inégalité implique qu’il existe δ > 0 tel que:

[f(x+ λd)− f(x)]−
[
f(x+ λd̄)− f(x)

]
≥ 0,∀λ ∈ ]−δ,+δ[

alors
f(x+ λd) ≥ f(x+ λd̄),∀λ ∈ ]−δ,+δ[ et ∀d : ‖d‖ ≤ 1 .

5.1.1 Algorithme de la méthode de la plus forte pente

Etape initiale : Choisir un ε > 0. Choisir un point initial x1. Poser
k = 1 et aller à l’étape principale.
Etape principale : Si le∇f(x)le < epsilon stop.
Sinon poser dk = −le∇f(x)le et soit λk la solution optimale de la re-

cherche linéaire
min {f(xk + λdk);λ ≥ 0}

Poser
xk+1 = xk + λkdk

Remplacer k par k + 1 et répéter l’étape principale.

5.1.2 Inconvénients de la méthode de la plus forte pente

Lenteur de la méthode au voisinage des points stationnaires:
Cette méthode travaille de façon performante dans les premiers étapes de

l’algorithme mais au voisinage des points stationnaires elle devient très lente.
On peut expliquer ce problème comme suit :
On a

f(xk + λd) = f(xk) + λ∇f(xk)
t.d+ λ ‖d‖α(xk, λd)
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où α(xk, λd)→ 0 quand λd→ 0 .
Si d = −∇f(xk) alors xk+1 = xk − λ∇f(xk) et donc

f(xk + λd)− f(xk) = λ
[
−‖∇f(xk)‖2 + ‖∇f(xk)‖α(xk,−λ∇f(xk))

]
D’après l’expression précédent, on voit que lorsque xk s’approche d’un

point stationnaire, et si f est continument différentiable, alors ‖∇f(xk)‖ est
proche de zéro . Donc le terme à droite s’approche de zéro, indépendamment
de λ, et par conséquent f(xk +λd) ne s’éloigne pas beaucoup de f(xk) quand
en passe du point xk au point xk+1.
Le phénomène de Zigzaguing :
Il n’est pas facile de vérifier que pour la méthode du gradient on a toujours

dtk.dk+1 = 0

c’est à dire que la suite {xk} engendrée par l’algorithme de la méthode du
gradient, zigzague . Ceci crée un phénomène de ralentissement dans l’ache-
minement des points xk vers la solution optimale .

5.1.3 Quelques remèdes

Changement de direction :
Au lieu de prendre comme direction de descente, la direction :

dk = −∇f(xk)

on prend des directions de la forme :

dk = −D.∇f(xk)

où D est une matrice choisie convenablement (D pourrait être par exemple
l’inverse de la matrice héssienne au point xk c’est à dire (H(xk))

−1) .
Un autre choix pourrait s’opérer de la façon suivante :

dk = −∇f(xk) + gk

où gk est un vecteur approprié .
Accélération de la convergence :
On peut aussi accélérer la convergence de la méthode du gradien. Pour

cela on transforme grâce à un algorithme d’accélération de la convergence
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la suite {xk} en une suite {yk} qui convergerait vers la même limite que la
suite {xk} , mais convergerait plus rapidement . Si on note par x∗ cette limite
commune on exprime cette rapidité par la limite suivante :

lim
k→∞

yk − x∗
xk − x∗

= 0.

5.1.4 Convergence de la méthode de la plus forte pente

Cas des recherches linéaires exactes

avant de donner le théorème principal concernant la convergence de la mé-
thode de la plus forte pente avec des recherches linéaires exactes et inexactes,
démontrons d’abord ce résultat qui nous sera utile dans la section qui va
suivre .

Théorème 5.1.2 Soit f : Rn → R et L ⊂ R, un intervalle fermé et M
l’application multivoque suivante :

M : Rn × Rn → Rn

(x, d)→M(x, d) =
{
y : y = x+ λ̄d

}
λ̄ vérifiant :

f(x+ λ̄d) = min
{
f(x+ λ̄d);λ ∈ L

}
.

Si f est continue en x et si d 6= 0, alors M est fermée au point (x, d) .
Preuve. Soit {xk, dk}k∈N et {yk} telles que

(xk, dk) →
k→∞

(x, d), yk ∈M (xk, dk) , yk →
k→∞

y. (5.2)

Démontrons que
y ∈M(x, d).

En effet yk ∈M(xk, dk) . Alors

yk = xk + λ̄k.dk (5.3)

λ̄k est solution optimale de la recherche linéaire

f
(
xk + λ̄k.dk

)
= min {f (xk + λ.dk) , λ ∈ L} . (5.4)
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Puisque
dk →

k→∞
d 6= 0

alors
dk 6= 0, ∀k ≥ k0, k0 ∈ N (5.5)

(5.3) et (5.5) impliquent

λ̄k =
‖yk − xk‖
‖dk‖

(5.6)

soit en remarquant que L est fermé, on a

λ̄k →
k→∞

λ̄ =
‖ y − x ‖
‖ d ‖ ∈ L (5.7)

(5.2) (5.3) (5.6) et (5.7) donnent

y = x+ λ̄.d

(5.4) implique
f
(
xk + λ̄k.dk

)
≤ f (xk + λ.dk) .

Faisons tendre k vers l’infini et prenons en considération le fait que f est
continue au point (x, d), on obtient :

f
(
xk + λ̄k.dk

)
≤ f (x+ λ.d) , ∀λ ∈ L.

Ceci veut dire exactement que le point y = x+ λ̄.d ∈M(x, d) .

Théorème 5.1.3 ( convergence de la méthode de la plus forte pente avec
des recherches linéaires exactes ) Soit f : Rn → R, telle que f ∈ C1(Rn) et
(P ) le problème de minimisation sans contraintes suivant :

(P ) min {f(x) : x ∈ Rn} .

On suppose que l’ensemble δ(x0) suivant :

δ(x0) = {x ∈ Rn : f(x) ≤ f(x0), x0 ∈ Rn}

est borné . Soit {xk} une suite générée par l’algorithme de la plus forte
pente, c’est à dire
Initialisation : x0 ∈ Rn, point initial, poser k = 0 et aller à Etape

principale
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Etape principale : Si ∇f(xk) = 0 Stop .
Sinon
Calculer λk vérifiant f(xk + λkdk) = min {f(xk + λdk), λ ≥ 0} .
Calculer xk+1 = xk − λk∇f(xk) .
Poser k = k + 1 et aller à Etape principale .
Fin .
Soit x∗ une limite quelconque d’une sous suite convergente de {xk} . Alors

∇f(x∗) = 0 .

Cas des recherches linéaires inexactes

Théorème 5.1.4 ([Bazara]) ( convergence de la méthode de la plus forte
pente avec la recherche linéaire d’Armijo) . Soit f : Rn → R, telle que ∇f(x)
est continument Lipschitzien de constante G dans l’ensemble

δ(x0) = {x ∈ Rn : f(x) ≤ f(x0)} , x0 ∈ Rn quelconque.

Considérons l’algorithme de la méthode de la plus forte pente avec la recherche
linéaire d’Armijo, c’est à dire l’algorithme défini comme suit :
Initialisation : Fixons λ̄ > 0, 0 < ε < 1 et x0 ∈ Rn point initial, poser

k = 0 et aller à Etape principale .
Etape principale: A l’itération k définissons la direction dk = −∇f(xk)

et considérons la fonction d’Armijo

θ̂ (λ) = θ (0) + λεθ′ (0) (5.8)

où θ (λ) est la fonction suivante :

θ (λ) = f(xk + λdk) = f [xk − λ∇f(xk)] : λ ≥ 0. (5.9)

Si ∇f(xk) = 0 stop .
Sinon
Trouver le plus petit entier t ≥ 0 tel que

θ

(
λ̄

2t

)
≤ θ̂

(
λ̄

2t

)
(5.10)

et définir le successeur xk+1 de xk comme suit

xk+1 = xk − λk∇f(xk)
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avec

λk =
λ̄

2t
.

Poser k = k + 1 et aller à Etape principale .
Fin
Soit {xk} une suite générée par cet algorithme . Alors ou bien il s’arrête

après un nombre fini d’itérations en un point xk0 tel que ∇f(xk0) = 0, ou
bien il génère une suite infinie {xk}k∈N telle que :

∇f(xk) →
k→∞

0 .

5.2 Méthodes quasi-Newtoniennes

5.2.1 Méthode de Newton

Considérons le problème d’optimisation sans contraintes (P )

(P ) : Min
x∈Rn

f (x)

où f : Rn −→ R
Le principe de la méthode de Newton consiste à minimiser successivement
les approximations du second ordre de f , plus précisément si

f (x) = f (x) +∇f (xk)
t (x− xk) + (x− xk)tH (xk) (x− xk) + o ‖x− xk‖2 ,

posons

q (x) = f (x) +∇f (xk)
t (x− xk) + (x− xk)tH (xk) (x− xk) .

Soit xk+1 l’optimum de q, alors il vérifie ∇q (xk+1) = 0, soit en remplaçant :

∇f (xk) +H (xk) (xk+1 − xk) = 0,

ou encore
H (xk) (xk+1 − xk) = −∇f (xk)

donc
xk+1 = xk − [H (xk)]

−1∇f (xk)

69



CHAPITRE 5. ALGORITHMES D’OPTIMISATION SANS
CONTRAINTE

Donc pour obtenir une méthode qui converge superlinéairement, il est
nécessaire d’approximer l’étape de Newton asymptotiquement. C’est le prin-
cipe de Dennis et Moré. Comment peut-on y aboutir sans évaluer la matrice
Hessienne dans chaque itération ?
La réponse à été découverte par Davidon en 1959 et a été développée et
popularisée par Fletcher et Powell en1963. Elle consiste à commencer par
n’importe quelle approximation de la matrice Hessienne et à chaque itéra-
tion, on améliore la matrice en introduisant la courbure du problème mesuré
tous au long de l’étape. Si cette amélioration est faite correctement, on ob-
tient quelques méthodes remarquablement robustes et effi caces, qu’on appelle
les méthodes de la variable métrique ou quasi Newton. Ils ont libéré l’opti-
misation non linéaire en procurant une alternative à la méthode de Newton,
qui est très coûteuse pour plusieurs applications.
Il y a plusieurs méthodes de variable métrique, on s’étalera particulièrement
sur les trois plus importantes, la méthode de correction de rang un, la mé-
thode DFP (Davidon, Fetcher,
Powell), et la méthode BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shano).
Algorithme (méthode de Newton)

Étape initiale :
Soit ε > 0, critère d’arrêt. Choisir κ1 point initial, poser k = 1 et aller
à l’étape principale.

Étape principale :
Si ‖∇f (κk)‖ ≤ ε STOP, sinon poser κk+1 = κk − [H (κk)]−1∇f (κk)
remplacer k par k + 1 est aller a l’étape principale.

Avantages et inconvénients

♣ Avantages

• Si le point κ0 est assez proche de la solution optimale locale κ∗ telleque
H (κ∗) soit définie positive, alors l’algorithme de Newton converge de façon
quadratique vers la solution κ∗
c’est-à-dire que l’on a

‖κk+1 − κ∗‖ ≤ γ ‖κk − κ∗‖2 γ ≥ 0
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• La méthode de Newton fonctionne bien si 1 < n < 10 car il est facile
de déterminer ∇2f (κk) .
• La méthode de Newton converge en une seule itération lorsqu’elle est

appliquée à une fonction quadratique strictement convexe.

♣ Inconvénients

• Il faut calculer les dérivées secondes de f qui peut être très coûteux en
temps de calcule
• L’algorithme n’est pas globalement converge si le premier itéré κ0 est

éloigné de κ∗.
• Le successeur κk+1 de κk n’est pas toujours bien défini, si ∇2f (κ) =

H (κ) est singulière.
• Si f n’est pas strictement convexe, l’algorithme ne génère par nécessai-

rement des directions de descente de f .
• Un système linéaire d’ordre n doit être résolu à chaque itération, et on

dispose pas de place mémoire pour stocker les a (n2) éléments d’une matrice.

Comment peut-on remédier les défauts de l’algorithme de Newton ?

Pour obtenir une méthode qui converge superlinéairement, il est néces-
saire d’approximer l’étape de Newton asymptotiquement qui est le principe
de Dennis et Moré.
Comment peut-on y aboutir sans évaluer la matrice jacobienne F ′(κk)

dans la résolution d’équation non linéaires ou le hessien H(κk) de f en opti-
misation ?
La réponse consiste à commencer par n’importe quelle approximation

de la matrice hessienne et à chaque itération, on améliore la matrice en
introduisant la courbure du problème mesuré tout au long de l’étape.
Si cette amélioration est faite correctement, on obtient quelques méthodes

remarquablement robustes et effi caces, qu’on appelle les méthodes de la va-
riable métrique ou quasi-Newton, ils ont libéré l’optimisation non linéaire en
procurant une alternative à la méthode de Newton, qui est très coûteuse pour
plusieurs applications.
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5.2.2 Méthodes de Quasi-Newton

La classe des méthodes quasi-newtoniennes n’exigent pas des expressions
explicites pour les deuxièmes dérivés. Celles-ci désignés parfois sous le nom
des méthodes métriques variables. Car le nom implique que la base de ces
méthodes est la méthode classique de Newton. Le principe de base dans des
méthodes quasi-newtoniennes est que la direction de recherche est basée sur
une matrice Mk , qui atteint le même but de l’inverse du Hessien Hk, dans
la méthode de Newton.
Les algorithmes de quasi-Newton prennent donc en charge la génération

de la suite des itérés {κk}k≥0, mais aussi celle de la suite des matrices Bk

approchant F ′(κk) ou Hk. La première suite générée par la récurrence

κk+1 = κk + sk

où sk = λkdk dans les algorithmes avec recherche linéaire (λk > 0 est le
pas et dk vérifie Bkdk = −F (κ) ou Bkdk = −gk selon le problème) et sk est
la solution d’un problème d’optimisation quadratique avec une borne sur la
norme du déplacement dans les algorithmes avec régions de confiance.
Donc une méthode de quasi Newton est une méthode de type :{

κk+1 = κk + λkdk
dk = −Mkgk

(5.11)

ou bien {
κk+1 = κk + λkdk
dk = −B−1

k gk
(5.12)

oùMk (respectivement Bk) est une matrice destinée à approcher l’inverse du
hessien de f (respectivement le hessien) de f en κk.
Si l’on veut que Mk+1 approche le hessien Hk+1 = ∇2f (κk+1), sans cal-

culer ce dernier, la variation du gradient d’un itéré au suivant qu’il faut tirer
de l’information. Puisque l’on a

yk = gk+1 − gk =

 1∫
0

∇2f (κk + tsk) dt

 sk,

il est naturel d’imposer à la matrice Mk+1 de vérifier l’équation

sk = Mk+1yk
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Cette équation porte le nom d’équation de quasi-Newton.
Il est également normal d’imposer à Mk+1 d’être symétrique (puisque

[H (κk)]−1 l’est).

Quelques propriétés des algorithmes de quasi-Newton

• Des méthodes quasi-newtoniennes, comme la plupart des autres mé-
thodes, sont développées pour le problème quadratique convexe et puis sont
prolongées au problème général. Elles sont considérées comme étant parmi
les méthodes les plus effi caces et sont employés très intensivement dans de
nombreuses applications. Plusieurs méthodes quasi-newtoniennes distinctes
ont évolué ces dernières années. Dans ce chapitre, nous discuterons en détail
les quatre méthodes les plus importantes de cette classe qui sont :
1- Méthode de correction de rang un (SR1 [1960])
2- Méthode de Davidon-Fletcher-Powell (DFP [D-1959 et F.P-1963])
3- Méthode de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS [1970])
• les algorithmes quasi-newtoniens convergent moins rapidement que l’al-

gorithme de Newton. Dans les implémentations corretes, les itérés convergent
toutefois q-superlinéairement.
• Chaque itération demande moins de calcul au simulateur que dans l’al-

gorithme de Newton : il n’est pas nécessaire d’évaluer les dérivées secondes.
• Dans leur version standard, ces algorithmes peuvent être utilisés pour

un nombre de variables qui n’est pas trop grand, disons n ≤ 500 pour fixer
les idées, cependant on a développé ces dernières années (à partir de 1990)
des algorithmes qui sont des variantes de la méthode BFGS et qui prennent
en charge les problèmes de grande taille (citons particulièrement la méthode
BFGS à mémoire limitée, La lBFGS).

5.2.3 Formules de mise à jour de l’approximation du
Hessien

Le principe de la mise à jour consiste à une itération donnée de l’algo-
rithme {

κk+1 = κk + λkdk
dk = −Mkgk

(5.13)
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Nous cherchons Mk sous la forme suivante :

Mk+1 = Mk + ∆k (5.14)

avec ∆k symétrique, assurant la relation de quasi-Newton. On exige aussi
que Mk+1 soit définie positive, sous l’hypothèse que Mk est définie positive.
La formule (5.14) permet d’utiliser les nouvelles informations obtenues

lors de l’étape k de l’algorithme, c’est-à-dire essentiellement le gradient
gk+1 = ∇f (κk+1) au point κk+1, obtenu par une recherche linéaire (exacte

ou approchée) dans la direction dk. Il existe différentes formules de type
(5.11). Suivant que ∆k est de rang un ou deux, on parlera de correction de
rang un (SR1) ou de rang deux.(DFP, BFGS).

5.2.4 Méthode de correction de rang un (SR1 [1960])

Cette méthode a été proposée par Broyden ([27]), Davidon ([25]), Fiacco
et McCormick ([28]), Murtagh et Sargent ([29]), et Wolfe ([30]).
Etant donné que [H (κk)]−1est symétrique, la formule de mise à jour de

l’approximation du Hessien est la suivante :

Mk+1 = Mk + akuku
>
k (5.15)

où uk est un vecteur de IRn et ak constante. La matrice de correction
∆k = akuku

>
k est symétrique et de rang un.

Des équations (5.13)-(5.15) on obtient :

sk = Mkyk + akuku
>
k yk (5.16)

et par conséquent

y>k (sk −Mkyk) = aky
>
k uku

>
k yk

= ak
(
u>k yk

)2
(5.17)

Alternativement, de l’équation (5.16) on a :

(sk −Mkyk) = akuku
>
k yk = ak

(
u>k yk

)
uk

(sk −Mkyk)
> = aky

>
k uku

>
k = ak

(
u>k yk

)
u>k

74



5.2. MÉTHODES QUASI-NEWTONIENNES

Si on prend
uk = (sk −Mkyk) ,

alors
ak
(
u>k yk

)
= 1.

Soit en remplaçant :
ak. (sk −Mkyk)

> .yk = 1

ou encore :
ak =

1

(sk −Mkyk)
> .yk

,

et (5.15) devient :

Mk+1 = Mk +
(sk −Mkyk) . (sk −Mkyk)

>

(sk −Mkyk)
> .yk

Cette formule porte le nom de formule SR1 (système de rang 1 ).
Algorithme (Méthode de SR1)
Etape initiale :
Soit ε > 0 (critère d’arret). Choisir un point initial κ1 et
une matrice symétrique définie positive M1 quelconque
(par exemple M1 = I) poser k = 1, et aller aux étapes principales

Etapes principales.
Etape 1 :
Si ‖∇f (κk)‖ < ε stop ; sinon, poser dk = −Mkgk et déterminer le pas
optimal λk solution optimale du problème min f (κk + λdk), λ ≥ 0. et
poser κk+1 = κk + λkdk

Etape 2 :
Construire Mk+1 comme suit :

Mk+1 = Mk +
(sk −Mkyk) . (sk −Mkyk)

>

(sk −Mkyk)
> .yk

avec

sk = κk+1 − κk
yk = ∇f (κk+1)−∇f (κk)

Remplacer k par k + 1 et aller a l’étape 1. �
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Cet algorithme a un comportement remarquable dans le cas où f est une
fonction quadratique.
Pour un problème quadratique convexe, cette méthode converge au plus

dans (n + 1) itérations et (Mk+1)−1 = H à condition que si = Mk+1yi pour
0 ≤ i ≤ k. C’est en effet le cas, comme sera démontré par le théorème suivant.

Théorème 5.2.1 Soit f une fonction quadratique, de matrice Hessienne
H définie positive. Considérons la méthode itérative qui, partant d’un point
κ0 arbitraire engendre les points

κk+1 = κk + sk

où les sk sont des vecteurs lin. indépendants. Pour toute matrice symétrique
initiale M0, considérons la suite des matrices {Mk}définis par :

Mk+1 = Mk +
(sk −Mkyk) (sk −Mkyk)

>

s>k (sk −Mkyk)
. (5.18)

avec
yk = ∇f (κk+1)−∇f (κk) .

Alors on a :
si = Mk+1yi pour 0 ≤ i ≤ k

et dans au plus n étapes, la suite {κk} converge vers la solution optimale, et
Mk converge vers l’inverse du Hessien H−1 (Mk+1 =. H−1)
Preuve. Supposons que

si = Mkyi pour 0 ≤ i ≤ k − 1 (5.19)

est vraie et montrons qu’elle est vraie pour k,
si 0 ≤ i ≤ k − 1 de l’équation (5.18)

Mk+1yi = Mkyi + uk (sk −Mkyk)
> yi

où

uk =
sk −Mkyk

y>k (sk −Mkyk)

Puisque Mk est symétrique, nous pouvons écrire
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Mk+1yi = Mkyi + uk
(
s>k yi − y>kMkyi

)
et de (5.19)

Mk+1yi = si + uk(s
>
k yi − y>k si) (5.20)

pour 0 ≤ i ≤ k on a

yi = Hsi

et

y>k = s>kH

Par conséquent pour 0 ≤ i ≤ k − 1, nous prenons

s>k yi − y>k si = s>kHsi − s>kHsi = 0

et de l’équation (5.20) on obtient

si = Mk+1yi pour 0 ≤ i ≤ k − 1 (5.21)

on a

sk = Mk+1yk

et avec (5.21), nous pouvons écrire

si = Mk+1yi pour 0 ≤ i ≤ k (5.22)

Pour accomplir l’induction, nous notons

si = M1yi = M1Hsi, pour 0 ≤ i ≤ 0

et d’après (5.22)-(5.19) nous pouvons écrire

si = M2yi = M2Hsi, pour 0 ≤ i ≤ 1

si = M3yi = M3Hsi, pour 0 ≤ i ≤ 2

...
...

...

si = Mk+1yi = Mk+1Hsi, pour 0 ≤ i ≤ k

77



CHAPITRE 5. ALGORITHMES D’OPTIMISATION SANS
CONTRAINTE

et comme les vecteurs si sont indépendants, c’est-à-dire l’ensemble
{s0, s1, ..., sk} forme une base de IRk+1 alors,

Mk+1H = I

ou encore,
Mk+1 = H−1.

Remarque 5.2.1 si Mk+1 = H−1 alors on revient à la méthode de Newton
qui converge en une seule itération puisqu’elle est appliquée à une fonction
quadratique strictement convexe ; et aussi le théorème précédant permet d’ob-
tenir l’inverse d’une matrice avec une méthode itérative.

Avantages et inconvénients de la méthode de SR1

♣ Avantages
• Cette méthode présente l’avantage, que le point κk+1 n’a pas besoin

d’être choisi comme le minimum exact, c’est à dire qu’on n’a pas besoin
d’effectuer des recherches linéaire exactes.

♣ Inconvénients
• Même si la fonction est quadratique, et même si son Hessien est défini

positif, la matrice Mk n’est pas forcément définie positive.
• Le dénominateur (sk −Mkyk)

> yk peut devenir nul ou très petit, ce qui
rend le procédé instable c’est-à-dire, la méthode n’est pas bien définie.

Remarque 5.2.2 la méthode de SR1 est souvent utilisée lorsqu’il n’est pas
possible ou qu’il n’est pas nécessaire que Mk soit définie positive.

5.2.5 Méthode de Davidon-Fletcher-Powell (DFP)

Cette méthode a été proposée par Davidon en 1959 et développé plus tard
en 1963 par Fletcher et Powell. La formule de mise à jour de DFP est une
formule de correction de rang deux. De façon plus précise construisons Mk+1

en fonction de Mk de la forme :

Mk+1 = Mk + Ak + ∆k (5.23)
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Bien sur le choix de Ak et ∆k doit prendre en considération l’équation de
quasi-Newton

Mk+1yk = sk (5.23 bis)

Si on écrit Ak sous la forme Ak = akuku
>
k et ∆k = bkvkv

>
k , alors (5.23 bis)

prend la forme :

(akuku
>
k ).yk +

(
bkvkv

>
k

)
.yk = sk −Mk.yk.

Comme dans le cas de la formule SR1, un bon choix de ak, bk, uk et vk
conduit à la formule de correction de rang 2 suivante :

Mk+1 = Mk +
sks
>
k

s>k yk
− Mkyky

>
kMk

y>kMkyk
(5.24)

Algorithme (Méthode de DFP)
Etape initiale :
Soit ε > 0, déterminer le critère d’arrêt. Choisir un point initial κ1 et
une matrice symétrique définie positive M1 quelconque
(par exemple M1 = I) poser k = 1, et aller aux étapes principales
Etapes principales.
Etape 1 :
Si ‖∇f (κk)‖ < ε STOP ; sinon, poser dk = −Mkgk et déterminer le
pas optimal λk solution optimale du problème
min f (κk + λdk), λ ≥ 0. et poser κk+1 = κk + λkdk
Etape 2 :
Construire Mk+1 comme suit :

Mk+1 = Mk +
sks

T
k

sTk yk
− Mkyky

T
kMk

yTkMkyk
avec

sk = κk+1 − κk
yk = ∇f (κk+1)−∇f (κk)

Remplacer k par k + 1 et aller a l’étape 1. �
Cet algorithme a un comportement remarquable dans le cas où f est une

fonction quadratique.
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Théorème 5.2.2 La formule (5.24) conserve la définie positivité des ma-
trices Mk, c’est-à-dire, si Mk est définie positive alors Mk+1 est également
définie positive.

Preuve. Soit κ un vecteur de IRn on a

κ>Mk+1κ = κ>Mkκ +

(
s>k κ

)2

s>k yk
−
(
y>kMkκ

)2

y>kMkyk

=
y>kMky

>
k κMkκ −

(
y>kMkκ

)2

y>kMkyk
+

(
s>k κ

)2

s>k yk

Si on définie le produit scalaire 〈κ, y〉 = κ>Mkyk, alors on a

κ>Mk+1κ =
〈yk, yk〉 〈κ,κ〉 − 〈yk,κ〉2

〈yk, yk〉
+

(
s>k κ

)2

s>k yk
(5.25)

Le premier terme du second membre est positive ou nul d’après l’inégalité de
Cauchy Schwartz. et pour le deuxième terme on peut faire l’analyse suivante :
Puisque le pas est optimal on a la relation d’aprés l’orthogonalité des

directions successives
g>k+1dk = 0

et donc

s>k yk = λk (gk+1 − gk)> dk
= λkg

T
kMkgk > 0

On a donc
κ>Mk+1κ ≥ 0.

Les deux termes dans (5.25) étant positifs. Cette quantité ne peut s’annuler
que si les deux termes sont simultanément nuls, le premier terme ne peut
s’annuler que si κ = λyk pour un scalaire λ 6= 0, dans ce cas le deuxième
terme est non nul car s>k κ = λs>k yk. on a donc bien

κ>Mk+1κ > 0 pour κ 6= 0.

• Il est important de noter que le résultat ci-dessus est vérifié pour n’im-
porte quel λk > 0 pour lequel
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s>k yk = s>k gk+1 − s>k gk > 0 (5.26)

c’est-à-dire si s>k yk > 0,alors la définie positivité de Mk+1est préservée même
dans le cas où la minimisation de f(κk +λdk) est inexacte et donc l’équation
de quasi-newton a toujours une solution Mk+1.
• Si f est srictement convexe alors l’inégalité (5.26) est vérifiée pour touts

κk et κk+1

(
car : f est srictement convexe⇔ ∀κk,κk+1 ∈ IRn;κ>k H (κk+1)κk > 0

⇒ sTkMk+1sk = s>k yk > 0

)
Si f est non convexe alors l’inégalité (5.26) n’est pas forcément vérifiée.
Dans ce cas on utilise la recherche linéaire de Wolfe ou deWolfe forte pour

vérifier la condition (5.26). En effet
de (wolfe2) on a

g>k+1sk ≥ σg>k sk ⇒ y>k sk ≥ (σ − 1)λkg
>
k dk

Puisque σ < 1 et g>k dk < 0, on peut écrire

y>k sk ≥ (σ − 1)λkg
>
k dk > 0.

Théorème 5.2.3 (Directions conjuguées engendrées par méthode de DFP)

a) Si la recherche linéaire utilisée dans la méthode de DFP est exacte et
si la fonction objective f (κ) est une fonction convexe et quadratique, alors
l’algorithme DFP décrit par la relation

Mk+1 = Mk +
sks
>
k

s>k yk
− Mkyky

>
kMk

y>kMkyk

engendre un ensemble des directions conjuguées s0, s1,...., sk c’est-à-dire,

s>i Hsj = 0 pour 0 ≤ i < j ≤ k (5.27)

b) Si

yi = Hsi pour 0 ≤ i ≤ k (5.28)

alors
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si = Mk+1yi (5.29)

Preuve. Supposons que

s>i Hsj = 0 pour 0 ≤ i < j ≤ k − 1 (5.30)

si = Mkyi pour 0 ≤ i ≤ k − 1 (5.31)

puis nous montrons l’équations (5.27) et (5.29)
a) on a

yk = Hsk

où
sk = κk+1 − κk
yk = gk+1 − gk

donc nous pouvons écrire

gk = gk−1 +Hsk−1

= gk−2 +Hsk−2 +Hsk−1

= gk−3 +Hsk−3 +Hsk−2 +Hsk−1

...

= gi+1 +H(si+1 + si+2 + ...+ sk−1)

Ainsi pour 0 ≤ i ≤ k − 1, nous prenons

s>i gk = s>i gi+1 + s>i H(si+1 + si+2 + ...+ sk−1) (5.32)

et quand la recherche linéaire utilisée dans la méthode de DFP est exacte,
alors f (κ) est minimisée exactement au point κi+1 et ainsi

g>i+1di = 0 (5.33)

implique
λig
>
i+1di = g>i+1λidi = s>i gi+1 = 0

Maintenant pour 0 ≤ i ≤ k − 1, l’équation (5.30) donne

s>i H(si+1 + si+2 + ...+ sk−1) = 0 (5.34)

82



5.2. MÉTHODES QUASI-NEWTONIENNES

et de (5.32)-(5.34), nous obtenons

s>i gk = 0

Alternativement, d’équations. (5.31)-(5.28) nous pouvons écrire

s>i gk = (Mkyi)
> gk = (MkHsi)

> gk = s>i HMkgk = 0

De plus, pour éliminer Mkgk on utilise l’équation

sk = λkdk = −λkMkgk

ainsi
s>i gk = − 1

λk
s>i Hsk = 0

et depuis λk > 0, nous avons

s>i Hsk = 0 pour 0 ≤ i ≤ k − 1 (5.35)

Maintenant, par la combinaison de. (5.30) et (5.35)

s>i Hsj = 0 pour 0 ≤ i < j ≤ k (5.36)

Pour accomplir l’induction, nous pouvons écrire

s>0 g1 = (M1y0)> g1 = (M1Hs0)> g1 = s>0 HM1g1 = − 1

λ1

s>0 Hs1

et depuis f(x) est minimisée exactement au point κ1, nous avons
s>0 g1 = 0 et

s>i Hsj = 0 pour 0 ≤ i < j ≤ 1

Depuis (5.36) est vérifiée si (5.30) est vérifiée, nous pouvons écrire

s>i Hsj = 0 pour 0 ≤ i < j ≤ 2

s>i Hsj = 0 pour 0 ≤ i < j ≤ 3

...
...

s>i Hsj = 0 pour 0 ≤ i < j ≤ k

c’est-à-dire, les directions s0, s1,...., sk, forment un ensemble des directions
conjuguées.
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b) de (5.31)

y>k si = y>kMkyi pour 0 ≤ i ≤ k − 1 (5.37)

et d’autre part de (5.28) on a

y>k si = s>kHsi pour 0 ≤ i ≤ k − 1 (5.38)

Depuis s0, s1,...., sk, forme un ensemble des directions conjuguées (de la
partie (a)), et de (5.37)-(5.38)

y>k si = y>kMkyi = s>kHsi pour 0 ≤ i ≤ k − 1 (5.39)

En notant
s>k = y>kMk+1 et Hsi = yi

(5.39) peut être exprimé

y>k si = y>kMkyi = y>kMk+1yi = 0 pour 0 ≤ i ≤ k − 1

et, en conséquence,

si = Mkyi = Mk+1yi pour 0 ≤ i ≤ k − 1 (5.40)

Maintenant, de l’équation

sk = Mk+1yk

et par la combinaison de. (5.40), nous obtenons

si = Mk+1yi pour 0 ≤ i ≤ k.

Remarque 5.2.3 Pour k = n− 1, des equations (5.28) et (5.29) on peut
écrire

[MnH − αI] si = 0 pour 0 ≤ i ≤ n− 1

avec α = 1. En effet, les vecteurs si sont des vecteurs propres qui corres-
pondent à la valeur propre d’unité pour la matrice MnH, et puisqu’ils sont
linéairement indépendants, nous avons

Mn = H−1

c’est-à-dire, dans un problème quadratique Mk+1 devient le Hessien à l’ité-
ration n− 1.
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Remarque 5.2.4 Une méthode de directions conjuguées est une méthode
itérative qui appliquée à une fonction quadratique de n variables conduit à
l’optimum en n étapes au plus ; autrement dit, une méthode de directions
conjuguées converge donc de façon finie en au plus n étapes.

Avantages et inconvénients de la méthode de DFP

♣ Avantages
1- Pour des fonctions quadratiques (avec une recherche linéaire exacte) :
• L’algorithme converge dans au plus n étapes avec Mn+1 = H−1.
• Elles engendrent des directions conjuguées.
2- Pour les fonctions quelconques :
• la matrice Mk reste définie positive, ce qui est nécessaire pour que la

direction soit une direction de descente.

5.2.6 Méthode de Broyden-Fletcher-Goldfard-Shanno
(BFGS [1970])

La méthode de BFGS est une méthode quasi-newtonienne bien connue
pour résoudre des problèmes d’optimisation sans contraintes, elle a été pro-
posée par : Broyden, Fletcher, Goldfarb, et Shanno. Elle est devenue une
méthode de choix pour les ingénieurs et les mathématiciens qui sont intéres-
sés à résoudre des problèmes d’optimisation.
Une autre manière d’imposer àMk+1 d’être proche deMk est de minimiser

l’"écart" entre Mk+1 et Mk, toujours en requérant que Mk+1 soit symétrique
et vérifie l’équation de quasi-Newton. On est donc conduit a considérer le
problème en la variable matricielle M ∈ IRn×n suivant :

min ”écart”(M,Mk)
yk = Msk ; M ∈ IRn×n

M = M>
(5.41)

On dit alors que la matrice est obtenue par une approche variationnelle.

Notations : Pour indiquer qu’une matrice carréeM est symétrique semi-
définie positive (resp. définie positive),on notera M ≥ 0 (resp. M > 0).
L’ensemble des matrices symétriques d’ordre n est noté Sn,

Sn+ := {M ∈ Sn : M ≥ 0}
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et
Sn++ := {M ∈ Sn : M > 0} .

Il est souvent intéressant d’imposer également la définie positivité des
matrices Mk, car pour que dk = −M−1

k gk soit une direction de descente, on
a besoin que Mk soit une matrice symétrique, définie positive (en effet : on
sait que, toute matrice symétrique réelle et définie positive est inversible, et
son inverse est elle aussi définie positive, c’est-à-dire on peut écrire :

g>k dk = −g>kM−1
k gk < 0 donc,dk est une direction de descente).

Cette condition définissant un ensemble ouvert ne peut être utilisée direc-
tement comme contrainte dans le problème définissantMk+1 ; et dans ce but,
on commence par introduire une fonction : ψ : Sn → IR dont le domaine est
Sn++ et qui forme une "barrière" au bord du cône S

n
++ (elle tend vers l’infini

lorsque son argument se rapproche du bord de Sn++) ainsi qu’a l’infini :

ψ (Υ) = trΥ + ldΥ (5.42)

où la fonction log-déterminant ld : Sn → IR∪{+∞} est définie enΥ ∈ Sn
par

ld (Υ) =

{
− log det Υ si Υ ∈ Sn++

+∞ sinon

Les propriétés annoncées de ψ peuvent se voir sur son expression suivante.

Si on note {αi} les valeurs propres de Υ, on a trΥ =
n∑
i=1

αi, det Υ =
n

Π
i=1
αi et

donc

ψ (Υ) =
n∑
i=1

(αi − logαi) , si Υ ∈ Sn++ (5.43)

Etant donné l’allure de la fonction t ∈ IR++ 7→ t− log t, ψ(Υ) tend vers
l’infini si l’une des valeurs propres de Υ tend vers zéro ou vers l’infini.
(∃j ∈ {1, ..., n} ; lim

αj→0 ou ∞
ψ(Υ) =∞).

La formule (5.43) montre aussi que l’unique minimiseur de ψ est Υ = I
la matrice identité (αi = 1 pour tout i).
Si Mk est une matrice réelle symétrique alors :
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la matrice Mk est définie positive si et seulement s’il existe une matrice
définie positive Ak telle que A2

k = Mk ; dans ce cas, la matrice définie positive

Ak et on peut la noter Ak = M
1
2
k est unique.

en effet :
Si Mk est une matrice réelle symétrique alors on peut écrire

U>MkU = Λ

où U est vérifiée

U>U = UU> = I

et Λ est une matrice diagonalsée où les élèments du diagonale sont les
valeurs propres de Mk qui sont strictement positives car Mk est définie posi-
tive.Donc on peut écrire

Mk = UΛU> = UΛ
1
2Λ

1
2U> =

(
UΛ

1
2U>

)(
UΛ

1
2U>

)
= M

1
2
k M

1
2
k . �

On veut dire,qu’il faut trouver une matrice M symétrique et définie po-
sitive être proche de Mk c’est-à-dire

M uM
1
2
k M

1
2
k

implique

M
− 1
2

k MM
− 1
2

k u I

Donc afin de minimisée l’écart entre M et Mk, on va chercher à ce

que M
− 1
2

k MM
− 1
2

k soit proche de I ; et ceci peut être obtenu en minimisant

ψ
(
M
− 1
2

k MM
− 1
2

k

)
, si bien que l’on aura Mk+1 proche de Mk en résolvant :

minψ
(
M
− 1
2

k MM
− 1
2

k

)
yk = Msk
M ∈ Sn++ (contrainte implicite).

(5.44)

Si sk = 0 alors


si yk 6= 0 alors (5.44) n’a pas de solutions
ou bien

si yk = 0 alors la solution du (5.44) est M = Mk

;
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Sinon ; le cas non trivial où sk 6= 0 est examiné dans le proposition sui-
vante.

Proposition 5.2.1 Supposons que Mk soit symétrique définie positive et
que sk 6= 0. Alors, le problème (5.44) a une solution si et seulement si

y>k sk > 0.
Sous cette condition la solution Mk+1 de (5.44) est unique et est donnée

par l’une des formules suivantes :

Mk+1 = Mk +
yky

T
k

yTk sk
− Mksks

T
kMk

sTkMksk
(5.45)

Bk+1 =

(
I − sky

T
k

yTk sk

)
Bk

(
I − yks

T
k

yTk sk

)
+

(
I − sks

T
k

yTk sk

)
(5.46)

où on a noté Bk := M−1
k et Bk+1 := M−1

k+1.
Algorithme (Méthode de BFGS)
Etape initiale :
Soit ε > 0, déterminer le critère d’arrêt. Choisir κ1 point initial et M1

définie positive quelconque (par exemple M1 = I).
Poser k = 1 et aller aux étapes principales

Etapes principales.
Etape 1 :
Si ‖∇f (κk)‖ < ε STOP ; sinon, poser dk = −Mkgk et déterminer le

pas
optimal λk solution optimale du problème min f (κk + λdk), λ ≥ 0 et

poser
κk+1 = κk + λkdk
Etape 2 :
Construire Mk+1 comme suit :

Mk+1 = Mk +
yky

>
k

y>k sk
− Mksks

>
kMk

s>kMksk
avec

sk = κk+1 − κk
yk = ∇f (κk+1)−∇f (κk)

Remplacer k par k + 1 et aller a l’étape 1. �
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Proposition 5.2.2 (Propriété algébrique) Soit H une matrice symétrique et
s1, s2, ..., sp des directions non nulles, conjuguées par rapport a cette matrice
(c’est-à-dire : s>i Hsj = 0, pour i 6= j et s>i Hsi > 0). On se donne une
matrice M1 symétrique définie positive et on définit

Mi+1 = Mi +
yiy
>
i

y>i si
− Misis

>
i Mi

s>i Misi
, pour i = 1, ..., p

Alors,
(i) Mk+1si = Hsi, pour k = 1, ..., p et i = 1, ..., k,
(ii) si p = n, on a Mn+1 = H.

Preuve. (i) La première propriété se démontre par récurrence.
Elle est vérifiée pour k = 1 : M2s1 = Hs1 (c’est l’équation de quasi-

Newton vérifiée par M2 où y1 = Hs1).Supposons qu’elle le soit pour un
k = 1, ..., l − 1 , avec 2 ≤ l ≤ p, et démontrons la pour k = l.
Par conjugaison et récurrence, s>l Hsi = 0 et s>l Mlsi = s>l Hsi = 0.
Dès lors, la formule de BFGS (5.45) donne Ml+1si = Mlsi = Hsi.Si

i = l, on a Ml+1sl = Hsl (c’est l’équation de quasi-Newton vérifiée par Ml+1

où yl = Hsl).
Donc on a Mk+1si = Hsi, pour k = 1, ..., p et i = 1, ..., k.

(ii) Si p = n, alors Mn+1 prend la même valeur que H sur les n vecteurs
linéairement independants s1, s2, ..., sn, c’est-à-dire de (i) on peut écrire

Mn+1s1 = Hs1

Mn+1s2 = Hs2

...

Mn+1sn = Hsn

et puisque s1, s2, ..., sn sont linéairement indépendant, nous avons

Mn+1 = H.
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Propriétés

• La condition y>k sk > 0 assure la défini-positivité de Mk.
• La condition y>k sk > 0 est satisfaite lorsqu’on utilise la recherche li-

néaire de Wolfe.
• Les diréctions s1, s2, ..., sn engendrées par la formule de BFGS sont

conjuguées.
• Dans le cas quadratique la méthode de BFGS possède les mêmes pro-

priétés que DFP.
• Dans le cas non quadratique, il faut procéder à des réinitialisations

périodiques pour assurer la convergence globale.

5.2.7 Les méthodes de la classe Broyden

Une méthode de classe Broyden est une méthode de quasi-Newton où
l’approximation de l’inverse du Hessien prendre la formule suivant :

Mk+1 = Mk −
Mksks

>
kMk

s>kMksk
+
yky

>
k

y>k sk
+ φ

(
s>kMksk

)
vkv
>
k (5.47)

avec φ ∈ [0, 1] , v>k =

[
yk
y>k sk

− Mksk
s>kMksk

]
� Si φ = 0 on obtient la méthode BFGS.
� Si φ = 1 on obtient la méthode DFP.

� Si φ =
s>k yk

s>k yk−y>k Mkyk
on obtient la méthode de SR1.

Propriétés des méthodes de la classe de broyden

• Nous pouvons donc récrire (5.47) comme "combinaison linéaire" de
deux méthodes, c’est-à-dire,

Mk+1 = (1− φ)MBFGS
k+1 + φMDFP

k+1 ,

Cette relation indique que tous les membres de la classe de Broyden sa-
tisfont l’équation de quasi-newton, puisque les matrices de BGFS et de DFP
elles-mêmes satisfont cette équation et aussi elle conserve la définie positivité
des matrices Mk.

90



5.2. MÉTHODES QUASI-NEWTONIENNES

Théorème 5.2.4 Si une méthode de Broyden est appliquée à une fonction
quadratique convexe avec une recherche linéaire exacte, elle converge après
m ≤ n itérations. Les propriétés suivantes s’appliquent pour tout

k = 0, 1, . . . ,m :
(a) si = Mk+1yi pour 0 ≤ i ≤ k.
(b) s>i Hsj = 0 pour 0 ≤ i < j ≤ k.
(c) Si m = n− 1, alors Mm = H−1
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Chapitre 6

Travaux dirigés et travaux

pratiques

6.1 Travaux dirigés

Exercice 01
Soit C1 et C2 deux ensembles convexes de Rn et C1 + C2 = {x + y;x ∈

C1, y ∈ C2}, C1 − C2 = {x− y;x ∈ C1, y ∈ C2}
- Démontrer que C1 + C2 et C1 − C2 sont convexes.

Exercice 02

Soit C1 , C2 deux parties convexes d’un espace vect réel E et soit
s ∈ [0, 1] , on pose C = sC1+(1−s)C2 = {sx+ (1− s)y, x ∈ C1, y ∈ C2)} .
- Démontrer que C est convexe

Exercice 03 ( Réciproque d’une application convexe)

Soit f : I −→ R une fonction convexe et strictement croissante.
Étudier la convexité de f −1 : f(I) −→ I.

Exercice 04

1. Soit f une fonction convexe croissante et soit g une fonction
convexe f ◦ g Démontrer que est convexe.
2. Soit f : R →]0,+∞[ Montrer que lnf est convexe si et
seulement si α > 0, pour tout fα, est convexe.
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Exercice 05
Soient f et g convexes sur I, que dire de sup(f, g) et de inf(f, g) .
Exercice 06
Soit U une partie convexe d’un espace vectoriel V .
Montrer que f : U ⊂ V −→ Rest convexe si et seulement si l’ensemble

suivant :
epi(f) = {(v, a)εV × R | v ∈ U, α > f(v)}

est une partie convexe de V × R.

Exercice 07

soit f une fonction de Rn dansR . Pour u et v fixés dansRn on définit la
fonction de R+ vers R suivante :

∀λ � 0 φ(λ) =
F (u+ λv)− F (u)

λ

- Montrer que si F est convexe alors φ est croissante.

Exercice 08

Soit f et g deux fonctions convexe sur I .Montrer que ; max(f, g) convexe.

Exercice 09
Montrer que la fonction indicatrice d’un ensemble k définie par :

Ik =

{
0 ;si x ∈ k

+∞ ;sinon

}
est convexe ⇐⇒ k est convexe .

Exercice 10
soit :

f : R3 −→ R
(x1, x2, x3) 7−→ x4

1 + x2
1 + 2x2

2 + x2
3 − 6x1 + 3x2 − 2x3 (x1 + x2 + 1) .

Est-ce que cette fonction convexe ?
Exercice 11

Soit A une matrice symétrique d’ordre N et b ε Rn pour n ε Rn on pose ;
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J(x) = 1
2
A.x.x− b.x

1 -Montre que J est convexe ssi A est semi-définie positif ?
2 -Montre que J est symétrie convexe ssi A est définie positif ?
Exercice 12

On considère f : R2 → R définie par

f(x, y) = x2 + y2

1) En utilisant la définition montrez que (x̂, ŷ) = (0, 0) est une solution
minimale locale et globale de f dans R2.

Exercice 13

Etudiez les solutions optimales locales de f ,définie par :

f (x, y) = x3 + y3 − 3xy; (x, y) ∈ R2

Exercice 14
Considérons la fonction

f (x, y) = x2 + y2

On note parD(f , (x0, y0)) l’ensemble des vecteurs d = (d1, d2) ∈ R2tels
que d est une direction de descente de f au point (x0, y0) En d’autres termes

D(f, (x0, y0)) =
{
d = (d1, d2) ∈ R2 : ∇f(x0, y0)>.d < 0

}
On prend (x0 , y0) = (1, 1).Trouver et representez géométriquent l’en-

semble D(f , (1, 1)).

Exercice 15
On considère la fonction f définie surR2 par ;

f(x, y) = x4 + y4 − 2(x− y)2

1 - Montrer qu’il existe (α, β) ε R2 ,(et les déterminer) tels que ;

f(x, y) ≥ α ‖ (x, y) ‖2 +β

Pour tous (x, y) ε R2, où la notation ‖ . ‖ désigne la norme euclidienne
de R2.
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En déduire que le problème ;

min
(x,y) εR2

f(x, y) (P )

possède au moins une solution.
2 - La fonction f est-elle convexe sur R2 ?
3 - Déterminer les points critiques de f , et préciser leur nature (minimum

local, maximum local, point-selle, ...). Résoudre alors le problème (P ).

Exercice 16
Trouver les points critiques et discuter leur nature pour f : R2 → R
a) f (x, y) = (x− 1)2 + 2y2

b) f (x, y) = 2x3 − 6xy + 3y2

c) f (x, y) = ex−y(x2 − 2y2)
d) f (x, y) = x3y + x3 − x2y
e) f (x, y) = (x2 + y2)e−(x2+y2)

f) f (x, y) = x2 − cos(y)
Exercice 17

Soit f : Rn → R continue et x̄ ∈ Rn. Montrer :
(
−
x est minimum global de f ) ⇔ (Tout x tel que f(x) = f(x̄)est un

minimum local de f ).
Exercice 18
On considère la fonction f suivante :

f (x, y) = x3 + 3xy2 + 3x2y + 3y
a) Calculez les dérivées partielles de f et les dérivées secondes de f
b) évaluez les dérivées partielles et les dérivées secondes de f aux points

A (−1, 1) et B (1,−1).
A et B sont ils des points critiques de f ?
c) Déterminer la nature de ces points critiques.
Exercice 19
Considerons la fonction f ; R2 → R,définie par ;

f (x, y) = x2 + y2

Montrer que H
(

ˆ
x,

ˆ
y
)
est semi-définie positive en tout point (x, y) ε R2 ?

Exercice 20
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On désigne parP̊n(R)l’ensemble des matrices définies positives de taille n
(c’est un ouvert deSn(R)). Étant donnés A et B dansP̊n(R) ,on considère le
problème de minimisation

suivant : (p)

{
Minimiser f(X) = tr(AX) + tr(BX−1)

X ∈ P̊n(R)
1) Quelles sont les propriétés de f,utiles pour sa minimisation (différentia-

bilité, convexité, coercivité) peut-on dégager ? En déduire que le problème(P )a
une et une seule solution.
2) (i) Vérifier que la solution de (P ) est la (seule) matrice X vérifiant

X̄AX̄ = B.
(ii) Donner, à partir de BA (ou de AB), une procédure permettant de

construire X.
(iii) En déduire la valeur optimale dans(P ).
3) On pose n = 2. Montrer que la valeur optimale dans (P ) est

2

√
tr(AB) + 2

√
dét(AB).

Exercice 21

Montrer que le point x? = (1, 1/2,−1) soit optimal pour le problème
suivant :

min
−1≤x≤1

(1/2)x>px+ q
>
x+ r

avec

p =

13 12 −2
12 17 6
−2 6 12

 , q =

−22.0
−14.5
13.0


Exercice 22
Soit n ≥ 2 et f : Rn → R la fonction polynomiale de degré cinq définie

par

x = (x1, ..., xn) ∈ Rn → f(x) = (1 + xn)3

n−1∑
i=1

x2
i + x2

n

Montrer que 0(∈ Rn)est le seul point critique de f , qu’il est minimum
local strict de f , mais qu’il n’est pas minimum global de f .
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Exercice 23
Soient g : Rn → R une fonction convexe et différentiable sur Rn,
h : Rn → R ∪{+∞} une fonction convexe sur Rn, finie en au moins un

point.
On pose f = g + h et on considère le problème de la minimisation de f

sur Rn.
1) Montrer que x̄ minimise f sur Rn si et seulement si

< ∇g(x̄), x− x̄ > +h(x)− h(x̄) ≥ 0 pour tout x ∈ Rn. (6.1)

2) Vérifier que (*) est équivalente à

< ∇g(x), x− x̄ > +h(x)− h(x̄) ≥ 0 pour tout x ∈ Rn. (6.2)

Exercice 24

Soit f : Rn → R continue et bornée inférieurement sur Rn.
Soit ε > 0 et u une solution à ε près du problème de minimisation de f

sur Rn, c’est-à-dire vérifiant

f(u) ≤ min
x∈Rn

f(x) + ε.

Étant donné λ > 0 on considère

g : x ∈ Rn → g(x) = f(x) +
ε

λ
‖ x− u ‖ .

1) Montrer qu’il existe v ∈ Rn minimisant g sur Rn.
Montrer que ce point v vérifie les conditions ci-après :

(i) f(v) ≤ f(u) ;
(ii) ‖ v − u ‖≤ λ ;
(iii) ∀x ∈ Rn, f(v) ≤ f(x) + ε

λ
‖ x− v ‖

2) Soit f : Rn → R différentiable et bornée inférieurement sur Rn.
Montrer que pour tout ε > 0 il existe xε tel que ‖ ∇f(xε) ‖≤ ε.

Exercice 25

Soit
J(x) = (f (x)− d)⊥C(f (x)− d)

1-( Propriétés d’existence et d’unicité)

97



CHAPITRE 6. TRAVAUX DIRIGÉS ET TRAVAUX PRATIQUES

(a) Montrer que J est bornée inférieurement.
(b) Donner trois exemples de fonctions f pour lesquels les fonctionnelles

J associées sont telles que l’on ait :
i. existence et unicité de x ∈ IRn qui réalise le minimum de J , pour le

premier exemple.
ii. existence et non unicité de x ∈ IRn qui réalise le minimum de J , pour

le second exemple.
iii. non existence de x ∈ IRn qui réalise le minimum de J , pour le troisième

exemple.
(On pourra prendre n = p = 1.)
2- (a) On note Df et D2f les différentielles d’ordre 1 et 2 de f . A quels

espaces appartiennent Df(x), D2f(x) (pour x ∈ IRn), ainsi que Df et D2f
?Montrer que pour tout x ∈ IRn, il existe M(x) ∈ Mp,n(IR), où Mp,n(IR)
désigne l’ensemble des matrices réelles à p lignes et n colonnes, telle que
Df(x)(y) = M(x)y pour tout y ∈ IRn.
(b) Pour x ∈ IRn, calculer ∇J(x).

Exercice 26 (Algorithme de Quasi Newten)
Soit AεMn(R) une matrice symétrique définie positive bεRn.On pose

f(x) = (1/2)Ax.x− b.x pour xεRn.

On rappelle que Of(x) = Ax−b. pour calculer xεRn tel que f(x) ≤ f(x)pour
tout x ∈ IRn, on va utiliser un algorithme de quasi Newton, c’est-à-dire :
initialisation. x(0) ∈ IRn.
itération. x(k) connu (n ≥ 0. On pose x(k+1) = x(k) − βkK

(k)g(k) avec
g(k) = ∇f(x(k)), K(k)une matrice symétrique définie positive à déterminer et
βk “optimal" dans la direction w(k) = −K(k)g(k). (Noter que βk existe bien.)
Partie 1 : Calcul de βk.
On suppose que g(k) 6= 0.
1. Montrer que w(k) est une direction de descente stricte en x(k) et calculer

la valeur de βk (en fonction de k
(k)et g(k)).

2. On suppose que, pour un certain n ∈ IN , on a K(k) = (H(x(k)))−1(où
H(x) est la matrice hessienne de f en x, on a donc ici H(x) = A pour tout
x ∈ IRn). Montrer que βk = 1.
3. Montrer que la méthode de Newton pour calculer x converge en une

itération (mais nécessite la résolution du système linéaire

A(x(1) − x(0)) = b− Ax(0)...)
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Partie2 :Méthode de Fletcher-Powell.
On prend maintenant K(0) = Id et

K(n+1) = K(k) +
s(k) + (s(k))t

s(k).y(k)
− (K(k)y(k)(K(k)(y(k))t

K(k)y(k).y(k)
, n ≥ 0,

avec
s(k) = x(k+1) − x(k)

et
y(k) = g(k+1) − g(k) = As(k).

On va montrer que cet algorithme converge en au plus n itérations (c’est-
à-dire qu’il existe n ≤ n+ 1 t.q.xN+1 = x)
1. Soit n ∈ IN.On suppose, dans cette question, que s(0), ..., s(k−1)sont des

vecteurs non nuls, A-conjugués (c.à.d : avec A une matrice symétrique définie
positive on a s(i)⊥ As(j) = 0, pour tout i 6= j )net que K(0), ..., K(k) sont des
matrices symétriques définies positives t.q. K(j)As(i) = s(i) si 0 ≤ i < j ≤ n
(pour n = 0 on demande seulement K(0) symétrique définie positive).
(a) On suppose que g(k) 6= 0. Montrer que s(k) 6= 0 et que,pour i < n,

s(k)⊥·As(i) = 0⇔ g(k)·s(i) = 0.

Montrer que g(k)·s(i) = 0 pour i < n. [On pourra remarquer que
g(i+1).s(i) = g(i+1).w(i) = 0 et (g(k) − g(i+1))·s(i) = 0 par l’hypothèse de

conjugaison de s(0), ..., s(k−1).] En déduire que s(0), ..., s(k) sont des vecteurs
A-conjugués et non-nuls.
(b) Montrer que K(k+1) est symétrique.
(c) Montrer que K(k+1)As(i) = s(i) si 0 ≤ i ≤ n.
(d) Montrer que, pour tout x ∈ IRn, on a

K(k+1)x.x =
(K(k)x.x)(K(k)y(k).y(k))− (K(k)y(k).x)2

K(k).y(k).y(k)
+

(s(k).x)2

As(k).s(k)

En déduire que K(k+1) est symétrique définie positive.
[On rappelle (inégalité de Cauchy-Schwarz) que, si K est symétrique dé-

finie positive, on a

(Kx.y)2 ≤ (Kx.x)(Ky.y)
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et l’égalité a lieu si et seulement si x et y sont colinéaires.]
2. On suppose que g(k) 6= 0 si 0 ≤ n ≤ n− 1.
Montrer (par récurrence sur n, avec la question précédente) que s(0), ..., s(n−1)

sont des vecteurs A-conjugués et non-nuls et que K(n)As(i) = s(i) si i < n.
En déduire que

K(n) = A−1, βn = 1 et x(n+1) = A−1b = x.

Soit f ∈ C2(IRn, IRp), avec n, p ∈ IN∗. SoitC ∈ Mp(IR) une matrice
réelle carrée d’ordre p, symétrique définie positive, et d ∈ IRp. Pour x ∈ IRn,
on pose :

J(x) = (f(x)− d).C(f(x)− d).

Exercice 27

Soit α ∈ R telque |α| < 1 et (x0, y0) ∈ R2 on définit lapplication :

F : R2 −→ R2[
x
y

]
−→

[
x− x0 − αy

y − y0 − α sin(x)

]
1.Montrer qu’il existe une fonction f : R −→ R que l’on determinora

,telque
F (x, y) = (0; 0) ssi x = x0 + αy et f(y) = 0.

2.Montrer pour tout triplet (x, x0, y0) il existe un couple unique
(x̃, ỹ) ∈ R2 tel que F (x̃, ỹ) = (0.0) .
3.Ecrire l’algorithme de newton pour f et montrer que l’algorithme de

newton converge au voisinage de ỹ .
4.Ecrire l’algorithme de newton pour F .Montrer que l’algorithme de new-

ton converge au voisinage de (x̃, ỹ) .

6.1.1 Solutions

Exercice 01
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Soit z1, z2 ∈ C1 + C2 et t ∈ [0, 1], alors z1 = x1 + y1 et z2 = x2 + y2

avec x1, x2 ∈ C1 et y1, y2 ∈ C2. On a (1 − t)z1 + tz2 = (1 − t)x + ty
avec x = (1 − t)x1 + tx2 ∈ C1 et y = (1 − t)y1 + ty2 ∈ C2 par la convexité
respective de C1 et C2. Ainsi, C1 + C2 est convexe.
Exercice 02
soit z1, z2 ∈ C et t ∈ [0, 1] alors il existe x1, x2 ∈ C1 et y1, y2 ∈ C2 : tels

que :

z1 = sx1 + (1− s)y1, z2 = sx2 + (1− s)y2

tz1 + (1− t)z2 = s(tx1 + (1− t)x2) + (1− s)(ty1 + (1− t)y2).

Par la convexité respective de C1et C2, tx1+(1−t)x2 ∈ C1 tandis
que ty1 + (1− t)y2 ∈ C2. On en déduit que C est bien une partie
convexe de E.

Exercice 03
Soit y1 et y2 ∈ f(I) tels que x1 et x2 . Soit aussi . t ∈ [0, 1] alors

f−1(ty1 + (1− t)y2) = f−1(tf(x1) + (1− t)f(x2))

f convexe ,

tf(x1) + (1− t)f(x2) ≥ f(tx1 + (1− t)x2)

puisque f−1 est croissante (réciproque d’une fonction croissante
est croissante), on en déduit que

f−1(ty1 + (1− t)y2) ≥ f−1(f(tx1 + (1− t)x2))

= tx1 + (1− t)x2

= tf−1(y1) + (1− t)f−1(y2)

Ainsi, f−1 est convexe.

Exercice 04
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1. Soit f, g : R −→ R convexes. Soient x, y ∈ R et λ ∈ [0.1]. Alors
on a :

f ◦ g(tx+ (1− t)y) ≤ f(tg(x) + (1− t)g(y)) (g est convexe et f croissante).

≤ tf(tg(x)) + (1− t)f(g(y)) ( f estconvexe).

Ceci prouve exactement que f ◦ g est convexe.
2. On suppose d’abord que lnf est convexe. Alors, pour α > 0,
on a :

fα = exp(α ln f)

qui est convexe d’après la première question puisque lnf est
convexe et x 7−→ exp(αx) est croissante convexe.

Réciproquement, supposons que fαest convexe pour tout α >
0. En particulier, pour tous x, y ∈ R et tout λ ∈ [0.1] , on
a :

u(α) ≤ v(α)

avec
u(α) = exp(α ln f(tx+ (1− t)y))

et

v(α) = t exp(α ln f(x)) + (1− t) exp (α(1− t) ln f(y))

Or,
u(0) = v(0)

Il est donc nécessaire, pour que u(α) ≤ v(α); α > 0.

Mais,
u′(0) = lnf(tx+ (1− t)y)

et
v′(0) = t ln f(x) + (1− t)lnf(y)

L’inégalité u′(0) ≤ v′(0) se traduit, donc lnf est convexe.
Exercice 05
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Soient (x, y) ∈ I2 et λ ∈ [0, 1] , on a

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

et

g(λx+ (1− λ)y) ≤ λg(x) + (1− λ)g(y)

Or si on pose h = sup(f, g). f(x) ≤ h(x) et f(y) ≤ h(y) donc

λf(x) + (1− λ)f(y) ≤ λh(x) + (1− λ)h(y)

car λ ≥ 0 et (1− λ) ≥ 0

de même

λg(x) + (1− λ)g(y) ≤ λh(x) + (1− λ)h(y)

donc :

sup(f(λx+ (1− λ)y), g(λx+ (1− λ)y)) = h(λx+ (1− λ)y)

≤ λh(x) + (1− λ)h(y)

et h est bien convexe.
Il suffi t de prendre f(x) = x et g(x) = 0 qui sont convexes.

Exercice 06

Supposons f convexe ; soient (u, α) et (v, β) dans épi(f) et t ∈ [0, 1].
Comme U est convexe, tu+ (1− t)v ∈ U et

f(tu + (1 − t)v) ≤ tf(u) + (1− t)f(v)

≤ tα + (1− t)β;

donc
t(u, α) + (1 − t)(v, β) ∈ épi(f)

.
Reciproquement :
Comme (u, f(u)) et (v, f(v)) sont dans épi(f),

t(u, f(u)) + (1− t)(v, f(v)) ∈ épi(f)

doncf convexe.
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Exercice 07

Soient λ1 � λ2 � 0. Posons t = λ1
λ2
∈ ]0; 1]

F (u+ λ2v) = F (u+ tλ1v)

= F ((1− t)u+ t(u+ λ1v))

6 (1− t)F (u) + tF (u+ λ1v).

Donc :

F (u+ λ2v)− F (u) 6 t(F (u+ λ1v)− F (u))

=
λ1

λ2

(F (u+ λ1v)− F (u).

Exercice 08

on a
max(f, g)convexe⇔ épimax(f, g)convexe

épimax(f, g) = {((f(x), g(x)) , y)εI2 × R; y ≥ max(f(x), g(x))}
= {(x, y)εI × R; y ≥ f(x) et y ≥ g(x)}
= {(x, y)εI × R; y ≥ f(x)} ∩ {(x, y)εI × R; y ≥ g(x)}
= épi(f) ∩ épi(g)

avec :

f convexe ⇔ épi(f) convexe

et g convexe ⇒ épi(g) convexe

donc (f ∩g) convexe c.à.d épi max(f, g) convexe.
Exercice 09

Supposons k convexe et soient x, y ∈ Rn et λ ∈ [0.1]
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— Si x et y sont dans k alors :

λx+ (1− λ)y ∈ k

et

Ik = ( λx+ (1− λ)y) = 0 = λ Ik(x)︸ ︷︷ ︸
= 0car x∈k

+ (1− λ) Ik(x)︸ ︷︷ ︸
= 0car x∈k

— Si x (ou y ) n’est pas dans k alors :

Ik(x) ou (Ik(y)) = +∞

et l’inégalité de convexité est vérifiée.
Réciproquement, soient x, y ∈ k et λ ∈ [0, 1] par la convexité de Ik .

Ik( λx+ (1− λ)y) ≤ λ Ik(x)︸ ︷︷ ︸
= 0car x∈k

+ (1− λ) Ik(x)︸ ︷︷ ︸
= 0car x∈k

= 0

Comme Ik ne prend que les valeurs 0 ou +∞ .

Ik( λx+ (1− λ)y) = 0 et λx+ (1− λ)y ∈ k.
Exercice 10

On calcule le Hessien : 12x2
1 + 2 0 −2
0 4 −2
−2 −2 2


La fonction n’est pas convexe, si on multiple ce Hessien (en x1 = 0) à

gauche et à droite par (2, 1, 2)on obtient −4.

Exercice 11

J convexe⇐⇒ ∀x, yεR;∀λε[0, 1] J(λx+ (1− λ)y) ≤ λJ(x) + (1− λ)J(y)

⇒ J(λx+ (1− λ)y)− λJ(x)− (1− λ)J(y) ≤ 0

Posons : λ = 1
2

J(
x + y

2
) =

1

2
A .(

x + y

2
).(
x + y

2
)− b.(x + y

2
)
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J(
x + y

2
)− 1

2
J(x)− 1

2
J(y) ≤ 0

1

2
A .(

x + y

2
).(
x + y

2
)− b.(x + y

2
)− 1

2
(
1

2
A.x.x− b.x)− 1

2
(
1

2
A.y.y − b.y) ≤ 0

1

2
A .(

x.x + y. y + 2.x.y

2
)− 1

2
b.x− 1

2
b.y − 1

4
A.x.x+

1

2
b.x− 1

4
A.y.y +

1

2
b.y ≤ 0

−1

8
A.x.x− 1

8
A.y.y +

2

8
A.x.y ≤ 0

−1

8
(A.x.x+ A.y.y − 2A.x.y) ≤ 0

A.x.x+ A.y.y − 2A.x.y ≥ 0

A(x− y)(x− y) ≥ 0

=⇒ A semi-définie positif.

Exercice 12
On a :

f(x, y) = x2 + y2 > 0 ∀(x, y) ∈ R2

or f (0, 0) = 0
Donc

∀(x, y) ∈ R2 : f (x, y) > f (0, 0)

Ceci implique que (x̂, ŷ) est une solution minimale globale.
cette relation reste vraie pour n’importe quel disque Dr (0, 0) Par consé-

quent si on prend D1(0, 0) on a :

f (x, y) > f(0, 0) ∀(x, y) ∈ D1(0, 0)

et (0, 0) est une solution minimale locale stricte car si (x, y) 6= (0, 0)
ona :

f(x, y) = x2 + y2 > 0 = f(0, 0)

Exercice 13
Calculons les points critiques :

∂f

∂x
(x, y) = 3x2 − 3y

∂f

∂y
(x, y) = 3y2 − 3y
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∇f(x, y) =

(
0

0

)
⇔

{
3x2 − 3y = 0
3y2 − 3x = 0

⇔
{
x2 − y = 0
y2 − x = 0

Les solutions de ce système sont (x1, y1) = (0, 0)et (x2, y2) = (1, 1)
D’autre part

∀(x, y) ∈ R2 :
∂2f

∂x2
(x, y) = 6x,

∂2f

∂y2
(x, y) = 6y,

∂2f

∂x∂y
(x, y) = −3

Par conséquent
a) Pour(x1, y1) = (0, 0) on a :

∂2f

∂y2
(0, 0) =

∂2f

∂x2
(0, 0) = 0 ,

∂2f

∂x∂y
(0, 0) = −3

Donc

∂2f

∂x2
(0, 0).

∂2f

∂y2
(0, 0)−

(
∂2f

∂x∂y
(0, 0)

)2

= 0− 9 = −9 < 0

Donc(0, 0) n’est pas une solution maximale locale et n’est pas une
solution minimale locale.
b) Pour(x2, y2) = (1, 1) on a :

∂2f

∂x2
(1, 1).

∂2f

∂y2
(1, 1)−

(
∂2f

∂x∂y
(1, 1)

)2

= 6× 6− 9 = 27 > 0

Puisque
∂2f

∂x2
(1, 1) = 6 > 0

Donc (x2, y2) = (1, 1) est une solution minimale locale stricte.

Exercice 14
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On a
∇f(x, y)> = (2x, 2y)⇒ ∇f(1, 1)> = (2, 2)

et
∇f(1, 1)>.d < 0⇔ 2(d1 + d2) < 0⇔ d1 + d2 < 0

Par conséquent

D(f, (1, 1)) =
{
d = (d1, d2) ∈ R2 : d1 + d2 < 0

}
Géométriquent D(f, (1, 1)) est le demi plan situé au dessous de la droite

y = −x

Exercice 15
1 - f est polynômiale donc de classe C∞(R2). En utilisant le fait que

xy ≥ 1

2
(x2 + y2)

on écrit ;

f(x, y) ≥ x4 + y4 − 2x2 − 2y2 + 4xy

≥ x4 + y4 − 4x2 − 4y2

pour tout (x, y) ε R2. En utilisant le fait que :

pour tout (X, ε)εR2, X4 + ε4 − 2εX2 ≥ 0

il vient ;
f(x, y) ≥ (2ε− 4)x2 + (2ε− 4)y2 − 2ε4

Choisissons par exemple ε = 3, on en déduit ;

f(x, y) ≥ 2(x2 + y2)− 162 →
‖(x,y)‖→+∞

+∞

ce qui prouve que f est coercive sur R2 qui est fermé et de dimension
finie. D’après le théorème du cours, le problème (P ) admet au moins une
solution.

108



6.1. TRAVAUX DIRIGÉS

2 - Pour étudier la convexité de f (qui est de classe C2 sur R2), calculons
sa matrice hessienne en tout point (x, y) de R2. On a

Hessf(x, y) = 4

(
3x2 − 1 1

1 3y2 − 1

)
Rappelons que f est convexe sur R2 si, et seulement si sa matrice hes-

sienne est semi-définie positive en tout point. Or, on vérifie aisément que les
valeurs propres de Hess f(0, 0) sont 0 et−2 ≺ 0. Par conséquent, f n’est pas
convexe.
3 - Les points critiques de f sont donnés par les solutions de

∇f(x, y) = (0, 0)

autrement dit, les points critiques sont solutions du système :{
x3 − (x− y) = 0

y3 + (x− y) = 0

}
⇔

{
x3 + y3 = 0

y3 + (x− y) = 0

}
⇔

{
y = −x

x3 − 2x = 0

}
On en déduit que f admet trois points critiques : O(0, 0), A(

√
2,−
√

2),
et B(−

√
2,
√

2).
f étant de classe C2, on va utiliser la caractérisation des points critiques

à l’aide de la hessienne calculée à la question précédente.
- Point A :

Hessf(A) =

(
20 4
4 20

)
donc la trace de Hess f(A) vaut 40 et son déterminant 384. On en déduit
que Hess f (A) possède deux valeurs propres strictement positives donc A
est un minimum local pour f .
- Point B :

Hessf(B) = Hessf(A)

donc la même conclusion que pour le point A s’impose.
- Point O :

Hessf(O) =

(
−4 4
4 −4

)
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donc la trace de Hess f (O) vaut −8 et son déterminant est nul. Il vient que
ses valeurs propres sont 0 et −8. On ne peut donc rien conclure dans ce cas
à l’aide de la matrice hessienne. En revanche, on peut donner un argument
à la main :
soit x ε R tel que | x |< 2. On a

f(x,−x) = 2x4 − 8x2 = −2x2(4− x4)

Or, | x | < 2 donc 4− x2 > 0 et on en déduit que

f(x,−x) < 0

De même, soit x ε R. On a

f(x, x) = 2x4 ≥ 0.

Puisque les inégalités précédentes sont obtenues pour des x arbitrairement
petits, on en déduit que le point (0, 0) est un point-selle pour f .

En conclusion, puisque le problème (P ) possède une solution, la carac-
térisation des points critiques de f nous assure que ;

min
(x,y)εR2

f(x, y) = f(A) = f(B) = −8

Exercice 16
Toutes les fonctions a), · · · , f) sont de classeC2 dans R2

a) f (x, y) = (x−1)2+2y2 On calcule le gradient :

5f (x, y) =

(
2x− 2

4y

)

On cherche les points critiques comme solutions du système :{
∂x f (x, y) = 0
∂y f (x, y) = 0

⇐⇒
{

2x− 2 = 0
4y = 0

La seule solution du système est donnée par le point P = (1, 0).
On calcule la matrice hessienne :

Hf (x, y) =

(
2 0
0 4

)
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La matrice hessienne est constante :

Hf (1, 0) =

(
2 0
0 4

)
On calcule le déterminant et la trace de l’hessienne :

detHf (1, 0) = 8 > 0,

tr(Hf (1, 0)) = 6 > 0

Dès que les déterminant (resp.la trace) est le produit (resp.la somme)
des deux valeurs propres de Hf (1, 0), on peut conclure que les valeurs propres
deHf (1, 0)sont strictement positives. Cela c’est equivalent à dire queHf (1, 0)
est semi-définie positive. Par conséquence P est un point de minimum pour
f .
b) f (x, y) = 2x3−6xy+3y2.On calcule le gradient :

f (x, y) =

(
6x2 − 6y

−6x+ 6y

)
On cherche les points critiques comme solutions du système :{

6x2 − 6y = 0
−6x+ 6y = 0

Les deux points critiques sont P1 = (1, 1) et P0 = (0, 0).
On calcule la matrice hessienne :

Hf (x, y) =

(
12x −6
−6 6

)
Pour P0 on trouve :

Hf (0, 0) =

(
0 −6
−6 6

)
On calcule le déterminant :

detHf (0, 0) = −36 < 0
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Dès que le déterminant est< 0 les deux valeurs propres de l’hessienne sont
non nulles, l’une négative et l’autre positive. Cela suffi t à dire que l’hessienne
n’est pas définie positive et donc P0 est un point -selle.
Pour P1on trouve :

Hf (1, 1) =

(
12 −6
−6 6

)
On calcule le déterminant et la trace :

detHf (1, 1) = 36 > 0,

tr(Hf (1, 1)) = 18 > 0

Dès que le déterminant et la trace sont > 0, les deux valeurs propres
de l’hessienne sont strictement positives. Donc P1 est un point de minimum
pour f.
c) f (x, y) = ex−y(x2−2y2) On calcule le gradient :

∇f (x, y) =

(
ex−y(x2 − 2y2 + 2x)

ex−y(−x2 + 2y2 − 4y)

)
Puisque l’exponentielle est strictement > 0 on cherche les points critiques

comme solutions du système :{
x2 − 2y2 + 2x = 0
−x2 + 2y2− 4y = 0

Les deux points critiques sont P1 = (−4,−2) et P0 = (0, 0).
On calcule la matrice hessienne :

Hf (x, y) =

(
ex−y(x2 − 2y2 + 4x+ 2) ex−y(−x2 + 2y2 − 2x− 4y)

ex−y(−x2 + 2y2 − 2x− 4y) ex−y(x2 − 2y2 + 8y − 4)

)
Pour P0 on trouve :

Hf (0, 0) =

(
2 0
0 −4

)
On calcule le déterminant :

detHf (0, 0) = −8 < 0
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Dès que les déterminant est < 0 les deux valeurs propres de l’hessienne
sont non nulles, l’une négative et l’autre positive. Cela suffi t à dire que l’hes-
sienne n’est pas définie positive et donc P0 est un point -selle.
Pour P1 on trouve :

Hf (−4,−2) =

(
−6e−2 8e−2

8e−2 −12e−2

)
On calcule le déterminant et la trace :

detHf (−4,−2) = 8e−4 > 0,

tr(Hf (−4,−2)) = −18e−2 < 0

Dès que le déterminant est > 0 et la trace est < 0 les deux valeurs propres
de l’hessienne sont strictement négatives. Donc P1 est un point de maximum
pour f.
d) f (x, y) = x3y+x3−x2y On calcule le gradient :

∇f (x, y) = (3x2y + 3x2 − 2xy, x3 − x2)

Les points critiques sont solutions du système :{
3x2y + 3x2 − 2xy = 0

x3 − x2 = 0

Les points critiques sont P0 = (0, 0) ; Pk = (0, k) , k 6= 0 ; P1 = (1,−3).
On calcule la matrice hessienne :

Hf (x, y) =

(
6xy + 6x− 2y 3x2 − 2x

3x2 − 2x 0

)
Pour P1 l’on trouve :

Hf (1,−3) =

(
−6 1
1 0

)
On calcule le déterminant :

detHf (1,−3) = −1 > 0,

tr(Hf (−4,−2)) = −18e−2 < 0
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Dès que le déterminant est< 0 les deux valeurs propres de l’hessienne sont
non nulles,l’une négative et l’autre positive. Cela suffi t à dire que l’hessienne
n’est pas
définie positive et donc P1 est un point -selle.
PourP0 on trouve :

Hf (0, 0) =

(
0 0
0 0

)
et donc on peut rien déduire sur la nature du point critique. On regarde

le long des direction y = x et y = −x :

g(x) = f(x, x) = x4

h(x) = f(x,−x) = −x4 + 2x3

On peut facilement vérifier que g(x) admet un minimum pour x = 0 et
h (x) admet un flex (point critique qui est ni minimum ni maximum) pour
x = 0. Comme la fonction admet des comportement différentes le long des
deux directions, P0ne peut pas être ni un maximum ni un minimum pour f.
Il est un point-selle.

Le cas k 6= 0 conduit à un calcul plus fastidieux et on le traite pas ici.
e) f (x, y) = (x2 + y2)e−(x2+y2) On calcule le gradient :

∇f (x, y) =

(
e−x

2−y22x(1− x2 − y2)

e−x2−y22y(1− x2 − y2)

)
Puisque l’exponentielle est strictement > 0 on cherche les points critiques

comme solutions du système :{
2x(1− x2 − y2) = 0
2y(1− x2 − y2) = 0

Les points critiques sont P0 = (0, 0) et toutes points de la forme
Ph,k = (h, k) telles que h2 + k2 = 1.
On calcule la matrice hessienne :

Hf (x, y) =

(
e−x

2−y2((2− 4x2)(1− x2 − y2)− 4x2) e−x
2−y2(−4xy(1− x2 − y2)− 4xy)

e−x
2−y2(−4xy(1− x2 − y2)− 4xy) e−x

2−y2((2− 4y2)(1− x2 − y2)− 4y2)

)
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On peut vérifier que :

detHf (P0) = detHf (Ph,k) = 0

et donc on ne peut rien conclure sur la nature des points critiques à l’aide
du signe de l’hessienne.
Les point P0 est un point de minimum car :

f (x, y) � 0 , ∀(x, y) ∈ R2

et f (x, y) = 0 si et seulement si (x, y) = (0, 0)

Donc dans le voisinage du point critique P0 on a :

f (x, y) ≥ 0 = f (0, 0)

et cela est la définition de minimum local. On peut voir facilement que les
points critiques Ph,k sont des points de maximum local. La fonction f (x, y)
est une fonction à symétrie radiale. Cela veut dire que si nous écrivons f en
cordonnées polaires (r, θ) nous trouverons qu’elle ne depend que par le rayon
r. Il existe une fonction d’une variable g : R+ → R telle que :

f(r cos θ, r sin θ) = g(r) = r2e−r2

On calcule la dérivée de la fonction g :

g′(r) = 2re−r2(1− r2)

La fonction g admet deux points critiques :r = 0 (correspondant à P0) et
r = 1(correspondant aux points Ph,k).
Si on étude le signe de g′(r) pour r ≥ 0 on trouve que r = 0 est un

minimum local pourg et r = 1 est un maximum local pour g. Donc les
pointsPh,k sont des maximums locaux pour f
f) f (x, y) = x2− cos(y) On calcule le gradient :

∇f (x, y) =

(
2x

siny

)
On cherche les points critiques comme solutions du système :{

2x = 0
siny = 0
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Les points critiques sont touts points de la forme Pk = (0, kπ), k ∈ Z.
On calcule la matrice hessienne :

Hf (x, y) =

(
2 0
0 cosy

)
=

(
2 0
0 cos kπ

)

On calcule le déterminant :

detHf (0, kπ) = 2cos(kπ)

Le terme cos(kπ) vaut −1 si k est impair et 1 si k est pair. Donc si
k est impair ; detHf (0, kπ) < 0 et le pointPk est un point-selle. Si k est
pair ; detHf (0, kπ) > 0 et trHf (0, kπ) > 0 et le point critique est un point
minimum local.
Exercice 17
L’implication«⇒» étant évidente, considérons l’implication inverse ,Sup-

posons donc que tout x au même niveau que x̄soit un minimum local de f.
Si x̄ n’est pas un minimum global de f,c’est qu’il existe u ∈ Rntel que

f(u) < f(x̄).

Définissons
ϕ : t ∈ [0, 1]→ ϕ(t) = f(tx̄+ (1− t)u)

et posons
Sϕ = {t ∈ [0, 1]/ϕ(t) = f(x̄)}.

Ainsi Sϕest une partie non vide (1 ∈ Sϕ) fermée ( par la continuité de f ) ϕ
et minorée. Désignons par t0 la borne inférieure de Sϕ :

t0 ∈ Sϕet 0 < t0 6 1

Le point t0x̄ + (1 − t0)u étant au même niveau que x̄, il est minimum
local de f ; par conséquent t0 est un minimum local de ϕ. il existe η > 0 tel
que :

(p t− t0 p6 η, t ∈ [0, 1])⇒ (ϕ(t) > ϕ(t0))
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Comme t0 est la borne inférieure de Sϕ, on en déduit :

(t0 − η < t < t0, t > 0)⇒ (ϕ(t) > ϕ(t0))

Prenons un tel t, avec t1 :

t0 − η < t1 < t0, t1 � 0, et ϕ(t1) > ϕ(t0)

Alors
ϕ(1) = ϕ(t0) ∈ [ϕ(0), ϕ(t1)]

et, d’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe t2 ∈ [0, t1] tel que

ϕ(t2) = ϕ(1) (= f(x̄))

Par conséquent, t2 ∈]0, t1]∩Sϕ, et puisque t1 < t0, ceci contredit la définition
de t0comme borne inférieure de Sϕ.
Exercice 18
f (x, y) = x3 + 3xy2 + 3x2y + 3y

a) On a

{
f ′x = 3x2 + 3y2 + 6xy
f ′y = 3x2 + 6xy + 3

et


f ′′xx = 6x+ 6y
f ′′yy = 6x

f ′′xy = 6x+ 6y

b) Soit (x, y) un point critique :{
f ′x = 3x2 + 3y2 + 6xy = 0
f ′y = 3x2 + 6xy + 3 = 0

On demandait simplement de vérifier que A et B sont des points
critiques :
Calculons les dérivées partielles au point A :{

f ′x = 3(−1)2 + 3(1)2 + 6(−1)(1) = 0
f ′y = 3(−1)2 + 6(−1)(1) + 3 = 0

Au point A les deux dérivées partielles sont nulles, A est un point critique.
Calculons les dérivées partielles au point B :{

f ′x = 3(1)2 + 3(−1)2 + 6(1)(−1) = 0
f ′y = 3(1)2 + 6(1)(−1) + 3 = 0
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Au point B les deux dérivées partielles sont nulles, B est un point critique.
Remarquons qu’il n’était pas très diffi cile de montrer que A et B sont

les deux seuls points critiques :
il faut trouver (x, y) tels que{

f ′x = 3x2 + 3y2 + 6xy = 0
f ′y = 3x2 + 6xy + 3 = 0

De la seconde équation, on tire

3x2 + 6xy = −3

Reportons dans la première équation qui s’écrit :

3y2 + (3x2 + 6xy) = 0

soit 3y2 − 3 = 0 ou encore y2 = 1
Cette dernière équation admet deux solutions :
1) y = +1 dans ce cas, x est solution de

3x2 + 6x+ 3 = 0

soit 3(x+ 1)2 = 0 et x = −1.On obtient ainsi un premier point critique :{
x = −1
y = 1

2) y = −1 dans ce cas, x est solution de

3x2 − 6x+ 3 = 0

soit 3(x− 1)2 = 0 et x = +1.On obtient ainsi un second point critique :{
x = 1
y = −1

En conclusion, la fonction f admet deux points critiques : A (−1, 1) et
B (1,−1) .

Pour étudier la nature des points critiques, il faut calculer les dérivées
secondes :
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au point A (−1, 1) au point B (1,−1)
f ′′xx = 6x+ 6y f ′′xx = 0 f ′′xx = 0
f ′′yy = 6x f ′′yy = −6 f ′′yy = 6
f ′′xy = 6x+ 6y f ′′xy = 0 f ′′xy = 0

Au point A, D = f ′′xxf
′′
yy − (f ′′xy)

2 = 0 : On ne peut rien dire.
Au point B, D = f ′′xxf

′′
yy − (f ′′xy)

2 = 0 : on ne peut rien dire.
Exercice 19
On a

∂f

∂x

(
ˆ
x,

ˆ
y
)

= 2
ˆ
x,
∂2f

∂x2

(
ˆ
x,

ˆ
y
)

= 2 ,
∂f

∂y

(
ˆ
x,

ˆ
y
)

= 2
ˆ
y ,

∂2f

∂x∂y

(
ˆ
x,

ˆ
y
)

= 0,
∂2f

∂y∂x

(
ˆ
x,

ˆ
y
)

= 0

Donc H
(

ˆ
x,

ˆ
y
)
.
(

ˆ
x,

ˆ
y
)
ε R2quelconque est ;

H
(

ˆ
x,

ˆ
y
)

=

(
2 0
0 2

)
Exemple
Soit f (x1, x2) = mx2

1 + x2
2 définie de R2dans R, avec m = 0 .

∇f(x1, x2) = (2mx1, 2x2)

On cherche les x = (x1, x2) tels que∇f (x) = 0 qui équivaut à{
2mx1 = 0

2x2 = 0

}
La seule possibilité est x0 = (0, 0). Dans ce cas,

Hf(x0) =

(
2m 0
0 2

)
εM2(R)

* si m > 0, alors H f (x0) est définie positive (les valeurs propres sont
positives) donc par la condition suffi sante x0 = (0, 0) est un minimum local
strict.
* si m < 0, alors les valeurs propres n’ont pas le même signe donc par la

condition nécessaire,x0 = (0, 0) ne peut pas être un minimum local.

119



CHAPITRE 6. TRAVAUX DIRIGÉS ET TRAVAUX PRATIQUES

Exercice 20
Sn(R) est structuré en espace euclidien grâce au produit scalaire
〈U, V 〉 = tr(UV ) . Le problème (P ) est celui de la minimisation sur (le

cône convexe ouvert) P̊n(R) = Ω de la fonction-objectif

X 7−→ f(X) = 〈A,X〉+
〈
B,X−1

〉
1) L’application X ∈ Ω 7−→ X−1 ∈ Ω est bijective et de classe C∞ ; il

s’ensuit que f estC∞sur Ω. De l’inégalité de convexité

(U, V dans Ω, α ∈ ]0, 1[)⇒
(
[αU + (1− α)V ]−1 6 (αU−1 + (1− α)V −1

)
et de la (semi-) définie positivité deB, on déduit que X 7−→ 〈B,X−1〉

est convexe surΩ. De manière à concentrer sur une seule partie toute la
contribution de A et B aux deux parties def(X), posons

C = A1/2BA1/2

Comme

f(X) = tr
[
A1/2(A1/2XA1/2)A−1/2 + C(A1/2XA1/2)−1

]
= tr

[
A1/2XA1/2 + C(A1/2XA1/2)−1

]
et que l’application

X ∈ Ω 7−→ Y = (A1/2XA1/2)−1 ∈ Ω

est visiblement une bijection de Ω sur Ω, le problème(P ) est équivalent à
celui de la minimisation de

Y 7−→ g(Y ) = tr(Y −1 + CY ) =
〈
In, Y

−1
〉

+ 〈C, Y 〉 sur Ω

.
La frontière de Ω est exactement l’ensemble des matrices semi-définies

positives singulières (i.e., dont la plus petite valeur propre est nulle). En
conséquence :(

Y ∈ Ω→ Y0 ∈ frΩ
(ou X ∈ Ω→ X0 ∈ frΩ)

)
⇒
(

g(Y )→ +∞
ou f(x)→ +∞

)
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De même, un calcul (pas trop diffi cile) sur les matrices définies positives
conduit à élucider le comportement à l’infini :(

Y ∈ Ω, q Y q→∞
ou X ∈ Ω, q X q→∞

)
⇒
(

g(Y )→ +∞
ou f(x)→ +∞

)
Ainsi g (ou f) agit comme ce qu’il est convenu d’appeler une « fonction

barrière» surΩ. Il en résulte ainsi qu’il existe bien X̄ ∈ Ω minimisant fsur
Ω.
L’unicité de X̄ est une conséquence de la stricte convexité de la fonction

X ∈ Ω 7−→
〈
B,X−1

〉
qui se voit mieux via la stricte convexité de

Y ∈ Ω 7−→
〈
In, Y

−1
〉

= tr(Y −1)

.
2) (i) La différentielleDf(X) de f enX ∈ Ω est facile à obtenir :

Df(X) : H ∈ Sn(R) 7−→
〈
A−X−1BX−1, H

〉
Le problème (essentiellement sans contraintes)(P ) étant celui de la mini-

misation d’une fonction convexe différentiable,X̄ ∈ Ω est solution de (P ) si
et seulement si

A− X̄−1BX̄−1 = 0

soit
X̄AX̄ = B

(ii) Étant le produit de deux matrices définies positives,BA est diagonali-
sable et son spectre est constitué exclusivement de réels > 0 Si on diagonalise
BA avecP ,

P−1(BA)P = diag(λ1, ..., λn) (λivaleurs propres de BA),

la matrice
M = Pdiag(

√
λ1, ...,

√
λn)P−1
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vérifie M2 = BA, et il vient immédiatement que X̄ = M−1B est la solution
cherchée.
(iii) La valeur optimale dans(P ) est

f(X̄) = tr(AM−1B +B(M−1B)−1)

= 2trM

c’est donc la somme des racines carrées des valeurs propres de BA(ou de
AB). La symétrie en Aet B de la valeur optimale pouvait être notée dès le
départ, en raison de la forme particulière de (P ).
3) De l’égalité √

λ1 +
√
λ2 =

√
λ1 + λ2 + 2

√
λ1λ2

écrite pour λ1, λ2valeurs propres de BA,il vient√
λ1 +

√
λ2 = trM =

√
tr(BA) + 2

√
dét(BA),

d’où l’expression annoncée.

Exercice 21

On vérifie que x?satisfait la condition d’optimalité . On a

∇f0(x?) = (−1, 0, 2)

alors la condition d’optimalité

∇f0(x?)ᵀ(y − x) = −1(y − 1) + 2(y + 1) ≥ 0

est clairement vrai pour tous y satisfaisant −1 ≤ y ≤ 1,

Exercice 22

Ona :

∂if(x) = 2xi(1 + xn)3 pour tout i = 1, ..., n− 1

∂nf(x) = 3(1 + xn)2

n−1∑
i=1

x2
i + 2xn.

122



6.1. TRAVAUX DIRIGÉS

Ainsi le seul point x̄ ∈ Rn vérifiant ∇f(x̄) = 0 est x̄ = 0.
Ce point x̄ = 0 est un minimum local strict de f car ∇2f(x̄) = diag(2, ..., 2)

est définie positive.
Mais

f(1, ..., 1, xn) = (n− 1)(1 + xn)3 + x2
n

est une fonction polynomiale du 3e degré, prenant donc toutes les valeurs
réelles.c-à-d Il n’y a pas de minimum global de f sur Rn.

Exercice 23

1) Soit x̄ minimisant f sur Rn. Étant donné x ∈ Rn et α ∈]0, 1[, on a

f(αx+ (1− α)x̄) ≥ f(x̄),

ce qui se traduit par

g(x̄) + h(x̄) ≤ g(αx+ (1− α)x̄) + h(αx+ (1− α)x̄).

En utilisant l’inégalité de convexité

h(αx+ (1− α)x̄) ≤ αh(x) + (1− α)h(x̄)

et en divisant par α > 0 , on obtient

0 ≤ g(x̄+ α(x− x̄))− g(x̄)

α
+ h(x)− h(x̄)

En faisant tendre α vers 0, on obtient précisément (*).
Réciproquement, soit x̄ vérifiant (*). La convexité de g induit

g(x) ≥ g(x̄)+ < ∇g(x̄), x− x̄ >,

ce qui, combiné avec (*), entraîne

g(x) + h(x) ≥ g(x̄) + h(x̄).

2) Soit x̄ vérifiant (*). La fonction g étant convexe, l’application ∇g
vérifie :

< ∇g(x)−∇g(x̄), x− x̄ >≥ 0.

D’où (**) s’ensuit.

123



CHAPITRE 6. TRAVAUX DIRIGÉS ET TRAVAUX PRATIQUES

Soit à présent x̄ vérifiant (**). Considérons x ∈ Rn et α ∈]0, 1[. Il vient
alors de (**) :

α < ∇g((1− α)x̄+ αx), x− x̄ > +h((1− α)x̄+ αx)− h(x̄) ≥ 0

ce qui, avec l’inégalité de convexité de h déjà vue plus haut, donne

α < ∇g((1− α)x̄+ αx), x− x̄ > +α[h(x)− h(x̄)] ≥ 0.

Divisons par α et faisons tendre α vers 0 ; sachant que ∇g est continue ,
on obtient
précisément (*).

Exercice 24
1) g est continue ; de plus,f étant bornée inférieurement,

g(x)→ +∞ quand x→ +∞.

Par conséquent, il existe un point v minimisant g sur Rn :

∀x ∈ Rn, f(v) +
ε

λ
‖ v − u ‖≤ f(x) +

ε

λ
‖ x− u ‖ . (6.3)

Faisons x = u dans (1) :

f(v) +
ε

λ
‖ v − u ‖≤ f(u). (6.4)

d’où
f(v) ≤ f(u).

En notant
f = min

x∈Rn
f(x)

il vient de (2) :

f̄ +
ε

λ
‖ v − u ‖≤ f̄ + ε

d’où
‖ v − u ‖≤ λ.

Enfin l’inégalité

‖ x− u ‖≤‖ x− v ‖ + ‖ v − u ‖
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introduite dans (1),conduit à

f(v) ≤ f(x) +
ε

λ
‖ x− v ‖

2) Partant d’un minimum à ε2 près de f et choisissant λ = ε, il existe
d’après la question précédente un xε tel que

∀x ∈ Rn, f(xε) ≤ f(x) + ε ‖ x− xε ‖ .

pour d ∈ Rn et α > 0 faisons successivement x = xε+αd et x = xε−αd
dans l’inégalité précédente ; on obtient :

f(xε + αd)− f(xε) ≥ −εα ‖ d ‖,
⇒

f(xε + αd)− f(xε)

α
≥ −ε ‖ d ‖

Un passage à la limite α→ 0+ induit :

< ∇f(xε), d >≥ −ε ‖ d ‖
et < ∇f(xε),−d >≥ −ε ‖ d ‖

soit encore
| < ∇f(xε), d > | ≤ ε ‖ d ‖ .

Cette dernière inégalité étant vraie pour tout d ∈ Rn, il s’ensuit

‖ ∇f(xε) ‖≤ ε

Exercice 25
On a

J(x) = (f (x)− d)⊥C(f (x)− d)

1-( Propriétés d’existence et d’unicité)
(a) Comme C est symétrique définie positive, on a y⊥Cy ≥ 0 pour tout

y ∈ IRn, ce qui prouve que J(x) ≥ 0 pour tout x ∈ IRn. Donc J est bornée
inférieurement.
(b) Trois exemples :
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i. Si n = p et f(x) = x, J(x) = (x − d)⊥C(x − d) qui est une fonction
quadratique pour laquelle on a existence et unicité de x ∈ IRn qui réalise le
minimum de J .
ii. Si f(x) = 0, J(x) = d⊥ Cd et J est donc constante. Il y a donc existence

et non unicité de x ∈ IRn qui réalise le minimum de J .
iii. Pour n = p = 1, si f(x) = ex, avec C = 1 et d = 0, J(x) = (ex)2

tend vers 0 en l’infini mais 0 n’est jamais atteint. Il ya donc non existence de
x ∈ IRn qui réalise le minimum de J .
2- Un peu de calcul différentiel
(a) La fonction Df(x) est la différentielle de f en x et c’est donc une

application linéaire de IRn dans IRp. Donc il existe M(x) ∈ Mp,n(IR), où
Mp,n(IR) désigne l’ensemble des matrices réelles à p lignes et n colonnes,
telle que Df(x)(y) = M(x)y pour tout y ∈ IRn.
On a ensuite D2f(x) ∈ L(IRn, L(IRn, IRp)).
Enfin, on a Df ∈ C1(IRn, L(IRn, IRp)) et D2f ∈ L(IRn, L(IRn, IRp)).
(b) Comme C ne dépend pas de x, on a

∇J(x) = M(x)C(f(x)− d) + (f(x)− d)CM(x).

Exercice 26 (Algorithme de Quasi Newten)
Partie 1 :
1. Par définition de w(k), on a :

w(k).∇f(x(k)) = −K(k)∇f(x(k))·∇f(x(k)) < 0

car K est symétrique définie positive.
Comme βk est le paramètre optimal dans la direction w

(k), on a

∇f(x(k) + βkw
(k)).w(k) = 0

et donc
Ax(k).w(k) + βkAw

(k).w(k) = b.w(k)

on en déduit que

βk = − g(k).w(k)

Aw(k).w(k)

Comme w(k) = −K(k)g(k), ceci s’écrit encore :

βk =
g(k).K(k)g(k)

AK(k)g(k).K(k)g(k)

126



6.1. TRAVAUX DIRIGÉS

2. Si K(k) = A−1, la formule précédente donne immédiatement βk = 1.
3. La méthode de Newton consiste à chercher le zéro de ∇f par l’algo-

rithme suivant (à l’itération 1) :

Hf (x
(0))(x(1) − x(0)) = −∇f(x(0)),

(où Hf (x) désigne la hessienne de f au point x) c’est—à—dire

A(x(1) − x(0)) = −Ax(0) + b

On a donc Ax(k) = b, et comme la fonction f admet un unique minimum
qui vérifie Ax = b, on a donc x(1) = x, et la méthode converge en une
itération.
Partie 2 : Méthode de Fletcher—Powell.
1. Soit n ∈ N, on suppose que g(k) 6= 0.
Par définition, on a :

s(k) = x(k+1) − x(k) = −βkK(k)g(k)

avec βk > 0.
Comme K(k) est symétrique définie positive elle est donc inversible ; donc

comme g(k) 6= 0,on a K(k)g(k) 6= 0 et donc s(k) 6= 0.
Soit i < n, par définition de s(k), on a :

s(k).As(i) = −βkK(k)g(k).As(i)

Comme K(k) est symétrique,

s(k).As(i) = −βkg(k).K(k)As(i)

Par hypothèse, on a K(k)As(i) = s(i) pour i < n, donc on a bien que si
i < n

s(k).As(i) = 0⇔ g(k).s(i) = 0

Montrons maintenant que g(k).s(i) = 0 pour i < n.
• On a :

g(i+1). s(i) = −λig(i+1). K(i)g(i)

= −λig(i+1). w(i)

Or g(i+1) = ∇f(x(i+1)) et λi est optimal dans la direction w(i).
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Donc :

g(i+1). s(i) = 0

• On a :

(g(k)− g(i+1)). s(i) = (Ax(k) − Ax(i+1)). s(i)

=

n−1∑
k=i+1

(Ax(k+1) − Ax(k)). s(i)

=
n−1∑
k=i+1

As(k).s(i) = 0

Par hypothèse de A—conjugaison de la famille (s(i))i=1,k−1 on déduit alors
facilement des deux égalités précédentes que g(k). s(i) = 0. Comme on a
montré que g(k). s(i) = 0 si et seulement si s(k).As(i) = 0, on en conclut que
la famille (s(i))i=1,...,n est A-conjuguée, et que les vecteurs s(i) sont non nuls.
2. Montrons que K(k+1) est symétrique. On a :

(K(k+1))t = (K(k))t +
(s(k)(s(k))t)t

s(k).y(k)
− [(K(k)y(k))(K(k)y(k))t]t

K(k)y(k).y(k)

= K(k+1)

car K(k) est symétrique.
3. Montrons que K(k+1)As(i) = s(i) si 0 ≤ i ≤ n. On a :

K(k+1)As(i) = K(k)As(i)+
s(k)(s(k))t

s(k).y(k)
As(i)−(K(k)y(k))(K(k)(y(k))t

K(k)y(k).y(k)
As(i) (1)

Considérons d’abord le cas i < n. On a

s(k)(s(k))tAs(i) = s(k)[(s(k))tAs(i)]

= s(k)[s(k).As(i)]

= 0

car s(k).As(i) = 0 si i < n. De plus, comme kk est symétrique, on a :
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(K(k)y(k))(K(k)y(k))tAs(i) = K(k)y(k)(y(k))tK(k)As(i).

Or par la question (c), on a K(k)As(i) = s(i) si 0 ≤ i ≤ n. De plus, par
définition,

y(k) = As(k).

On en déduit que :

(K(k)y(k))(K(k)y(k))tAs(i) = K(k)y(k)(As(k))ts(i)

= K(k)y(k)(s(k))tAs(i)

= 0

puisque on a montré en (a) que les vecteurs s(0), ..., s(k) sont A-conjugués.
On déduit alors de (1) que :

K(k+1)As(i) = K(k)As(i)

= s(i).

Considérons maintenant le cas i = n. On a :

K(k+1)As(k) = K(k)As(k) +
s(k)(s(k))t

s(k).y(k)
As(k) − (K(k)y(k))(K(k)(y(k))t

K(k)y(k).y(k)
As(k)

et comme y(k) = As(k), ceci entraîne que

K(k+1)As(k) = K(k)As(k) + s(k) −K(k)y(k)

= s(k).

4. Pour x ∈ IRn, calculons K(k+1)x.x :

K(k+1)x.x = K(k)x.x+
s(k)(s(k))t

s(k).y(k)
x.x− (K(k)y(k))(K(k)y(k))t

K(k)y(k).y(k)
x.x.

Or,
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s(k)(s(k))tx.x = s(k)(s(k).x).x = (s(k).x)2

et de même :
(K(k)y(k))(K(k)y(k))tx.x = (K(k)y(k).x)2

On en déduit que

K(k+1)x.x = K(k)x.x+
(s(k).x)2

s(k).y(k)
− (K(k)y(k).x)2

K(k)y(k).y(k)

En remarquant que y(k) = As(k), et en réduisant au même dénominateur,
on obtient alors que :

K(k+1)x.x =
(K(k)x.x)(K(k)y(k).y(k))− (K(k)y(k).x)2

(K(k)y(k).y(k))
+

(s(k).x)2

As(k).s(k)

Montrons maintenant que K(k+1) est symétrique définie positive. Comme
K(k) est symétrique définie positive, on a grâce à l’inégalité de Cauchy-
Schwarz que

(K(k)y(k).x)2 ≤ (K(k)x.x)(K(k)y(k))

avec l’égalité si et seulement si x et y(k) sont colinéaires. Si x n’est pas
colinéaire à y(k), on a donc clairement :

K(k+1)x.x > 0

Si maintenant x est colinéaire à y(k), i.e. x = βy(k) avec β ∈ IR∗+, on a,
grâce au fait que y(k) = As(k),

(s(k).x)2

As(k).s(k)
= β2 (s(k).As(k))2

As(k).s(k)
> 0

et donc K(k+1)x.x > 0 ,On en déduit que K(k+1) est symétrique définie posi-
tive.
5. On suppose que g(k) 6= 0 si 0 ≤ n ≤ n− 1. On prend comme hypothèse

de récurrence que les vecteurs s(0), ..., s(k−1) sont A-conjugués et non-nuls, que
K(j)As(i) = s(i) si 0 ≤ i < j ≤ n et que les matrices K(j) sont symétriques
définies positives pour j = 0, ..., n.Cette hypothèse est vérifiée au rang n = 1
grâce à la question 1 en prenant n = 0 et K(0) symétrique définie positive.
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On suppose qu’elle est vraie au rang n. La question 1 prouve qu’elle est vraie
au rang n+ 1.
Il reste maintenant à montrer que x(n+1) = A−1b = x. On a en effet

K(n)As(i) = s(i) pour i = 0 à n− 1.

Or les vecteurs s(0), ..., s(k−1) sont A-conjugués et non-nuls : ils forment donc
une base. On en déduit que

K(n)A = Id,

ce qui prouve que
K(n) = A−1,

et donc, par définition de x(n+1), que

x(n+1) = A−1b = x.

Exercice 27

(méthode de newton pour un systéme 2× 2).
1. On cherche (x.y) tel que

x = x0 + αy

et y = y0 + α sin(x)

= y0 + α sin(x0 + αy)

Soit encore f(y) = 0 avec

f(y) = y − y0 − α sin(x0 + αy)

la réciproque est immédiate .
2. la fonction f est continue et telle que lim

−∞
f = −∞ et lim

+∞
f = +∞ par

conséquent ,comme f est continue le théorème des valeurs intemédiaites nous
assure que f est surjective .De plus on vérifie que si |α| < 1 alors f ′(y) > 0
est donc f est strictement croissante . Elle est donc injective .
Ceci assure l’existence et l’unicité d’un unique ỹ telque f(ỹ) = 0 .par

suite il existe un unique couple (x̃− x0 + αỹ, ỹ) qui vérifie f(x̃, ỹ) = (0.0) .
3. Ona :
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y(k+1) = y(k) − f(y(k))

f ′(y(k))
= h(y(k)) =

y − y0 − α sin(x0 + αy)

1− α2 cos(x0 + αy)

pour la convergence , on applique le théorème qui assure si f ′(y) 6= 0
l’existence d’un voisinage ỹ sur lequel l’algorithme de newton converge
4. On a :

[
x(k+1)

y(k+1)

]
=

[
x(k)

y(k)

]
−
[

1 − α
−α cos(x(k)) 1

]−1 [
x
(k) − x0 − αy(k)

y(k) − y0 − (α sin(x(k))

]
=

[
x(k)

y(k)

]
− 1

1−−α2 cos(x(k))

[
1 α
α cos(x(k)) 1

] [
x(k) − x0 − αy(k)

y(k) − y0 − α sin(x(k))

]
=

[
x(k)

y(k)

]
1

1−−α2 cos(x(k))

[
x(k) − x0 − αy0 − α2 sin(x(k))

α cos(x(k))(x(k) − x0 − αy(k)) + y(k) − y0 − α sin(x(k))

]

pour la convergence on applique le théorème qui assure DF (x̃, ỹ) est
inversible l’existence d’un voisinage (x̃, ỹ) sur lequel l’algorithme de newton
converge .

6.2 Travaux pratiques

TP01
1-Programmer les algorithmes en Fortran pour les recherches linéaires

d’Armijo, de Goldstein et de Wolfe.
Problème 1 :
On considère la fonction

f(x, y) = x2 + y4.

On suppose qu’à l’itération k, on a le point (xk, yk) = (1, 1) et la direction
dk = −∇f(xk, yk)
1) Calculez

ϕk(α) = f(xk + αdk), ϕ
′

k(α), ϕk(0), ϕ
′

k(0)

132



6.2. TRAVAUX PRATIQUES

2) Calculez α∗, solution optimale globale du problème

min{ϕk(α) : α ∈]0,+∞[} = ϕk(α
∗)

3) Calculez le pas d’Armijo qu’on note αArmijo,avec les données initiales
suivantes :

α̂ = 1, β1 = 0.9

4) Calculez le pas de Goldstein qu’on note αGoldstein ,avec les données
initiales suivantes :

a0 = 0, β0 = 10100, ρ = 0.1, α0 = 1

5) Calculez l’intervalle de Goldestein [λ1, λ2] : tel que ∀α ∈ [λ1, λ2] :
α vérifie goldstein 1 et goldstein 2
6) Calculez le pas de Wolfe qu’on note αWolfe,avec les données initiales

suivantes :
ρ = 0.1, σ = 0.3, a0 = 0, b0 = 1099, α0 = 1

7) Calculez l’intervalle de Wolfe qu’on note[µ1, µ2] : tel que
∀α ∈ [µ1, µ2] : α vérifie Wolfe1 et Wolfe2
8) Calculez le pas de Wolfe forte qu’on note αWolfe−forte,avec les données

initiales suivantes :

ρ = 0.01, σ = 0.02, a0 = 0, b0 = 0.4, α0 = 0.3

TP02
Problème 2 :
On considère la fonction f(x, y) = x2 + y4 :
1) Calculez le pas de Wolfe αWolfe avec les données initiales suivantes :

Paramètres de Wolfe :(x0, y0) = (1, 1), ρ = 0.1, σ = 0.3, a0 = 0, b0 = 1099,
α0 = 10
2) En partant du point initial (x0, y0) = (1, 1), calculez

(x1, y1) = (x0, y0)− αWolf 5 (x0, y0)

3) Comparez les résultats obtenus avec les résultats obtenus au problème1

TP03
Programmer en fortran 90 de la méthode de la plus forte pente avec la

recherche linéaire d’Armijo . On utilise le choix des paramètres suivants :

ε = 10−5,mu = 0.2, be = 0.5
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6.2.1 Solutions

TP01
1-Programmes en Fortran pour les recherches linéaires d’Armijo,

de Goldstein et de Wolfe

Programme en Fortran pour la recherche linéaire d’Armijo

c**********************************************
Programme en fortran 77 d’Armijo
c**********************************************

realx(2),xp(2),g(2),gp(2),f0,alph,f,p,s,a,b,pf,t,y,phopt
integer i,k,test,n
sig=0.3;ro=0.1;b=10000000;alph=10;test=0;k=0
print*,’le dimontion n=’;read*,n
do i=1,n print*,’x0(’,i,’)=’;read*, xp(i) end do
10 if (test==0.and.k.le.10) then call fonc(f0,gp,xp)
do i=1,n x(i)=xp(i)-alph*gp(i) end do
call fonc(f,g,x) ;p=0
do i=1,n p=p+gp(i)*gp(i) end do
s=f0-ro*alph*p
if (f.gt.s) then b=alph else phopt=alph ;test=1 endif
print*,’alpha(’,k,’)=’, alph ;alph=b/2 ;k=k+1
go to 10
end if
print*,’alpha optimal=’, phopt
end

c*************************************

subroutine fonc(f,g,x)
real f,g(2),x(2)
f=(x(1))**2+(x(2))**4 ;g(1)=2*x(1) ;g(2)=4*(x(2))**3
end

c*************************************
c**************************************

Programme en Fortran pour la règle Goldstein
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c*********************************************
Programme en fortran 77 de Goldschtien
c********************************************

real x(2),xp(2),g(2),gp(2),f0,alph,f,p,s,a,b,pf,t,y,phopt
integer i,k,test,n
ro=0.1 ;delt=0.3 ;b=10000000 ;alph=10 ;test=0 ;k=0
print*,’le dimontion n=’;read*,n
do i=1,n print*,’x0(’,i,’)=’;read*, xp(i) end do
10 if (test==0.and.k.le.1000) then call fonc(f0,gp,xp)
do i=1,n x(i)=xp(i)-alph*gp(i) end do
call fonc(f,g,x) ;p=0
do i=1,n p=p+gp(i)*gp(i) end do
s=f0-ro*alph*p ;y=f0-delt*alph*p
if (f.gt.s) then b=alph else if (f.lt.y) then a=alph else
phopt=alph ;test=1 endif
endif
print*,’alpha(’,k,’)=’, alph ;alph=(a+b)/2 ;k=k+1
go to 10
end if
print*,’alpha optimal=’, phopt
end

c*******************************

subroutine fonc(f,g,x)
real f,g(2),x(2)
f=(x(1))**2+(x(2))**4 ;g(1)=2*x(1) ;g(2)=4*(x(2))**3
end

c************************************
c************************************

Programme en fortran 77 pour la recherche linéaire de Wolfe

c************************************
Programme en fortran 77 de Wolfe
c************************************

real x(2),xp(2),g(2),gp(2),f0,alph,f,p,s,a,b,pf,t,y,phopt
integer i,k,test,n
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sig=0.3 ;ro=0.1 ;b=10000000 ;alph=10 ;test=0 ;k=0 ;print*,’le dimontion n=’
read*,n
do i=1,n print*,’x0(’,i,’)=’; read*, xp(i) end do
10 if (test==0.and.k.le.10) then call fonc(f0,gp,xp)
do i=1,n x(i)=xp(i)-alph*gp(i) end do
call fonc(f,g,x) ;p=0
do i=1,n p=p+gp(i)*gp(i) end do
s=f0-ro*alph*p
if (f.gt.s) then b=alph else pf=0
do i=1,n pf=pf+g(i)*gp(i) end do
t=-pf ;y=sig*(-p)
if (t.lt.y) then a=alph else phopt=alph ;test=1 endif
endif
print*,’alpha(’,k,’)=’, alph ;alph=(a+b)/2 ;k=k+1
go to 10
end if
print*,’alpha optimal=’, phopt ;x=xp
end

c***********************

subroutine fonc(f,g,x)
real f,g(2),x(2)
f=(x(1))**2+(x(2))**4 ;g(1)=2*x(1) ;g(2)=4*(x(2))**3

end

c***************************
c***************************
Problème 1

1)Calcul de ϕk(α), ϕ
′
k(α), ϕk(0), ϕ

′
k(0). On a :

ϕk(α) = f [(xk, yk) + αdk]

f(x, y) = x2+y4

∇f(x, y) = (2x, 4y3)

dk = −∇f(xk, yk)

= (−2xk,−4y3
k)
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(xk, yk) = (1, 1)

dk = (xk, yk)

= (−2,−4)

(xk, yk) + αdk = (1, 1) + α(−2,−4)

= (1− 2α, 1− 4α)

ϕk(α) = f [(x0, y0) + αd0]

= f(1− 2α, 1− 4α)

= (1− 2α)2 + (1− 4α)4

ϕk(α) = 256α4 − 256α3 + 100α2 − 20α + 2

ϕk(0) = 2

ϕ
′

k(α) = 1024α3 − 768α2 + 200α− 20

ϕ
′

k(α) = ∇ f [(xk, yk) + αdk]
T .dk

ϕ
′

k(α) = ∇ f [(xk, yk)]
T .dk

= −20

< 0

2)Calcule de α∗, solution optimale globale du problème

min{ϕk(α) : α ∈]0,+∞[} = ϕk(α
∗)

puisque α∗ ∈ ]0,+∞[, donc α∗est une solution optimale locale. Elle vérifie
nécessairement ϕ

′
k(α

∗) = 0.Calculons donc les points stationnaires de ϕk(α).

ϕ
′

k(α) = 0⇔ 1024α3 − 768α2 + 200α− 20 = 0
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l’équation précédent admet une seul solution réelle :α w 0.35439

ϕ
′′

k(α) = 3072α2 − 1536α + 200

ϕ
′′
k(0.35439) = 41.476 419 8912 > 0.Donc α w 0.35439 est une solution

minimale locale stricte. D’autre part, une étude du signe de la dérivée monte
que :

α ∈ ]−∞, 0.35439[ : ϕk(α) est strictement décroissante
α ∈ ] 0.35439,+∞[ : ϕk(α) est strictement croissante.

et

lim
α→−∞

ϕk(α) = lim
α→−∞

(256α4) = +∞

lim
α→−∞

ϕk(α) = lim
α→−∞

(256α4) = +∞

ϕk(0.35439) w 0.115. On obtient le tableau de variation suivant :

x −∞ 0.35439 +∞
ϕ
′
k(α) − 0 +

ϕk(α) ↘ 0.115 ↗

D’après ce tableau de variation ,on peut conclure :

α ∈ ]−∞, 0.35439[=⇒ α < 0.35439 =⇒ ϕk(α) > ϕk(0.35439)

α ∈ ]0.35439,+∞[ =⇒ α > 0.35439 =⇒ ϕk(α) > ϕk(0.35439)

Par conséquent ∀α ∈]0,+∞[, α 6= 0.35439 : ϕk(α) > ϕk(0.35439)
Donc α = 0.35439 est la solution optimale globale. α∗ w 0.35439

ϕk( α
∗) w ϕk(0.35439) w 0.11521

3)Calcul du pas d’Armijo αArmijo,avec les données initiales :
α̂ = 1, β1 = 0.9
D’après la question 1,on a :

ϕk(α) = 256α4 − 256α3 + 100α2 − 20α + 2

f(x, y) = x2 + y4
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(xk, yk) = (1, 1)

f(xk, yk) = f(1, 1)

= 2.0

∇f(x, y) = (2x, 4y3)

‖ ∇f(xk, yk) ‖2=‖ (2xk, 4y
3
k) ‖2

= 4x2
k + 16y6

k

= 20

Notons :

θk(α) = f(xk, yk) + αβ1∇f(xk, yk)
Tdk

= f(xk, yk)− αβ1 ‖ ∇f(xk, yk) ‖2

θk(α) = 2− 18α

On démarre du point α̂ = 1
Avec ces données, on a :

ϕk(α̂) = ϕk(1) = 82.0

θk(α̂) = θk(1) = −16.0

On a
ϕk(α̂) > θk(α̂).Alors on divise α̂ pas 2 ,on prend α̂1 = 0.5
on obtient alors :

ϕk(α̂1) = ϕk(0.5) = 1.0

θk(α̂1) = θk(0.5) = −7.0

ϕk(α̂1) > θk(α̂1) alors on divise α̂1 pas 2 ,
on prend α̂2 = 0.25

ϕk(α̂2) = ϕk(0.25) = 0.25
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θk(α̂2) = θk(0.5) = −2.5

ϕk(α̂2) > θk(α2) alors on divise α̂2 pas 2 ,
on prend α̂3 = 0.25/2 = 0.125

ϕk(α̂3) = ϕk(0.125) = 0.625

θk(α̂3) = θk(0.125) = −0.25

ϕk(α̂1) > θk(α1) alors on divise α̂3 pas 2 ,
on prend α̂4 = 0.125/2 = 0.0625

ϕk(α̂4) = ϕk(0.0625) = 1.08203125

θk(α̂4) = θk(0.0625) = 0.875

ϕk(α̂4) > θk(α̂4) alors on divise α̂4 pas 2 ,
on prend α̂5 = 0.0625/2 = 0.01325

ϕk(α̂5) = ϕk(0.01325) = 1.465087890625

θk(α̂5) = θk(0.01325) = 1.4375

ϕk(α̂5) > θk(α5) alors on divise α̂5 pas 2 ,
on prend α̂6 = 0.01325/2 = 0.015625

ϕk(α̂6) = ϕk(0.015625) = 1.7109527587890625

θk(α̂6) = θk(0.015625) = 1.71875

ϕk(α̂6) < θk(α̂6) alors on arrête
et on prend α̂6 = 0.015625/2 comme pas d’Armijo.

Conclusion α̂Armijo = 0.015625
4)Calcule du pas αGoldstein, avec les données initiales suivantes :
a0 = 0, b0 = 10100, ρ = 0.1, α0 = 1

On a déjà calculé dans la question 3, la fonction ϕk(α)
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ϕk(α) = f [(x0, y0) + αd0]

= f [(x0, y0) + α∇f (x0, y0)]

ϕk(α) = 256α4 − 256α3 + 100α2 − 20α + 2

ϕ
′

k(α) = 1024α3 − 768α2 + 200α− 20

ϕk(0) = +2, ϕ
′
k(0) = −20

Notons par g(α) et h(α) les 2 fonctions affi nes intervenant dans l’Al-
gorithme de Goldstein

g(α) = ϕk(0) + αρϕ
′

k(0) = 2− 2α

h(α) = ϕk(0) + α(1− ρ)ϕ
′

k(0) = 2− 18α

ETAPE 1 :
On démarre avec α0 = 1,

ϕk(α0) = ϕk(1) = 82
g(α0) = g(1) = 0.0
ϕk(α0) > ϕk(0) + α0ρϕ

′
k(0) = g(α0) =⇒ α ne vérifié pas Goldstein1

Poser a1 = a0 = 0, b1 = α0 = 1 et allez à ETAPE 4
ETAPE 4 :

Calculer
α1 = a1+b1

2
= 0.5, Poser k=1 et allez à ETAPE 2

ETAPE 2 :
ϕk(α1) = ϕk(0.5) = 1.0
ϕk(0) + αρϕ

′
k(0) = g(α1) = g(0.5) = 1.0

ϕk(α1) = ϕk(0) + α1ρϕ
′
k(0) =⇒ α1 = 0.5 vérifié Goldstein1.Allez à

ETAPE 3
ETAPE 3 :
ϕk(α1) = ϕk(0.5) = 1.0
ϕk(0) + α1 (1− ρ) ϕ

′
k(0) = h(α1) = (0.5) = −7.0

ϕk(α1) > ϕk(0) + α1(1− ρ) ϕ
′
k(0)

Donc α1 = 0.5vérifié Goldstein2
stop α∗ = α1 = 0.5
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Conclusion αGoldstein = 0.5
5)Calcul de l’intervalle de Goldstein [λ1.λ2] tel que :
∀α ∈ [λ1, λ2] : α vérifie goldstein 1 et goldstein 2

λ2 est l’abscisse du point d’intersection de la droite h(α) = 2− 18α avec
le graphe de

ϕk(α) = 256α4 − 256α3 + 100α2 − 20α + 2.

Donc λ2 est solution de l’équation h(α) = ϕk(α),ce qui donne l’équation :

2− 18α = 256α4 − 256α3 + 100α2 − 20α + 2

ou encore

256α4 − 256α3 + 100α2 − 20α + 2 = 0

.
La seul solution dand R∗+ est λ2 w 2.111
λ1 est l’abscisse du point d’intersection de la droite g(α) = 2 − 2α avec

le graphe de

ϕk(α) = 256α4 − 256α3 + 100α2 − 20α + 2.

Donc λ1 est solution de l’équation g(α) = ϕk(α), ce qui donne l’équation :

2− 2α = 256α4 − 256α3 + 100α2 − 20α + 2

ou encore

256α4 − 256α3 + 100α2 − 20α + 2 = 0.

La seul solution dans R∗+ est λ1 = 0.5
Donc [λ1, λ2] = [0.5 , 2.111]
6)Calcul du pas αWolfe avec les données initiales suivantes :

ρ = 0.1, σ = 0.3, a0 = 0, b0 = 1099, α0 = 1
ETAPE1 : Initialisation

On a déja calculé dans la question 3, la fonction ϕk(α)
ϕk(α) = f [(x0, y0) + αd0] = f [(x0, y0) + α∇f (x0, y0)]
ϕk(α) = 256α4 − 256α3 + 100α2 − 20α + 2
ϕ
′
k(α) = 1024α3 − 768α2 + 200α− 20

ϕk(0) = 2
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ϕ
′
k(0) = −20
Notons par k(α) et q(α) les fonction intervenant dans l’Algorithme

de Wolfe
k(α) = ϕk(α) + ραϕ

′
k(α) = 2 − 2α (fonction affi ne intervenant dans la

condition Wolfe1)
q(α) = σϕ

′
k(α) = 0.3∗(−20) = −6.0 (fonction constante intervenant dans

la condition Wolfe2)
ETAPE2 : Test Wolfe1 pour α0 = 1 :
ϕk(α0) = ϕk(1) = 82.0
ϕk(0) + ραϕ

′
k(0) = k(α0) = k(1) = 0.0

ϕk(α0) > ϕk(0) + ραϕ
′
k(0) =⇒(Wolfe1) n’est pas vérifiée α0

On pose : a1 = a0 = 0, b1 = α0 = 1
[a1, b1] = [0, 1].
Aller à Etape 4

ETAPE4 :Calcul de α1 :
α1 = a1+b1

2
= 0+1

2
= 0.5

k = 0 + 1 = 1 Aller à Etape2(bis)
ETAPE 2 (bis) tester Wolfe1 pour α1 = 0.5
ϕk(α1) = ϕk(0.5) = 1.0
ϕk(0.5) + ραϕ

′
k(0.5) = k(α1) = k(0.5) = 1.0

ϕk(α1) > ϕk(0.5) + ραϕ
′
k(0.5) =⇒(Wolfe1) est vérifiée pour : α1 = 0.5

Aller à Etape 3
ETAPE3 : Tester Wolfe2 pour α1 = 0.5

Pour tester Wolfe2, on a besoin des expressions de ϕ
′
k(α) et de

q(α) = σ ϕ
′
k(0).

On a :
ϕ
′
k(α) = 1024α− 768α2 + 200α− 20

ϕ
′
k(α1) = ϕ

′
k(0.5) = 16

σ ϕ
′
k(0) = −6.0

ϕ
′
k(α1) > σ ϕ

′
k(0) =⇒ (Wolfe2) n’est pas vérifiée pour : α1 = 0.5

L’Algorithme s’arrête
Conclusion αWolfe = 0.5
7) Calcul de l’intervalle de Wolfe [µ1, µ2] tel que :
∀α ∈ [µ1, µ2] : α vérifiée Wolfe1 et Wolfe2
Considérons la tangente au graphe de coeffi cient directeur σϕ

′
k(0)

σϕ
′

k(0) = 0.3 ∗ (−20) = −6.0
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On va chercher quel µ1 > 0 qui vérifie ϕ
′
k(µ1) = −6

Résolvons donc l’équation : ϕ
′
k(α) = −6, c’est à dire :

1024α3 − 768α2 + 200α− 20 = −6

Cette équation admet une seule solution réelle α w 0.108 98.
Donc µ1 = 0.10898
On a :

ϕ
′

k(µ1) = −6

ϕk(µ1) = ϕk(0.10898) = 0.71282904899812151296

y − 0.7127090652 = −6(x− 0.10898)

l’équation de la tangente au graphe de ϕk(α) de coeffi cient directeur
σϕ

′
k(0) et qui passe par le point (µ1, ϕk(µ1)) est

{(α, y) : y − ϕk(µ1) = ϕ
′

k(µ1)(α− µ1)}
= {(α, y) : y − 0.71282 = −6(α− 0.10898)}

(α, y) : y = −6α + 1.3667

Conclusion µ1 = 0.10898,l’équation de la tangente au point µ1 est :
y = −6α + 1.3667

Calcul de µ2

Considérons la droite d’équation :

y = ϕk(0) + ραϕ
′

k(0) = 2 + α(0.1 ∗ (−20)) = 2− 2α

µ2 est l’abscisse du point d’intersection de ϕk (α) et de la droite y = 2−2α
,c’est à dire solution de l’équation

ϕk(α) = 2− 2α⇐⇒ 256α4 − 256α3 + 100α2 − 20α + 2 = 2− 2α

Cette équation admet une seule solution réelle α = 0.5 dans l’inter-
valle ]0,+∞[
Conclusion µ2 = 0.5
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Conclusion générale : L’intervalle dans lequel se trouve vérifiant
(Wolfe1) et (Wolfe2) est : [µ1, µ2] = [0.1, 0.5]
Remarque : La solution optimale α∗ = 0.354 se trouve dans l’intervalle

[µ1, µ2] = [0.1, 0.5]
8)Calcul du pas αWolfe−forte, avec les données initiales suivantes :

ρ = 0.01, σ = 0.02, a0 = 0, b0 = 0.4, α0 = 0.3
Remarquons que 0 < ρ < σ < 1 : Donc les conditions de Wolfe sont

bien vérifiées.
Calcul du pas αWolfe−forte, avec les données initiales suivantes :

ρ = 0.01, σ = 0.02, a0 = 0, b0 = 0.4, α0 = 0.3
ETAPE1 : Initialisation

On a déjà calculé dans le problème1, la fonction ϕk (α)
ϕk (α) = f [(x0, y0) + αd0] = f [(x0, y0) + α5 f(x0, y0)]
ϕk (α) = 256α4 − 256α3 + 100α2 − 20α + 2
ϕ′k (α) = 1024α3 − 768α2 + 200α− 20
ϕk (0) = +2,
ϕ′k (0) = −20
ρϕ′k (0) = (0.01) ∗ (−20) = −0.2
σϕ′k (0) = (0.02) ∗ (−20) = −0.4

Notons par g(α) et h(α) et k(α) les 3 fonctions intervenant dans
l’Algorithme de Wolfe-forte

g(α) = ϕk(0) + αρϕ′k(0) = 2 − 0.2α (fonction ac/ ne intervenant dans la
condition Wolfe-forte1)

g(α) = 2− 0.2α
h(α) = σϕ′k(0) = −0.4 (fonction constante intervenant dans la condition

Wolfe2)
k(α) = −σϕ′k(0) = 0.4
ETAPE2 : Tester Wolfe-forte1 pour α0= 0.3
ϕk (α0) = ϕk(0.3) = 0.1616
g(α0) = g(0.3) = 1.94
ϕk (α0) < ϕk(0)+ρα0ϕ

′
k(0) =)(Wolfe−forte1) est vérifiée pour α0 = 0.3

Aller à ETAPE3
ETAPE3 : Tester Wolfe-forte(2) pour α0 = 0.3

Pour tester Wolfe-forte2, on a besoin des expressions de ϕ′k (α) et de
h(α) = σϕ′k (0) et de k(α) = −ϕ′k (0). On a :

ϕ′k (α) = 1024α3 − 768α2 + 200− 20
d(α) = 1024α3 − 768α2 + 200− 20
d(0.3) = −1.472
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ϕ′k (α0) = ϕ′k (0.3) = −1.472
σϕ′k (0) = −0.4
−ϕ′k (0) = 0.4
Wolfe-forte(2) n’est pas vérifiée pour α0 = 0.3 car on a :

ϕ′k(0.3) = −1.472 < σϕ′k (0) = −0.4
L’Algorithme continue. Posez a1 = α0 = 0.3, b1 = b0 = 0.4 et aller à

ETAPE4
ETAPE4(calcul de α1)

Calculer α1 = a1+b1
2

= 0.4+0.3
2

= 0.35
Allez à ETAPE2(bis)
ETAPE2(bis) :TesterWolfe-forte1pour α1 = 0.35
ϕk (α1) = ϕk(0.35) = 0.1156
g(α1) = g(0.35) = 1.93
ϕk (α1) < ϕk (0) + ρα1ϕ

′
k (0) =⇒ (Wolfe− forte1) est vérifiée pour α1

Aller à ETAPE3 (bis)
ETAPE3(bis) : Tester Wolfe-forte(2) pour α1 = 0.3
On a :
ϕ′k (α1) = ϕ′k(0.35) = −0.176
σϕ′k (0) = −0.4
−σϕ′k (0) = 0.4
Wolfe-forte(2) est vérifiée pour α1 = 0.3 ; car on a

ϕ′k (0) = −0.4 ≤ ϕ′k(0.35) = −0.176 ≤ −σϕ′k (0) = 0.4
L’Algorithme s’arrête et αWolfe−forte = α1 = 0.3

TP02
Problème2
Il est important de remarquer que dans le problème2, α0 = 10
1) Calcul du pas Wolfe avec α0 = 10
ETAPE1 Initialisation

On prend α0 = 10, a0 = 0, b0 = 1099, σ = 0.3, ρ = 0.1, σ = 0.3,
k = 0.
Calcul de ϕ (α), ϕ′ (α), ϕ (0), ϕ′ (0)
ϕ (α) = f [(x0, y0) + αd0]
f(x; y) = x2 + y4

5f(x; y) = (2x; 4y3)
d0 = −5 f(x0, y0) = (−2x0,−4y3

0)
(x0, y0) = (1, 1)
d0 = −5 f(x0, y0) = (−2,−4)
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(x0, y0) + αd0 = (1, 1) + α(−2,−4) = (−2α + 1,−4α + 1)
ϕ (α) = f [(x0, y0) + αd0] = f(−2α+ 1,−4α+ 1) = (1− 2α)2 + (1− 4α)4

ϕ (α) = 256α4 − 256α3 + 100α2 − 20α + 2
ϕ (0) = 2
ϕ (α0) = ϕ (10) = 2313802
ϕ′ (α) = ψ(α) = 1024α3 − 768α2 + 200α− 20
ϕ′ (α) = 5f [(x0, y0) + αd0]T .d0

ϕ′ (0) = −20
ϕ′ (α) = 0⇐⇒ 1024α3 − 768α2 + 200α− 20 = 0⇐⇒ [α = 0.35439]
ϕ (α∗) = minϕ (α) : α ∈ [0,+∞[ = ϕ(0.35439) = 0.11521

Calcul de [λ1, λ2] : intervalle dans lequel se trouve α vérifiant (Wolfe1)
et (Wolfe2)

Considérons la tangente au graphe de coeffi cient directeur σϕ′ (0)
σϕ′ (0) = 0.3 ∗ (−20) = −6.0

On va chercher quel λ1 > 0 qui vérifie : ϕ′ (λ1) = −6
Résolvons donc l’équation : ϕ′ (α) = −6 ; c’est à dire :

1024α3 − 768α2 + 200α− 20 = −6
1024α3 − 768α2 + 200α− 20 = −6, Solution is : [α = 0.10898]
ϕ(0.10898) = 0.7128290490
y − 0.7127090652 = −6(x− 0.10898)
l’équation de la tangente est y = −6x+ 1.366589
λ1 = 0.10898

Calcul de λ2

Considérons la droite d’équation
y = ϕ(0) + ραϕ′(0) = 2 + α(0.1 ∗ (−20)) = 2− 2α
λ2 est l’abscisse du point d’intersection de ϕ(α) et de la droite
y = 2− 2α,c’est à dire solution de l’équation
ϕ(α) = 2− 2α⇐⇒ 256α4 − 256α3 + 100α2 − 20α + 2 = 2− 2α
256α4 − 256α3 + 100α2 − 20α + 2 = 2− 2α , Solution est : [α = 0.5]
λ2 = 0.5
Conclusion générale : L’intervalle dans lequel se trouve α vérifiant

(Wolfe1) et (Wolfe2) est :[λ1, λ2] = [0.1, 0.5]
Remarque : La solution optimale α∗ = 0.354 se trouve dans l’intervalle

[λ1, λ2] = [0.1, 0.5]
ETAPE2 : Tester Wolfe1 pour α0 = 10
ϕ(α0) = ϕ(10) = 2313802
ϕ(0) + ρα0ϕ

′(0) = ϕ(0) + (0.1) ∗ (10) ∗ (−20) = −18.0
ϕ(α0) > ϕ(0) + ρα0ϕ

′(0) =⇒ (Wolfe1) n’est pas vérifiée =⇒ α0 > λ2
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On pose a1 = a0 = 0, b1 = α0 = 10
[a1, b1] = [0, 10].
Aller à ETAPE 4
ETAPE 4 : Calcul de α1

α1 = a1+b1
2

= 0+10
2

= 5
k = 0 + 1 = 1 : Aller à ETAPE 2(bis)
ETAPE2 (bis) tester Wolfe(1) pour α1 = 5
ϕ(α1) = ϕ(5) = 130402
ϕ(0) + ρα1ϕ

′(0) = ϕ(0) + (0.1) ∗ (5) ∗ (−20) = −8.0
ϕ(α1) > ϕ(0) + ρα1ϕ

′(0)⇒ (Wolfe1) n’est pas vérifiée ⇒ α1 > λ2

On pose a2 = a1 = 0, b2 = α1 = 5
[a2, b2] = [0, 5].
Aller à ETAPE 4(bis)
ETAPE 4(bis) : Calcul de α2

α2 = a2+b2
2

= 0+5
2

= 2.5
k = 1 + 1 = 2. Aller a ETAPE 2(tris)
ETAPE2 (tris) tester Wolfe(1) pour α2 = 2.5
ϕ(α2) = ϕ(2.5) = 6577.0
ϕ(0) + ρα2ϕ

′(0) = ϕ(0) + (0.1) ∗ (2.5) ∗ (−20) = −3.0
ϕ(α2) > ϕ(0) + ρα2ϕ

′(0)⇒ (Wolfe1) n’est pas vérifiée ⇒ α2 > λ2

On pose a3 = a2 = 0, b3 = α2 = 2.5
[a3, b3] = [0, 2.5].

Aller à ETAPE 4(tris)
ETAPE 4(tris) : Calcul de α3

α3 = a3+b3
2

= 0+2.5
2

= 1.25
k = 2 + 1 = 3. Aller a Etape 2(quatro)
ETAPE2 (quatro) tester Wolfe(1) pour α3 = 1.25
ϕ(α3) = ϕ(1.25) = 258.25
ϕ(0) + ρα3ϕ

′(0) = ϕ(0) + (0.1) ∗ (1.25) ∗ (−20) = −0.5
ϕ(α3) > ϕ(0) + ρα3ϕ

′(0)⇒ (Wolfe1) n’est pas vérifiée ⇒ α3 > λ2

On pose a4 = a3 = 0, b4 = α3 = 1.25
[a4, b4] = [0, 1.25].

Aller à ETAPE 4(quatro)
ETAPE 4(quatro) : Calcul de α4

α4 = a4+b4
2

= 0+1.25
2

= 0.625
k = 3 + 1 = 4. Aller à ETAPE 2(cinquo)
ETAPE2 (cinquo) tester Wolfe(1) pour α4 = 0.625
ϕ(α4) = ϕ(0.625) = 5.125
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ϕ(0) + ρα4ϕ
′(0) = ϕ(0) + (0.1) ∗ (0.625) ∗ (−20) = 0.75

ϕ(α4) > ϕ(0) + ρα4ϕ
′(0)⇒ (Wolfe1) n’est pas vérifiée ⇒ α4 > λ2

On pose a5 = a4 = 0, b5 = α4 = 0.625
[a5, b5] = [0, 0.625].

Aller à ETAPE 4(cinquo)
ETAPE 4(cinquo) : Calcul de α5

α5 = a5+b5
2

= 0+0.625
2

= 0.3125
k = 4 + 1 = 5. Aller à ETAPE 2(sixo)
ETAPE2 (sixo) tester Wolfe(1) pour α5 = 0.3125
ϕ(α5) = ϕ(0.3125) = 0.14453
ϕ(0) + ρα5ϕ

′(0) = ϕ(0) + (0.1) ∗ (0.3125) ∗ (−20) = 1.375
ϕ′(α5) < ϕ(0) + ρα5ϕ

′(0)⇒ (Wolfe1) n’est pas vérifiée pour
α5 = 0.3125⇒ α5 < λ2

Aller à ETAPE3
ETAPE3 : Tester Wolfe(2) pour α5 = 0.3125
ϕ′(α5) = ϕ′(0.3125) = −1.25
σϕ′(0) = 0.3 ∗ (−20) = −6.0
ϕ′(α5) > σϕ(0)⇒ (Wolfe1) n’est pas vérifiée pour α5 = 0.3125
Conclusion α = α5 = 0.3125 et
(x1, y1) = (x0, y0) + αd0 = (1, 1) + (0.3125) ∗ (−2,−4) = (0.375,−0.25)
f(x0, y0) = f(1, 1) = 2
f(x1, y1) = f(0.375,−0.25) = 0.14453
f(x1, y1) < f(x0, y0)

Il y’a décroissance de la fonction en passant du point (x0, y0) au point
(x1, y1) :

Trouvons l’équation de la droite de coeffi cient directeur σϕ(0) = −6.0
et tangente au graphe au point λ1 = 0.10898. L’équation de cette droite sera
de la forme :

y = −6α + b
La droite passe par le point (λ1, ϕ (λ1)) = (0.10898, 0.71283).

Donc 0.71283 = −6 ∗ (0.10898) + b
Donc b = 0.71283 + 6 ∗ 0.10898 = 1.3667

Finalement y = −6α + 1.3667

TP03
Programme en fortran 90 de la méthode de la plus forte pente

avec la recherche linéaire d’Armijo :
On utilise le choix des paramètres suivants :
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ε = 10−5,mu = 0.2, be = 0.5
Programme en fortran 90
program steepest
implicit none
integer, parameter :: n = 1000
double precision yc(n), pk(n)
double precision eps, s, be, f1, f0,mu, f2
integer k,l,m,i
k = 0;m = 0
print∗,’enter the initial point’
do i=1,n
yc(i) = 1.
enddo
print∗,’enter eps’
read∗,eps
be = 0.5;mu = 0.2
do
if (sqrt (dot_product(df(yc), df(yc))) <= eps.or.k >= 500) exit
pk = −df(yc)
f0 = f(yc)
!recherche d’Armijo
l = 1; s = 1
f1 = f(yc+ s∗pk)
if (f1 <= f0 +mu∗s∗dot_product(df(yc), pk)) then
s = s/be
do
f2 = f(yc+ s∗pk)
if (f2 > f0 +mu∗s∗dot_product(df(yc), pk)) exit
s = s/be
f1 = f2; l = l + 1
enddo
s = s∗be
yc = yc+ s∗pk
k = k + 1
print∗, s
else
s = s∗be
do
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f1 = f(yc+ s∗pk)
if (f1 <= f0 +mu∗s∗dot_product(df(yc), pk)) then
yc = yc+ s∗pk
k = k + 1
print∗, s
exit
endif
s = s∗be
l = l + 1
enddo
endif
m = m+ l + 1
f0 = f1
enddo
print∗,’LA SOLUTION EST’
print’(2e10.2)’, yc
print∗,’LA VALEUR DE LA FONCTION EST’
print’(e10.2)’,f(yc)
print∗,’LA NORME DU GRADIENT EST’
print ’(e10.2)’,sqrt(dot_product(df(yc), df(yc)))
print∗,’LE NOMBRE D IERATIONS EST’
print’(i10)’,k
contains
function f(u)
double precision f, u(n)
integer i1
f = 0
do i1 = 1, n
f = f + i1∗u(i1)∗∗2
enddo
f = f ∗∗2
endfunction
function df(u)
double precision df(n), u(n), sm
integeri1
sm = 0
do i1 = 1, n
sm = sm+ i1∗u(i1)∗∗2
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enddo
do i1 = 1, n
df(i1) = 4∗i1∗u(i1)∗sm
enddo
endfunction
end
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