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Abstract

In this work, we consider an age-structured Hapatitis B Virus (HBV) model with DNA-containing cap-

sids. Firstly, we reformulate the proposed model as an abstract Couchy problem, then we prove the

existence and uniqueness of solution in order to ensure the well-posedeness of the model. Also, we in-

vestigate the existence of equilibrium point of the model. Furthermore, based on the indirect Lyapunov

methode, we study the local stability of each equilibrium point of the model. Moreover, by contructing

the appropriate Lyapunov function and by using LaSalle invariance principle, we get some information

on the global stability of equilibrium points. Here, we observe that both of local and global stability is

depend on the value of basic production numberR0 .

Keywords : Hepatitis B virus (HBV), DNA-containing capsids, Basic reproduction number, Age-

structure, Local stability, Global stability.

Résumé
Dans ce travail, on considère un modèle d'infection viral par le virus d'hépatite B (VHB) avec un âge

d'infection a et des capsides du VHB. Ce modèle est écrit en combinant des équations différentielles

ordinaires et des équations aux dérivées partielles de type hyperbolique (Equation de transport). Premiè-

rement, on réécrit le modèle proposé sous la forme d'un problème de Cauchy abstrait, puis on montre

l'existence et l'unicité des solutions ; ce qui assure que le modèle proposé est bien-posé. Ensuite, on étu-

die l'existence des différents points d'équilibres du modèle et leurs stabilité locale en s'appuyant sur la

méthode de Lyapunov indirecte. De plus, en choisissant les fonctionnelles de Lyapunov convenables

et en utilisant le principe d'invariance de LaSalle, on étudie la stabilité globale des point d'équilibre du

modèle proposé. Ici, on peut remarquer que chacune des stabilités locale et globale est définie par le taux

de production de baseR0.

Mot clés : Le virus d'hépatite B (VHB), Capside du VHB, Taux de reproduction de base, Structuré par

âge, Stabilité locale, Stabilité globale.



ملخص
معادلات و تفاضلية معادلات عن عبارة النموذج "ب"، النوع من الـكبد التهاب فيروس لعدوى نموذج بدراسة قمنا العمل، هذا في
كوشي، مسألة شكل على أولا بكتابته نقوم ياضيا، ر جيدا معرف المقترح النموذج أن لإثبات النقل). (معادلة زائدية جزئية تفاضلية
بالإضافة التوازن. لنقاط المحلي الاستقرار ندرس المباشرة غير ليبونوف يقة طر على بالاعتماد بعدها الحلول. ووحدانية وجود نبرهن ثم
ليبونوف يقة (طر ليبونوف لدوال الأمثل وبالاختيار لازال مبدأ على استنادا التوازن نقاط لمختلف العام الاستقرار درسنا لذلك،

.R0 الأساسي التكاثر بمعدل مرتبط واستقراره النموذج سلوك أن لاحظنا حيث المباشرة)،

.R0 الأساسي التكاثر معدل الشامل، الاستقرار المحلي، الاستقرار "ب"، النوع من الـكبد التهاب فيروس : المفتاحية الكلمات
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Introduction

L'hépatite B est un infection hépatique ponctuellement mortelle causée par le virus B. Cette maladie

est un problème majeur de santé publique à l'échelle mondiale, avec environ 2 milliard de per-

sonnes infectées [13].

On estime que 250 millions des personnes dans le monde souffrent d'hépatite B chronique dans la majo-

rité ce trouve on Afrique et Asie avec prés de 800000 décès de suite de complication à type de cirrhose

et de cancer de fois.

L'Algérie est un pays de moyenne endémicité pour le VHB, sa prévalence set estimée à 2,15% dans la

population générale (86000 Ag HBs positifs sur 40 millions d'habitants. Soit 215 cas/100000 habitants)

selon une étude de séroprévalence nationale qui remonte à 1998 portant sur un échantillon de 8126 per-

sonnes.

Deux travaux à l'Est du pays (Annaba) en 2004 et au centre (Alger) en 2007-2008 sur l'hépatite virale B

chez la femme enceinte ont donnés des prévalences respectives de 2, 47% et 1, 06%.

Selon l'Agence Nationale du sang, la prévalence de l'Ag HBs chez les donneurs de sang est passée de

1,09 en 2008 à 0, 3% en 2013. Chez les hémodialyses, la séroprévalence de l'hépatite B est de 10, 5%

parmi les 7503 prélèvements réalisés selon l'enquête nationale en 2008 [32].

Lamodélisationmathématique dynamique d'une épidémie liée à unemaladie transmissible permet d'analyser

les condition de son démarrage, de mettre au point de comparer des stratégies de contrôle ou de préven-

tion [29].

De nombreux chercheurs ont utilisé des modèles mathématique pour représente l'infection virale du

VHB.

Nowak et al. [22] a proposé un modèle mathématique simple basé sur les équations différentielles
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ordinaire, pour analyser la propriété dynamique du VHB.

d x (t )
d t

=λ−d x (t )− b v x (t ),

d y (t )
d t

= b v x (t )−a y (t ),

d v (t )
d t

= k y (t )−u v (t ).

où x (t ) présente la quantité des cellules non-infectées au cours du temps t , y (t ) présente la quantité des

cellules infectées au cours du temps t , v (t ) est le virus libre au cours du temps t , λ peut être constante

ou dépendre de la taille totale de la population des cellules non-infectées et infectées. Les cellules non-

infectées meurent à un taux d et s'infectent à un taux b . Les cellules infectées sont produites à un taux

b et meurent à un taux a . Les virions libres sont produits à partir des cellules infectées à un taux k et ils

sont éliminés à un taux u .

Le virus de l'hépatite B est un membre de la famille des hepadnaviridae avec un génome partiellement

double brin qui infecte les hépatocytes. Après l'entrée et après le décapage, la nucléocapside virale est

libérée dans le cytoplasme et son génome d'ADN circulaire relaxé (ADNc) est ensuite libéré, moment

auquel son génome se transloque vers le noyau. Le génome viral est importé dans le noyau par des méca-

nismes encore mal connus. Dans le noyau, son génome est modifié en la forme d'ADN circulaire fermé

par covalence (cccDNA) qui existe de manière stable en tant que génome viral extrachromosomique. Ce

"minichromosome" sert de modèle pour la transcription de l'ARN prégénomique (ARNpg) et de l'ARN

messager viral (ARNm). La transcription inverse de l'ARNpg par la transcriptase inverse virale, au sein

de la nucléocapside avec enveloppement ultérieur, aboutit à des virions nouvellement. Les protéines du

VHB, y compris le HBsAg, sont des antigènes extrêmement puissants qui ont facilité le développement

de vaccins efficaces. Les analogues nucléos(t)idiques actuellement homologués inhibent efficacement

la réplication virale mais ne parviennent pas à arrêter la production d'ARNpg et de protéines virales et

ils ne facilitent pas la clairance de l'ADNccc des hépatocytes infectés [28].
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En plus, Murry [20] a réécrit un modèle simplifié en considérant que les quantités d'hépatitocytes infec-

tés, des capsides du VHB et des virions dans le plasma, et a utilisé ce modèle pour estimer la demi-vie

du VHB.

d I (t )
d t

= k V (t )H (t )−δI (t ),

d D (t )
d t

= a I (t )−βD (t )−δD (t ),

d V (t )
d t

=βD (t )− c V (t ),

où I (t ) est la quantité d'hépatocytes infectés en temps t , D (t ) présente la quantité des capsides du VHB

au cours du temps t et V (t ) est la taille des virions dans le plasma, avec H (t ) est la quantité d'hépatocytes

non-infectés en temps t , k est le taux d'infection, a représente le taux de production des capsides du

VHB par l'hépatocytes infectés, β est le taux d'exportation de ces capsides vers le sang, c est le taux de

clairance des virions dans le plasma, et enfin δ présente le taux de clairance des hépatocytes infectés.

Après, Manna et Chakrabarty [18] ont combiné le modèle de base de Nowark et al.[22] et le modèle

simplifié de Murray et al.[20] en ajoutant les capsides du VHB, et ils ont reformulé le modèle suivant

d H (t )
d t

= s −k H (t )V (t )−µH (t ),

d I (t )
d t

= k H (t )V (t )−δI (t ),

d D (t )
d t

= a I (t )−βD (t )−δD (t ),

d V (t )
d t

=βD (t )− c V (t ),

où H (t ) et I (t ) représentent les hépatocytes non-infectés et infectés en temps t , respectivement, D (t )

est la quantité des capsides du VHB et V (t ) les virions dans le plasma au cours du temps t . Dans ce

modèle, il a été considéré que les hépatocytes non-infectés sont produits à un taux constant s et ont un

taux de mortalité naturelle µ et les virions infectent les hépatocytes non-infectés à un taux k ; ce qui

conduit à la production d'hépatocytes infectés à un taux δ. Manna et Chakrabarty [19]ont considéré un

modèle d'infection viral par VHB avec un et deux retards discrets, et ils ont étudié la stabilité globale

des différents points d'équilibres du système proposé.
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Ce travail s'organise donc autour de quatre chapitres. Dans le premier chapitre, on présente quelques

notions de base et outils mathématiques qu'on aura besoin ultérieurement dans les autres chapitres de

ce mémoire. Le deuxième Chapitre porte sur l'étude de l'existence et l'unicité des solutions du modèle

d'infection virale du VHB. Le troisième Chapitre est consacré à l'analyse de l'existence et la stabilité

locale des différents points d'équilibres du système proposé. Cette analyse est basé sur laméthode indirect

de Lyapunov. Dans le quatrième chapitre, on évalue la stabilité globale des points d'équilibres de notre

système en s'appuyant sur la méthode direct de Lyapunov et le principe d'invariance de LaSalle.



CHAPITRE1 Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base et outils mathématiques que nous allons

utiliser dans les autres chapitres tels que : les espaces fonctionnelles, fonction de Lyapounov, stabilité,

les attracteur,· · ·

1.1 Définitions générales

Définition 1.1. (Norme)[14, page 1] Soit E un espace vectoriel réel ou complexe. Une norme sur

E est une application, le plus souvent notée ‖ · ‖

‖ · ‖ : E →R+,

ayant les trois propriétés suivantes

(i) ‖x‖ ≥ 0 pour tout x ∈ E et ‖x‖= 0 si seulement si x = 0,

(ii) ‖λx‖= |λ|‖x‖, ∀x ∈ E , ∀λ ∈K,

(iii) ‖x + y ‖ ≤ ‖x‖+ ‖y ‖, ∀x , y ∈ E .

Définition 1.2. (Espace de Banach)[14, page 09] On dit qu’un espace normé est complet si toute

suite de Cauchy est convergente. On appelle espace de Banach tout espace normé complet.

Définition 1.3. (Espace L p )[4, page 55] Soit Ω un ouvert de Rn muni de la mesure de Lebesgue.
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Soit p ∈R avec 1≤ p <∞, on définit

L p (Ω) =

�
f :Ω→R, f mesurable et

∫
Ω

| f (x )|p d x <∞
�

.

On note

‖ f ‖L p =

�∫
Ω

| f (x )|p d x

�1/p
.

Définition 1.4. (L’espace L∞)[4, page 56] On pose

L∞(Ω) = { f :Ω→R, f mesurable et il existe une constante C tel que | f (x )| ≤C p.p. sur Ω}.

On note

‖ f ‖L∞ = inf
�

C ; | f (x )| ≤C p.p. sur I
	

.

Définition 1.5. (L’espace de Sobolev )[14, page 237] On dit que u ∈ L p (Ω), 1 ≤ p < +∞, a une

dérivée faible s’il existe v ∈ L p (Ω) tel que

∫
Ω

u (t )φ
′
(t )d t =−
∫
Ω

v (t )φ(t ), ∀φ ∈D1(Ω).

On définit l’espace de Sobolev W 1,p (Ω) par

W 1,p (Ω) =
�

u ∈ L p (Ω); u a une dérivée faible u ′ ∈ L p (Ω)
	

.

On le munit de la norme

‖u‖W 1,p = ‖u‖L p + ‖u ′‖L P .

Définition 1.6. (Résolvante)[17, page 59] Soit A : D (A) ⊂ X → X un opérateur linéaire sur un

espace de Banach (X ,‖·‖). L’ensemble résolvant ρ(A) de A est un ensemble de tous les poins λ ∈R
tels que (λI −A) est une application bijective sur D (A), et l’inverse (λI −A)−1, appelé la résolvante

de A.

Définition 1.7. (Opérateur de Hille-Yosida)[17, page 77] Un opérateur linéaire A : D (A)⊂ X → X
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sur un espace de Banach (X ,‖·‖) est un opérateur de Hille-Yosida s’ils existentent deux constantes

ω ∈R et M ≥ 1 telles que (ω,+∞)⊂ρ(A) et

‖(λI −A)−n‖ ≤ M

(λ−ω)n , ∀λ>ω, ∀n ≥ 1.

Définition 1.8. (Semi-flot)[11, page 17] Soit I ⊆R et X ensemble non vide, l’application Φ : I ×X →
X est appelée semi-flot si

(i) Φ(0, x ) = x , ∀x ∈ X ,

(ii) Φ(t + s , x ) =Φ(t ,Φ(s , x )), ∀t , s ∈ J , x ∈ X .

Pour l’application Φ : I ×X → X , Φ(t , ·) est application de X dans X , lequelle est notée Φt ,

Φt (x ) =Φ(t , x ).

La propriété (ii) du semi-flot peut alors s’écrire comme Φt ◦ Φs = Φt+s et la propriété (i) peut

prendre la forme Φ0 = I d .

Définition 1.9. (Ensemble invariant)[15, Définition 1.2] Un sous ensemble M de X est dit posi-

tivement (respectivement négativement) invariant par le semi-flot si Φ(t )M ⊂M pour tout t ≥ 0

(respectivement t ≤ 0). M est un ensemble invariant si et seulement si Φ(t )M =M pour tout

t ∈R.

Définition 1.10. (Compacité)[11, page 31] Soit I ⊆ Rn et Φ : I × X → X un semi-flot, M ⊂ X .

L’application Φ est dite asymptotiquement compacte sur M , si pour toutes les suites (tn ) dans R+,

(tn )→∞ quand n→∞, et (xn ) dans M , (Φ(tn , xn )) admet une sous suite convergente.

Définition 1.11. (Dissipatif)[11, page 39] Soit Φ : I × X → X un semi-flot continu. Φ est ponc-

tuellement dissipatif s’il existe un sous ensemble B de X qui attire tous les points de X .

Définition 1.12. (Persistance uniforme)[31, page 23] Soit X ensemble ouvert de X et ∂ X frontière

de X . Une fonction f : X → X est uniformément persistante par rapport à (X ,∂ X ) s’il existe

η> 0 tel que lim inf
n→∞ d
�
f n (x ),∂ X
�≥η pour tout x ∈ X .
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Définition 1.13. (Asymptotiquement régulier)[11, page 39] Soit Φ : I × X → X un semi-flot

continu. Φ est asymptotiquement régulier si Φ est asymptotiquement compact sur chaque ensemble

positivement invariant borné fermé.

1.2 Notions fondamentales de la stabilité

Définition 1.14. (Point d’équilibre) Soit f :Rn →Rn une fonction vérifiant au moins les conditions

de Cauchy-Lipschitz.

On appelle point d’équilibre x ∗ du système différentiel non linéaire
d x (t )

d t
= f (x (t )), x ∈Rn ,

x (t0) = x0, t ≥ 0,
(1.1)

si x ∗ vérifié l’équation

f (x ∗) = 0.

Définition 1.15. ( Stable)[3, page 181] Le point d’équilibre x ∗ du système (1.1) est stable si

∀ε> 0 ∃δ > 0, ‖x (t0)− x ∗‖<δ⇒‖x (t , x (t0))− x ∗‖<ε ∀t ≥ t0.

Si cette condition n’est pas satisfaite, le point d’équilibre est instable.

Fig. 1.1: point stable
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Fig. 1.2: instable

Définition 1.16. ( Attracteur)[3, page 182] Le point d’équilibre x ∗ du système (1.1) est attracteur

si

∃δ < 0, ‖x (t0)− x ∗‖<δ⇒ lim
t→∞‖x (t , x (t0))− x ∗‖= 0.

Définition 1.17. ( Asymptotiquement stable)[3, page 182] Le point d’équilibre x ∗ est asymptoti-

quement stable s’il est stable et attracteur.

Définition 1.18. (Globalement asymptotiquement stable)[25, Définition 2.3] Le point d’équilibre

x ∗ est globalement asymptotiquement stable si x ∗ est stable et globalement attractif.

Fig. 1.3: point asymptotiquement stable

Définition 1.19. (Fonction de Lyapunov)[1, page 03] Une fonction V (x ) est appelé une fonction

de Lyapunov si
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(i) V (x ) et V̇ (x ) sont continues dans une région R contenant l’origine.

(ii) V (x ) est définit positif dans R.

(ii) V̇ (x ) est semi définit négatif dans R.

Définition 1.20. (Attracteur)[11, page 30] Soit I ⊆R et Φ : I ×X → X un semi-flot.

(i) Un ensemble k ⊂ X est attire M ⊂ X , si k 6= ; et d (Φt (M ), k )→ 0 quand t →∞.

(ii) k est un attracteur de M si k est invariant et attire M .

K est un attracteur compact de M si k est compact.

Définition 1.21. (Attracteur globale)[31, page 05] L’attracteur globale pour f : X → X est un

atracteur qui attire tous les point de X .

1.3 Les théorèmes plus utilisés

Théorème 1.1. (Théorème de la Valeur Intermédiaire) [6] Supposons que f une fonction continue

sur l’intervalle [a , b ] et f (a )< 0< f (b ). Alors il existe au moins une constante α ∈]a , b [ telle que

f (α) = 0

Théorème 1.2. (Stabilité au sens de Lyapunov)[24, page 131] Soit Ω un sous ensemble ouvert de

Rn contenant x ∗. Supposons qu’il existe une fonction V :Ω→R satisfaisant V (x ∗) = 0 et V (x )> 0,

si x 6= x ∗. Alors

(i) Si V̇ (x )≤ 0, ∀x ∈ E alors x ∗ est stable.

(ii) Si V̇ (x )< 0, ∀x ∈ E alors x ∗ est est asymptotiquement stable.

(iii) Si V̇ (x )> 0, ∀x ∈ E alors x ∗ est instable.

Théorème 1.3. (Théorème d’invariance de LaSalle)[26] Soit Ω ⊂ Rn un ouvert positivement in-

variant pour le système (1.1) en x ∗. Soit V : Ω→ R une fonction de classe C 1 pour le système

(1.1) en x telle que :
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(i) d V

d t
≤ 0 sur Ω.

(ii) soit E =
§

x ∈Ω :
d V (x (t ))

d t
= 0
ª

et P est le plus grand ensemble invariant par Φ et contenu

dans E.

Alors, toute solution bornée commençant dans E tend vers l’ensemble P lorsque le temps

tend vers l’infini.

Théorème 1.4. [4] Soit les hypothèses suivantes

Hypothèse 01 Supposons que A : D (A) ⊂ X → X un opérateur linéaire sur un espace de Banach

(X ,‖ · ‖) satisfaisant les propriétés suivantes

(i) Il existe deux constantes ωA ∈R et MA ≥ 1, tels que (ωA,∞)⊂ρ(A) et

‖(λI −A)−k‖L (X ) ≤ MA

(λ−ωA)k
, ∀λ>ωA, ∀k ≥ 1,

(ii) (λI −A)−1 x = 0 ∀x ∈ X .

Hypothèse 02 Soit τ0 > 0 fixé. Suppose que {SA(t )} a une semi-variation bornée sur [0,τ0] c’est-

à-dire

V∞(SA,0,τ0) = sup

¨ n∑
i=1

(SA(ti )−SA(ti−1))xi

«<+∞,

où le supremum est pris 0= t0 < ...< tn = τ0 et (x1, ..., xn ) ∈ X n avec ‖xi‖ ≤ 1 ∀i = 1, ..., n et pour

tout t ∈ [0,τ0]

lim
t>0→0

V∞(SA, 0, t ) = 0.

Hypothèse 03 Supposons que F = [0,∞)×D (A)→ X est une application continue telle que pour

tout τ0 > 0 et pour ξ> 0, il existe k (τ0,ξ)> 0 telle que

‖F (t , x )− F (t , y )‖ ≤ k (τ0,ξ)‖x − y ‖,

pour tout t ∈ [0,τ0], y , x ∈ X et ‖x‖ ≤ ξ, ‖y ‖ ≤ ξ.

Alors, il existe une application τ : [0,+∞) → [0,+∞) et un semi-flot maximal non autonome
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U : Dτ → X tels que pour tout x ∈ X et pour s ≥ 0, U (·, s )x ∈ C ([s , s + τ(s , x )], X ) est une

solution intégrée maximale unique. Donc, Dτ est ouvert en D et l’application (t , s , x )→U (t , s )x

est continue de Dτ à X .

Théorème 1.5. [10] Supposons que T (t ) satisfait T (t ) : X → X , T (t ) : ∂ X → ∂ X (X est un

ensemble ouvert, ∂ X est la frontière de X ) et que nous ayons les conditions suivante

(i) Il existe un t0 ≥ 0 telle que T (t ) est compact pour t > t0,

(ii) T (t ) est ponctuellement dissipatif dans X (espace métrique),

(iii) Ã j est isolé et a un recouvrement acyclique M .

Alors T (t ) est uniformément persistant si seulement si pour chaque Mi ∈M ,

W s (Mi )∩X = ;.

Théorème 1.6. (L’existence d’attracteur globale) [10] Si

(i) T (t ) est asymptotiquement régulier,

(ii) T (t ) est ponctuellement dissipatif dans X ,

(iii) l’orbite positive Y +(U ) = ∪t≥0T (t )U est bornée dans X ,

alors, il y a un attracteur globale non vide A dans X .

Si il y a t0 ≥ 0 tel que T (t ) est compact pour t > t0 alors T (t ) est asymptotiquement régulier. Dans ce

cas, nous pouvons dispenser avec une hypothèse (iii) de Théorème 1.6 et on a théorème suivante

Théorème 1.7. [10] Si

(i) il y a t0 ≥ 0 tel que T (t ) est compact pour t > t0,

(ii) T (t ) est ponctuellement dissipatif dans X ,

alors, il y a un attracteur globale non vide A dans X .



CHAPITRE2 Analyse d'un modèle épidémiologique.

DAns ce chapitre, on considère unmodèle d'infection virale par le virus d'hépatite B (VHB) structuré

par âge [16]. Ensuite, afin d'assurée que le modèle considéré est bien posée, on réécrit le modèle

sous la forme d'un problème de Cauchy abstrait, puis on prouve que la solution de ce dernier existe et

unique.

2.1 Formulation du modèle

Vue que les modèles susmentionnés dans l'introduction ne tiennent pas compte du fait que le taux de

mortalité et le taux de production des virus par les cellules infectées dépendent de l'âge d'infection des

cellules infectées. Dans ce cas les modèles structurés par âge peuvent être considérés comme remède

afin d'en sortir de cette situation classique.

Soit i (t , a ) la densité des cellules infectées avec un âge d'infection a en temps t , où l'âge d'infection a

représente le temps depuis le début de l'infection. Alors
∫ a2

a1
i (t , a )d a est la quantité des cellules infectées

dont l'âge d'infection a est compris entre a1 et a2, où 0≤ a1 < a2 <∞.

En considérant l'âge d'infection a comme une variable continue et en écrivant le taux de production

des particules virales par les cellules infectés et le taux de mortalité des cellules infectées comme deux

fonctions continues de l'âge a .

Maintenant, en s'appuyant sur la modélisation mathématique en épidémiologie, et en se basant sur la

théorie des équations différentielles ordinaires et les équations aux dérivées partielles, on peut considérer
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le modèle d'infection viral par VHB structuré par âge avec des capsides du VHB suivant



d T (t )
d t

=Λ−µ1T (t )−βT (t )V (t ),

∂ i (t , a )
∂ t

+
∂ i (t , a )
∂ a

=−δ(a )i (t , a ),

d D (t )
d t

=

∫ ∞
0

p (a )i (t , a )d a − (µ2+k )D ,

d V (t )
d t

= k D (t )−µ3V (t ),

(2.1)

avec la condition aux bord

i (t ,0) = βT (t )V (t ), (2.2)

et les conditions initiales

T (0) = T0 > 0, D (0) =D0 > 0, V (0) = V0 > 0, i (0, ·) = i0 ∈ L 1
+(0,∞).

Les paramètres du modèle (2.1) sont

T V

D

Λ

µ1 µ3

β

δ1

p

(µ2+k )

kI

Fig. 2.1: Diagramme schématique du modèle (2.1).

Λ : le taux de recrutement des cellules non infectées.

β : le taux d'infection virale,

µ1 : le taux de mortalité des cellules non infectées,

µ2 : le taux de mortalité des capsides du VHB,
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µ3 : le taux de mortalité des virus libres,

k : le taux de production des virus à partir des capsides du VHB

δ(a ) : le taux de mortalité des cellules infectés avec l'âge d'infection a ,

p (a ) : le taux de production de particules virales.

En outre on suppose que

(A1) Les fonctions δ(a ), p (a ) ∈ L∞+ (0,∞).
On note δ= ess sup

a∈R+
δ(a ), p = ess sup

a∈R+
p (a ), δ= ess inf

a∈R+δ(a )

et p = ess inf
a∈R+p (a ).

(A2) Il existe une constante positive a+ <+∞ telle que i (t , a ) = 0, ∀a > a+.

Biologiquement, l'hypothèse signifie qu'il n'y a pas d'individu peut vivre pour toujours.

2.2 Équation de transport

Les modèles hyperboliques et l'équation de transport sont utilisés essentiellement en biologie mathéma-

tique pour modéliser et déterminer l'évolution de transmission des maladies infectieuses.

Considérons l'équation de transport suivante

∂ i (t , a )
∂ t

+
∂ i (t , a )
∂ a

=−δ(a )i (t , a ), (2.3)

avec la condition aux bord

i (t ,0) = βT (t )V (t ),

et la condition initiale

i (0, a ) = i0(a ) ∈ L 1
+(0,∞).

Maintenant, on cherche la solution de l'équation (2.3) en utilisant la méthode caractéristique [2].

Soit t = s + t0 et a = s +a0 pour certaines variables s ∈R+. Posons

î (s ) = i (t0+ s , a0+ s ) = i (t , a ),



Chapitre 2. Analyse d’un modèle épidémiologique. 21

et

δ̂(s ) =δ(a0+ s ) =δ(a ).

Alors, l'équation (2.3) devient l'EDO suivante

d î (s )
d s

=−δ̂(s )î (s ).

Ensuite, la solution de l’EDO précédente s'écrit donc sous la forme suivante

î (s ) = î (0)e −
∫ s

0 δ̂(τ)dτ.

À ce stade, on considère deux cas

Cas(i) Si t ≤ a , posons t0 = 0, t = s et a0 = a − t , alors on trouve

i (t , a ) = i0(a0)e
−∫ t0 δ(a0+τ)dτ

= i0(a − t )e −
∫ t

0 δ(a−t+τ)dτ

= i0(a − t )e −
∫ a

a−t δ(τ)dτ

= i0(a − t )e −
∫ 0

a−t δ(τ)dτ−
∫ a

0 δ(τ)dτ

= i0(a − t )
e −
∫ a

0 δ(τ)dτ

e −
∫ a−t

0 δ(τ)dτ
.

On note

Ω(a ) = e −
∫ a

0 δ(τ)dτ

Ce qu'implique que i (t , a ) peut s'écrire sous la forme suivante

i (t , a ) = i0(a − t )
Ω(a )
Ω(a − t )

, t ≤ a .
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Cas (ii) Si t > a , posons a0 = 0, s = a et t0 = t −a , on obtient donc

i (t , a ) = i (t0, 0)e −
∫ a

0 δ(τ)dτ

= i (t −a , 0)Ω(a )

=βT (t −a )V (t −a )Ω(a ), t > a .

Enfin, on en déduit que la solution de l'équation hyperbolique (2.3) s'écrit sous la forme suivante

i (t , a ) =

 βT (t −a )V (t −a )Ω(a ), si t > a ,

i0(a − t )
Ω(a )
Ω(a − t )

, si t ≤ a .
(2.4)

2.3 Problème de Cauchy

Ici, on va reformuler le système (2.1) sous la forme d'un problème de Cauchy abstrait.

Considérons l'espace de Banach X̂ = R× L 1
+((0,∞),R) et soit Â : D (Â) ⊂ X̂ → X̂ un opérateur linéaire

défini par Â

 0

φ

=
 −φ(0)
−φ ′ −δφ

 , où D (Â) = 0×W 1,1(0,∞).
La résolvante de Â est donnée par

(λI − Â)−1

 φ̂0

φ̂

=
 0

φ

 ,
donc, il résulte que  φ̂0

φ̂

= (λI − Â)

 0

φ

 ,
par conséquence  φ̂0

φ̂

=
 φ0

φ
′ + (λ+δ)φ

 .
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Ce qui est équivalent au système suivant

 φ
′ + (λ+δ)φ = φ̂,

φ0 = φ̂0.
(2.5)

Ensuite, on peut donner la solution du (2.5) comme suit

φ(a ) = φ̂0e −
∫ a

0 (λ+δ(s ))d s +

∫ a

0

φ̂(τ)e −
∫ a
τ
(λ+δ(s ))d s dτ.

Soit U (t ) =

T (t ),
 0

i (t , ·)

 , D (t ), V (t )

>, où > représente la transposition d'un vecteur. On définit

les espaces de Banach suivants

X =R×R× L 1(R,R)×R×R,

X0 =R×0× L 1(R+,R)×R×R,

X+ =R+×R+× L 1(R+,R)×R+×R+,

et

X0+ = X+
⋂

X0,

où X est muni de la norme suivante

‖ϕ1,φ(·),ϕ2,ϕ3‖X = |ϕ1|+
∫ ∞

0

|φ(a )|d a + |ϕ2|+ |ϕ3|.
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Soit B : D (B )⊂ X → X un opérateur linéaire défini par

B



ϕ1 0

φ


ϕ2

ϕ3


=



−µ1ϕ1

Â

 0

φ


−(µ2+k )ϕ2

−µ3ϕ3


=



−µ1ϕ1 −φ(0)
−φ ′ −δφ


−(µ2+k )ϕ2

−µ3ϕ3


,

avec D (B ) =R×D (Â)×R×R, aussi D (B ) = X0 n'est pas dense dans X .

Nous considérons F : D (B )→ X application non linéaire défini par

F



ϕ1 0

φ


ϕ2

ϕ3


=



Λ−βϕ1ϕ3 βϕ1ϕ3

0


∫ ∞

0

p (a )φ(a )d a

kϕ2


.

Maintenant, on peut réécrire le système (2.1) sous la forme du problème de Cauchy abstrait suivante


dU (t )

d t
= BU (t ) + F (U (t )), t > 0,

U (0) =U0 ∈ X0

⋂
X0+.

(2.6)

2.4 L’existence et l’unicité des solutions

Dans cette section, on montre l'existence et l'unicité des solutions du modèle (2.1). Le résultat se donne

par le théorème suivant

Théorème 2.1. Soit

U0 =

T0,

 0

i0

 , D0, V0

> ∈ X0+.
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Il existe un unique semi-flot déterminé {U (t )}t≥0 dans X0+, tel que pour chaque U0, il existe une

unique fonction continue U ∈C ([0,∞), X0+) qui est une solution intégrée du problème de Cauchy

(2.6), c’est 
∫ t

0

U (s )U0d s ∈D (B ), ∀t ≥ a ,

U (t )U0 = X0+B

∫ t

0

U (s )U0d s +

∫ ∞
0

F (U (s )U0)d s , ∀t ≥ 0.

Afin de montrer l'existence et l'unicité des solution du (2.6) en utilisant le Théorème 1.4 , on a besoin

tout d'abord de prouver que l'opérateur B est un opérateur de Hille-Yosida.

Lemme 2.1. L’opérateur B est un opérateur de Hille-Yosida.

Démonstration. On a la résolvent d’opérateur B est défini par

(λI −B )−1



ϕ̂1 φ̂0

φ̂


ϕ̂2

ϕ̂3


=



ϕ1 0

φ


ϕ2

ϕ3


,

puis 

ϕ̂1 φ̂0

φ̂


ϕ̂2

ϕ̂3


= (λI −B )



ϕ1 0

φ


ϕ2

ϕ3


=



(λ+µ1)ϕ1 φ(0)

φ
′ + (λ+δ)φ


(λ+µ2+k )ϕ2

(λ+µ3)ϕ3


,
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alors, on obtient 
ϕ1

φ

ϕ2

ϕ3

 =


1

λ+µ1
ϕ̂1

φ̂0e −
∫ a

0 (λ+δ(s ))d s +

∫ a

0

φ̂e −
∫ a
τ
(λ+δ(s ))d s dτ

1

λ+µ2+k
ϕ̂2

1

λ+µ3
ϕ̂3


.

On a ∫ ∞
0

φ(a )d a =

∫ ∞
0

�
φ̂0e −
∫ a

0 (λ+δ(s ))d s +

∫ a

0

φ̂(s )e −
∫ a

s (λ+δ(τ))dτd s

�
d a

=

∫ ∞
0

φ̂0e −
∫ a

0 (λ+δ(s ))d s d a +

∫ ∞
0

∫ a

0

φ̂(s )e −
∫ a

s (λ+δ(τ))dτd s d a .

(2.7)

Ensuite, on va estimer le premier terme du membre droite de l’expression (2.7)

∫ ∞
0

φ̂0e −
∫ a

0 (λ+δ(s ))d s d a = |φ̂0|
∫ ∞

0

e −
∫ a

0 (λ+δ(s ))d s d a

≤ |φ̂0|
∫ ∞

0

e −(λ+δ)a d a

≤ |φ̂0|e
−(λ+δ)
|λ+δ|
����∞

0

=
|φ̂0|
|λ+δ| .

(2.8)

De la même manière, on obtient l’estimation suivante du second terme du membre droite de
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l’expression (2.7)

∫ ∞
0

∫ a

0

φ̂(s )e −
∫ a

s (δ(τ)+λ)dτd s d a ≤
∫ ∞

0

∫ a

0

φ̂(s )e −(δ+λ)(a−s )d a d s

≤
∫ ∞

0

∫ ∞
s

φ̂(s )e −(δ+λ)(a−s )d s d a

=

∫ ∞
0

φ̂(s )e (δ+λ)s
∫ ∞

s

e −(δ+λ)a d a d s

=

∫ ∞
0

φ̂(s )e (δ+λ)s
e −(δ+λ)a
−(δ+λ)
����∞

s

d s

=

∫ ∞
0

φ̂(s )e (δ+λ)s
e −(δ+λ)s
δ+λ

d s

=

∫∞
0
φ̂(s )d s

|λ+δ|
=
‖φ̂‖L 1

|λ+δ| .

(2.9)

Des (2.8) et (2.9), il résulte donc

∫ ∞
0

φ(a )d a ≤ |φ̂0|
|λ+δ| +

‖φ̂‖L 1

|λ+δ| .

En outre, on note ξ=

ϕ̂1,

 ϕ̂0

φ̂(a )

 ,ϕ̂2,ϕ̂3

> , et on écrit

‖(λI −B )−1)ξ‖X = |ϕ1|+ |0|+
∫ ∞

0

φ(a )d a + |ϕ2|+ |ϕ3|

=
|ϕ̂1|
|λ+µ1| +
∫ ∞

0

φ(a )d a +
|ϕ̂3|

|λ+µ2+k | +
|ϕ̂3|
|λ+µ3|

≤ |ϕ̂1|
|λ+µ1| +

|φ̂0|
|λ+δ| +

‖φ̂‖L 1

|λ+δ| +
|ϕ̂2|

|λ+µ2+k | +
|ϕ̂3|
|λ+µ3| .

On choisit µ=min(µ1,µ2+k ,µ3,δ), on obtient alors

‖(λI −B )−1)ξ‖X = 1

λ+µ
(|ϕ̂1|+ |φ̂0|+ ‖φ̂‖L 1 + |ϕ̂2|+ |ϕ̂3|)≤ ‖ξ‖Xλ+µ

.
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Donc, d’après Définition 1.7, l’opérateur linéaire B est un opérateur de Hille-Yosida.

Le lemme suivant montre que F est une fonction Lipschitzienne.

Lemme 2.2. La fonction F est une fonction Lipschitzienne.

Démonstration. Soit ψ=



ϕ1 0

φ


ϕ2

ϕ3


, et ψ̂=



ϕ̂1 0

φ̂


ϕ̂2

ϕ̂3


∈D (B ).

Donc, on trouve

‖F (ψ)− F (ψ̂)‖X =





−βϕ1ϕ3+βϕ̂1ϕ̂3 βϕ1ϕ3

0

−
 βϕ̂1ϕ̂3

0


∫ ∞

0

p (a )φ(a )d a −
∫ ∞

0

p (a )φ̂(a )d a

kϕ2−k ϕ̂2




X

= 2β |ϕ1ϕ3− ϕ̂1ϕ̂3|+
∫ ∞

0

p (a )|(φ(a )− φ̂(a ))|d a +k |ϕ2− ϕ̂2|

≤ 2β |ϕ1ϕ3−ϕ3ϕ̂1+ϕ3ϕ̂1− ϕ̂1ϕ̂3|+p

∫ ∞
0

|(φ(a )− ˆφ(a ))|d a +k |ϕ2− ϕ̂2|

≤ 2β (|ϕ1ϕ3−ϕ3ϕ̂1|+ |ϕ3ϕ̂1− ϕ̂1ϕ̂3|) +p

∫ ∞
0

|(φ(a )− φ̂(a ))|d a +k |ϕ2− ϕ̂2|

≤ 2β (|ϕ3||ϕ1− ϕ̂1|+ |ϕ̂1||ϕ3− ϕ̂3|)+p

∫ ∞
0

|(φ(a )− φ̂(a ))|d a +k |ϕ2− ϕ̂2|

≤ 2βmax(|ϕ3|, |ϕ̂1|)(|ϕ1− ϕ̂1|+ |ϕ3− ϕ̂3|)
+p

∫ ∞
0

|(φ(a )− φ̂(a ))|d a +k |ϕ2− ϕ̂2|

≤max(2βmax(|ϕ3|, |ϕ̂1|), p , k )(|ϕ1− ϕ̂1|+ |ϕ3− ϕ̂3|
+

∫ ∞
0

|(φ(a )− φ̂(a ))|d a + |ϕ2− ϕ̂2|)

≤C ‖ψ− ψ̂‖X ,
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où

C =max(2βmax(|ϕ3|, |ϕ̂1|), p , k ).

Ce qui implique que F est Lipschitzienne.

D'où l'existence et l'unicité des solutions du problème de Cauchy (2.6).

2.5 Positivité et bornitude

On note

Ξ=


(T (t ), i (t , a ), D (t ), V (t )) ∈ X0+

T (t )≤ Λ
µ1

, T (t )+

∫ ∞
0

i (t , a )d a ≤ Λ
µ1

,

D (t )≤ pΛ

µ0(µ2+k )
, V (t )≤ k pΛ

µ0(µ2+k )µ3


, (2.10)

où µ0 =min{µ1,δ}. Pour l'ensemble Ξ, on a la proposition suivante.

Proposition 2.1. Ξ est un ensemble invariant positif par le semi-flot {U (t )}t≥0 . Par ailleurs, le

semi-flot {U (t )}t≥0 est ponctuellement dissipatif et attire toutes les solution positives du system

(2.1) dans X0+.

Démonstration. A partir de la première équation du (2.1), on peut écrire

d T (t )
d t

=Λ−µ1T (t )−βT (t )V (t )≤Λ−µ1T (t ).

Donc, il s’ensuit que

T (t )≤ Λ
µ1
+
�

T0− Λµ1
e −µ1t
�

.

Aussi, à partir de l’expression (2.4), on obtient

∫ ∞
0

i (t , a )d a =

∫ t

0

βT (t −a )V (t −a )Ω(a )d a +

∫ ∞
t

i0(a − t )
Ω(a )
Ω(a − t )

d a .



Chapitre 2. Analyse d’un modèle épidémiologique. 30

De plus, on a

d

d t

�∫ ∞
0

i (t , a )d a )

�
=

∫ ∞
0

∂

∂ t
i (t , a )d a

=−
∫ ∞

0

∂

∂ a
i (t , a )d a −
∫ ∞

0

δ(a )i (t , a )d a

= i (t , 0)−
∫ ∞

0

δ(a )i (t , a )d a

=βT (t )V (t )−
∫ ∞

0

δ(a )i (t , a )d a .

Ensuite, considérons la première et la deuxième équations du système (2.1), on trouve

d

d t

�
T (t )+

∫ ∞
0

i (t , a )d a

�
=

d T (t )
d t

+
d

d t

�∫ ∞
0

i (t , a )d a

�
=Λ−µ1T (t )−βT (t )V (t )+βT (t )V (t )−

∫ ∞
0

δ(a )i (t , a )d a

=Λ−µ1T (t )−
∫ ∞

0

δ(a )i (t , a )d a

≤Λ−µ1T (t )−δ
∫ ∞

0

i (t , a )d a

≤Λ−µ0(T (t )+

∫ ∞
0

i (t , a )d a ),

où µ0 =min{µ1,δ}. D’autre part, on a

d

d t

�
T (t )+

∫ ∞
0

i (t , a )d a

�
=Λ−µ1T (t )−

∫ ∞
0

δ(a )i (t , a )d a

≥−µ1T (t )−δ
∫ ∞

0

i (t , a )d a

≥−µ̄0(T (t )+

∫ ∞
0

i (t , a )d a ),

où µ̄0 =max{µ1,δ}.
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Par conséquent, il résulte que

x (0)e − ¯µ0t ≤ T (t )+

∫ ∞
0

i (t , a )d a ≤ Λ
µ0
+
�

x (0)− Λ
µ0

�
e −µ0t , (2.11)

tel que x (0) = T (0)+

∫ ∞
0

i0(a )d a . En outre, on peut avoir les estimations suivantes

−(µ2+k )D (t )≤
∫ ∞

0

p (a )i (t , a )d a − (µ2+k )D (t )≤ p̄Λ

µ0
− (µ2+k )D (t ),

et

D0e −(µ2+k )t ≤D (t )≤ p̄Λ

µ0(µ2+k )
+
�

D0− p̄Λ

µ0(µ2+k )

�
e −(µ2+k )t . (2.12)

De la même manière, on obtient

V0e −µ3t ≤ V (t )≤ k p̄Λ

µ0(µ2+k )µ3
+
�

V0− k p̄Λ

µ0(µ2+k )µ3

�
e −µ3t . (2.13)

Cependant, on a
d T (t )

d t
=Λ−µ1T (t )−βT (t )V (t )≥−µ̃T (t ),

où µ̃=µ1+β
k p̄Λ

µ0(µ2+k )µ3
. Cela donne que T (t )≥ T (0)e −µ̃t . Ainsi,

T (0)e −µ̃t ≤ T (t )≤ Λ
µ1
+
�

T (0)− Λ
µ1

�
e −µ1t . (2.14)

Donc,U (t )Ξ ⊂ Ξ, ce qui implique que Ξ est un ensemble invariant positif. En plus, de (2.11),

(2.12), (2.13) et (2.14) nous pouvons facilement voir que Ξ attire toutes les solutions positives du

système (2.1).



CHAPITRE3 Stabilité locale

LE but de ce chapitre est de donner une analyse détaillé de la stabilité asymptotique locale des

deux points d'équilibres ( sans infection E 0 et avec infection E ∗). On détermine les conditions

d'existence des ces deux points d'équilibre, ensuite on discute par rapport le taux de reproduction de

baseR0 leurs stabilité en évaluant les racines de l'équation caractéristique du système linéarisée.

3.1 Le taux de reproduction de base R0

Le taux de la reproduction de base R0 d'une maladie infectieuse est l'une des quantités les plus impor-

tantes dans l'étude de la transmission des maladie. Biologiquement, R0 caractérise le risque d'infection

de la maladie [23].

Mathématiquement,R0 est considéré comme seuil, dépendant des paramètres épidémiologiques du pro-

blème qui assure ou non la stabilité d'une point d'équilibre lorsque ce dernier existe.

Il est courant qu'une maladie disparaisse, siR0 est inférieur à l'unité et que la maladie s'établisse dans la

population, siR0 est supérieur à l'unité [30].

Le taux de reproduction de baseR0 est le nombre moyen de cas secondaires produits par un individu in-

fectieux typique placée dans une population constituée entièrement individus susceptibles, durant toute

sa période d'infect.

Intuitivement, on a l'impression que l'introduction d'un cas infectieux pourra mener à une épidémie

lorsque cette valeur est supérieure à 1 , le cas R0 inférieur à 1 correspondra en revanche à un défaut de

transmission, menant à la disparition de la maladie. Ceci a été démontré mathématiquement par Diek-
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mann et Al [7]. En fait, le nombre de reproduction de baseR0 est un seuil.

Grâce à cette caractérisation, il est possible de mesurer l'efficacité d'une intervention pour prévenir une

épidémie par l'effet qu'elle aura sur le taux de reproduction de base. Le nombre de reproduction de base

R0 peut intégrer l'effet des interventions selon leur efficacité à réduire le taux de contact(quarantaine),

la transmission lors des contacts (protection individuelle, meilleure hygiène, vaccination) ou la durée de

la période infectieuse (diagnostic, traitement). L'obtention d'une expression analytique du taux de repro-

duction de baseR0 est, de ce point de vue intéressante [8].

On définit le taux de reproduction de baseR0 du système (2.1) comme suit

R0 =
βkΛη

µ1µ3(µ2+k )

3.2 Existence des points d’équilibres

Dans cette section, nous calculons les points d'équilibres du système (2.1).

Théorème 3.1.

(i) Le système (2.1) admet un point d’équilibre sans infection E 0 = (T 0,0, 0, 0), où T 0 =
Λ

µ1
.

(ii) Si R0 > 1, le système (2.1) admet un point d’équilibre avec infection E ∗ = (T ∗, i ∗(a ), D ∗, V ∗),

où 

T ∗ = µ3(µ2+k )Λ
µ1µ3(µ2+k )+β i ∗(0)kη ,

i ∗(a ) = i ∗(0)Ω(a ),

D ∗ = i ∗(0)η
µ2+k

,

V ∗ = i ∗(0)kη
µ3(µ2+k )

,

i ∗(0) = µ1µ3(µ2+K )
βkη

(R0−1).
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Démonstration. Soit (T̂ , î (a ), D̂ , V̂ ) un point d’équilibre du système (2.1), alors on peut écrire



Λ−µ1T̂ −β T̂ V̂ = 0,

d î (a )
d a

=−δ(a )î (a ),∫ ∞
0

p (a )î (a )d a − (µ2+k )D̂ = 0,

k D̂ −µ3V̂ = 0,

(3.1)

avec la condition initiale

î (0) = β T̂ V̂ . (3.2)

Maintenant, à partir de la deuxième équation du système (3.1) et de la condition (3.2), on obtient

î (a ) = î (0)e −
∫ a

0 δ(s )d s = î (0)Ω(a ).

En outre, à partir de la troisième et la quatrième équations du système (3.1), on trouve

D̂ =
î (0)η
µ2+k

,

et

V̂ =
k D̂

µ3
=

î (0)kη
µ3(µ2+k )

.

Puis, en utilisant la première équation du (3.1) on peut avoir

T̂ =
Λ

µ1+β V̂
=

Λ

µ1+β
�

î (0)kη
µ3(µ2+k )

� = Λµ3(µ2+k )

µ1µ3(µ2+k )+β î (0)kη
.

Enfin, en remplaçant les quantités de T̂ et V̂ dans l’expression (3.2), et on écrit

î (0) = β T̂ V̂ =
βΛkηî (0)

µ1µ3(µ2+k )+β (î (0)kη)
.

À ce stade, on considère les deux cas suivants
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Cas (i) Si î0 = 0, alors D̂ = î (a ) = V̂ = 0 et T̂ = Λ
µ1

. Donc le système (2.1) a un point d’équilibre sans

infection E 0 = (T 0,0, 0, 0).

Cas (ii) Si î (0) 6= 0, alors on a

î (0) =
�

βΛkη

µ1µ3(µ2+k )
−1
�
µ1µ3(µ2+k )

βkη

= (R0−1)
µ1µ3(µ2+k )

βkη
.

(3.3)

Donc, E ∗ = (T ∗, i ∗(a ), D ∗, V ∗) est l’unique point d’équilibre avec infection quand R0 > 1.

3.3 Stabilité locale des points d’équilibres.

Ici, dans cette section, nous allons étudier la stabilité locale des points d'équilibres E 0 et E ∗ du système

(2.1).

Théorème 3.2.

(i) Le point d’équilibre sans infection E 0 est localement asymptotiquement stable, si R0 < 1 et

instable si R0 > 1.

(ii) Le point d’équilibre avec infection E ∗ est localement asymptotiquement stable, si R0 > 1.

Démonstration.

(i) En premier lieu, on introduit le changement de variable suivant

T1(t ) = T (t )−T 0, i1(t , a ) = i (t , a ), D1(t ) =D (t ), etV1(t ) = V (t ).
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Ensuite, on linéarise le système (2.1) autour E 0, et on écrit



d T1(t )
d t

=−µ1T1(t )−βT 0V1(t ),

∂ i1(t , a )
∂ t

+
∂ i1(t , a )
∂ a

=−δ(a )i1(t , a ),

d D1(t )
d t

=

∫ ∞
0

p (a )i1(t , a )d a − (µ2+k )D1(t ),

d V1(t )
d t

= k D1(t )−µ3V1(t ),

(3.4)

avec la condition au bord

i1(t , 0) = βT 0V1(t ). (3.5)

Par ailleurs, on obtient 

(λ+µ1)T̃1+βT 0Ṽ1 = 0,

d I1(a )
d a

+ (λ+δ(a ))I1(a ) = 0,

(λ+µ2+k )D̃1−
∫ ∞

0

p (a )I1(a )d a = 0,

D̃1(λ+µ3)−k D̃1 = 0,

(3.6)

et

I1(0) = βT 0Ṽ .

Le système (3.6) nous permet donc d’écrire l’équation caractéristique du système (2.1) à E 0

comme suit

��������������

λ+µ1 0 0 BT 0

0 Λ 0 −βT 0

0 −
∫ ∞

0

P (a )Ω(a )e −λa d a λ+µ2+k 0

0 0 −k λ+µ3

��������������
= (λ+µ1)∆(λ) = 0,
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où

∆(λ) = βT 0k

∫ ∞
0

P (a )Ω(a )e −λ(a )d a − (λ+µ2+k )(λ+µ3).

Il est évident que la stabilité locale du point d’équilibre sans infection E 0 est déterminée

par les racines de l’équation ∆(λ) = 0.

Si R0 > 1, on a

∆(0) = βT 0k

∫ ∞
0

p (a )Ω(a )d a −µ3(µ2+k )

=βT 0kη−µ3(µ2+k )

=µ3(µ2+k )

�
βT 0kη

µ3(µ2+k )
−1

�
=µ3(µ2+k )
�

βΛkη

µ1µ3(µ2+k )
−1
�

=µ3(µ2+k )(R0−1)> 0,

et limλ→+∞∆(λ) =−∞. Par Théorème 1.1, l’équation ∆(λ) = 0 admet au moins une racine

réelle positive. Donc, E 0 et est instable lorsque R0 > 1.

D’autre part, on suppose que R0 < 1 et on va démontrer que toutes les racines de ∆(λ) ont

des parties réelles négatives.

Par Contradiction, on suppose que λ0 est une racine de l’équation ∆(λ) = 0 telle que ℜ(λ0)≥
0, donc on a

∆(λ0) = βT 0k

∫ ∞
0

p (a )Ω(a )e −λ0a d a − (λ0+µ2+k )(λ0+µ3) = 0,

et
(λ0+µ3)(λ0+µ3+k )

k
=βT 0

∫ ∞
0

p (a )Ω(a )e −λ0a d a . (3.7)
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Ainsi, on peut donner une estimation pour le membre de gauche de l’équation (3.7) comme

µ3(µ2+k )
k

≤
���� (λ0+µ3)(λ0+µ3+k )

k

����
=|βT 0

∫ ∞
0

p (a )Ω(a )e −λ0a d a |

=βT 0

∫ ∞
0

p (a )Ω(a )d a | e −λ0a |

=βT 0

∫ ∞
0

p (a )Ω(a )d a

=βT 0η,

c’est une contradiction avec R0 < 1.

Par Conséquent, si R0 < 1, toutes les racines de l’équation ∆(λ) = 0 ont des parties réelles

négatives. Donc, le point sans infection E 0 est localement asymptotiquement stable lorsque

R0 < 1.

(ii) On pose le changement de variable suivant

T2(t ) = T (t )−T ∗, i2(t , a ) = i (t , a )− i ∗(a ), D2 =D (t )−D ∗ etV2(t ) = V (t )−V ∗.

Après, on linéarise le système (2.1) autour le point d’équilibre avec infection E ∗, on obtient



d T2(t )
d t

=−(µ1+βV ∗)T2(t )−βT ∗V2(t ),

∂ i2(t , a )
∂ t

+
∂ i2(t , a )
∂ a

=−δ(a )i2(t , a ),

d D2(t )
d t

=

∫ ∞
0

P (a )i2(t , a )d a − (µ2+k )D2(t ),

d V2(t )
d t

= k D2(t )−µ3V2(t ),

i2(t ,0) = βV ∗T2(t )+βT ∗V2(t ),

(3.8)
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Donc, l’équation caractéristiques du système (2.1) en E ∗ s’écrit comme suit��������������

r +µ1+βV ∗ BT ∗ 0 0

βV ∗ βT ∗ 0 −1

0 0 r +µ2+k −
∫ ∞

0

p (a )Ω(a )e −r a d a

0 r +µ3 −k 0

��������������
= (r +µ1+βV ∗)[−βT ∗k

∫ ∞
0

p (a )Ω(a )e −r a d a + (r +µ3)(r +µ3)(r +µ2+k )]

−βV ∗
�
−βT ∗k
∫ ∞

0

p (a )Ω(a )e −r a d a

�
= (r +µ1+βV ∗)(r +µ3)(r +µ2+k )− (r +µ1+βV ∗)(−βT ∗k

∫ ∞
0

p (a )Ω(a )e −r a

+βV ∗
�
−βT ∗k
∫ ∞

0

p (a )Ω(a )e −r a d a

�
= 0.

Alors, la dernière expression peut s’écrire comme suit

(r +µ1+βV ∗)(r +µ3)(r +µ2+k ) = (r +µ1)βk T ∗
∫ ∞

0

p (a )Ω(a )e −r a d a . (3.9)

Il est clair que, r =−µ3 et r =−(µ2+k ) ne sont pas des racines de l’équation (3.9), donc on

écrit l’équation (3.9)

r +µ1+βV ∗ =
(r +µ1)βk T ∗
∫∞

0
p (a )Ω(a )e −r a d a

(r +µ3)(r +µ2+k )
. (3.10)

On note ∫ ∞
0

p (a )i ∗(a )d a = (µ2+k )D ∗, D ∗ = µ3V ∗
k

, i ∗(0) = βT ∗V ∗.

Si R0 > 1. Alors, si r0 est une racine de (3.10), avec ℜ(r0)≥ 0, on obtient les deux inégalités
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suivantes

|r0+µ1+βV ∗|=Æ(ℜ(r0) +µ1+βV ∗)2+ (ℑ(r0))2

>
Æ
(ℜ(r0) +µ1))2+ (ℑ(r0))2

= |r0+µ1|,
(3.11)

et

���� (r0+µ1)βk T ∗
∫ ∞

0

p (a )Ω(a )e −r0a d a

(r0+µ3)(r0+µ2+k )

����
≤
����βk T ∗
∫ ∞

0

p (a )Ω(a )d a

µ3(µ2+k )

����|r0+µ1|

=

����βk T ∗
∫ ∞

0

p (a )Ω(a )i ∗(0)d a

i ∗(0)µ3(µ2+k )

����|r0+µ1|

=

����βk T ∗
∫ ∞

0

p (a )i ∗(a )d a

i ∗(0)µ3(µ2+k )

����|r0+µ1|

=

����βk T ∗(µ2+k )D ∗
i ∗(0)µ3(µ2+k )

����|r0+µ1|

=

���� βk T ∗
i ∗(0)µ3(µ2+k )

(µ2+k )µ3V ∗
k

����|r0+µ1|

= |r0+µ1|.

(3.12)

À ce stade, on peut facilement remarque que les deux inégalités (3.11) et (3.12) ci-dessus

contredisent avec l’équation (3.10). Par conséquent, toutes les racines de l’équation (3.9)

ont des parties réelles négatives, Donc, le point d’équilibre avec infection E ∗ est localement

asymptotiquement stable lorsque R0 > 1.



CHAPITRE4 Stabilité globale.

DAns ce chapitre, on discute les conditions de stabilité globale du point d'équilibre sans infection et

du point d'équilibre avec infection du système (2.1). Cette stabilité est complètement déterminée

par le taux de reproduction de base R0. La technique des preuves qu'on va utiliser est la deuxième

méthode de Lyapunov et le principe d'invariance de LaSalle. Pour cela, nous commençons tout d'abord

par assurer que le semi flot du système (2.1) est asymptotiquement régulier, puis onmontre la persistance

uniforme. Enfin, on aborde la stabilité globale du modèle (2.1).

4.1 Persistance Uniforme

D'abord, on montre que le semi-flot est asymptotiquement régulier.

Théorème 4.1. Soit U :R+×X+→ X+ un semi-flot continu. Alors U est asymptotiquement régulier

s’il y a des applications Φ et Ψ :R+×X+→ X+ telles que

U (t , x ) =Φ(t , x ) +Ψ(t , x ), (4.1)

et les affirmations suivantes sont vérifiées pour n’importe quel ensemble B borné fermé

(i) lim
t→∞diamΦ(t ,B ) = 0,

(ii) Il existe tB tel que Ψ(t ,B ) à une fermeture compacte pour tout t ≥ tB .
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Démonstration. On définit les applications Φ et Ψ telles que U =Ψ +Φ, où

Φ(t )v := (0,ϖ1(·, t ), 0, 0),

Ψ(t )v := (T (t ),ϖ2(·, t ), D (t ), V (t )),
(4.2)

avec,

ϖ1(·, t ) =

 0, t > a ≥ 0,

i (t , a ), a ≥ t ≥ 0,

et

ϖ2(·, t ) =

 i (t , a ), t > a ≥ 0,

0, a ≥ t ≥ 0.

Tout d’abord, on montre que l’application Φ satisfait la condition (i).

Soit Θ : R+ ×R+→ R+ pour tout r > 0, Θ(t , r ) := e −δt r . Il est évident que lim
t→∞Θ(t , r ) = 0. Ainsi,

pour v ∈Ξ satisfaisant ‖v ‖X ≤ r, on a

‖Φ(t )v ‖X = |0|+
∫ ∞

0

|ϖ1(a , t )|d a + |0|+ |0|

=

∫ ∞
t

����i0(a − t )
Ω(a )
Ω(a − t )

����d a

=

∫ ∞
0

����i0(s )
Ω(s + t )
Ω(s )

����d s

=

∫ ∞
0

����i0(s )
e −
∫ s+t

0 δ(τ)dτ

e −
∫ s

0 δ(τ)dτ

����d s

=

∫ ∞
0

����i0(s )e
−∫ s+t

s δ(τ)dτ

����d s

≤ e −δt

∫ ∞
0

|i0(s )|d s

≤ e −δt ‖v ‖X ≤Θ(t , r ), t ≥ 0.

En outre, pour montrer la condition (ii), on introduit le lemme suivant

Lemme 4.1. L’ensemble B ∈ L 1
+(0,∞) une fermeture compacte si et seulement si les conditions

suivantes sont vérifiées
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(i) sup

∫ ∞
0

ϖ2(t , a )d a <∞, v ∈Ξ,

(ii) lim
u→∞

∫ ∞
u

ϖ2(t , a )d a = 0 uniformément, v ∈Ξ,

(iii) lim
u→0+

∫ ∞
0

ϖ2((t , a +u )−ϖ2(t , a ))d a = 0 uniformément, v ∈Ξ,

(iv) lim
u→0+

∫ ∞
u

ϖ2(t , a )d a = 0 uniformément, v ∈Ξ,

Les conditions (i), (ii) et (iv) sont vérifiées par les inégalités (2.10). Ensuite, nous vérifions la

condition (iii). Pour u ∈ (0, t ), on obtient

∫ ∞
0

|ϖ2(t , a +u )−ϖ2(t , a )|d a

=

∫ t

0

|i (t , a +u )− i (t , a )|d a

=

∫ t−u

0

|i (t , a +u )− i (t , a )|d a +

∫ t

t−u

|i (t , a +u )− i (t , a )|d a

=

∫ t−u

0

|βT (t −a −u )V (t −a −u )Ω(a +u )−βT (t −a )V (t −a )Ω(a )|d a

+

∫ t

t−u

|0+βT (t −a )V (t −a )Ω(a )|d a

≤
∫ t−u

0

βT (t −a −u )V (t −a −u )Ω(a +u )−βT (t −a )V (t −a )Ω(a )+βT (t −a )V (t −a )Ω(a +u )

−βT (t −a )V (t −a )Ω(a +u )|d a +β
Λ2k p

µ0µ1(µ2+k )µ3

∫ t

t−u

|Ω(a )|d a

≤
∫ t−u

0

βT (t −a )V (t −a )[Ω(a +u )−Ω(a )] +βΩ(a +u )[T (t −a −u )V (t −a −u )

−T (t −a )V (t −a )]|d a +u
Λ2k p

µ0µ1(µ2+k )µ3

≤
∫ t−u

0

βT (t −a −u )V (t −a −u )|Ω(a +u )−Ω(a )|d a +

∫ t−u

0

|βT (t −a −u )V (t −a −u )

−βT (t −a )v (t −a )|Ω(a )d a +u
Λ2k p

µ0µ1(µ2+k )µ3
.
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Puisque Ω(a ) est une fonction décroissante par rapport à a et 0≤Ω(a )≤ 1, on a

∫ t−u

0

|Ω(a +u )−Ω(a )|d a =

∫ t−u

0

(Ω(a )−Ω(a +u ))d a

=

∫ t−u

0

Ω(a )d a −
∫ t

u

Ω(a )d a

=

∫ t−u

0

Ω(a )+

∫ u

t−u

Ω(a )d a −
∫ u

t−u

Ω(a )d a +

∫ t

u

Ω(a )d a

=

∫ u

0

Ω(a )d a −
∫ t

t−u

Ω(a )d a ≤ u .

Alors, on trouve ∫ ∞
0

|ϖ2(t , a +u )−ϖ2(t , a )|d a ≤ 2u
Λ2

µ0µ1(µ2+k )µ3
+ς,

où

ς=

∫ t−u

0

|βT (t −a −u )V (t −a −u )−βT (t −a )V (t −a )|Ω(a )|d a .

Soit M1 le coefficient de Lipschitz de T (·)V (·), on peut alors écrire

ς≤βM1u

∫ t−u

0

Ω(a )d a ≤ βM1u

δ
.

Enfin, on obtient

∫ ∞
0

|ϖ2(t , a +u )−ϖ2(t , a )|d a ≤ 2u
Λ2

µ0µ1(µ2+k )µ3
+
βM1u

δ
,

qui converge vers 0 lorsque u→ 0+, et la condition (iii) est vérifiée.

Dans la suite de cette section, on étudie la persistance uniforme du système (2.1).
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On définit les ensembles M̂ et ∂ M̂ comme suit

M̂ =





T 0

i


D

V


∈ X0+ :

∫ ∞
0

i (s )d s +D +V > 0


,

et ∂ M̂ = X0+ \ M̂ .

Lemme 4.2. Les ensembles M̂ et ∂ M̂ sont invariants positifs par le semi-flot {U (t )}t ≥ 0 associé

au système (2.1) sur X0+.

De plus, pour chaque ξ ∈ ∂ M̂ ,U (t )ξ converge vers E 0 lorsque t tend vers l’infini.

Démonstration. On définit

G (t ) =D (t )+V (t ) +

∫ ∞
0

i (t , a )d a .

Alors, on peut écrire

d G (t )
d t

=
d

d t

�
D (t )+V (t )+

∫ ∞
0

i (t , a )d a

�
=

d D (t )
d t

+
d V (t )

d t
+

∫ ∞
0

d

d t
i (t , a )d a

=

∫ ∞
0

p (a )i (t , a )d a − (µ2+k )D (t )+k D (t )−µ3V (t )

+βT (t )V (t )−
∫ ∞

0

δ(a )i (t , a )d a

≥−µ2D (t )−µ3V (t )−δ
∫ ∞

0

i (t , a )d a

≥−a1G (t ),

où a1 =max{µ2,µ3,δ}. Ensuite, pour tout ξ̃ = (T̃ , (0, ĩ ), D̃ , Ṽ )> ∈ M̂ , on a G (0) > 0. Donc G (t ) ≥
G (0)e −a1t > 0, ce qui montre que U (t )M̂ ⊂ M̂ . Il résulte donc que, M̂ est positivement invariant.
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Soit ξ= (T0, (0, i0), D0, V0)> ∈ ∂ M̂ , alors

V0 = V (0) = 0, D0 =D (0) = 0,

∫ ∞
0

i (a )d a = 0.

Ici, on prouve que l’ensemble ∂ M̂ est positivement invariant.

En utilisant (2.4) la troisième équation du (2.1) s’écrit donc comme suit

d D (t )
d t

=

∫ ∞
0

p (a )i (t , a )− (µ2+k )D (t )

=

∫ t

0

βp (a )T (t −a )V (t −a )Ω(a )d a

+

∫ ∞
t

p (a )i0(a − t )
Ω(a )
Ω(a − t )

d a − (µ2+k )D (t ).

(4.3)

De plus, à partir de la quatrième équation du (2.1) et la valeur initiale V (0) = 0, on obtient

V (t ) = k

∫ t

0

D (s )e −µ3(t−s )d s .

Ensuite, en substituant la quantité de V (t ) dans l’équation (4.3), on arrive à

d D (t )
d t

= k

∫ t

0

βp (a )T (t −a )Ω(a )e −µ3(t−a )

∫ t−a

0

D (s )e µ3s d s d a

+

∫ ∞
t

p (a )i0(a − t )
Ω(a )
Ω(a − t )

d a − (µ2+k )D (t ).

(4.4)

En basant sur l’argument en[9], on peut voir que si D (0) = 0 et V (0) = 0,alors D (t ) = 0 et V (t ) = 0,

donc on peut écrire

0≤
∫ ∞

0

i (t , a )d a =

∫ t

0

βT (t −a )V (t −a )Ω(a )d a +

∫ ∞
t

i0(a − t )
Ω(a )
Ω(a − t )

d a ≤ 0,

ceci implique que ∫ ∞
0

i (t , a )d a = 0.

Par conséquent, ∂ M̂ est positivement invariant.
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Ainsi,
∫ ∞

0

i (t , a )d a = 0 ça donne lim
t→∞‖i (t , a )‖L 1 = 0.

Puisque (D (t ), V (t ))→ (0, 0) lorsque t →∞, on a T (t )→ T 0 quand t →∞ depuis les équations

du système (2.1). D’où, U (t )ξ→ E 0 quand t →∞, pour tout ξ ∈ ∂ M̂ .

Théorème 4.2. Si R0 > 1, le semi-flot {U (t )}t≥0 associé au système (2.1) est uniformément per-

sistant par rapport au paire (∂ M̂ , M̂ ) ; c’est-à-dire, il existe ε> 0 tel que

lim inf
t→∞ d (U (t )ξ,∂ M̂ )≥ ε, ∀ξ ∈ M̂ .

Démonstration. Selon Lemme 4.2 et Proposition 2.1, les conditions (i)-(iii) de Théorème 1.5 sont

satisfait. Théorème 1.5 assure {U (t )}t≥0 est uniformément persistant si et seulement si

W s (E 0)∩ M̂ = ;,

où,

W s (E 0) =
n
ζ ∈Ξ : lim

t→+∞U (t )ζ= E 0
o

.

Par contradiction, supposons que ζ0 ∈W s ∩ M̂ . Alors, il existe t1 > 0 tel que

D (t1)+V (t1)+

∫ ∞
0

i (t1, a )d a > 0,

puisque ζ0 ∈ M̂ . Donc,

D (t )+V (t ) +

∫ ∞
0

i (t , a )d a > 0, t ≥ t1.

D’autre part, on choisit ε0 tel-que
kβη(T 0−ε0)
µ3(µ2+k )

> 1 pour R0 > 1. Comme ζ0 ∈W s (E 0), alors on

trouve lim
t→+∞T (t ) = T 0. Donc, pour ε0, il existe t2 ≥ 0 tel que T (t )> T 0−ε0 pour tout t ≥ t2.

On note

Φ(a ) =

∫ ∞
0

p (s )e −
∫ s

a δ(τ)d s , et η=
∫ ∞

0

p (a )Ω(a ). (4.5)

Donc, on a
dΦ(a )

d a
=δ(a )Φ(a )−p (a ),

dΩ(a )
d a

=−δ(a )Ω(a ).
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On définit

G1(t ) = k

∫ ∞
0

Φ(a )i (t , a )d a +k D (t )+ (µ2+k )V (t ),

où Φ(a ) est défini par (4.5), et Φ(0) =η. Par la suite, pour t ≥ t2, on a

d G1(t )
d t

=−µ3(µ2+k )V (t ) +kΦ(0)i (t , 0)

=
�
kβηT (t )−µ3(µ2+k )

�
V (t )

≥ �kβη(T 0−ε0)−µ3(µ2+k )
�

V (t )

≥µ3(µ2+k )

�
kβη(T 0−ε0)
µ3(µ2+k )

−1

�
V (t )≥ 0.

Ce qu’implique que G est une fonction croissante. Ainsi, G1(t ) ≥G1(t0) > 0 pour tout t ≥ t0 avec

t0 = max{t1, t2}. Ce qui empêche (i (t , a ), D (t ), V (t )) de converger vers (0L 1 , 0, 0) lorsque t →∞.

C’est une contradiction avec ξ ∈W s (E 0).

4.2 Stabilité globale du point d’équilibre sans infection

Tout d'abord, on étudie la stabilité globale du point d'équilibre sans infection E 0 = (T 0, 0, 0, 0).

Théorème 4.3. Si R0 < 1, le point d’équilibre sans infection E 0 est globalement asymptotiquement

stable.

Démonstration. On définit la fonction suivante

H (x ) = x −1− ln x , ∀x > 0,

et la fonctionnelle de Lyapunov comme suit

L (t ) = L1(t )+ L2(t )+
βT 0k

µ3(µ2+k )
D (t )+

βT 0

µ3
V (t ),

telle que

L1(t ) = T 0H
�

T

T 0

�
,
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et

L2(t ) =
βT 0k

µ3(µ2+k )

∫ ∞
0

Φ(a )i (t , a )d a .

Maintenant, en dérivant la fonction L1 par rapport à t , on obtient

d L1(t )
d t

=
d

d t

�
T 0H
�

T

T 0

��
=

d

d t

�
T 0
�

T

T 0
−1− ln
�

T

T 0

���
=

d

d t

�
T −T 0−T 0 ln
�

T

T 0

��
=

d T (t )
d t
−T 0 d

d t

�
ln

T

T 0

�
=

d T (t )
d t
− T 0

T

d T (t )
d t

=
T −T 0

T

�
Λ−µ1T (t )−βT (t )V (t )

�
=

T −T 0

T

�
µ1T 0−µ1T (t )−βT (t )V (t )

�
=
−µ1

T

�
T −T 0
�2− i (t ,0)+βT 0V (t ).

De la même manière, on trouve

d L2(t )
d t

=
βT 0k

µ3(µ2+k )

∫ ∞
0

Φ(a )
∂

∂ t
i (t , a )d a

=− βT 0k

µ3(µ2+k )

∫ ∞
0

Φ(a )
�
∂

∂ t
i (t , a )+δ(a )i (t , a )

�
d a

=− βT 0k

µ3(µ2+k )

∫ ∞
0

Φ(a )δ(a )i (t , a )d a −
∫ ∞

0

Φ(a )d i (t , a )

=− βT 0k

µ3(µ2+k )
lim

a→∞Φ(a )i (t , a )+Φ(0)d i (t , 0)

+

∫ ∞
0

�
dΦ(a )

d a
−δ(a )Φ(a )
�

i (t , a )d a .

Ensuite, par Hypothèse (A2), on a lim
a→∞Φ(a )i (t , a ) = 0. En remarquant Φ(0) = η et

dΦ(a )
d a

=

δ(a )Φ(a )−p (a ).
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Il en résulte donc que

d L (t )
d t

=
d L1(t )

d t
+

d L2(t )
d t

+
βT 0k

µ3(µ2+k )

�
d D (t )

d t

�
+
βT 0

µ3

�
d V (t )

d t

�
=
−µ1

T
(T −T 0)2− i (t , 0) +βT 0V (t ) +

βT 0kη

µ3(µ2+k )
i (t ,0)

− βT 0k

µ3(µ2+k )

∫ ∞
0

p (a )i (t , a )d a

+
βT 0k

µ3(µ2+k )

�∫ ∞
0

p (a )i (t , a )d a − (µ2+k )D (t )

�
+
βT 0

µ3
(k D (t )−µ3V (t ))

=−µ1

T
(T −T 0)2+

�
βT 0kη

µ3(µ2+k )
−1

�
i (t ,0)

=−µ1

T
(T −T 0)2+ (R0−1)i (t ,0)≤ 0.

Il est clair que
d L (t )

d t
≤ 0 lorsque R0 < 1. Ainsi,

d L (t )
d t

= 0 si et seulement si T = T 0 et i (t , 0) = 0.

Alors , le plus grand sous ensemble invariant de
�
(T , i , D , V ) ∈Ξ|d L

d t = 0
	

est
�

E 0
	

. Il découle des ar-

guments en Théorème 1.6 que le semi flot admet attracteur globale. Selon le principe d’invariance

de Lyapunov-LaSalle, le point d’équilibre sans infection E 0 est globalement asymptotiquement

stable lorsque R0 < 1.

4.3 Stabilité globale du point d’équilibre avec infection.

En suite, on discute la stabilité globale du point d'équilibre avec infection E ∗ = (T ∗, i ∗(a ), D ∗, V ∗).

Théorème 4.4. Si R0 > 1, le point d’équilibre avec infection E ∗ est globalement asymptotiquement

stable.

Démonstration. Soit Φ(θ ) et η définie dans (4.5). On introduit la fonction de Lyapunov W (t )

comme suit

W (t ) =W1(t )+
1

η
W2(t ) +

1

η
W3(t )+

1

η

µ2+k

k
W4(t ),
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où

W1(t ) = T ∗H
�

T (t )
T 0

�
,

W2(t ) =

∫ ∞
0

Φ(θ )i ∗(θ )H
�

i (t ,θ )
i ∗(θ )

�
dθ ,

W3(t ) =D ∗H
�

D (t )
D ∗
�

,

et

W4(t ) = V ∗H
�

V (t )
V ∗
�

.

D’abord, On calcule la dérivée de W1(t ) par rapport à t , on obtient

d W1(t )
d t

=
d

d t

�
T ∗H
�

T (t )
T ∗
��

=
d

d t

�
T ∗
�

T (t )
T ∗ −1− ln
�

T (t )
T ∗
���

=
d

d t

�
T (t )−T ∗−T ∗ ln

�
T (t )
T ∗
��

=
d T (t )

d t
−T ∗ d

d t

�
ln
�

T (t )
T ∗
��

=
d T (t )

d t
− T ∗

T

d T (t )
d t

=
T −T ∗

T
(Λ−µ1T (t )−βT (t )V (t ))

=
T −T ∗

T
(µ1T ∗+βT ∗V ∗−µ1T (t )−βT (t )V (t ))

=
−µ1

T
(T −T ∗)2+βT ∗V ∗− T ∗

T
βT ∗V ∗−βT (t )V (t ))+

T ∗
T
βT (t )V (t ))

=
−µ1

T
(T −T ∗)2+ i ∗(0)− T ∗

T
i ∗(0)− i (t , 0)+

T ∗
T

i (t ,0)

=
−µ1

T
(T −T ∗)2+ i ∗(0)− i (t ,0)

− 1

η

∫ ∞
0

p (θ )i ∗(θ )T
∗

T
dθ +

1

η

∫ ∞
0

p (θ )i ∗(θ ) V

V ∗dθ .
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Puis, on calcule la dérivée de W2(t )

d W2(t )
d t

=
d

d t

∫ ∞
0

Φ(θ )i ∗(θ )H
�

i (t ,θ )
i ∗(θ )

�
dθ

=
d

d t

∫ ∞
0

Φ(θ )i ∗(θ )
�

i (t ,θ )
i ∗(θ ) −1− ln
�

i (t ,θ )
i ∗(θ )

��
dθ

=
d

d t

∫ ∞
0

Φ(θ )
�

i (t ,θ )− i ∗(θ )− i ∗(θ )− i ∗(θ ) ln
�

i (t ,θ )
i ∗(θ )

��
dθ

=

∫ ∞
0

Φ(θ )
�

d i (t ,θ )
d t

− i ∗(θ )
i (t ,θ )

− d i (t ,θ )
d t

�
dθ

=

∫ ∞
0

Φ(θ )
�

1− i ∗(θ )
i (t ,θ )

��
∂

∂ t
i (t ,θ )
�

dθ

=

∫ ∞
0

Φ(θ )
�

1− i ∗(θ )
i (t ,θ )

��
−δ(θ )i (t ,θ )− ∂

∂ θ
i (t ,θ )
�

dθ

=−
∫ ∞

0

Φ(θ )i ∗(θ )d
�

i (t ,θ )
i ∗(θ ) −1− ln

i (t ,θ )
i ∗(θ )

�
=−Φ(θ )i ∗(θ )
�

i (t ,θ )
i ∗(θ ) −1− ln

i (t ,θ )
i ∗(θ )

�����∞
0

+

∫ ∞
0

�
i (t ,θ )
i ∗(θ ) −1− ln

i (t ,θ )
i ∗(θ )

��
dΦ(θ )

dθ
i ∗(θ )+ d i ∗(θ )

dθ
Φ(θ )
�

dθ ,

D’après, Φ(0) =η,
dΦ(θ )

dθ
=δ(θ )Φ(θ )−p (θ ) et

d i ∗(θ )
dθ

=−δ(θ )i ∗(θ ), on trouve

1

η

d W2(t )
d t

=− 1

η
Φ(θ )i ∗(θ )
�

i (t ,θ )
i ∗(θ ) −1− ln

i (t ,θ )
i ∗(θ )

�����∞
0

+
1

η

d W2

d t

∫ ∞
0

�
i (t ,θ )
i ∗(θ ) −1− ln

i (t ,θ )
i ∗(θ )

��
dΦ(θ )

dθ
i ∗(θ )+ d i ∗(θ )

dθ
Φ(θ )
�

dθ

=− 1

η
Φ(θ )i ∗(θ )
�

i (t ,θ )
i ∗(θ ) −1− ln

i (t ,θ )
i ∗(θ )

�����
θ

+

∫ ∞
0

i ∗(0)
�

i (t , 0)
i ∗(0) −1− ln

i (t ,0)
i ∗(0)

�
dθ

− 1

η

∫ ∞
0

p (θ )i ∗(θ )
�

i (t ,θ )
i ∗(θ ) −1− ln

i (t ,θ )
i ∗(θ )

�
dθ .
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On a aussi

1

η

d W3(t )
d t

=
1

η

d

d t

�
D ∗H
�

D (t )
D ∗
��

=
1

η

d

d t

�
D (t )−D ∗−D ∗ ln D (t )

D ∗
�

=
1

η

�
d D (t )

d t
− D ∗

D

d D (t )
d t

�
=

1

η

�
1− D ∗

D

�
d D (t )

d t

=
1

η

�
1− D ∗

D

��∫ ∞
0

P (θ )i (t ,θ )dθ − (µ2+k )D

�
=

1

η

∫ ∞
0

p (θ )i ∗(θ ) i (t ,θ )
i ∗(θ ) dθ − 1

η

∫ ∞
0

p (θ )i ∗(θ ) i (t ,θ )
i ∗(θ )

D ∗
D

dθ

− 1

η

∫ ∞
0

p (θ )i ∗(θ ) D

D ∗dθ +
1

η

∫ ∞
0

p (θ )i ∗(θ )dθ ,

et on a

1

η

µ2+k

k

d W4(t )
d t

=
µ2+k

ηk

d

d t

�
V ∗H
�

V (t )
V ∗
��

=
µ2+k

ηk

d

d t

�
V (t )−V ∗−V ∗ ln

�
V (t )
V ∗
��

=
µ2+k

ηk

�
d V (t )

d t
− V ∗

V

d V (t
d t

�
=
µ2+k

ηk

�
1− V ∗

V

��
k D −µ3V
�

=
1

η

∫ ∞
0

p (θ )i ∗(θ ) D

D ∗dθ −
1

η

∫ ∞
0

p (θ )i ∗(θ ) V

V ∗dθ

− 1

η

∫ ∞
0

p (θ )i ∗(θ )V
∗

V

D

D ∗dθ +
1

η

∫ ∞
0

p (θ )i ∗(θ )dθ .

En combinant les quatre parties ci-dessus, on arrive à

d W (t )
d t

=
−µ1

T
(T −T ∗)2− 1

η
ηp (θ )i ∗(θ )H
�

i (t ,θ )
i ∗
�����
θ=0

− 1

η

∫ ∞
0

p (θ )i ∗(θ )
�

H
�

T

T ∗
�
+H
�

V ∗
V

D

D ∗
�
+H

�
i (t ,θ )

i ∗(θ )D ∗D

��
dθ .
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On a d W
d t ≤ 0 et d W

d t = 0 si seulement si,

T

T ∗ =
V ∗
V

D

D ∗ =
i (t ,θ )
i ∗(θ )

D ∗
D
= 1.

Donc, le plus grand sous ensemble invariant de
§
(T , i , D , V ) ∈Ξ��d W

d t
= 0
ª

est {E ∗}. De plus, il

découle des arguments en Théorème (1.6) que le semi-flot admet un attracteur globale. D’après

le principe d’invariance de Lyapunov-LaSalle, on peut alors conclure que le point d’équilibre E ∗

est globalement asymptotiquement stable lorsque R0 > 1.



Conclusion

Les modèles épidémiologiques est un outil mathématiques très important, qui peut nous aider

à étudier et analyser l’évolution des infections virales au cours du temps. Ils nous permet aussi

de comprendre le mécanismes et la processus d’infection. A partir de l’analyse qualitative de ces

modèles, on peut proposer des stratégies de contrôle et de prévention ( Comme la vaccination, le

traitement, ...). Dans ce travail, on a étudié un modèle d’infection virale du VHB, structuré par

âge et avec des capsides du VHB. On a obtenu quelques résultats qualitatives autour la stabilité

locale et globale de ce modèle. A partir de cette études, on a déduit que la formulation idéal

du modèle en utilisant les outil mathématiques ( EDO, EDP, Les théorèmes fondamentaux du

calcul, ...), et le choix convenable des paramètres du modèle peuvent nous guider à comprendre

l’évolution de cette infection virale, puis à proposer des processus de contrôle adaptés avec la

situation épidémiologique.
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