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Résumé

Dans ce travail, d'abord, nous fournissons les conditions suffisantes pour
I'existence de solutions périodiques émergeant de la précession
cylindrique d'un satellite symétrique sur une orbite circulaire ayant des
équations de mouvement

2
d x_2dy (4-3a)x = gF(rde,y,dyj

dZ_Z dZ' 1 d dT

2

dcy . dx dx dyj
+2—-y=¢F Y,

dz'2 dr y 2(7 "dr y d

ou «a et ¢ sont des parametres réels tels que ¢ est petitet 1<a<4/3.
Le parametre o= A/C avec A et C sont les moments d'inertie du
satellite symétrique et les fonctions lisses F, et F, sont périodiques en ¢

et en résonance p : g avec certaines des solutions périodiques du
satellite symétrique en précession cylindrique, avec p et g sont des

entiers positifs et relativement premiers.

Dans la seconde partie de ce travail, nous étudions les solutions
périodiques de deux versions distinctes du systeme différentiel de
Michelson :

Un systeme différentiel linéaire par morceaux continus de Michelson et un
systeme différentiel linéaire par morceaux discontinus de Michelson. Les
outils utilisés ici sont la Méthode de moyennisation pour les systemes
différentiels continus et discontinus.

Mots clés : Solution périodique, Satellite symétrique, Systeme de
Michelson, Méthode de la moyennisation.



Abstract

In this work, first we provide sufficient conditions for the existence of
periodic solutions emerging from the cylindrical precession of a
symmetrical satellite in a circular orbit having equations of motion

2
d X—Zdy—(4—3a)x:gF (r,x,% yﬂj

d-2 dr 1 dr’ " 'dr
2

d y+2dX_y:gF2(T’X’%’y’ﬂj’
drz dr dr ~ dr

where a and ¢ are real parameters such that ¢ issmall and 1<a <4/3.
The parameter o = A/C with A and C are the moments of inertia of
the symmetrical satellite and the smooth functions F, and F, are
periodic in 7z and in resonance p : q with some of the periodic solutions
of the symmetrical satellite in cylindrical precession, with p and g
relatively prime positive integers.

In the second part of this work, we study the periodic solutions of two
distinct versions of the Michelson differential system: a Michelson
continuous piecewise linear differential system and a Michelson
discontinuous piecewise linear differential system. The tools used here are
the averaging method for continuous and discontinuous differential
systems.

Keywords: Periodic solution, Symmetrical satellite, Michelson system,
Averaging theory.
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Introduction générale

Un des problémes importants de la théorie qualitative des équations différentielles
est ’étude de leurs cycles limites. La deuxiéme partie du 16™¢ probléme bien connu
de Hilbert [28] pose des questions sur le nombre maximal et les positions relatives
possibles des cycles limites dans les systémes différentiels polynomiaux planaires de
degré n > 2. Ce probleme est toujours ouvert, méme pour les cas n = 2. Un pro-
bléme plus facile que le 16°¢ probléme de Hilbert est d’étudier le nombre de cycles
limites qui peuvent bifurquer des orbites périodiques d’un centre de systéme diffé-
rentiel polynomial. De nombreux auteurs ces dernieres années ont étudié ce dernier
probléme restreint aux centres des systémes différentiels polynomiaux quadratiques,
voir par exemple le livre [9] et les centaines de références qui y sont citées. Les outils
pour étudier les cycles limites qui peuvent bifurquer des orbites périodiques d’un
centre sont ’application de retour de Poincaré (voir par exemple [2, 18], les inté-
grales de Poincaré - Melnikov (voir pour exemple [16, 17]), les intégrales abéliennes
(voir [9, 31]), la méthode de moyennisation (voir par exemple [1, 10]), et le facteur
intégrant inverse (voir [15]).

Notre travail est réparti de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre, nous donnons quelques notions générales et prélimi-
naires des systémes dynamiques.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons quelques méthodes de moyennisa-
tion du premier ordre en trois cas :

1) Pour les systémes différentiels dont le champ de vecteurs associés sont de

classe C?.

2) Pour les systemes différentiels continus.

3) Pour les systemes différentiels discontinus.

Dans le troisiéme chapitre, on étudie 'existence des solutions périodiques pour
les systémes d’équations différentielles suivants

d? d d d
—x—Q—y—(4—3a)x:5F1 (’7’,$,—x —y),

a2 “dr at’? d
d?y dx de dy
29 & 2

2 + dr Yy =¢&l (T,:C, dtayv dt) )

4
ol € et o sont des parameétres réels tels que € est petit et a € } 1, 3 { et Fy et Fy sont
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des fonctions lisses périodiques en 7. En utilisant la méthode de moyennisation du
premier ordre.

Dans le dernier chapitre. on applique les nouveaux résultats de la méthode de
moyennisation pour les systémes différentiels continus et discontinus, et on étudie les
solutions périodiques de deux types distincts du systéme différentiel de Michelson :
un systéme différentiel linéaire par morceaux continus de Michelson

T =y,
Y=z,
= —y+e(2d* — |z|),

et un systéeme différentiel linéaire par morceaux discontinus de Michelson

T =y,
Y=z,
= —y+e(2d* — |z| —signx),



Chapitre

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions générales et préliminaires des
systémes dynamiques qui seront utilisés dans cette mémoire.

1.1 Systéme différentiel

Définition 1.1.1 Un systéme différentiel d’ordre 1 est [’équation

i = f(t,z) (1.1)

ot f est une fonction continue sur I xU a valeurs dans R™, I C R étant un intervalle
ouvert et U étant un ouvert de R™.Un couple (J, x), ot J C I est un intervalle ouvert
z:J — R" est de classe C*, est une solution de (1.1) si

(1) Pour tout t € J, z(t) € U,

(2) Pour tout t € J, @(t) = f(t,z(t)).

1.2 Systéme différentiel polynomial du plan

Définition 1.2.1 On appelle systéme différentiel polynomial du plan un systéme de
la forme
&= P(x,y)
. 1.2
{ J=Q(z,y) (12)

o P et (Q sont des polynémes a coefficients réels.
Le systéme (1.2) est de degré d, o d = max (deg P, deg Q).



1.3. SYSTEME AUTONOME

1.3 Systéme autonome

Définition 1.3.1 Un systéme différentiel dans lequel la variable indépendante n’ap-
parait pas explicitement, c’est-a-dire un systéme de la forme

i = f () (1.3)

est un systeme autonome.

1.4 Systéme dynamique

Définition 1.4.1 Un systéme dynamique sur R™ est une application ¥ : R x R" —
R™ tel que

1 TL
2
3

4

(.,z) : R" — R"™ est continue
(¢,.) : R — R"™ est continue
0,z
(t

) =
+5 ) U (t, ¥ (s,x)) Vt,s € R,Vz € R"

EHEHG*G

1.5 Champ de vecteurs de classe C*

Définition 1.5.1 Soit U un owvert de R™, un champ de vecteurs X de classe C*
sur U est la donnée d’une application X : U — R™ de classe C*

X iz = (21,22, ..., ) — (f1(x), fa(x), ..., fu(x)).

On lui associe le systéme différentiel

;= fi(r), i=1,..,n (1.4)

ou les fonctions f; (x) ( appelées les composantes du champ de vecteurs X ) sont des
fonctions de classe C* sur l'ouvert U.

1.6 Point critique
Définition 1.6.1 Soit le systéme différentiel non linéaire
T = f(x). (1.5)

On appelle point critique ou point d’équilibre du systéeme différentiel (1.5), tout point
xg € R™ tel que

4



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.7 Linéarisation de systéme

Définition 1.7.1 Considérons le systéeme différentiel (1.5). Le systéme

T = Az, (1.6)
ol
dfi
A= Dl = ()
’ Ox; ’ 1<i,j<n
et

f(x0) =0,

est appelé le linéarisé de (1.5) en xo.

1.8 Point critique hyperbolique

Définition 1.8.1 Un point critique xo de systéme différentiel (1.5) est dit hyperbo-
lique lorsque toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne A = D f(xq) sont a
partie réelle non nulle. Dans le cas contraire, il est dit non-hyperbolique.

P pd

1.9 Point critique dégénéré

Définition 1.9.1 Un point critique xo de systéme différentiel (1.5) est dit dégénéré
st au moins une des n valeurs propres de la matrice Jacobienne A = D f(xq) est
nulle.

1.10 Point critique puits

Définition 1.10.1 Un point critique xo de systéme différentiel (1.5) est appelé puits
si toutes les valeurs propres de la matrice A = D f(xq) ont des parties réelles stric-
tements négatives.

1.11 Point critique source

Définition 1.11.1 Un point critique xo de systéeme différentiel (1.5) est appelé
source si toutes les valeurs propres de la matrice A = D f(xq) ont des parties réelles
strictements positives.



1.12. POINT CRITIQUE SELLE

1.12 Point critique selle

Définition 1.12.1 Un point critique xo de systéme différentiel (1.5) est appelé s’il
est hyperbolique et si A = Df(xq) a au moins une valeur propre avec une partie
réelle positive et au moins une valeur propre avec une partie réelle négative.

1.13 Flot du systéme différentiel linéaire

Définition 1.13.1 Soit le systéme différentiel linéaire
T = Ax (1.7)

et le probléme a valeurs initiales
& = Az, x(0) =z avec v € R", (1.8)
A

ou A est une matrice constant (n X n), la solution au probléme (1.8) est x(t) = ey,
’ensemble des applications e : R — R™ est appelé le flot du systéme linéaire (1.7).

Définition 1.13.2 Si toutes les valeurs propres de la matrice A des parties réelles
non nulles alors le flot du systéme (1.7) est dit hyperbolique et le systéme (1.7) est
dit hyperbolique.

1.14 Sous-espace invariant par rapport au flot

Définition 1.14.1 Un sous-espace E € R™ est invariant par rapport au flot et si
e"E C E pour tout t € R.

1.15 Flot du systéme différentiel non linéaire

Définition 1.15.1 Soit le systéme différentiel non linéaire
&= f(x), (1.9)
et le probléeme a valeurs initiales
&= f(z), x(0) = zo avec x € R", (1.10)

Soit I(xg) = (o, B), Uintervalle mazximale d’existence de la solution de (1.10), soit
E un sous ensemble ouvert de R" et f € C' (E). Pour xg € E et ¢ (t, o) la solution
du probléme & valeurs initiales (1.10), I’ensemble des applications ¢, définis par

¢ (20) = & (1, %0)

est appelé le flot du systéme différentiel (1.9).
¢, est également appelé le flot du champ de vecteurs f(z).



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.16 Ensemble invariant par rapport au flot

Définition 1.16.1 Soit E un owvert de R™ et f € C*(E), soit ¢, : E — E le flot du
systéeme (1.9) défini pour tout t € R. Alors un ensemble S C E est appelé invariant
par rapport au flot ¢, si ¢,(S) C S pour toutt € R et S est appelé positivement

(ou négativement) invariant par rapport au flot ¢, si ¢,(S) C S pour tout t > 0 (ou
t<0).

1.17 Dérivé orbital

Définition 1.17.1 Considérons la fonction différentiable F' : R" — R et la fonction
vectorielle v : R — R". La dérivée L; de la fonction F le long de la fonction
vectorielle x, paramétrée par t, est

IF OF . 8F,+8F.+ +8F,
=—F=—I+—To+..+—x,
! ox 0x ! 0xy 2 oz,

ou Ty, To, X3..., T, Sont les composants de x. L; est appelé le dérivé orbital.

1.18 Plan et portrait de phase

Définition 1.18.1 Soit le systéme planaire

t=P(zy),
{ Y= Q(«T;y); (1.11)

un portrait de phase est l’ensembles des trajectoires dans [’espace de phase. En par-
ticulier, pour les systémes autonomes d’équations différentielles ordinaires de deux
variables. Les solutions (x (t),y(t)) du systéme (1.11) représentent dans le plan
(roy) des courbes appelées orbites. Les points critiques de ce systéme sont des solu-
tions constantes et la figure compléte des orbites de ce systéme ainsi que ces points
critiques représentent le portrait de phase et le plan (zoy) est le plan de phase.

1.19 Courbes invariantes

Définition 1.19.1 On appelle courbe invariante du systéme

{ &= F(z,y),
y=G(z,y),

toute courbe d’équation U(z,y) =0 du plan de phases qui vérifie

ou ou
FE e — kU
Ox +a oy ’

7



1.20. CYCLE LIMITE

la fonction K(x,y) est appelée cofacteur associé & la courbe invariante U.

Définition 1.19.2 Une courbe invariante U(z,y) = 0 est dite algébrique de degré
n st U(x,y) est un polynome de degré n ; si non on dit qu’elle est non algébrique ou
transcendante.

1.20 Cycle limite

Définition 1.20.1 On appelle cycle limite toute trajectoire périodique qui est isolée
dans l’ensemble des trajectoires périodiques.

Poincaré introduit cette notion dans son second mémoire de 1882, a partir de ses
travaux sur le probléme des trois corps notamment.

Remarque 1.1 Les cycles limites apparaissent seulement dans les systémes diffé-
rentiels non linéaires.

1.21 Cycle limite hyperbolique

Définition 1.21.1 Supposons que le systéme (1.11) a une orbite périodique v (t) de

période T'. Soit
T

§ = / <g_l;’ + %) (7 (1)) dt.

Si 6 > 0 (resp. 6 <0) alors Uorbite périodique ~y (t) est un cycle limite instable
(respectement. stable). Une orbite périodique v (t) ayant 6 # 0 est un cycle limite
hyperbolique.

1.22 Cycle limite algébrique

Définition 1.22.1 Un cycle limite T'(t) = {(z,y) € R*,U(x,y) = 0}, est dit algé-
brique si U(x,y) est un polynéme, autrement le cycle limite est dit non-algébrique
ou transcendant.

1.23 Centre

Définition 1.23.1 On dit que p € R? est un centre pour le systéme différentiel
(1.2) sl eziste un voisinage U de p dans lequel toutes les orbites de U\ {p} sont
périodiques.



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.24 L’intégrabilité des systémes différentiels

Définition 1.24.1 On considére le systéme différentiel autonome

= f(z),

ot f : U — R"™ est une fonction de classe C*, x € U est un sous-ensemble ouvert
de R™. Soit ¢ (t,x0) sa solution telle que ¢ (0,z9) = xo € U. On dit que la solution
¢ (t, xq) est T-périodique avec T > 0 si et seulement si ¢ (T, xo) = xq¢ et ¢ (t, x9) # o
pourt € (0,T). Soit F: U — R une fonction non constante de classe C* telle que

VE() - f() =0,

o OF  OF

Alors F' est appelée lintégrale premiére du systéme différentiel & = f(x), car F est
constante sur les solutions de ce systéme.

1.25 Solution périodique

Définition 1.25.1 On appelle solution périodique du systéme (1.3) toute solution
&(t) = x(t) qui n'est pas un point fixe et pour laquelle il existe un réel T > 0 tel que
YVt e [0,T], &+ T) = &(¢).

Le plus petit nombre T' qui convient s’appelle alors période de cette solution.
On peut définir les notions de stabilité, stabilité asymptotique et instabilité de la
solution périodique en généralisant la définition relative & un point d’équilibre.



Chapitre

Méthode de moyennisation

2.1 Autre méthode de moyennisation du premier
ordre

On considére le probléme de bifurcation des solutions T-périodiques du systéme
différentiel de la forme

%(t) = Go(t,x) +eG1(t,x) + 2Gy(t,x, €), (2.1)

avec ¢ = 0 a ¢ # 0 suffisamment petit. Ici les fonctions Gy, G; : R x 2 — R” et
Gy : R x Q x (—&g,60) — R™ sont des fonctions de classe C2, T —périodiques en
la premiére variable t, et € est un ouvert de R". L’hypothése principale est que le

systéme non perturbé
X(t) = Go(t, X)7 (22)

posseéde une sous-variété de solutions périodiques. Une solution de ce probléeme est
donnée en utilisant la méthode de moyennisation.

Soit x(t,z, ) la solution du systéme (2.2) tel que x(0, z, €) = z. La linéarisation
du systéme non-perturbé le long de la solution T'—périodique x(t,z,0) est écrite
comme

y = DxGo(t,x(t,2,0))y. (2.3)

On note par M,(t) la matrice fondamentale du systéme différentiel linéaire (2.3),
et par £ : R x R"* — RF la projection de R™ sur ses k premiéres coordonnées
cest-a-dire & (x1,...,2,) = (1, ..., Tk).

On suppose qu’il existe une sous-variété Z C €2 de dimension k, avec des solutions
T—périodiques de (2.2). Ensuite, une réponse au probléme de la bifurcation des
solutions T-périodiques a partir des solutions périodiques contenues dans Z pour le
systéme (2.1) est donnée dans le résultat suivant.

10



CHAPITRE 2. METHODE DE MOYENNISATION

Théoréme 2.1.1 Soit V un sous-ensemble ouvert et borné de R¥, et soit 3 : CLl(V) —
R"* une fonction de classe C* . Supposons que :

(1) Z2 ={z, = (o, B(0)),a € CY(V')} C Q et pour chaque z, € Z la solution x (t,z,)

de (2.2) est T-périodique ;

(ii) pour chaque z,, € Z il existe une matrice fondamentale M, (t) de (2.3) telle que

la matrice M, '(0) — M, (T) a dans le bloc supérieur droit matrice k x (n— k) nulle

et dans le bloc inférieur droit la matrice A,(n — k) x (n— k) avec det (A,) # 0. On
considére la fonction G : CI(V) — R*

! /M )G (t,x (t,24)) dt | . (2.4)

S’il existe a € V' avec G(a) = 0 et det((dG/da)(a)) # 0, alors il existe une solution
T—périodique p(t,e) du systéme (2.1) ) telle que p(0,¢) — z, quand ¢ — 0.

Preuve. Voir [24] et [27]; pour une preuve plus courte, voir [3]. m

2.2 Autre méthode de moyennisation du premier
ordre pour les systémes différentiels continus

D’apres le théoréme B de [20], on obtient le résultat suivant adapté au systéme
suivant (2.5), voir aussi les théorémes 11.5 et 11.6 de [29].

Théoréme 2.2.1 On considére le systéme suivant
i(t) = Fo(t,z) +eFy(t, ) + 2 R(t, z,¢), (2.5)

ot D C R™ est un sous-ensemble ouvert, € est un paramétre suffisamment petit,
les fonctions F; : R x D — R™ pour i = 0,1 et R : R X D X (—&g,69) — R"
sont T-périodiques en la variable t, et pour chaque t € R, les fonctions Fy(t,.) € C*,
Fi(t,.) € C°, D, Fy, et R € C° sont localement lipschitziennes par rapport a la seconde
variable. On note par x(t, z,€) la solution du systéme (2.5), tel que (0, z,¢) = z.
Supposons qu’il existe un sous-ensemble ouvert et borné V. de D avec V C D, tel
que pour tout z € V, la solution x(t,z,0) est T—périodique. On désigne par M., (t)
la matrice fondamentale de ’équation variationnelle

T (t) = D, Fy (t,x (t,2,0)),

associée a la solution périodique x(t, 2,0), tel que M,(0) est la matrice identité. On
consideére la fonction F : V — R™ défini par

/M D (o (t2)) dt,

11



2.3. AUTRE METHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE
POUR LES SYSTEMES DIFFERENTIELS DISCONTINUS

sl existe a telle que F(a) et det(D,F(a)) # 0, alors pour ¢ > 0 suffisamment petit,
le systéme (2.5) admet une solution T —périodique x(t, a.,€), telle que a. — a quand
e — 0. De plus, le type de stabilité de la solution périodique x(t, a.,e) est donné par
les valeurs propres de la matrice D,F(a).

2.3 Autre méthode de moyennisation du premier
ordre pour les systémes différentiels disconti-
nus

Soit D C R™ un sous-ensemble ouvert et A : R x D — R une fonction de classe
C! ayant 0 comme valeur réguliere. Considérons F*, F? : R x D — R" fonctions
continues et X = h~1(0). Nous définissons le systéme de Filippov comme

o [ Fl(t,z) sl (t,z)e Xt
() = F(t,2) = { F2(t,7) s (f,a) €S (2:6)
ou Xt ={(t,z) e Rx D:h(t,z) >0} et X~ ={(t,z) e Rx D : h(t,x) < 0}.
La variété X est divisée dans la fermeture de deux régions disjointes, & savoir la
région de croisement (X¢) et la région de glissement (3°)

¥ = {peX (Vh(p),(LF (p)).{Vh(p),(1,F*(p)) >0},
= {pEZ :<Vh(p),(1,F1(p))>.<Vh(p),(1,F2(p))><O}.

On considere le systéme différentiel associé au systéme (2.6)
i(t) = F(t,0) = x, (t,2) F* (t,0) + x_ (t,2) F? (t,2), (2.7)
oll x4, Xx_ sont les fonctions caractéristiques définies comme

1 si h(t,x)>0,
X+<t"”)_{ 0 si h(t,z) <0,

et
_J 0 si h(t,z) >0,
X_<t’m)_{ 1 si h(t,z) <O.

Les systémes (2.6) et (2.7) ne coincident pas dans X, mais en appliquant la conven-
tion de Filippov pour les solutions des systémes (2.6) et (2.7) (voir [13]) passant par
un point (¢,z) € X, on a que ces solutions ne dépendent pas de la valeur de F'(¢, x),
donc les solutions sont les mémes.

Soit P 'espace formé par les solutions périodiques de (2.7). Si dim P= dim D =
d, alors le résultat suivant découle directement du théoreme B de [19].

12



CHAPITRE 2. METHODE DE MOYENNISATION

Théoréme 2.3.1 On considére le systéme différentiel
i(t) = Fy(t,x) +eFy(t,z) + 2 R(t, x,¢), (2.8)
ot

Fi<t7 Q:) = X-&-Fz'l (t, I) + X—Fi2 (t7 x) )
R(t,l’) = X+R1 (ta l') + X7R2 (tv ZL') )

avec F! € C', pour i = 0,1, et R, R? sont des fonctions continues, T— périodiques
en la variable t € R et sont localement lipschitziennes par rapport a la seconde
variable.

Pour z € D et e > 0 suffisamment petit, notons x(t, z,€) la solution du systéme
(2.8), tel que x(0, z,€) = z. On définit la fonction moyenne

F(z) = /]\4(5,2)_1 Fi (s,z(s,2,0))ds,

ot x(s, z,0) est une solution périodique de (2.8) avec e = 0, telle que x(0, z,0) = z, et
M(s, z) est la matrice fondamentale du systéme variationnel y = D, Fy(t, x(t, z,0))y
associé au systéme non perturbé évalué sur la solution périodique x(s, z,0), tel que
M (0, z) = Id. De plus, nous supposons les hypothéses suivantes.

(H_) Il existe un sous-ensemble ouvert borné C' C D, tel que, pour € suffisamment
petit, chaque orbite commengant de C atteint l’ensemble de discontinuité seulement
a sa région de croisement.

(Hy) Pour a € C avec F(a) = 0, il existe un voisinage U C C de a, tel que
F(a) # 0, pour tout z € U\{a} et det(D,F(a)) = 0.

Alors, pour e > 0 suffisamment petit, il existe une solution T'—périodique x(t,a.,¢)
de (2.8), telle que a. — a quand ¢ — 0. De plus, la stabilité de la solution périodique
x(t,e) st donnée par les valeurs propres de la matrice D,F(a).
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Chapitre

Les solutions périodiques émergeant de la pré-
cession cylindrique d’un satellite axisymétrique
en orbite circulaire

3.1 Introduction et résultats principaux

Pour un satellite rigide a symétrie dynamique soumis aux couples gravitationnels
d’un champ de force newtonien central et a d’autres petits couples perturbés, nous
établissons des conditions suffisantes pour 'existence de mouvements périodiques
autour du centre de masse du satellite qui sont asymptotique au mouvement de
translation dans une coordonnée absolue systéme pour lequel 'axe de symétrie du
satellite est perpendiculaire au plan de son orbite circulaire. Ce type de mouvement,
appelé équilibre cylindrique, est bien connu dans la littérature sur ces sujets (voir
[25], et [30] pour plus de détails). Ces mouvements ont une application importante
aux probléemes d’orientation du satellite en ce qu'un satellite peut atteindre un ré-
gime nominal spécifié le long de trajectoires périodiques uniquement par I'influence
des couples gravitationnels et d’autres petits couples perturbés induits par un méca-
nisme de contrdle. L’équilibre cylindrique est ici un cas particulier de I'un des trois
types de précession réguliere d’un satellite symétrique en orbite circulaire.

Dans ce mouvement, la projection de la vitesse angulaire absolue du satellite sur
son axe de symétrie est nulle.

Dans ce qui suit, désignons par OXY Z le systéeme de coordonnées orbitales :
Iaxe OX est dirigé le long de l'orbite, 'axe OY le long de la binormale et 'axe OZ
le long du rayon vecteur du centre de masse du satellite O.

De plus soit Ozyz un systéme de coordonnées attaché au satellite, avec 'axe Oz
pointant le long de 'axe de symétrie du satellite. L’orientation de ce repére Ozyz par
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CHAPITRE 3. LES SOLUTIONS PERIODIQUES EMERGEANT DE LA
PRECESSION CYLINDRIQUE D’UN SATELLITE AXISYMETRIQUE EN
ORBITE CIRCULAIRE

rapport au repére orbital sera précisée par les angles d’Euler v, 0, ¢. La projection
de la vitesse angulaire absolue du satellite sur ’axe de symétrie est une intégrale
du mouvement. Supposons que sa valeur soit zéro; alors en termes de variables
¢1 =0 —m/2 et g = 1 — 7 nous pouvons écrire les équations différentielles décrivant
le mouvement de I’axe de symétrie des satellites dans le systéeme de coordonnées
orbitales comme une paire d’équations différentielles du second ordre donnée par

d*q dga dgs ? . 2

——— —2cos? q cos ga—— +singycosq | — | — sin g cos q; cos? go

dr? dr dr

+3(a — 1) sing; cosqp = 0, (3.1)
d*q, dq dqs

€os q1—— + 2 cos ¢y cos gg— — 28in g — — cos ¢q sin gy cos go = 0.
dr? dr dr

Dans les équations précédentes, la variable 7 est le temps, I'inertie du parameétre
satellite « = C'/A est définie comme le rapport de ses moments d’inertie polaire
et équatorial. A partir des propriétés physiques, le parametre « vérifie I'inégalité
suivante : 0 < a < 2. La solution ¢; = g = 0 de (3.1) correspond & un mouvement
de translation du satellite (dans le repére absolu) dans lequel son axe de symétrie
est perpendiculaire au plan de 'orbite.

En utilisant le changement de variable (x,y) = (q1,¢2), et la linéarisation des
équations de mouvement (3.1) en (x,y) = (0,0), nous obtenous

d®x  _dy

T _ oWy

dr? dr (4= 3a)z =0,

Py do (3.2)
— ——y=0

arz " fgr YT

Dans ce travail, nous fournissons des conditions suffisantes en utilisant la méthode de
moyennisation pour 'existence de solutions périodiques émergeant de la précession
cylindrique d’un satellite symétrique sur une orbite circulaire ayant des équations
de mouvement

d*x  _dy dv dy

S L . —¢F

dr? dr ( 305)'%' el (7_7 T, d Y dt)

_dzy + 2d_x —y=ckF: x dr &9
dr2 dr Yy=¢&l2\7,%, dt Y =7 dt

ou ¢ est un petit parameétre et les fonctions lisses Fi et F, sont périodiques en 7 et
en résonance p : q avec certaines des solutions périodiques du satellite symétrique
en précession cylindrique avec p et ¢ sont des entiers positifs relativement premiers.
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3.1. INTRODUCTION ET RESULTATS PRINCIPAUX

Le systéme non perturbé (3.2) a un point singulier unique a l'origine avec des
valeurs propres
j:wli, :i:CUQi,

et +wii(k = 1,2) les racines de w* + (3 — 1)w? + (4 — 3a) = 0 si le paramétre
a vérifie I'inégalité suivante 1 < a < 4/3. Dans ce travail, nous supposerons des
fréquences non résonnantes. D’autres possibilités pour les fréquences dans le domaine
complet du paramétre a sont un travail en cours. Ce systéme dans l'espace de
phase (z, (dz/dT),y, (dy/dT)) a deux plans constitués de solutions périodiques. Ces
solutions périodiques ont des périodes

en conséquence, ils appartiennent au plan associé aux vecteurs propres de valeurs
propres respectivement +wy? ou wsi, Nous étudierons lesquelles de ces solutions
périodiques persistent pour le systéme perturbé +wii, Fwqi et twii (k = 1,2) les
racines de w* + (3a — 1)w? + (4 — 3a) = 0 si le paramétre « vérifie I'inégalité suivante
1 < a < 4/3. Dans ce travail, nous supposerons des fréquences non résonnantes.
D’autres possibilités pour les fréquences dans le domaine complet du parameétre a
sont un travail en cours. Ce systéme dans l'espace de phase (z, (dz/dr),y, (dy/dT))

a deux plans constitués de solutions périodiques (variétés centrales). Ces solutions

27 s

périodiques ont des périodes 177 = — ou T, = — selon qu’elles appartiennent au
w1 )

plan associé aux vecteurs propres de valeurs propres w7 ou twsi, respectivement.

Nous étudierons lesquelles de ces solutions périodiques persistent pour le systéme
perturbé (3.3) lorsque le paramétre ¢ est suffisamment petit et les fonctions pertur-
bées F; pour i = 1,2 ont une période pTi/q, ou pTs/q avec p et g sont des entiers
positifs relativement premiers.

On définit &, et &, par

®; = 4(3a—T7+/3(5+3a)(a—1))7",
®y = 48a—T7—/3(G+3a)(a—1))"",

et les fonctions

G (Xo,Yo) = [P™ (cos (wiT) F(7) — sin (wy7) Fy (7)) dr,

G (X0, Yy) = %Tl (sin (w1 7) FY(T) + cos (wiT) F5 (7)) d, 84)
F{ () = g Fa (7, Au(r), Bulr), (), D (7)),

27 %, (3.5)
F3 (1) = Fy (1, Au(7), Bi(7), Ci(7), Di(7))

(I)ng — <I>1w%
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CHAPITRE 3. LES SOLUTIONS PERIODIQUES EMERGEANT DE LA
PRECESSION CYLINDRIQUE D’UN SATELLITE AXISYMETRIQUE EN
ORBITE CIRCULAIRE

et
Ai(1) = &1 (Xgcos(wiT) + Yy sin (wi7)),
Bi(r) = wi®; (Yocos(wiT) — Xosin (wi7)),
Ci(r) = — (Wfl) (Yp cos (w1T) — Xgsin (w17)),
Di(1) = Xgcos(wiT) + Yosin (wi7),

’ (3.6)

tel que

)40
(Xo0,Y0)=(X3.Yg")

est appelé solution simple du systéme (3.6). Notre résultat principal sur les solu-
tions périodiques de (3.3) qui bifurquent des solutions périodiques du systéme non
perturbé (3.2) avec la période T; parcourue p fois est le suivant.

Théoréme 3.1.1 Supposons que les fonctions Fy, des équations du mouvement (3.3)
sont périodiques en T et de période p11/q avec p et q des entiers positifs relative-
ment premiers. Alors pour ¢ # 0 suffisamment petit et pour toute solution simple
(X5, Yy) # (0,0) du systéme non linéaire (3.6), le systéme perturbé (3.3) admet une
solution périodique (z(7,€),y(T,€)) tendant quand € — 0 vers la solution périodique

(z(7),y(7)) = (Au(7),Ca(7)) (3.7)

du systéme non perturbé (3.2) a parcouru p fois.

Corollaire 3.1.1 Si F} T,x,dﬁ,y,@ =0 et Fy T,%d—xay»@ =
dr dr dr dr

d_ﬂf 2

cos (wit) (1 — 2?) , alors le systéme perturbé (3.3) pour € # 0 suffisamment

petit admet deux solutions périodiques (x(7,¢),y(T,¢)) tendant quand e — 0 vers les
deux solutions périodiques (x(7),y(7)) de (3.2) données par (3.7) avec (X§,Yy) =

2
\/——,O et (X3,Yy) =10, \/—6 , respectivement.
P, P,

On définit maintenant les fonctions

Gs (Zo, W) = OpT2 (cos (wa) F5 (1) — sin (wer) Ff (7)) dT,

Gu (Zo, Wo) = [P (sin (wa) Fi (1) + cos (wor) Fi (7)) dr,



3.1. INTRODUCTION ET RESULTATS PRINCIPAUX

Fi(r) = =gty P Aa(r),Balr),Ca(r), Dal)).
F() = g gt (1A B),G0). D).
et
As(1) = Py (Zycos (war) + Whysin (waT)),
By(1) = we®y (Wpcos (weT) — Zysin (waT)),
Co(r) = — (wy') (Wocos (war) — Zosin (war)),
Dy(1) = Zpcos (war) + Woysin (war),

considérons le systéme non linéaire
Us (Zm Wo) =0,
3.9
{ Ga (Zo, Wy) =0 (3:9)

Notre résultat principal sur les solutions périodiques des équations différentielles
(3.3) qui bifurquent des solutions périodiques du systéme non perturbé (3.2) de
période Ty parcourue p fois est le suivant.

Théoréme 3.1.2 Supposons que les fonctions Fy, des équations du mouvement (3.3)
sont périodiques en T et de période pTs/q avec p et q des entiers positifs relativement
premiers. Alors pour € # 0 suffisamment petit et pour toute solution simple du
systeme simple (Z§, Wg) # (0,0) du systéme non linéaire (3.9), le systéme perturbé
(3.3) admet une solution périodique (z(T,¢),y(T,¢€)) tendant quand ¢ — 0 wvers la
solution périodique

((z(7),y(7)) = (As(7), Ca(7)) , (3.10)

du systéme non perturbé (3.2) a parcouru p fois.

. : dr dy . dr dy
1 1.2 Si F — .y, - | = sin® — =
Corollaire 3 Si Fy <T,a:, T d7'> sin® (wor) (1—2y) et Fy (7’, Y dT)
d
cos (woT) (d—x), alors le systéme perturbé (3.3) pour € # 0 suffisamment petit ad-
T

met une solution périodique (z(7,¢),y(T,€)) tendant quand ¢ — 0 vers la solution
périodique (x(7),y(7)) du systéme non perturbé (3.2) donné par (3.10) avec

3LU2 3w2
(Z5 WE) = [\ ==11/
0’ ( 20, 2%)
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PRECESSION CYLINDRIQUE D’UN SATELLITE AXISYMETRIQUE EN
ORBITE CIRCULAIRE

3.2 Preuve des théorémes 3.1.1 et 3.1.2

d d
En introduisant les variables (Xi,Y;, 21, W1) = | =, d—x, v, d_y nous écrivons le
T T

systéme différentiel (3.3) comme un systéme différentiel de premier ordre défini dans
R*. Ainsi, nous avons

— =Y,
dr o

dY;

d_ = 2W1 + (4 — 3CY>X1 + €F1 (T,Xl,}/l, Zl, Wl) s
.

iz (3.11)
L= W17

dr

dW-
dTl = —2Y1 + Z1 + €F2 (7—7X17}/17 Zl? WI) )

le systéme (3.11) avec € = 0 est équivalent a (3.2), appelé simplement dans ce qui
suit le systéme non perturbé, sinon, on a le systéme perturbé.

Nous écrirons le systéme (3.11) de maniére a ce que la partie linéaire a l'origine
soit dans sa forme normale réelle de Jordan. Ensuite, en faisant le changement de
variables (7, X1,Y1, Z1,W1) « (7, X,Y, Z, W) donné par

Xl (I)l 0 ‘1)2 O X
Yi . 0 (JJ1(I>1 0 UJQ(I)Q Y
Z1 o 0 —1/C<J1 0 —1/&]2 Z (312)
Wy 1 0 1 0 w
1 )
— 0 0
X Oy — Dy ) Oy — Dy X3
w1 @20}10}2
0 — - 0
Y _ <I>2w% — <I>1w% @2&]% - CDlw% }/1
VA 1 0 0 . oy Z
Py — 0y Py — Py
w 0 W D wiws 0 Wi
<I>2w§ — <I>1w% (I)Qw% — <I>1w%
(3.13)

19



3.2. PREUVE DES THEOREMES 3.1.1 ET 3.1.2

le systeéme différentiel (3.11) devient

ou

avec

(

\
Fi(m, X, Y, Z,W)
Fy(m, X, Y, Z,W)

Fi(r, X, Y, Z, W)

FZ<T7X7Y727W)

A =
C =

DX + Dy 7,
_(erK), D=X+ 7,

C;—)T( =wY +¢el7,

Cé_f = w0, X +eF

Ccll_f = wolW +¢Fy,

Cil_lj-/ = —wyd +€Fy,

- q>2q12<1>1F2(T,A,5aC’D)>

_ _WFI(T,A,B,C,D),
_ _%FQ(T,A,B,C,D%

- Y2 _R(r,AB.C D),

<I>2w§ — (I>1wf

B = w1 PY + W2q)2W7

w1 %

(3.14)

la partie linéaire du systéme différentiel (3.14) a l'origine, est en la forme normale
réelle de Jordan. Dans le lemme suivant, nous caractérisons les orbites périodiques
du systéme non perturbé.

Lemme 3.2.1 Les solutions périodiques du systéme différentiel (3.14) avec € = 0

sont

de période T},

de période T.

et

Xo cos (w1T) + Yo sin (wy7) ,

Yo cos (w1T) — Xpsin (wy7),

Zp cos (waT) + Wosin (war) ,

W cos (weT) — Zgysin (waT) ,

20
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CHAPITRE 3. LES SOLUTIONS PERIODIQUES EMERGEANT DE LA
PRECESSION CYLINDRIQUE D’UN SATELLITE AXISYMETRIQUE EN
ORBITE CIRCULAIRE

Preuve. Puisque le systéme (3.14) avec € = 0 est un systéme différentiel linéaire,
la preuve s’ensuit facilement. m

Preuve du Théoréme 3.1.1. Supposons que les fonctions F et Fy de (3.3) sont
périodiques en 7 et de période pTi/q avec p et q des entiers positifs relativement
premiers. On peut alors penser que le systéme (3.3) est périodique en 7 de période
pTi. En pensant ainsi le systéme différentiel et les solutions périodiques (3.15) ont
la méme période pT;.

Nous appliquerons le théoréme 2.1.1 de Chapitre 2 au systéme différentiel (3.14).
Notons que le systéme (3.14) peut s’écrire sous la forme d’un systéme (2.1) prenant

X wlY
. Y . . —le
x=| , , t=1, Go(t,x) = W ,
w —CUQZ
Fy 0
_ | £ _ 10
G1(t,x) = F; et Gy(t,x,e) = E
Fy 0

nous étudierons quelles solutions périodiques (3.15) du systéme non perturbé (3.14)
avec ¢ = 0 peuvent se poursuivre en solutions périodiques du systéme perturbé
(3.14) pour ¢ # 0 suffisamment petit.

Nous allons décrire les différents éléments qui apparaissent dans I’énoncé du théo-
réme 6 dans le cas particulier du systéme différentiel (3.14).

Ainsi, on a que Q = R* k = 2 et n = 4. Soit 7, > 0 arbitrairement petit et soit
ry > 0 be arbitrairement grand. On prend le sous-ensemble ouvert et borné V' du
plan Z = W = 0 comme

V= {(X[),%,0,0) €R42’f’1 < \/Xg—FYg <T’2}.

Comme d’habitude C1(V') désigne la fermeture de V. Si o = (Xo, Yp), alors on peut
identifier V' avec ’ensemble

{aeR*:r < [laf| <1},

ici || - || désigne la norme euclidienne de R?. La fonction 3 : CI(V) — R? est B(a) =
(0,0). Ainsi, dans notre cas, ’ensemble

Z = {2 = (o, (), € CYV)},

= {(Xo,Y0,0,0) €R4I7"1 S \/Xg—FYg STQ}.

Clairement pour chaque z, € Z on peut considérer la solution périodique x (7,z,) =
(X(7),Y(7),0,0) donnée par (3.15) de période pT;.
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3.2. PREUVE DES THEOREMES 3.1.1 ET 3.1.2

Calcul de la matrice fondamentale M, (7) du systéme différentiel linéaire (3.14)
avec ¢ = 0 associé a la solution T-périodique z, = (Xj, Yp,0,0) telle que M,_(0) est
I'identité de R*, on obtient que M (7) = Myz_(7) est égal &

cos (wyT)  sin (wiT) 0 0
—sin (wy7)  cos (w1T) 0 0
0 0 cos (weT)  sin (woT)
0 0 —sin (waT) cos (waT)

D’autre part M ~1(7) est égal a

cos (wy1T) —sin (wyT) 0 0

sin (wy7)  cos (w1T) 0 0
0 0 cos (waT) —sin (wer) |’
0 0 sin (wer)  cos (waT)

notons que la matrice M,_(7) ne dépend pas de la solution périodique particuliére
x (7, 24). Depuis la matrice

00 0 0
0 0 0 0
M7HO) =M (pT) = | 0 0 2sin? (pm"2> sin <—2p7“"2> 5
w1 w1
0 0 —sin(222) 2sin? (222

satisfait les hypotheéses d’un énoncé (ii) du théoréme 2.1.1 parce que le déterminant

2 [ prwa . 2pTwa

2sin <—w1 ) sin <_w1 o [(pTws

y ) = 4sin # 0,
w1 w1

(w1 et wy sont des fréquences non résonnantes ) nous pouvons appliquer ce théoréme

au systéme (3.14).
Maintenant £ : R* — R? est £(X,Y, Z, W) = (X,Y). On calcule la fonction

pTh
1
0 (Xo.¥5) = 0(0) =¢ | — [ M 17)G (rx(r.za))dr |
Pl s
et on obtient
pT1
1
G (Xo,Ys) = p_Tl (cos (wiT) Fy (1) — sin (wy7) F5 (7)) dT,
(;T1
1
Gy (X0,Yy) = pT (sin (w17) FY (1) + cos (wiT) Fy (1)) dT,
1
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CHAPITRE 3. LES SOLUTIONS PERIODIQUES EMERGEANT DE LA
PRECESSION CYLINDRIQUE D’UN SATELLITE AXISYMETRIQUE EN
ORBITE CIRCULAIRE

ou les fonctions F}f pour k = 1,2 sont celles données en (3.5). Alors, d’apres le
théoréme 2.1.1 on a que pour toute solution simple (X§,Yy) € V du systéme de

fonctions

{ G1 (Xo, Yo) =0,

Go (X07 YO) =0,

on a une solution périodique (X,Y, Z, W)(7,¢) du systeme (3.14) telle que
(X,Y,Z,W)(0,¢e) — (X§,Y5,0,0) quand € — 0. Notons que le systéme (3.17) est
équivalent au systeéme (3.6), car les deux équations ne difféerent que par une constante
multiplicative non nulle. En revenant sur le changement de coordonnées (3.12), on
obtient une solution périodique (X1, Y7, Z1, W1) (7,¢) du systeme (3.15) telle que

(3.17)

Oy (X§cos (wiT) + Yy sin (wy7))
(7,€) 0 0
w1 Py (Yy cos (wiT) — X sin (w17))
) )

—— (Y cos (w1T) — X sin (w17)) ,
w1

(7€) X{§cos (wyT) + Yy sin (wy7),

quand € — 0. Par conséquent on obtient une solution périodique (z(7,¢),y(7,¢)) du
systéme (3.3) telle que

Py (X cos (wT) + Yy sin (wi7))

(z(7,¢),y(T,¢€)) — _wil (Yy cos (wiT) — X{§sin (wq7)) ,

quand ¢ — 0. m
Preuve du Théoréme 3.1.2. Cette preuve est complétement analogue a la preuve
du théoréme 3.1.1.. =

3.3 Preuve des deux corollaires

Preuve du Corollaire 3.1.1. Sous les hypotheéses du corollaire 3.1.1, le systéme
non linéaire (3.4) devient

D30%? (02 (X3 + V) - 2 (X3 +3v2))
gl <X07}/E)) - ]_6 (CI)l —CI)Q) )
(I)%(I)QW%XO}/O

4(P) — Dy)

gZ (X07 }/E)) =

V2

Ce systéme admet les quatre solutions suivantes (X, Y;) = <ﬂ:3, O) et (X§,Yy) =
1

6
(0, i%) . Mais les solutions qui different par un signe sont des conditions initiales
1
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3.3. PREUVE DES DEUX COROLLAIRES

différentes d’une méme solution périodique du systéme (3.3). En outre

a (1)2(1)2 4
det 2 ()g(la%) _ 1®P2oWq . £ 0,
(Xo, Yo) (Xo,Y0)=(¥2.0) 8 (P — @)
et
0 9Pp2Pp24
dot | = (f(“%) =ML ),
( 05 0) (XO,Y0)=(07%16) 8 ((I)l — (1)2)

montrer que ces solutions sont simples. Donc, par le théoréme 3.1.1, nous n’avons
que deux solutions périodiques de (3.3).

[ |

Preuve du Corollaire 3.1.2. Sous les hypotheses du corollaire 3.1.2, le systéme
non linéaire (3.8) devient

3wy — 205 7o Wy

8 (Pw? — Dow?)’
(Z5 — Wg) @2

16 (P1w? — Pow?)’

g3 (ZOa WO) =

g4 (Z(]a WO) =

Ce systeme admet les trois solutions réelles suivantes

« * 3&)2 % *7 3Ld2
w5 = (a3 ) @5 = (5 5.

(ng Wg) = (070)

Mais la solution (0,0) est dégénérée, alors que

et

0(Gs,Ga)
8(ZS7WO

_ 3(1)20.]2 7& 0

(wws)(ERE)) R (@ - )’

Par conséquent, d’apres le théoreme 3.1.2, nous avons une solution périodique de
(3.3). m

det

24



Chapitre
1NN

Les solutions périodiques du systeme différen-
tiel linéaire par morceaux continus et discon-
tinus de Michelson

4.1 Introduction

Les systémes différentiels linéaires par morceaux continus et discontinus appa-
raissent de maniére naturelle dans de nombreux domaines des sciences appliquées
et de la science, par exemple, dans la théorie du contréle, dans I’étude des circuits
électriques, et dans les problémes mécaniques, voir les centaines de références qui
apparaissent dans le livre [11] et dans [23]. Ici, nous allons étudier les solutions
périodiques de systémes différentiels linéaires par morceaux continus et discontinus
utilisant de nouveaux résultats sur la méthode de moyennisation développée pour
ces systémes dynamiques non lisses. Les applications de ces nouveaux résultats sur
la méthode de moyennisation pour étudier les solutions périodiques

[’analyse de systémes dynamiques non lisses a nécessité des changements pra-
tiques de variables pour écrire le systéme différentiel initial sous la forme normale
de la méthode de moyennisation. Nous allons faire ces applications a une version de
systemes différentiels linéaires par morceaux continus et discontinus provenant du
systéme différentiel de Michelson. De tels systémes différentiels linéaires par mor-
ceaux ont également été étudiés par d’autres auteurs, voir ([4, 5, 6, 7, 8]). Il faut
mentionner que les idées et outils utilisés pour faire ces applications de la méthode
de moyennisation pour étudier les solutions périodiques de ces deux systémes dyna-
miques non lisses de Michelson peuvent étre appliqués a des systémes dynamiques
non lisses généraux.
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4.1. INTRODUCTION

On considére le systéme différentiel de Michelson suivant

T =1y,

Y=z, (4.1)

Z‘ = C2 i %27
ou (z,y,z) € R® et ¢ > 0 est un parametre. Le point désigne la dérivée par rapport
a une variable indépendante ¢. Ce systéme est di & Michelson [26] pour étudier les
solutions d’ondes progressives de ’équation de Kuramoto-Sivashinsky. Elle se pose
également dans I'analyse du déploiement de la singularité nilpotente de codimension
3, voir [12] et [14].

Ce systéme a été largement étudié d’un point de vue dynamique. Michelson [26]
a prouvé que si ¢ > 0 est suffisamment grand, alors le systéme (4.1) a une unique
solution bornée qui est une orbite hétérocline transversale reliant les deux singula-
rités finies (—\/ﬁc, 0, O) et (\/§c, 0, O). Dans [22], il existe une preuve analytique de
'existence d’une bifurcation a zéro-Hopf pour le systeme (4.1).

Dans ([8, 6]), les auteurs considérent une version linéaire continue par morceaux
du systéme différentiel de Michelson changeant la fonction non linéaire z? dans
(4.1) par la fonction linéaire par morceaux |z|. Pour un tel systéme, ils ont prouvé
que certains aspects dynamiques du systéme de Michelson subsistent comme 1’exis-
tence d'un cycle hétéroclinique. En faisant le changement de variable (z,y, z,¢) —
(2¢X,2¢eY,2eZ,2ed) avec d > 0 et € > 0 suffisamment petit au systéme différentiel
de Michelson (4.1), suivi du changement de la fonction X? — |z|, et en notant a
nouveau X, Y, et Z par x,y, et z, on obtient le systéme

T =y,
Yy =z, (4.2)
= —y+e(2d* —|z|),

que nous appelons le systéme différentiel linéaire par morceaux continu de Michelson.
Notons que ce systéme est réversible, car il est invariant par changement de variables
(l‘, Y, %, t) - (_aja Y, =%, _t)'

De nombreux problemes de physique, d’économie, de biologie et de domaines ap-
pliqués sont modélisés par des systémes différentiels discontinus, mais il n’existe que
peu de techniques analytiques pour étudier leurs solutions périodiques. Dans [21],
les auteurs ont appliqué la méthode de moyennisation a des systémes différentiels
discontinus. Une amélioration de ce résultat pour une classe beaucoup plus grande
de systémes différentiels discontinus est donnée dans [19].

Si dans le systéme différentiel de Michelson continu (4.1), on change la fonction
continue |z| par la discontinue |z| + sign(x), ou

-1 si z <0,
signx = 0 si =0,
1 si z>0,
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CHAPITRE 4. LES SOLUTIONS PERIODIQUES DU SYSTEME
DIFFERENTIEL LINEAIRE PAR MORCEAUX CONTINUS ET
DISCONTINUS DE MICHELSON

on obtient le systéme différentiel linéaire par morceaux discontinu de Michelson

T =y,
Y=z (4.3)
= —y+¢e(2d* — |z| — signx),

Dans ce travail, nous étudions d’abord analytiquement les solutions périodiques des
systémes différentiels linéaires par morceaux continus et discontinus de Michelson.
Ainsi, notre premier résultat principal est le suivant

Théoréme 4.1.1 Pour tout d > 0 et ¢ = ¢(d) > 0 suffisamment petit, le systéme
différentiel linéaire par morceauxr continu de Michelson (4.2) admet une solution
périodique de la forme

x(t) = —wd®>+ O(e),
y(t) = wd*sint + O(e),
2(t) = 7d*cost + O(e).

De plus, cette solution périodique est linéairement stable.

On rappelle qu'une solution périodique est asymptotiquement stable si toutes
les valeurs propres correspondant au point fixe de I'application de Poincaré associée
a cette solution ont une partie réelle négative, alors cette solution périodique est
localement asymptotiquement stable. Si 'une des valeurs propres a une partie réelle
positive, la solution périodique est instable. Si toutes les valeurs propres ont des
parties réelles nulles, alors on dit que la solution périodique est linéairement stable ;
dans ce cas, la stabilité linéaire ne fournit aucune information sur le type de stabilité
que posséde la solution périodique lorsque 'on prend en compte les termes non
linéaires, pour plus de détails, voir le théoreme 11.6 de [29].

Notons que 'orbite périodique obtenue dans notre théoréme 4.1.1 n’est pas ré-
versible, car : (—d?m,d*wsint,d*w cost) ne sont pas invariants par changement de
variables (z,y, z,t) — (—x,y, —z, —t). Par conséquent, cette orbite périodique n’a
aucune relation avec 'orbite périodique étudiée par le systéme différentiel linéaire
par morceaux continu de Michelson (1.2) de [7] qui est réversible. Nous notons éga-
lement que notre systéme différentiel linéaire par morceaux continu de Michelson
(4.2) et le systéme (1.2) de [7] ne coincident pas.

Théoréme 4.1.2 Poure > 0 suffisamment petit, le systéme différentiel linéaire par
morceauz discontinu de Michelson (4.3) satisfait les énoncés suivants.

(a) Si (=1 + 2d2)g < 0, alors le systéme (4.3) admet deux solutions périodiques
(x(t,e),r(t,e),0(t,e)) de la forme

(x(t,e),y(t,e), z(t,e)) = (xq, rosint, ro cost) + O(e),
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4.2. PREUVE DES THEOREMES 4.1.1 ET 4.1.2

ot
B 2v/1 — a2
avy/1 — a? + arcsina’
et a prend la valeur des deux zéros uniques de la fonction
(@) 2a? — 2 + mav/1 — a?d? + arcsin a(wd* + arcsina — av/1 — a?)
a) =
g av/1 — a2d? + arcsin a

dans lintervalle (—1,1).

o xg = —7ro(1+a)

(b) Si (—1+ 2d2)g > 0, alors le systéme (4.3) admet une solution périodique de la

forme (4.4) donnée par l'unique zéro de la fonction g(a) dans l'intervalle (—1,1).

4.2 Preuve des Théorémes 4.1.1 et 4.1.2

4.2.1 Preuve du Théoréme 4.1.1

En faisant le changement en coordonnées cylindriques ©* = x,y = rsinf et
z = rcosf, le systéme différentiel linéaire par morceaux continu de Michelson (4.2)

devient
T =rsinf,
7 =¢e(2d* — |z|) cos¥, (4.4)
h=1—"02d — |z|)sinb,
r

maintenant en prenant 6 comme variable indépendante, le systéme précédent devient

g—z—x’—rsin9—|—€(2d2—|x|)sin29+(’)(€2), (45)
4.5
d_g =1 =¢(2d* — |z|) cos 6 + O (£?).

Le systéme non perturbé est

(4.6)

2 =rsind,
r = 0.

Pour chaque (zo, 79), la solution (z(0, xq, o), r(0, zo,70)), telle que x(0, g, ro), (0, 29, 70)) =
(x0,70) est
(x(0,20,70),7(0, 0,70)) = (0 + 10(1 — cos ), ry),

qui est 27 périodique pour tout (zg, 7o) = (0,0). Lorsque 7 = 0, on a une droite de
points d’équilibre.

Maintenant, notez que la fonction Fy(0, (z,7)) = (rsind,0) est de classe C* et
en particulier C! et que la fonction

Fy(0,(z,7)) = (2d* — |2])(sin® 0, cos 0),
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DISCONTINUS DE MICHELSON

est de classe C°, et les deux sont Lipschitzienne. Par conséquent, le systéme différen-
tiel (4.4) satisfait les hypothéses du théoréme 2.2.1. Ensuite, par le théoreme 2.2.1,
nous devons calculer la fonction moyennée

2w

F(Z’U, 7’0) = /M (9)_1 F1 (9, X (9, (mo, 7’0))) d@,
0
ou
1 1—cosf
M (6) = (0 1 )

est la matrice fondamentale du systéme différentiel variationnel associé au systéme
(4.6) évalué sur la solution périodique (xg + ro(1 — cos ), ro), telle que M(0) est la
matrice identité. Par conséquent, nous avons

.2
(2d® — |@g + 19 (1 — cos B)]) ((1) L _1COS 9) (sm 9) do

F (wo,m0) = cos 6

A

1 —cos¥d
(2d* — |zg + 19 (1 — cos B)]) ( cos 0 )d@

0
2

-]

0
on remarque que g(#) = g(—0) et g(#) sont 2m périodiques. Donc

(6) o

s

79(9)d9:jg(@)d@zQ]g(@)d@.

Pour calculer cette intégrale, il faut étudier les zéros de la fonction G(0) = x¢ +
To+T

ro(1 — cosf). Comme G(A) = 0 si et seulement si § = + arccos( %) et que la

0
fonction arccos(z) prend des valeurs réelles quand = € [—1, 1], on considere les trois

cas suivants.

. To+T
Cas 1. 7y < —2r, ou équivalent ————2

To
[0, 7]
Zo +7’0

Cas 2. g € (—2r¢,0) ou équivalent | ——| < 1. Alors

To

(i) ro+ 20 —rocosf < 0sife (O,arccos(r0 i :pg));
o + Zo

50 7).

To
> 1. Alors, 7o + g — rocos > 0 dans [0, 7).

< —1. Alors, rg + g — rgcos < 0 dans

(13) ro + 29 — 19 cos @ > 0 si 6 € (arccos(

. To+T
Cas 3. 2y > 0 ou équivalent 0 0

To

29



4.2. PREUVE DES THEOREMES 4.1.1 ET 4.1.2

Dans le calcul de Dintégrale [ g(#)df, on distingue les trois cas précédents.
Cas 1. Dans ce cas, la fonction moyennée est

2

F (zo,m0) = 2/ (2d2 —|zo+ 10 (1 — C089)|) (1 N COSQ) df

cos

= 2m(4d* + 3ro + 239, —1y),

dont le zéro unique est (xg,79) = (—2d?,0). Puisque cette condition initiale corres-
pond & un point d’équilibre du systéme non perturbé (4.6), la méthode de moyen-
nisation dans ce cas ne fournit pas de solutions périodiques.

Cas 3. De maniére analogue au cas 1, nous avons

2w

F (wo,m0) = 2/ (2d2 —|zg 4+ 10 (1 — COSQ)D (1 N COSQ) do

cos
0

= 27T(4d2 - 3T0 - 2.%'0, 7’0),

dont le zéro unique est (xg,70) = (2d?,0). La conclusion suit comme dans le cas 1.
Cas 2. Ici

arccos ( rot7o )
0

F (zg,7m9) = 2 / (2d* + |zo + 70 (1 — cos 6)]) <1 s 0) do

cos 0

T

+2 / (2d* — |mo + 19 (1 — cos B)]) (1 s 0) df

cos
arccos < To-‘—%)

(fimm)

fi(zo,m0) = dmd® —

ou

\2/—:1:0 (2r¢ + x0)
To

—2 (3r¢ + 2x¢) arcsin (TO i xg) )
To

(6’]“0 + 21]0)

f2 (x[], To) = 2 (7’0 + 1’0) _ \2/_$0 (fOTO + -T())

ro+ T
+2ry arcsin ( o+ O) .
To

Pour résoudre le systéme fi (xg,79) = fa (x0,70) = 0, en faisant le changement de
To+T

L0«

To

variables xrp — X ot xg = —rg— Xrgavec —1 < X < 1, rappelons que
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Alors, le systéme devient

Qﬂdz_i_((X_Q)F/l_X2+(1—2X)arcsinX)7"o = 0,
- (X\2/1—X2+arcsinX> = 0.

Puisque ry doit étre positif, de la deuxiéme équation, il résulte que X = 0, et
ro = md?. Par conséquent, nous avons la solution (zg, 7o) = (—md?, wd?).

Le jacobien de (fy, f2) en (xg,79) = (—7d? 7d?®) est 4. 1l résulte du théoréme
2.2.1 et pour tout d > 0 et £ = £(d) > 0 suffisamment petit, le systéme (4.5) admet
une solution périodique ¢ (60, ¢) = (z(6,¢),r(0,¢)) = (—d*7 + O(e), d*7 + O(¢)). De
plus, les valeurs propres de la matrice jacobienne de (f1, f2) en (—7wd?, 7d?) sont 42,
donc la solution périodique est linéairement stable.

Maintenant, il faut identifier la solution périodique du systéme (4.2) qui corres-
pond a la solution périodique trouvée. En revenant au systéme (4.4) avec la variable
indépendante ¢, on obtient la solution périodique

(z(t,€),7(t,e),0(t, €)) = (—d*r, d*r, t(mod 27)) + O(¢).
Enfin, en revenant au systéme (4.2), on trouve la solution périodique

(z(t,e),y(t,e), z(t,e)) = (—d*n, d*msint, d*w cost) + O(e).

4.2.2 Preuve du Théoréme 4.1.2

En faisant le changement en coordonnées cylindriques * = x,y = rsinf et
z = rcosf, le systéme différentiel linéaire par morceaux discontinu de Michelson
(4.3) devient
T =rsinb,
7 =€ (2d* — |z| — sign ) cos 0, (4.7)
0=1-— ; (2d* — |z| — sign ) sin 6.

ou d’une maniére équivalente

{ 2 =rsind + (24> — |z| — signx) sin? 0 + O (£2), (4.8)

r’ = ¢ (2d® — |z| — signz) cos O + O (£2),

ou la prime désigne la dérivée par rapport a . Ce systéme différentiel satisfait les
hypothéses du théoreme 2.3.1, nous allons donc I'appliquer pour trouver certaines
de ses solutions périodiques. En utilisant la notation du théoréme 2.3.1, on a que

2
Fy(0,z,1r) = (2d* — || — signz) (SCI(I)IS 90)
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4.2. PREUVE DES THEOREMES 4.1.1 ET 4.1.2

Comme dans le théoréme 4.1.1, le systéme non perturbé est donné par (4.6) et la
matrice fondamentale est

M (0) = ((1) 1—;:089>'

Ensuite, par le théoreme 2.3.1, nous devons calculer

F(xo,10) = /M (9)71 Fy (0,2 (0, (x0,70)),7 (0, (x0,70))) dO

_ /g(9>d9

0

ou

g (0) = (2d2 _ ’ZL’O + 79 (1 — COS 0)| — Sjgn (xO + 7 (1 — oS 9))) <1 ;OZOHS 0) .

Puisque g (6) est 2r—périodique et g () = g (—0), alors

7g(9)d0—2jg(9)d9

0

Comme dans ’étude du systéme différentiel continu, nous séparons le calcul de la
fonction moyenne correspondant au systéme discontinu (4.8) dans les trois mémes
cas qui apparaissent dans la preuve du théoreme 4.1.1.
Cas 1. Dans ce sous-cas, 19 + o9 — rpcosf < 0 dans [0, 7]. Ensuite, la fonction
moyennée est

F(zo,m0) = m (2 + 4d* + 3ro 4 220, 70) -

Cette fonction n’a pas de zéros avec ry > 0, donc la méthode de moyennisation dans
ce cas ne détecte aucune solution périodique.
Cas 2. Maintenant, nous avons

F(xg,ro) =7 (—2 + 4d? — 3ry — 2, 7"0) )

La conclusion suit comme dans le cas 1.

. o+
Cas 3. Ici, ro+x9—rocosf < 0 et 6 € (0, arccos( 0 0

), et 1o+ x9 — 109 COS O > 0,
To
To + Xo

quand 6 € (arccos(— ), ), donc

To

F (0,70) = (f1 (550,7‘0)>’

f2 (z0,70)
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avec
fi(zo,m0) = ¢ W(3r0+aﬁo+2)g(4d2—3r0—2x0—|—2)
0
+ (3rg + 2x0 + 2) arccos <TO :;xo)
fo (zo,m0) = %TO — arccos <TO :‘Oiﬂo) To
+ (o + 70 + 2) \/—w
0

Pour résoudre le systéme fi (zo,79) = f2 (20,70) = 0, en faisant le changement de

variable g — X, ou
xo = —ro — XTo, (4.9)

avec —1 < X < 1. Ensuite, le systéme devient

2nd* + V1 — X2 ((X —2)19 — 2) + (2 — 2Xrg +rp) arcsin X = 0,
V1—X2(2—-2Xry) —rparcsin X = 0.

De la deuxiéme équation, on obtient

B 291T— X2
X¥Y1 = X2+ arcsin X

En substituant ry dans la premiére équation, nous obtenons g(X) = 0, ou g(X) est

(4.10)

To

2X2 247X V1 — X2d?% + arcsin X (7Tal2 +arcsin X — X+v/1 — X2)
X1 — X2+ arcsin X

Par des calculs faciles, on trouve les limites suivantes

lim g(X) = (=142d%) 2,
X3-1 2
lim g(X) = oo,

XS0

lim g (X) = —o0,

X20

lim g(X) = (1+2d°) T
XS1 2

Donc, par continuité de la fonction g(X) dans les intervalles (—o0,0) et (0, +00), il
s’ensuit que ¢g(X) admet un zéro dans l'intervalle (—o0, 0) si (—1 +2d2)g < 0 et que

g(X) possede toujours un zéro dans U'intervalle (0, +00). De plus, puisque la dérivée
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g(X) > 0 dans ces deux intervalles, ces zéros sont les zéros uniques de la fonction

9(X).
Puisque pour chaque zéro de ¢g(X), on a un unique zéro (zg,ro) de systéme
fi(zo,m0) = falzo,70) = 0 (voir (4.10) et (4.9)), et on obtient deux solutions du

systeme f1(xo,70) = fo(zo,70) = 0 si (—1+2d2)g < 0, et une seule si (—1+2d2)g >

0. En calculant le jacobien de la fonction (f1(zo,70), f2(xo,70)) en (4.10) et (4.9), on
obtient

X4 —5X2+6XV1— X2arcsin X + (4X2% —1) (arcsinX)2 +4 -
- X2 =4

si X € (—1,1). Dong,par le théoréme 2.3.1, on obtient deux solutions périodiques

du systeme différentiel (4.8) si (—1 + 2d2)g < 0, et une solution périodique si

(—1+ 2d2)g > (. Ces solutions périodiques sont de la forme

(x(0,¢),r(0,¢)) = (xo + O(e), 10 + O(e)),

ol zg et ro sont donnés par (4.10) et (4.9) lorsque X est un zéro de ¢g(X). En
reprenant le systéme (4.7) avec la variable indépendante ¢, on obtient la solution
périodique

(x(t,e),r(t,e),0(t,€)) = (xo, ro, t(mod 27)) + O(e).

Enfin, en revenant au systéme (4.3), on trouve la solution périodique

(x(t,e),y(t,e), 2(t,e)) = (wg, rosint, o cost) + O(e).

34



Conclusion générale

La méthode de moyennisation est un outil utile et efficace pour étudier le nombre
de solution périodiques isolée pour certains systémes différentiels, et cette méthode
peut étre appliquée pour obtenir la forme, la stabilité et I’expression approximative
des solutions périodiques.

L’application de méthode de moyennisation pour les systémes différentiels conti-
nus et discontinus & deux versions distinctes du systéme différentiel de Michelson :
un systéme différentiel linéaire par morceaux continu de Michelson et un systéme
différentiel linéaire par morceaux discontinu de Michelson a donné des résultats im-
portants sur le nombre de solutions périodiques de ces systémes.

Nos travaux futurs consisteront a appliquer cette méthode a d’autres systémes
différentiels avec des applications physiques spécifiques.
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