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 شكر و عرف ان

 

 

و مؼيننا ،ذ ىو خاملناا  شكرا جزيلا  نحمد الله و وشكره  

.وكات و امظروفولى بامشكر في كل ال  فيو ال    

 نحمد الله غز و جل و هثني ػليو الخير كلو الذي وفلنا

له ان يجؼل ىذا كلوأ  و وس ،تمام ىذا امؼملل    

.و ينتفع بو من بؼدنا ن  ينفؼنا بو أ   امكريم و خامصا موجهو  

س تاذ ام و قلدرر ششكرنا و غرفاهنا مأ  حت ا  هتلدم بكل   

امؼلميفي امبحث  امفاضل الذي كان موجهنا  

،"ذياب زوىير"  

الذي كان له امفضل امكبير في شق امطريق نحو امنجاح   

.و امتوجيهات و ػلى كل امنصائح  

ساقذة في تكويننا ػبر مسيرقنا الدراس يةبامشكر مكل ال  كما هتلدم   

،لى الجامؼةا  بتدائية من ال    

و من بؼيدب أ  من كدم منا يد المساػدة من كريب  كلا لى و  

،حتام و امتلدررفله منا خامص ال    

.ن يجازي الجميع كل الخيرأ  ل الله أ  وس  
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Résumé 
 

Dans ce travail, d'abord, nous fournissons les conditions suffisantes pour 

l'existence de solutions périodiques émergeant de la précession 

cylindrique d'un satellite symétrique sur une orbite circulaire ayant des 

équations de mouvement 
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où   et   sont des paramètres réels tels que   est petit et 3/41  .  

Le paramètre CA /  avec A et C  sont les moments d'inertie du 

satellite symétrique et les fonctions lisses 1F  et 2F  sont périodiques en 

et en résonance qp :  avec certaines des solutions périodiques du 

satellite symétrique en précession cylindrique, avec p  et q  sont des 

entiers positifs et relativement premiers. 

Dans la seconde partie de ce travail, nous étudions les solutions 

périodiques de deux versions distinctes du système différentiel de 

Michelson :  

Un système différentiel linéaire par morceaux continus de Michelson et un 

système différentiel linéaire par morceaux discontinus de Michelson. Les 

outils utilisés ici sont la Méthode de moyennisation pour les systèmes 

différentiels continus et discontinus. 

 

Mots clés : Solution périodique, Satellite symétrique, Système de 

Michelson, Méthode de la moyennisation. 



Abstract 

 
In this work, first we provide sufficient conditions for the existence of 

periodic solutions emerging from the cylindrical precession of a 

symmetrical satellite in a circular orbit having equations of motion 
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where   and   are real parameters such that   is small and 3/41  . 

The parameter CA /  with A and C  are the moments of inertia of 

the symmetrical satellite and the smooth functions 1F  and 2F  are 

periodic in   and in resonance qp :  with some of the periodic solutions 

of the symmetrical satellite in cylindrical precession, with p  and q  

relatively prime positive integers. 

In the second part of this work, we study the periodic solutions of two 

distinct versions of the Michelson differential system: a Michelson 

continuous piecewise linear differential system and a Michelson 

discontinuous piecewise linear differential system. The tools used here are 

the averaging method for continuous and discontinuous differential 

systems. 

 

Keywords: Periodic solution, Symmetrical satellite, Michelson system, 

Averaging theory. 



 ملخص:

الكافية لوجود الحلول الدورية الناشئة عن  نقدم الشروطًي هذا العمل، أولاً، ف

 له معادلاتو الذي  الحركة الأسطوانية لقمر صناعي متماثل في مدار دائري

 الاتية  الحركة
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3/41 و صغير جدا حقيقيان حيث  هما وسيطان و   هنا  . 

CAالوسيط  /  حيثA  وC  هي لحظات القصور الذاتي للقمر الصناعي

 تجاوبب و  هي دوال دورية بالنسبة ل  2Fو 1Fو الدوال الناعمة  المتماثل

qp اوليان  q و p حيث مع بعض الحلول الدورية للقمر الصناعي المتماثل :

 فيما بينهما.

في الجزء الثاني من هذا العمل، نقوم بدراسة الحلول الدورية لنوعين متميزتين 

 تفاضلي نظام و رمستم بالأجزاء خطي تفاضلي  ظامنميشلسون: من نظام 

 .متقطع بالأجزاء خطي

المتوسط للأنظمة التفاضلية المستمرة و  طريقة . الأدوات المستخدمة هنا هي

 المتقطعة.

 

، طريقة ميشلسون ، نظاممتماثلقمر صناعي : حل دوري، الكلمات المفتاحية

 .المتوسط
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Introduction générale

Un des problèmes importants de la théorie qualitative des équations di¤érentielles
est l�étude de leurs cycles limites. La deuxième partie du 16�eme problème bien connu
de Hilbert [28] pose des questions sur le nombre maximal et les positions relatives
possibles des cycles limites dans les systèmes di¤érentiels polynomiaux planaires de
degré n � 2. Ce problème est toujours ouvert, même pour les cas n = 2. Un pro-
blème plus facile que le 16�eme problème de Hilbert est d�étudier le nombre de cycles
limites qui peuvent bifurquer des orbites périodiques d�un centre de système di¤é-
rentiel polynomial. De nombreux auteurs ces dernières années ont étudié ce dernier
problème restreint aux centres des systèmes di¤érentiels polynomiaux quadratiques,
voir par exemple le livre [9] et les centaines de références qui y sont citées. Les outils
pour étudier les cycles limites qui peuvent bifurquer des orbites périodiques d�un
centre sont l�application de retour de Poincaré (voir par exemple [2, 18], les inté-
grales de Poincaré - Melnikov (voir pour exemple [16, 17]), les intégrales abéliennes
(voir [9, 31]), la méthode de moyennisation (voir par exemple [1, 10]), et le facteur
intégrant inverse (voir [15]).
Notre travail est réparti de la manière suivante :
Dans le premier chapitre, nous donnons quelques notions générales et prélimi-
naires des systèmes dynamiques.
Dans le deuxième chapitre, nous présentons quelques méthodes de moyennisa-
tion du premier ordre en trois cas :
1) Pour les systèmes di¤érentiels dont le champ de vecteurs associés sont de
classe C2.

2) Pour les systèmes di¤érentiels continus.
3) Pour les systèmes di¤érentiels discontinus.

Dans le troisième chapitre, on étudie l�existence des solutions périodiques pour
les systèmes d�équations di¤érentielles suivants8>>><>>>:

d2x

d� 2
� 2dy

d�
� (4� 3�)x = "F1

�
� ; x;

dx

dt
; y;

dy

dt

�
;

d2y

d� 2
+ 2

dx

d�
� y = "F2

�
� ; x;

dx

dt
; y;

dy

dt

�
;

où " et � sont des paramètres réels tels que " est petit et � 2
�
1;
4

3

�
et F1 et F2 sont

1



des fonctions lisses périodiques en � . En utilisant la méthode de moyennisation du
premier ordre.
Dans le dernier chapitre. on applique les nouveaux résultats de la méthode de
moyennisation pour les systèmes di¤érentiels continus et discontinus, et on étudie les
solutions périodiques de deux types distincts du système di¤érentiel de Michelson :
un système di¤érentiel linéaire par morceaux continus de Michelson8<:

_x = y;
_y = z;
_z = �y + "(2d2 � jxj);

et un système di¤érentiel linéaire par morceaux discontinus de Michelson8<:
_x = y;
_y = z;
_z = �y + "(2d2 � jxj � signx);
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Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions générales et préliminaires des
systèmes dynamiques qui seront utilisés dans cette mémoire.

1.1 Système di¤érentiel

Dé�nition 1.1.1 Un système di¤érentiel d�ordre 1 est l�équation

_x = f(t; x) (1.1)

où f est une fonction continue sur I�U à valeurs dans Rn; I � R étant un intervalle
ouvert et U étant un ouvert de Rn.Un couple (J; x); où J � I est un intervalle ouvert
x : J ! Rn est de classe C1; est une solution de (1.1) si
(1) Pour tout t 2 J , x(t) 2 U ,
(2) Pour tout t 2 J , _x(t) = f(t; x(t)).

1.2 Système di¤érentiel polynomial du plan

Dé�nition 1.2.1 On appelle système di¤érentiel polynomial du plan un système de
la forme �

_x = P (x; y)
_y = Q(x; y)

(1.2)

où P et Q sont des polynômes à coe¢ cients réels.
Le système (1.2) est de degré d, où d = max (degP; degQ).

3



1.3. SYSTÈME AUTONOME

1.3 Système autonome

Dé�nition 1.3.1 Un système di¤érentiel dans lequel la variable indépendante n�ap-
paraît pas explicitement, c�est-à-dire un système de la forme

_x = f (x) (1.3)

est un système autonome.

1.4 Système dynamique

Dé�nition 1.4.1 Un système dynamique sur Rn est une application 	 : R�Rn !
Rn tel que

(1) 	 (:; x) : Rn ! Rn est continue
(2) 	 (t; :) : R! Rn est continue
(3) 	 (0; x) = x
(4) 	 (t+ s; x) = 	 (t;	(s; x)) 8t; s 2 R;8x 2 Rn

1.5 Champ de vecteurs de classe Ck

Dé�nition 1.5.1 Soit U un ouvert de Rn, un champ de vecteurs X de classe Ck
sur U est la donnée d�une application X : U ! Rn de classe Ck

X : x = (x1; x2; :::; xn) 7! (f1(x); f2(x); :::; fn(x)) :

On lui associe le système di¤érentiel

_xi = fi (x) ; i = 1; :::; n (1.4)

où les fonctions fi (x) ( appelées les composantes du champ de vecteurs X ) sont des
fonctions de classe Ck sur l�ouvert U .

1.6 Point critique

Dé�nition 1.6.1 Soit le système di¤érentiel non linéaire

_x = f(x): (1.5)

On appelle point critique ou point d�équilibre du système di¤érentiel (1.5), tout point
x0 2 Rn tel que

f(x0) = 0:

4



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

1.7 Linéarisation de système

Dé�nition 1.7.1 Considérons le système di¤érentiel (1.5). Le système

_x = Ax; (1.6)

où

A = Df(x0) =

�
@fi
@xj

(x0)

�
1�i;j�n

;

et
f(x0) = 0;

est appelé le linéarisé de (1.5) en x0.

1.8 Point critique hyperbolique

Dé�nition 1.8.1 Un point critique x0 de système di¤érentiel (1.5) est dit hyperbo-
lique lorsque toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne A = Df(x0) sont à
partie réelle non nulle. Dans le cas contraire, il est dit non-hyperbolique.

1.9 Point critique dégénéré

Dé�nition 1.9.1 Un point critique x0 de système di¤érentiel (1.5) est dit dégénéré
si au moins une des n valeurs propres de la matrice Jacobienne A = Df(x0) est
nulle.

1.10 Point critique puits

Dé�nition 1.10.1 Un point critique x0 de système di¤érentiel (1.5) est appelé puits
si toutes les valeurs propres de la matrice A = Df(x0) ont des parties réelles stric-
tements négatives.

1.11 Point critique source

Dé�nition 1.11.1 Un point critique x0 de système di¤érentiel (1.5) est appelé
source si toutes les valeurs propres de la matrice A = Df(x0) ont des parties réelles
strictements positives.

5



1.12. POINT CRITIQUE SELLE

1.12 Point critique selle

Dé�nition 1.12.1 Un point critique x0 de système di¤érentiel (1.5) est appelé s�il
est hyperbolique et si A = Df(x0) a au moins une valeur propre avec une partie
réelle positive et au moins une valeur propre avec une partie réelle négative.

1.13 Flot du système di¤érentiel linéaire

Dé�nition 1.13.1 Soit le système di¤érentiel linéaire

_x = Ax (1.7)

et le problème à valeurs initiales

_x = Ax; x(0) = x0 avec x 2 Rn; (1.8)

où A est une matrice constant (n� n), la solution au problème (1.8) est x(t) = eAtx0,
l�ensemble des applications eAt : Rn ! Rn est appelé le �ot du système linéaire (1.7).

Dé�nition 1.13.2 Si toutes les valeurs propres de la matrice A des parties réelles
non nulles alors le �ot du système (1.7) est dit hyperbolique et le système (1.7) est
dit hyperbolique.

1.14 Sous-espace invariant par rapport au �ot

Dé�nition 1.14.1 Un sous-espace E 2 Rn est invariant par rapport au �ot eAt si
eAtE � E pour tout t 2 R.

1.15 Flot du système di¤érentiel non linéaire

Dé�nition 1.15.1 Soit le système di¤érentiel non linéaire

_x = f(x); (1.9)

et le problème à valeurs initiales

_x = f(x); x(0) = x0 avec x 2 Rn; (1.10)

Soit I(x0) = (�; �), l�intervalle maximale d�existence de la solution de (1.10), soit
E un sous ensemble ouvert de Rn et f 2 C1 (E). Pour x0 2 E et � (t; x0) la solution
du problème à valeurs initiales (1.10), l�ensemble des applications �t dé�nis par

�t (x0) = � (t; x0) ;

est appelé le �ot du système di¤érentiel (1.9).
�t est également appelé le �ot du champ de vecteurs f(x).

6



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

1.16 Ensemble invariant par rapport au �ot

Dé�nition 1.16.1 Soit E un ouvert de Rn et f 2 C1(E); soit �t : E ! E le �ot du
système (1.9) dé�ni pour tout t 2 R. Alors un ensemble S � E est appelé invariant
par rapport au �ot �t si �t(S) � S pour tout t 2 R et S est appelé positivement
(ou négativement) invariant par rapport au �ot �t si �t(S) � S pour tout t � 0 (ou
t � 0 ).

1.17 Dérivé orbital

Dé�nition 1.17.1 Considérons la fonction di¤érentiable F : Rn ! R et la fonction
vectorielle x : R ! Rn. La dérivée Lt de la fonction F le long de la fonction
vectorielle x, paramétrée par t, est

LtF =
@F

@x
_x =

@F

@x1
_x1 +

@F

@x2
_x2 + :::+

@F

@xn
_xn

où x1; x2; x3:::; xn sont les composants de x. Lt est appelé le dérivé orbital.

1.18 Plan et portrait de phase

Dé�nition 1.18.1 Soit le système planaire�
_x = P (x; y) ;
_y = Q (x; y) ;

(1.11)

un portrait de phase est l�ensembles des trajectoires dans l�espace de phase. En par-
ticulier, pour les systèmes autonomes d�équations di¤érentielles ordinaires de deux
variables. Les solutions (x (t) ; y (t)) du système (1.11) représentent dans le plan
(xoy) des courbes appelées orbites. Les points critiques de ce système sont des solu-
tions constantes et la �gure complète des orbites de ce système ainsi que ces points
critiques représentent le portrait de phase et le plan (xoy) est le plan de phase.

1.19 Courbes invariantes

Dé�nition 1.19.1 On appelle courbe invariante du système�
_x = F (x; y);
_y = G(x; y);

toute courbe d�équation U(x; y) = 0 du plan de phases qui véri�e

F
@U

@x
+G

@U

@y
= KU;

7



1.20. CYCLE LIMITE

la fonction K(x; y) est appelée cofacteur associé à la courbe invariante U .

Dé�nition 1.19.2 Une courbe invariante U(x; y) = 0 est dite algébrique de degré
n si U(x; y) est un polynôme de degré n ; si non on dit qu�elle est non algébrique ou
transcendante.

1.20 Cycle limite

Dé�nition 1.20.1 On appelle cycle limite toute trajectoire périodique qui est isolée
dans l�ensemble des trajectoires périodiques.
Poincaré introduit cette notion dans son second mémoire de 1882, à partir de ses
travaux sur le problème des trois corps notamment.

Remarque 1.1 Les cycles limites apparaissent seulement dans les systèmes di¤é-
rentiels non linéaires.

1.21 Cycle limite hyperbolique

Dé�nition 1.21.1 Supposons que le système (1.11) a une orbite périodique 
 (t) de
période T . Soit

� =

TZ
0

�
@P

@x
+
@Q

@y

�
(
 (t)) dt:

Si � > 0 (resp. � < 0) alors l�orbite périodique 
 (t) est un cycle limite instable
(respectement. stable). Une orbite périodique 
 (t) ayant � 6= 0 est un cycle limite
hyperbolique.

1.22 Cycle limite algébrique

Dé�nition 1.22.1 Un cycle limite �(t) = f(x; y) 2 R2; U(x; y) = 0g, est dit algé-
brique si U(x; y) est un polynôme, autrement le cycle limite est dit non-algébrique
ou transcendant.

1.23 Centre

Dé�nition 1.23.1 On dit que p 2 R2 est un centre pour le système di¤érentiel
(1.2) s�il existe un voisinage U de p dans lequel toutes les orbites de Un fpg sont
périodiques.

8



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

1.24 L�intégrabilité des systèmes di¤érentiels

Dé�nition 1.24.1 On considère le système di¤érentiel autonome

_x = f(x);

où f : U ! Rn est une fonction de classe C2, x 2 U est un sous-ensemble ouvert
de Rn. Soit � (t; x0) sa solution telle que � (0; x0) = x0 2 U . On dit que la solution
� (t; x0) est T -périodique avec T > 0 si et seulement si � (T; x0) = x0 et � (t; x0) 6= x0
pour t 2 (0; T ). Soit F : U ! R une fonction non constante de classe C1 telle que

rF (x) � f(x) = 0;

où

rF (x) =
�
@F

@x1
; : : : ;

@F

@xn

�
.

Alors F est appelée l�intégrale première du système di¤érentiel _x = f(x); car F est
constante sur les solutions de ce système.

1.25 Solution périodique

Dé�nition 1.25.1 On appelle solution périodique du système (1.3) toute solution
�(t) = x(t) qui n�est pas un point �xe et pour laquelle il existe un réel T > 0 tel que
8t 2 [0; T ], �(t+ T ) = �(t):
Le plus petit nombre T qui convient s�appelle alors période de cette solution.

On peut dé�nir les notions de stabilité, stabilité asymptotique et instabilité de la
solution périodique en généralisant la dé�nition relative à un point d�équilibre.
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Méthode de moyennisation

2.1 Autre méthode de moyennisation du premier
ordre

On considère le problème de bifurcation des solutions T -périodiques du système
di¤érentiel de la forme

_x(t) = G0(t;x) + "G1(t;x) + "2G2(t;x; "); (2.1)

avec " = 0 à " 6= 0 su¢ samment petit. Ici les fonctions G0; G1 : R � 
 ! Rn et
G2 : R � 
 � (�"0; "0) ! Rn sont des fonctions de classe C2, T �périodiques en
la première variable t, et 
 est un ouvert de Rn. L�hypothèse principale est que le
système non perturbé

_x(t) = G0(t;x); (2.2)

possède une sous-variété de solutions périodiques. Une solution de ce problème est
donnée en utilisant la méthode de moyennisation.
Soit x(t; z; ") la solution du système (2.2) tel que x(0; z, ") = z. La linéarisation

du système non-perturbé le long de la solution T�périodique x(t; z; 0) est écrite
comme

_y = DxG0(t;x(t; z; 0))y: (2.3)

On note par Mz(t) la matrice fondamentale du système di¤érentiel linéaire (2.3),
et par � : Rk � Rn�k ! Rk la projection de Rn sur ses k premières coordonnées ;
c�est-à-dire � (x1; : : : ; xn) = (x1; : : : ; xk).
On suppose qu�il existe une sous-variété Z � 
 de dimension k, avec des solutions

T�périodiques de (2.2). Ensuite, une réponse au problème de la bifurcation des
solutions T -périodiques à partir des solutions périodiques contenues dans Z pour le
système (2.1) est donnée dans le résultat suivant.
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CHAPITRE 2. MÉTHODE DE MOYENNISATION

Théorème 2.1.1 Soit V un sous-ensemble ouvert et borné de Rk, et soit � : Cl(V )!
Rn�k une fonction de classe C2 . Supposons que :
(i) Z = fz� = (�; �(�)); � 2 Cl(V )g � 
 et pour chaque z� 2 Z la solution x (t; z�)
de (2.2) est T -périodique ;
(ii) pour chaque z� 2 Z il existe une matrice fondamentale Mz�(t) de (2.3) telle que
la matrice M�1

z� (0)�M�1
z� (T ) a dans le bloc supérieur droit matrice k� (n�k) nulle

et dans le bloc inférieur droit la matrice ��(n� k)� (n� k) avec det (��) 6= 0. On
considère la fonction G : Cl(V )! Rk

G(�) = �

0@ 1
T

TZ
0

M�1
z� (t)G1 (t;x (t; z�)) dt

1A . (2.4)

S�il existe a 2 V avec G(a) = 0 et det((dG=d�)(a)) 6= 0, alors il existe une solution
T�périodique '(t; ") du système (2.1) ) telle que '(0; ")! z� quand "! 0.

Preuve. Voir [24] et [27] ; pour une preuve plus courte, voir [3].

2.2 Autre méthode de moyennisation du premier
ordre pour les systèmes di¤érentiels continus

D�après le théorème B de [20], on obtient le résultat suivant adapté au système
suivant (2.5), voir aussi les théorèmes 11:5 et 11:6 de [29].

Théorème 2.2.1 On considère le système suivant

_x(t) = F0(t; x) + "F1(t; x) + "2R(t; x; "); (2.5)

où D � Rn est un sous-ensemble ouvert, " est un paramètre su¢ samment petit,
les fonctions Fi : R � D ! Rn pour i = 0; 1 et R : R � D � (�"0; "0) ! Rn
sont T -périodiques en la variable t, et pour chaque t 2 R, les fonctions F0(t; :) 2 C1;
F1(t; :) 2 C0; DxF0, et R 2 C0 sont localement lipschitziennes par rapport à la seconde
variable. On note par x(t; z; ") la solution du système (2.5), tel que x(0; z; ") = z.
Supposons qu�il existe un sous-ensemble ouvert et borné V de D avec V � D, tel
que pour tout z 2 V , la solution x(t; z; 0) est T�périodique. On désigne par Mz(t)
la matrice fondamentale de l�équation variationnelle

_x (t) = DxF0 (t; x (t; z; 0)) ;

associée à la solution périodique x(t; z; 0), tel que Mz(0) est la matrice identité. On
considère la fonction F : V ! Rn dé�ni par

F (z) =
tZ
0

M�1
z (t)F1 (t; x (t; z)) dt;

11



2.3. AUTRE MÉTHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE
POUR LES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS DISCONTINUS

s�il existe a telle que F(a) et det(DzF(a)) 6= 0, alors pour " > 0 su¢ samment petit,
le système (2.5) admet une solution T�périodique x(t; a"; "), telle que a" ! a quand
"! 0. De plus, le type de stabilité de la solution périodique x(t; a"; ") est donné par
les valeurs propres de la matrice DzF(a).

2.3 Autre méthode de moyennisation du premier
ordre pour les systèmes di¤érentiels disconti-
nus

Soit D � Rn un sous-ensemble ouvert et h : R �D ! R une fonction de classe
C1 ayant 0 comme valeur régulière. Considérons F 1; F 2 : R � D ! Rn fonctions
continues et � = h�1(0). Nous dé�nissons le système de Filippov comme

_x(t) = F (t; x) =

�
F 1 (t; x) si (t; x) 2 �+
F 2 (t; x) si (t; x) 2 �� (2.6)

où �+ = f(t; x) 2 R�D : h(t; x) > 0g et �� = f(t; x) 2 R�D : h(t; x) < 0g.
La variété � est divisée dans la fermeture de deux régions disjointes, à savoir la

région de croisement (�c) et la région de glissement (�s)

�c =
�
p 2 � :



rh (p) ;

�
1; F 1 (p)

��
:


rh (p) ;

�
1; F 2 (p)

��
> 0
	
;

�s =
�
p 2 � :



rh (p) ;

�
1; F 1 (p)

��
:


rh (p) ;

�
1; F 2 (p)

��
< 0
	
:

On considère le système di¤érentiel associé au système (2.6)

_x(t) = F (t; x) = �+ (t; x)F
1 (t; x) + �� (t; x)F

2 (t; x) ; (2.7)

où �+; �� sont les fonctions caractéristiques dé�nies comme

�+ (t; x) =

�
1 si h (t; x) > 0;
0 si h (t; x) < 0;

et

�� (t; x) =

�
0 si h (t; x) > 0;
1 si h (t; x) < 0:

Les systèmes (2.6) et (2.7) ne coïncident pas dans �, mais en appliquant la conven-
tion de Filippov pour les solutions des systèmes (2.6) et (2.7) (voir [13]) passant par
un point (t; x) 2 �, on a que ces solutions ne dépendent pas de la valeur de F (t; x),
donc les solutions sont les mêmes.
Soit P l�espace formé par les solutions périodiques de (2.7). Si dim P= dimD =

d, alors le résultat suivant découle directement du théorème B de [19].
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CHAPITRE 2. MÉTHODE DE MOYENNISATION

Théorème 2.3.1 On considère le système di¤érentiel

_x(t) = F0(t; x) + "F1(t; x) + "2R(t; x; "); (2.8)

où

Fi(t; x) = �+F
1
i (t; x) + ��F

2
i (t; x) ;

R(t; x) = �+R
1 (t; x) + ��R

2 (t; x) ;

avec F 1i 2 C1, pour i = 0; 1, et R1; R2 sont des fonctions continues, T�périodiques
en la variable t 2 R et sont localement lipschitziennes par rapport à la seconde
variable.
Pour z 2 D et " > 0 su¢ samment petit, notons x(t; z; ") la solution du système
(2.8), tel que x(0; z; ") = z. On dé�nit la fonction moyenne

F (z) =
tZ
0

M (s; z)�1 F1 (s; x (s; z; 0)) ds;

où x(s; z; 0) est une solution périodique de (2.8) avec " = 0, telle que x(0; z; 0) = z, et
M(s; z) est la matrice fondamentale du système variationnel y = DxF0(t; x(t; z; 0))y
associé au système non perturbé évalué sur la solution périodique x(s; z; 0), tel que
M(0; z) = Id. De plus, nous supposons les hypothèses suivantes.
(H�) Il existe un sous-ensemble ouvert borné C � D, tel que, pour " su¢ samment
petit, chaque orbite commençant de C atteint l�ensemble de discontinuité seulement
à sa région de croisement.
(H+) Pour a 2 C avec F(a) = 0, il existe un voisinage U � C de a, tel que
F(a) 6= 0, pour tout z 2 Unfag et det(DzF(a)) = 0.
Alors, pour " > 0 su¢ samment petit, il existe une solution T�périodique x(t; a"; ")
de (2.8), telle que a" ! a quand "! 0. De plus, la stabilité de la solution périodique
x(t; ") st donnée par les valeurs propres de la matrice DzF(a).
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Les solutions périodiques émergeant de la pré-
cession cylindrique d�un satellite axisymétrique
en orbite circulaire

3.1 Introduction et résultats principaux

Pour un satellite rigide à symétrie dynamique soumis aux couples gravitationnels
d�un champ de force newtonien central et à d�autres petits couples perturbés, nous
établissons des conditions su¢ santes pour l�existence de mouvements périodiques
autour du centre de masse du satellite qui sont asymptotique au mouvement de
translation dans une coordonnée absolue système pour lequel l�axe de symétrie du
satellite est perpendiculaire au plan de son orbite circulaire. Ce type de mouvement,
appelé équilibre cylindrique, est bien connu dans la littérature sur ces sujets (voir
[25], et [30] pour plus de détails). Ces mouvements ont une application importante
aux problèmes d�orientation du satellite en ce qu�un satellite peut atteindre un ré-
gime nominal spéci�é le long de trajectoires périodiques uniquement par l�in�uence
des couples gravitationnels et d�autres petits couples perturbés induits par un méca-
nisme de contrôle. L�équilibre cylindrique est ici un cas particulier de l�un des trois
types de précession régulière d�un satellite symétrique en orbite circulaire.
Dans ce mouvement, la projection de la vitesse angulaire absolue du satellite sur

son axe de symétrie est nulle.
Dans ce qui suit, désignons par OXY Z le système de coordonnées orbitales :

l�axe OX est dirigé le long de l�orbite, l�axe OY le long de la binormale et l�axe OZ
le long du rayon vecteur du centre de masse du satellite O.
De plus soit Oxyz un système de coordonnées attaché au satellite, avec l�axe Oz

pointant le long de l�axe de symétrie du satellite. L�orientation de ce repère Oxyz par
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CHAPITRE 3. LES SOLUTIONS PÉRIODIQUES ÉMERGEANT DE LA
PRÉCESSION CYLINDRIQUE D�UN SATELLITE AXISYMÉTRIQUE EN
ORBITE CIRCULAIRE

rapport au repère orbital sera précisée par les angles d�Euler  ; �; �. La projection
de la vitesse angulaire absolue du satellite sur l�axe de symétrie est une intégrale
du mouvement. Supposons que sa valeur soit zéro ; alors en termes de variables
q1 = ���=2 et q2 =  �� nous pouvons écrire les équations di¤érentielles décrivant
le mouvement de l�axe de symétrie des satellites dans le système de coordonnées
orbitales comme une paire d�équations di¤érentielles du second ordre donnée par

d2q1
d� 2

� 2 cos2 q1 cos q2
dq2
d�

+ sin q1 cos q1

�
dq2
d�

�2
� sin q1 cos q1 cos2 q2

+3(�� 1) sin q1 cos q1 = 0;

cos q1
d2q2
d� 2

+ 2 cos q1 cos q2
dq1
d�

� 2 sin q1
dq2
d�

� cos q1 sin q2 cos q2 = 0:

(3.1)

Dans les équations précédentes, la variable � est le temps, l�inertie du paramètre
satellite � = C=A est dé�nie comme le rapport de ses moments d�inertie polaire
et équatorial. A partir des propriétés physiques, le paramètre � véri�e l�inégalité
suivante : 0 � a � 2. La solution q1 = q2 = 0 de (3.1) correspond à un mouvement
de translation du satellite (dans le repère absolu) dans lequel son axe de symétrie
est perpendiculaire au plan de l�orbite.
En utilisant le changement de variable (x; y) = (q1; q2), et la linéarisation des

équations de mouvement (3.1) en (x; y) = (0; 0), nous obtenous8>>><>>>:
d2x

d� 2
� 2dy

d�
� (4� 3�)x = 0;

d2y

d� 2
+ 2

dx

d�
� y = 0;

(3.2)

Dans ce travail, nous fournissons des conditions su¢ santes en utilisant la méthode de
moyennisation pour l�existence de solutions périodiques émergeant de la précession
cylindrique d�un satellite symétrique sur une orbite circulaire ayant des équations
de mouvement 8>>><>>>:

d2x

d� 2
� 2dy

d�
� (4� 3�)x = "F1

�
� ; x;

dx

dt
; y;

dy

dt

�
;

d2y

d� 2
+ 2

dx

d�
� y = "F2

�
� ; x;

dx

dt
; y;

dy

dt

�
;

(3.3)

où " est un petit paramètre et les fonctions lisses F1 et F2 sont périodiques en � et
en résonance p : q avec certaines des solutions périodiques du satellite symétrique
en précession cylindrique avec p et q sont des entiers positifs relativement premiers.
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3.1. INTRODUCTION ET RÉSULTATS PRINCIPAUX

Le système non perturbé (3.2) a un point singulier unique à l�origine avec des
valeurs propres

�!1i;�!2i;

et �!ki(k = 1; 2) les racines de !4 + (3� � 1)!2 + (4 � 3�) = 0 si le paramètre
� véri�e l�inégalité suivante 1 < � < 4=3. Dans ce travail, nous supposerons des
fréquences non résonnantes. D�autres possibilités pour les fréquences dans le domaine
complet du paramètre � sont un travail en cours. Ce système dans l�espace de
phase (x; (dx=d�); y; (dy=d�)) a deux plans constitués de solutions périodiques. Ces
solutions périodiques ont des périodes

T1 =
2�

!1
ou T2 =

2�

!2
;

en conséquence, ils appartiennent au plan associé aux vecteurs propres de valeurs
propres respectivement �!1i ou �!2i, Nous étudierons lesquelles de ces solutions
périodiques persistent pour le système perturbé �!1i;�!2i et �!ki (k = 1; 2) les
racines de !4+(3��1)!2+(4�3�) = 0 si le paramètre � véri�e l�inégalité suivante
1 < � < 4=3. Dans ce travail, nous supposerons des fréquences non résonnantes.
D�autres possibilités pour les fréquences dans le domaine complet du paramètre �
sont un travail en cours. Ce système dans l�espace de phase (x; (dx=d�); y; (dy=d�))
a deux plans constitués de solutions périodiques (variétés centrales). Ces solutions

périodiques ont des périodes T1 =
2�

!1
ou T2 =

2�

!2
selon qu�elles appartiennent au

plan associé aux vecteurs propres de valeurs propres �!1i ou �!2i, respectivement.
Nous étudierons lesquelles de ces solutions périodiques persistent pour le système
perturbé (3.3) lorsque le paramètre " est su¢ samment petit et les fonctions pertur-
bées Fi pour i = 1; 2 ont une période pT1=q, ou pT2=q avec p et q sont des entiers
positifs relativement premiers.
On dé�nit �1 et �2 par

�1 = 4(3�� 7 +
p
3(5 + 3�)(�� 1))�1;

�2 = 4(3�� 7�
p
3(5 + 3�)(�� 1))�1;

et les fonctions

G1 (X0; Y0) =
R pT1
0

(cos (!1�)F
�
1 (�)� sin (!1�)F �2 (�)) d� ;

G2 (X0; Y0) =
R pT1
0

(sin (!1�)F
�
1 (�) + cos (!1�)F

�
2 (�)) d� ;

(3.4)

avec

F �1 (�) =
�2

�2 � �1
F2 (� ;A1(�);B1(�); C1(�);D1(�)) ;

F �2 (�) = �
!1

�2!22 � �1!21
F1 (� ;A1(�);B1(�); C1(�);D1(�)) ;

(3.5)
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et

A1(�) = �1 (X0 cos (!1�) + Y0 sin (!1�)) ;

B1(�) = !1�1 (Y0 cos (!1�)�X0 sin (!1�)) ;

C1(�) = �
�
!�11

�
(Y0 cos (!1�)�X0 sin (!1�)) ;

D1(�) = X0 cos (!1�) + Y0 sin (!1�) ;

une solution (X�
0 ; Y

�
0 ) du système non linéaire�

G1 (X0; Y0) = 0;
G2 (X0; Y0) = 0;

(3.6)

tel que

det

 
@ (G1;G2)
@ (X0; Y0)

����
(X0;Y0)=(X�

0 ;Y
�
0 )

!
6= 0;

est appelé solution simple du système (3.6). Notre résultat principal sur les solu-
tions périodiques de (3.3) qui bifurquent des solutions périodiques du système non
perturbé (3.2) avec la période T1 parcourue p fois est le suivant.

Théorème 3.1.1 Supposons que les fonctions Fk des équations du mouvement (3.3)
sont périodiques en � et de période pT1=q avec p et q des entiers positifs relative-
ment premiers. Alors pour " 6= 0 su¢ samment petit et pour toute solution simple
(X�

0 ; Y
�
0 ) 6= (0; 0) du système non linéaire (3.6), le système perturbé (3.3) admet une

solution périodique (x(� ; "); y(� ; ")) tendant quand "! 0 vers la solution périodique

(x(�); y(�)) = (A1(�); C1(�)) ; (3.7)

du système non perturbé (3.2) a parcouru p fois.

Corollaire 3.1.1 Si F1

�
� ; x;

dx

d�
; y;

dy

d�

�
= 0 et F2

�
� ; x;

dx

d�
; y;

dy

d�

�
=

cos (!1t) (1� x2)

�
dx

d�

�2
, alors le système perturbé (3.3) pour " 6= 0 su¢ samment

petit admet deux solutions périodiques (x(� ; "); y(� ; ")) tendant quand "! 0 vers les
deux solutions périodiques (x(�); y(�)) de (3.2) données par (3.7) avec (X�

0 ; Y
�
0 ) = p

2

�1
; 0

!
et (X�

0 ; Y
�
0 ) =

 
0;

p
6

�1

!
, respectivement.

On dé�nit maintenant les fonctions

G3 (Z0;W0) =
R pT2
0

(cos (!2�)F
�
3 (�)� sin (!2�)F �4 (�)) d� ;

G4 (Z0;W0) =
R pT2
0

(sin (!2�)F
�
3 (�) + cos (!2�)F

�
4 (�)) d� ;

(3.8)
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3.1. INTRODUCTION ET RÉSULTATS PRINCIPAUX

avec

F �3 (�) = � �1
�2 � �1

F2 (� ;A2(�);B2(�); C2(�);D2(�)) ;

F �4 (�) =
!2

�2!22 � �1!21
F1 (� ;A2(�);B2(�); C2(�);D2(�)) ;

et

A2(�) = �2 (Z0 cos (!2�) +W0 sin (!2�)) ;

B2(�) = !2�2 (W0 cos (!2�)� Z0 sin (!2�)) ;

C2(�) = �
�
!�12

�
(W0 cos (!2�)� Z0 sin (!2�)) ;

D2(�) = Z0 cos (!2�) +W0 sin (!2�) ;

considérons le système non linéaire�
G3 (Z0;W0) = 0;
G4 (Z0;W0) = 0:

(3.9)

Notre résultat principal sur les solutions périodiques des équations di¤érentielles
(3.3) qui bifurquent des solutions périodiques du système non perturbé (3.2) de
période T2 parcourue p fois est le suivant.

Théorème 3.1.2 Supposons que les fonctions Fk des équations du mouvement (3.3)
sont périodiques en � et de période pT2=q avec p et q des entiers positifs relativement
premiers. Alors pour " 6= 0 su¢ samment petit et pour toute solution simple du
système simple (Z�0 ;W

�
0 ) 6= (0; 0) du système non linéaire (3.9), le système perturbé

(3.3) admet une solution périodique (x(� ; "); y(� ; ")) tendant quand " ! 0 vers la
solution périodique

((x(�); y(�)) = (A2(�); C2(�)) ; (3.10)

du système non perturbé (3.2) a parcouru p fois:

Corollaire 3.1.2 Si F1

�
� ; x;

dx

d�
; y;

dy

d�

�
= sin3 (!2�) (1�xy) et F2

�
� ; x;

dx

d�
; y;

dy

d�

�
=

cos (!2�)

�
dx

d�

�
, alors le système perturbé (3.3) pour " 6= 0 su¢ samment petit ad-

met une solution périodique (x(� ; "); y(� ; ")) tendant quand " ! 0 vers la solution
périodique (x(�); y(�)) du système non perturbé (3.2) donné par (3.10) avec

(Z�0 ;W
�
0 ) =

�r
3!2
2�2

;

r
3!2
2�2

�
;
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CHAPITRE 3. LES SOLUTIONS PÉRIODIQUES ÉMERGEANT DE LA
PRÉCESSION CYLINDRIQUE D�UN SATELLITE AXISYMÉTRIQUE EN
ORBITE CIRCULAIRE

3.2 Preuve des théorèmes 3:1:1 et 3:1:2

En introduisant les variables (X1; Y1; Z1;W1) =

�
x;
dx

d�
; y;

dy

d�

�
nous écrivons le

système di¤érentiel (3.3) comme un système di¤érentiel de premier ordre dé�ni dans
R4. Ainsi, nous avons

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

dX1

d�
= Y1;

dY1
d�

= 2W1 + (4� 3�)X1 + "F1 (� ;X1; Y1; Z1;W1) ;

dZ1
d�

= W1;

dW1

d�
= �2Y1 + Z1 + "F2 (� ;X1; Y1; Z1;W1) ;

(3.11)

le système (3.11) avec " = 0 est équivalent à (3.2), appelé simplement dans ce qui
suit le système non perturbé, sinon, on a le système perturbé.

Nous écrirons le système (3.11) de manière à ce que la partie linéaire à l�origine
soit dans sa forme normale réelle de Jordan. Ensuite, en faisant le changement de
variables (� ;X1; Y1; Z1;W1)$ (� ;X; Y; Z;W ) donné par

0BB@
X1

Y1
Z1
W1

1CCA =

0BB@
�1 0 �2 0
0 !1�1 0 !2�2
0 �1=!1 0 �1=!2
1 0 1 0

1CCA
0BB@

X
Y
Z
W

1CCA (3.12)

0BBBBB@
X

Y

Z

W

1CCCCCA =

0BBBBBBBBB@

� 1

�2 � �1
0 0

�2
�2 � �1

0 � !1
�2!22 � �1!21

� �2!1!
2
2

�2!22 � �1!21
0

1

�2 � �1
0 0 � �1

�2 � �1
0

!2
�2!22 � �1!21

�1!
2
1!2

�2!22 � �1!21
0

1CCCCCCCCCA

0BBBBB@
X1

Y1

Z1

W1

1CCCCCA
(3.13)
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3.2. PREUVE DES THÉORÈMES 3:1:1 ET 3:1:2

le système di¤érentiel (3.11) devient8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

dX

d�
= !1Y + "F �1 ;

dY

d�
= �!1X + "F �2 ;

dZ

d�
= !2W + "F �3 ;

dW

d�
= �!2Z + "F �4 ;

(3.14)

où

F �1 (� ;X; Y; Z;W ) =
�2

�2 � �1
F2(� ;A;B; C;D);

F �2 (� ;X; Y; Z;W ) = � !1
�2!22 � �1!21

F1(� ;A;B; C;D);

F �3 (� ;X; Y; Z;W ) = � �1
�2 � �1

F2(� ;A;B; C;D);

F �4 (� ;X; Y; Z;W ) =
!2

�2!22 � �1!21
F1(� ;A;B; C;D);

avec

A = �1X + �2Z; B = !1�1Y + !2�2W;

C = �
�
Y

!1
+
W

!2

�
; D = X + Z;

la partie linéaire du système di¤érentiel (3.14) à l�origine, est en la forme normale
réelle de Jordan. Dans le lemme suivant, nous caractérisons les orbites périodiques
du système non perturbé.

Lemme 3.2.1 Les solutions périodiques du système di¤érentiel (3.14) avec " = 0
sont

X(�) = X0 cos (!1�) + Y0 sin (!1�) ;

Y (�) = Y0 cos (!1�)�X0 sin (!1�) ;

Z(�) = 0; (3.15)

W (�) = 0;

de période T1, et

X(�) = 0;

Y (�) = 0;

Z(�) = Z0 cos (!2�) +W0 sin (!2�) ; (3.16)

W (�) = W0 cos (!2�)� Z0 sin (!2�) ;

de période T2.
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CHAPITRE 3. LES SOLUTIONS PÉRIODIQUES ÉMERGEANT DE LA
PRÉCESSION CYLINDRIQUE D�UN SATELLITE AXISYMÉTRIQUE EN
ORBITE CIRCULAIRE

Preuve. Puisque le système (3.14) avec " = 0 est un système di¤érentiel linéaire,
la preuve s�ensuit facilement.
Preuve du Théorème 3.1.1. Supposons que les fonctions F1 et F2 de (3.3) sont
périodiques en � et de période pT1=q avec p et q des entiers positifs relativement
premiers. On peut alors penser que le système (3.3) est périodique en � de période
pT1. En pensant ainsi le système di¤érentiel et les solutions périodiques (3.15) ont
la même période pT1.
Nous appliquerons le théorème 2.1.1 de Chapitre 2 au système di¤érentiel (3.14).
Notons que le système (3.14) peut s�écrire sous la forme d�un système (2.1) prenant

x =

0BB@
X
Y
Z
W

1CCA ; t = � ; G0(t;x) =

0BB@
!1Y
�!1X
!2W
�!2Z

1CCA ;

G1(t;x) =

0BB@
F �1
F �2
F �3
F �4

1CCA et G2(t; x; ") =

0BB@
0
0
0
0

1CCA ;

nous étudierons quelles solutions périodiques (3.15) du système non perturbé (3.14)
avec " = 0 peuvent se poursuivre en solutions périodiques du système perturbé
(3.14) pour " 6= 0 su¢ samment petit.
Nous allons décrire les di¤érents éléments qui apparaissent dans l�énoncé du théo-
rème 6 dans le cas particulier du système di¤érentiel (3.14).
Ainsi, on a que 
 = R4; k = 2 et n = 4. Soit r1 > 0 arbitrairement petit et soit
r2 > 0 be arbitrairement grand. On prend le sous-ensemble ouvert et borné V du
plan Z = W = 0 comme

V =

�
(X0; Y0; 0; 0) 2 R4 : r1 <

q
X2
0 + Y 2

0 < r2

�
:

Comme d�habitude Cl(V ) désigne la fermeture de V . Si � = (X0; Y0), alors on peut
identi�er V avec l�ensemble �

� 2 R2 : r1 < k�k < r2
	
;

ici k � k désigne la norme euclidienne de R2. La fonction � : Cl(V )! R2 est �(�) =
(0; 0). Ainsi, dans notre cas, l�ensemble

Z = fz� = (�; �(�)); � 2 Cl(V )g ;

=

�
(X0; Y0; 0; 0) 2 R4 : r1 �

q
X2
0 + Y 2

0 � r2

�
:

Clairement pour chaque z� 2 Z on peut considérer la solution périodique x (� ; z�) =
(X(�); Y (�); 0; 0) donnée par (3.15) de période pT1.
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3.2. PREUVE DES THÉORÈMES 3:1:1 ET 3:1:2

Calcul de la matrice fondamentale Mz�(�) du système di¤érentiel linéaire (3.14)
avec " = 0 associé à la solution T -périodique z� = (X0; Y0; 0; 0) telle que Mz�(0) est
l�identité de R4, on obtient que M(�) =MZ�(�) est égal à0BB@

cos (!1�) sin (!1�) 0 0
� sin (!1�) cos (!1�) 0 0

0 0 cos (!2�) sin (!2�)
0 0 � sin (!2�) cos (!2�)

1CCA :

D�autre part M�1(�) est égal à0BB@
cos (!1�) � sin (!1�) 0 0
sin (!1�) cos (!1�) 0 0

0 0 cos (!2�) � sin (!2�)
0 0 sin (!2�) cos (!2�)

1CCA ;

notons que la matrice Mz�(�) ne dépend pas de la solution périodique particulière
x (� ; z�). Depuis la matrice

M�1(0)�M�1 (pT1) =

0BBBB@
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 2 sin2
�
p�!2
!1

�
sin
�
2p�!2
!1

�
0 0 � sin

�
2p�!2
!1

�
2 sin2

�
p�!2
!1

�
1CCCCA ;

satisfait les hypothèses d�un énoncé (ii) du théorème 2.1.1 parce que le déterminant������ 2 sin
2
�
p�!2
!1

�
sin
�
2p�!2
!1

�
� sin

�
2p�!2
!1

�
2 sin2

�
p�!2
!1

� ������ = 4 sin2
�
p�!2
!1

�
6= 0;

( !1 et !2 sont des fréquences non résonnantes ) nous pouvons appliquer ce théorème
au système (3.14).
Maintenant � : R4 ! R2 est �(X; Y; Z;W ) = (X;Y ). On calcule la fonction

G (X0; Y0) = G(�) = �

0@ 1

pT1

pT1Z
0

M�1
z� (�)G1 (� ;x (� ; z�)) d�

1A ;

et on obtient

G1 (X0; Y0) =
1

pT1

pT1Z
0

(cos (!1�)F
�
1 (�)� sin (!1�)F �2 (�)) d� ;

G2 (X0; Y0) =
1

pT1

pT1Z
0

(sin (!1�)F
�
1 (�) + cos (!1�)F

�
2 (�)) d� ;
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CHAPITRE 3. LES SOLUTIONS PÉRIODIQUES ÉMERGEANT DE LA
PRÉCESSION CYLINDRIQUE D�UN SATELLITE AXISYMÉTRIQUE EN
ORBITE CIRCULAIRE

où les fonctions F �k pour k = 1; 2 sont celles données en (3.5). Alors, d�après le
théorème 2.1.1 on a que pour toute solution simple (X�

0 ; Y
�
0 ) 2 V du système de

fonctions �
G1 (X0; Y0) = 0;
G2 (X0; Y0) = 0;

(3.17)

on a une solution périodique (X; Y; Z;W )(� ; ") du système (3.14) telle que
(X;Y; Z;W )(0; ") ! (X�

0 ; Y
�
0 ; 0; 0) quand " ! 0. Notons que le système (3.17) est

équivalent au système (3.6), car les deux équations ne di¤èrent que par une constante
multiplicative non nulle. En revenant sur le changement de coordonnées (3.12), on
obtient une solution périodique (X1; Y1; Z1;W1) (� ; ") du système (3.15) telle que0BB@

X1(� ; ")
Y1(� ; ")
Z1(� ; ")
W1(� ; ")

1CCA!

0BBB@
�1 (X

�
0 cos (!1�) + Y �

0 sin (!1�)) ;
!1�1 (Y

�
0 cos (!1�)�X�

0 sin (!1�)) ;

� 1

!1
(Y �
0 cos (!1�)�X�

0 sin (!1�)) ;

X�
0 cos (!1�) + Y �

0 sin (!1�) ;

1CCCA ;

quand "! 0. Par conséquent on obtient une solution périodique (x(� ; "); y(� ; ")) du
système (3.3) telle que

(x(� ; "); y(� ; "))!

0@ �1 (X
�
0 cos (!1�) + Y �

0 sin (!1�)) ;

� 1

!1
(Y �
0 cos (!1�)�X�

0 sin (!1�)) ;

1A ;

quand "! 0.
Preuve du Théorème 3.1.2. Cette preuve est complètement analogue à la preuve
du théorème 3.1.1.:

3.3 Preuve des deux corollaires

Preuve du Corollaire 3.1.1. Sous les hypothèses du corollaire 3.1.1, le système
non linéaire (3.4) devient

G1 (X0; Y0) =
�21�

2
2!

2
1

�
�21 (X

2
0 + Y 2

0 )
2 � 2 (X2

0 + 3Y
2
0 )
�

16 (�1 � �2)
;

G2 (X0; Y0) =
�21�2!

2
1X0Y0

4 (�1 � �2)
;

Ce système admet les quatre solutions suivantes (X�
0 ; Y

�
0 ) =

 
�
p
2

�1
; 0

!
et (X�

0 ; Y
�
0 ) = 

0;�
p
6

�1

!
. Mais les solutions qui di¤èrent par un signe sont des conditions initiales
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3.3. PREUVE DES DEUX COROLLAIRES

di¤érentes d�une même solution périodique du système (3.3). En outre

det

0@ @ (G1;G2)
@ (X0; Y0)

����
(X0;Y0)=

�p
2

�1
;0
�
1A =

�21�
2
2!

4
1

8 (�1 � �2)2
6= 0;

et

det

0@ @ (G1;G2)
@ (X0; Y0)

����
(X0;Y0)=

�
0;
p
6

�1

�
1A = � 9�21�

2
2!

4
1

8 (�1 � �2)2
6= 0;

montrer que ces solutions sont simples. Donc, par le théorème 3.1.1, nous n�avons
que deux solutions périodiques de (3.3).

Preuve du Corollaire 3.1.2. Sous les hypothèses du corollaire 3.1.2, le système
non linéaire (3.8) devient

G3 (Z0;W0) =
3!2 � 2�2Z0W0

8 (�1!21 � �2!21)
;

G4 (Z0;W0) =
(Z20 �W 2

0 ) �2
16 (�1!21 � �2!21)

:

Ce système admet les trois solutions réelles suivantes

(Z�0 ;W
�
0 ) =

�r
3!2
2�2

;

r
3!2
2�2

�
; (Z�0 ;W

�
0 ) =

�
�
r
3!2
2�2

;�
r
3!2
2�2

�
;

et
(Z�0 ;W

�
0 ) = (0; 0):

Mais la solution (0; 0) est dégénérée, alors que

det

0@ @ (G3;G4)
@ (Z�0 ;W

�
0 )

����
(Z+0 ;W �

0 )=
�q

3!2
2�2

;
q

3!2
2�2

�
1A =

3�2!2

32 (�1!21 � �2!21)
2 6= 0;

Par conséquent, d�après le théorème 3.1.2, nous avons une solution périodique de
(3.3).
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Les solutions périodiques du système di¤éren-
tiel linéaire par morceaux continus et discon-
tinus de Michelson

4.1 Introduction

Les systèmes di¤érentiels linéaires par morceaux continus et discontinus appa-
raissent de manière naturelle dans de nombreux domaines des sciences appliquées
et de la science, par exemple, dans la théorie du contrôle, dans l�étude des circuits
électriques, et dans les problèmes mécaniques, voir les centaines de références qui
apparaissent dans le livre [11] et dans [23]. Ici, nous allons étudier les solutions
périodiques de systèmes di¤érentiels linéaires par morceaux continus et discontinus
utilisant de nouveaux résultats sur la méthode de moyennisation développée pour
ces systèmes dynamiques non lisses. Les applications de ces nouveaux résultats sur
la méthode de moyennisation pour étudier les solutions périodiques

L�analyse de systèmes dynamiques non lisses a nécessité des changements pra-
tiques de variables pour écrire le système di¤érentiel initial sous la forme normale
de la méthode de moyennisation. Nous allons faire ces applications à une version de
systèmes di¤érentiels linéaires par morceaux continus et discontinus provenant du
système di¤érentiel de Michelson. De tels systèmes di¤érentiels linéaires par mor-
ceaux ont également été étudiés par d�autres auteurs, voir ([4, 5, 6, 7, 8]). Il faut
mentionner que les idées et outils utilisés pour faire ces applications de la méthode
de moyennisation pour étudier les solutions périodiques de ces deux systèmes dyna-
miques non lisses de Michelson peuvent être appliqués à des systèmes dynamiques
non lisses généraux.
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4.1. INTRODUCTION

On considère le système di¤érentiel de Michelson suivant8<:
_x = y;
_y = z;

_z = c2 � y � x2

2
;

(4.1)

où (x; y; z) 2 R3 et c � 0 est un paramètre. Le point désigne la dérivée par rapport
à une variable indépendante t. Ce système est dû à Michelson [26] pour étudier les
solutions d�ondes progressives de l�équation de Kuramoto-Sivashinsky. Elle se pose
également dans l�analyse du déploiement de la singularité nilpotente de codimension
3, voir [12] et [14].
Ce système a été largement étudié d�un point de vue dynamique. Michelson [26]

a prouvé que si c > 0 est su¢ samment grand, alors le système (4.1) a une unique
solution bornée qui est une orbite hétérocline transversale reliant les deux singula-
rités �nies

�
�
p
2c; 0; 0

�
et
�p
2c; 0; 0

�
. Dans [22], il existe une preuve analytique de

l�existence d�une bifurcation à zéro-Hopf pour le système (4.1).
Dans ([8, 6]), les auteurs considèrent une version linéaire continue par morceaux

du système di¤érentiel de Michelson changeant la fonction non linéaire x2 dans
(4.1) par la fonction linéaire par morceaux jxj. Pour un tel système, ils ont prouvé
que certains aspects dynamiques du système de Michelson subsistent comme l�exis-
tence d�un cycle hétéroclinique. En faisant le changement de variable (x; y; z; c) !
(2"X; 2"Y; 2"Z; 2"d) avec d � 0 et " > 0 su¢ samment petit au système di¤érentiel
de Michelson (4.1), suivi du changement de la fonction X2 ! jxj, et en notant à
nouveau X; Y , et Z par x; y, et z, on obtient le système8<:

_x = y;
_y = z;
_z = �y + "(2d2 � jxj);

(4.2)

que nous appelons le système di¤érentiel linéaire par morceaux continu de Michelson.
Notons que ce système est réversible, car il est invariant par changement de variables
(x; y; z; t)! (�x; y;�z;�t):
De nombreux problèmes de physique, d�économie, de biologie et de domaines ap-

pliqués sont modélisés par des systèmes di¤érentiels discontinus, mais il n�existe que
peu de techniques analytiques pour étudier leurs solutions périodiques. Dans [21],
les auteurs ont appliqué la méthode de moyennisation à des systèmes di¤érentiels
discontinus. Une amélioration de ce résultat pour une classe beaucoup plus grande
de systèmes di¤érentiels discontinus est donnée dans [19].
Si dans le système di¤érentiel de Michelson continu (4.1), on change la fonction

continue jxj par la discontinue jxj+ sign(x), où

signx =

8<:
�1 si x < 0;
0 si x = 0;
1 si x > 0;
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CHAPITRE 4. LES SOLUTIONS PÉRIODIQUES DU SYSTÈME
DIFFÉRENTIEL LINÉAIRE PAR MORCEAUX CONTINUS ET
DISCONTINUS DE MICHELSON

on obtient le système di¤érentiel linéaire par morceaux discontinu de Michelson8<:
_x = y;
_y = z;
_z = �y + "(2d2 � jxj � signx);

(4.3)

Dans ce travail, nous étudions d�abord analytiquement les solutions périodiques des
systèmes di¤érentiels linéaires par morceaux continus et discontinus de Michelson.
Ainsi, notre premier résultat principal est le suivant

Théorème 4.1.1 Pour tout d > 0 et " = "(d) > 0 su¢ samment petit, le système
di¤érentiel linéaire par morceaux continu de Michelson (4.2) admet une solution
périodique de la forme

x(t) = ��d2 +O(");
y(t) = �d2 sin t+O(");
z(t) = �d2 cos t+O("):

De plus, cette solution périodique est linéairement stable.

On rappelle qu�une solution périodique est asymptotiquement stable si toutes
les valeurs propres correspondant au point �xe de l�application de Poincaré associée
à cette solution ont une partie réelle négative, alors cette solution périodique est
localement asymptotiquement stable. Si l�une des valeurs propres a une partie réelle
positive, la solution périodique est instable. Si toutes les valeurs propres ont des
parties réelles nulles, alors on dit que la solution périodique est linéairement stable ;
dans ce cas, la stabilité linéaire ne fournit aucune information sur le type de stabilité
que possède la solution périodique lorsque l�on prend en compte les termes non
linéaires, pour plus de détails, voir le théorème 11:6 de [29].
Notons que l�orbite périodique obtenue dans notre théorème 4.1.1 n�est pas ré-

versible, car : (�d2�; d2� sin t; d2� cos t) ne sont pas invariants par changement de
variables (x; y; z; t) ! (�x; y;�z;�t). Par conséquent, cette orbite périodique n�a
aucune relation avec l�orbite périodique étudiée par le système di¤érentiel linéaire
par morceaux continu de Michelson (1.2) de [7] qui est réversible. Nous notons éga-
lement que notre système di¤érentiel linéaire par morceaux continu de Michelson
(4.2) et le système (1.2) de [7] ne coïncident pas.

Théorème 4.1.2 Pour " > 0 su¢ samment petit, le système di¤érentiel linéaire par
morceaux discontinu de Michelson (4.3) satisfait les énoncés suivants.

(a) Si (�1 + 2d2)�
2
< 0, alors le système (4.3) admet deux solutions périodiques

(x(t; "); r(t; "); �(t; ")) de la forme

(x(t; "); y(t; "); z(t; ")) = (x0; r0 sin t; r0 cos t) +O(");
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où

r0 =
2 2
p
1� a2

a 2
p
1� a2 + arcsin a

; x0 = �r0 (1 + a)

et a prend la valeur des deux zéros uniques de la fonction

g (a) =
2a2 � 2 + �a 2

p
1� a2d2 + arcsin a(�d2 + arcsin a� a 2

p
1� a2)

a 2
p
1� a2d2 + arcsin a

dans l�intervalle (�1; 1):
(b) Si (�1 + 2d2)�

2
> 0, alors le système (4.3) admet une solution périodique de la

forme (4.4) donnée par l�unique zéro de la fonction g(a) dans l�intervalle (�1; 1).

4.2 Preuve des Théorèmes 4:1:1 et 4:1:2

4.2.1 Preuve du Théorème 4:1:1

En faisant le changement en coordonnées cylindriques x = x; y = r sin � et
z = r cos �, le système di¤érentiel linéaire par morceaux continu de Michelson (4.2)
devient 8><>:

_x = r sin �;
_r = " (2d2 � jxj) cos �;
_� = 1� "

r
(2d2 � jxj) sin �;

(4.4)

maintenant en prenant � comme variable indépendante, le système précédent devient8><>:
dx

d�
= x0 = r sin � + " (2d2 � jxj) sin2 � +O ("2) ;

dr

d�
= r0 = " (2d2 � jxj) cos � +O ("2) :

(4.5)

Le système non perturbé est �
x0 = r sin �;
r0 = 0:

(4.6)

Pour chaque (x0; r0), la solution (x(�; x0; r0); r(�; x0; r0)), telle que x(0; x0; r0); r(0; x0; r0)) =
(x0; r0) est

(x(�; x0; r0); r(�; x0; r0)) = (x0 + r0(1� cos �); r0);

qui est 2� périodique pour tout (x0; r0) = (0; 0). Lorsque r0 = 0, on a une droite de
points d�équilibre.
Maintenant, notez que la fonction F0(�; (x; r)) = (r sin �; 0) est de classe C1 et

en particulier C1 et que la fonction

F1(�; (x; r)) = (2d
2 � jxj)(sin2 �; cos �);
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est de classe C0, et les deux sont Lipschitzienne. Par conséquent, le système di¤éren-
tiel (4.4) satisfait les hypothèses du théorème 2.2.1. Ensuite, par le théorème 2.2.1,
nous devons calculer la fonction moyennée

F (x0; r0) =
2�Z
0

M (�)�1 F1 (�; x (�; (x0; r0))) d�;

où

M (�) =

�
1 1� cos �
0 1

�
est la matrice fondamentale du système di¤érentiel variationnel associé au système
(4.6) évalué sur la solution périodique (x0 + r0(1� cos �); r0), telle que M(0) est la
matrice identité. Par conséquent, nous avons

F (x0; r0) =

2�Z
0

�
2d2 � jx0 + r0 (1� cos �)j

��1 1� cos �
0 1

��
sin2 �

cos �

�
d�

=

2�Z
0

�
2d2 � jx0 + r0 (1� cos �)j

��1� cos �
cos �

�
d�

=

2�Z
0

g (�) d�

on remarque que g(�) = g(��) et g(�) sont 2� périodiques. Donc
2�Z
0

g (�) d� =

�Z
��

g (�) d� = 2

�Z
0

g (�) d�:

Pour calculer cette intégrale, il faut étudier les zéros de la fonction G(�) = x0 +

r0(1 � cos �). Comme G(�) = 0 si et seulement si � = � arccos(x0 + r0
r0

) et que la

fonction arccos(x) prend des valeurs réelles quand x 2 [�1; 1], on considère les trois
cas suivants.
Cas 1. x0 � �2r0 ou équivalent

x0 + r0
r0

� �1. Alors, r0 + x0 � r0 cos � � 0 dans

[0; �].

Cas 2. x0 2 (�2r0; 0) ou équivalent j
x0 + r0
r0

j < 1. Alors

(i) r0 + x0 � r0 cos � < 0 si � 2 (0; arccos(
r0 + x0
r0

)) ;

(ii) r0 + x0 � r0 cos � > 0 si � 2 (arccos(
r0 + x0
r0

); �).

Cas 3. x0 � 0 ou équivalent
x0 + r0
r0

� 1. Alors, r0 + x0 � r0 cos � � 0 dans [0; �].
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Dans le calcul de l�intégrale
R �
0
g(�)d�, on distingue les trois cas précédents.

Cas 1. Dans ce cas, la fonction moyennée est

F (x0; r0) = 2

2�Z
0

�
2d2 � jx0 + r0 (1� cos �)j

��1� cos �
cos �

�
d�

= 2�(4d2 + 3r0 + 2x0;�r0);

dont le zéro unique est (x0; r0) = (�2d2; 0). Puisque cette condition initiale corres-
pond à un point d�équilibre du système non perturbé (4.6), la méthode de moyen-
nisation dans ce cas ne fournit pas de solutions périodiques.
Cas 3. De manière analogue au cas 1, nous avons

F (x0; r0) = 2

2�Z
0

�
2d2 � jx0 + r0 (1� cos �)j

��1� cos �
cos �

�
d�

= 2�(4d2 � 3r0 � 2x0; r0);

dont le zéro unique est (x0; r0) = (2d2; 0). La conclusion suit comme dans le cas 1.
Cas 2. Ici

F (x0; r0) = 2

arccos
�
r0+x0
r0

�Z
0

�
2d2 + jx0 + r0 (1� cos �)j

��1� cos �
cos �

�
d�

+2

�Z
arccos

�
r0+x0
r0

�
�
2d2 � jx0 + r0 (1� cos �)j

��1� cos �
cos �

�
d�

=

�
f1 (x0; r0)

f2 (x0; r0)

�
où

f1 (x0; r0) = 4�d2 �
2
p
�x0 (2r0 + x0)

r0
(6r0 + 2x0)

�2 (3r0 + 2x0) arcsin
�
r0 + x0
r0

�
;

f2 (x0; r0) = 2 (r0 + x0)�
2
p
�x0 (2r0 + x0)

r0

+2r0 arcsin

�
r0 + x0
r0

�
:

Pour résoudre le système f1 (x0; r0) = f2 (x0; r0) = 0; en faisant le changement de

variables x0 ! X où x0 = �r0�Xr0 avec �1 < X < 1, rappelons que

����x0 + r0
r0

���� < 1.
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Alors, le système devient

2�d2 +
�
(X � 2) 2

p
1�X2 + (1� 2X) arcsinX

�
r0 = 0;

r0

�
X

2
p
1�X2 + arcsinX

�
= 0:

Puisque r0 doit être positif, de la deuxième équation, il résulte que X = 0, et
r0 = �d2. Par conséquent, nous avons la solution (x0; r0) = (��d2; �d2).
Le jacobien de (f1; f2) en (x0; r0) = (��d2; �d2) est 4. Il résulte du théorème

2.2.1 et pour tout d > 0 et " = "(d) > 0 su¢ samment petit, le système (4.5) admet
une solution périodique '(�; ") = (x(�; "); r(�; ")) = (�d2� +O("); d2� +O(")). De
plus, les valeurs propres de la matrice jacobienne de (f1; f2) en (��d2; �d2) sont �2i,
donc la solution périodique est linéairement stable.
Maintenant, il faut identi�er la solution périodique du système (4.2) qui corres-

pond à la solution périodique trouvée. En revenant au système (4.4) avec la variable
indépendante t, on obtient la solution périodique

(x(t; "); r(t; "); �(t; ")) = (�d2�; d2�; t(mod 2�)) +O("):

En�n, en revenant au système (4.2), on trouve la solution périodique

(x(t; "); y(t; "); z(t; ")) = (�d2�; d2� sin t; d2� cos t) +O("):

4.2.2 Preuve du Théorème 4:1:2

En faisant le changement en coordonnées cylindriques x = x; y = r sin � et
z = r cos �, le système di¤érentiel linéaire par morceaux discontinu de Michelson
(4.3) devient 8><>:

_x = r sin �;
_r = " (2d2 � jxj � signx) cos �;
_� = 1� "

r
(2d2 � jxj � signx) sin �:

(4.7)

ou d�une manière équivalente�
x0 = r sin � + " (2d2 � jxj � signx) sin2 � +O ("2) ;
r0 = " (2d2 � jxj � signx) cos � +O ("2) ; (4.8)

où la prime désigne la dérivée par rapport à �. Ce système di¤érentiel satisfait les
hypothèses du théorème 2.3.1, nous allons donc l�appliquer pour trouver certaines
de ses solutions périodiques. En utilisant la notation du théorème 2.3.1, on a que

F1 (�; x; r) =
�
2d2 � jxj � signx

��sin2 �
cos �

�
:
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Comme dans le théorème 4.1.1, le système non perturbé est donné par (4.6) et la
matrice fondamentale est

M (�) =

�
1 1� cos �
0 1

�
:

Ensuite, par le théorème 2.3.1, nous devons calculer

F (x0; r0) =

2�Z
0

M (�)�1 F1 (�; x (�; (x0; r0)) ; r (�; (x0; r0))) d�

=

2�Z
0

g (�) d�

où

g (�) =
�
2d2 � jx0 + r0 (1� cos �)j � sign (x0 + r0 (1� cos �))

��1� cos �
cos �

�
:

Puisque g (�) est 2��périodique et g (�) = g (��), alors

2�Z
0

g (�) d� = 2

�Z
0

g (�) d�

Comme dans l�étude du système di¤érentiel continu, nous séparons le calcul de la
fonction moyenne correspondant au système discontinu (4.8) dans les trois mêmes
cas qui apparaissent dans la preuve du théorème 4.1.1.
Cas 1. Dans ce sous-cas, r0 + x0 � r0 cos � < 0 dans [0; �]. Ensuite, la fonction
moyennée est

F (x0; r0) = �
�
2 + 4d2 + 3r0 + 2x0; r0

�
:

Cette fonction n�a pas de zéros avec r0 > 0, donc la méthode de moyennisation dans
ce cas ne détecte aucune solution périodique.
Cas 2. Maintenant, nous avons

F (x0; r0) = �
�
�2 + 4d2 � 3r0 � 2x0; r0

�
:

La conclusion suit comme dans le cas 1.
Cas 3. Ici, r0+x0� r0 cos � < 0 et � 2 (0; arccos(

r0 + x0
r0

)), et r0+x0� r0 cos � > 0,

quand � 2 (arccos(r0 + x0
r0

); �), donc

F (x0; r0) =
�
f1 (x0; r0)

f2 (x0; r0)

�
;
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avec

f1 (x0; r0) = 2

s
x0 (2r0 + x0)

r20
(3r0 + x0 + 2)

�

2

�
4d2 � 3r0 � 2x0 + 2

�
+(3r0 + 2x0 + 2) arccos

�
r0 + x0
r0

�
f2 (x0; r0) =

�r0
2
� arccos

�
r0 + x0
r0

�
r0

+(r0 + x0 + 2)

s
�x0 (2r0 + x0)

r20
:

Pour résoudre le système f1 (x0; r0) = f2 (x0; r0) = 0, en faisant le changement de
variable x0 ! X, où

x0 = �r0 �Xr0; (4.9)

avec �1 < X < 1. Ensuite, le système devient

2�d2 +
2
p
1�X2 ((X � 2) r0 � 2) + (2� 2Xr0 + r0) arcsinX = 0;p

1�X2 (2� 2Xr0)� r0 arcsinX = 0:

De la deuxième équation, on obtient

r0 =
2 2
p
1�X2

X 2
p
1�X2 + arcsinX

: (4.10)

En substituant r0 dans la première équation, nous obtenons g(X) = 0, où g(X) est

2X2 � 2 + �X 2
p
1�X2d2 + arcsinX

�
�d2 + arcsinX �X 2

p
1�X2

�
X 2
p
1�X2 + arcsinX

:

Par des calculs faciles, on trouve les limites suivantes

lim
X
>!�1

g (X) =
�
�1 + 2d2

� �
2
;

lim
X
<!0
g (X) = +1;

lim
X
>!0
g (X) = �1;

lim
X
<!1
g (X) =

�
1 + 2d2

� �
2
:

Donc, par continuité de la fonction g(X) dans les intervalles (�1; 0) et (0;+1), il
s�ensuit que g(X) admet un zéro dans l�intervalle (�1; 0) si (�1+2d2)�

2
< 0 et que

g(X) possède toujours un zéro dans l�intervalle (0;+1). De plus, puisque la dérivée
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g(X) > 0 dans ces deux intervalles, ces zéros sont les zéros uniques de la fonction
g(X).
Puisque pour chaque zéro de g(X), on a un unique zéro (x0; r0) de système

f1(x0; r0) = f2(x0; r0) = 0 (voir (4.10) et (4.9)), et on obtient deux solutions du

système f1(x0; r0) = f2(x0; r0) = 0 si (�1+2d2)
�

2
� 0, et une seule si (�1+2d2)�

2
>

0. En calculant le jacobien de la fonction (f1(x0; r0); f2(x0; r0)) en (4.10) et (4.9), on
obtient

X4 � 5X2 + 6X 2
p
1�X2 arcsinX + (4X2 � 1) (arcsinX)2 + 4

1�X2
� 4;

si X 2 (�1; 1). Donc,par le théorème 2.3.1, on obtient deux solutions périodiques
du système di¤érentiel (4.8) si (�1 + 2d2)�

2
< 0, et une solution périodique si

(�1 + 2d2)�
2
> 0. Ces solutions périodiques sont de la forme

(x(�; "); r(�; ")) = (x0 +O("); r0 +O("));

où x0 et r0 sont donnés par (4.10) et (4.9) lorsque X est un zéro de g(X). En
reprenant le système (4.7) avec la variable indépendante t, on obtient la solution
périodique

(x(t; "); r(t; "); �(t; ")) = (x0; r0; t(mod 2�)) +O("):
En�n, en revenant au système (4.3), on trouve la solution périodique

(x(t; "); y(t; "); z(t; ")) = (x0; r0 sin t; r0 cos t) +O("):
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La méthode de moyennisation est un outil utile et e¢ cace pour étudier le nombre
de solution périodiques isolée pour certains systèmes di¤érentiels, et cette méthode
peut être appliquée pour obtenir la forme, la stabilité et l�expression approximative
des solutions périodiques.
L�application de méthode de moyennisation pour les systèmes di¤érentiels conti-

nus et discontinus à deux versions distinctes du système di¤érentiel de Michelson :
un système di¤érentiel linéaire par morceaux continu de Michelson et un système
di¤érentiel linéaire par morceaux discontinu de Michelson a donné des résultats im-
portants sur le nombre de solutions périodiques de ces systèmes.
Nos travaux futurs consisteront à appliquer cette méthode à d�autres systèmes

di¤érentiels avec des applications physiques spéci�ques.
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