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Resumé

Dans ce mémoire aborde le probleme de combinaison
de différentes types de synchronisation entre différents
systemes chaotiques d’ordre entier dimensionnel en 4-D a
temps continu, sur la base d’étude de la stabilit¢ basée sur
la méthode directe de Lyapunov, avec une fonction de
Lyapunov définie positive, définie par la méthode de
controdle actif pour un nouveau shéma CS, PS, FSPS et FSHPS
sont présentent. Un exemple illustratif est réalis€ pour
montrer ’éfficacité Papproche proposce.

Les mots clés: systtme dynamique, systetme chaotique,
stabilit¢, fonction de Lyapunov, synchronisation, maitre,

esclave, combinaison, controle actif, CS, PS, FSPS et FSHPS.



ABSRACT

In this work adresses the problem of combination of
different types of synchronization between different
chaotic systems of integer order in 4-D in continuous time,
on the basis of the study of stability based on the Lyapunov
direct method, with a positive definite Lyapunov function,
defined by the active control method for a new scheme CS,
PS, FSPS and FSHPS are present. An illustrative example is
made for show the effectiveness of the approach proposes.
Key words. dinamical system, chaotic system, stability,
Lyapunov function, synchronization, master, slave,
combination, actif control, CS, PS, FSPS and FSHPS.
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Introduction générale

Un systéme dynamique est un systeme qui se varie dans le temps d’une facon causale et détermi-
niste, il désigne généralement la branche de recherche active des mathématiques, a la frontiere
de la topologie, de I'analyse, de la géométrie, de la théorie de la mesure et des probabilités. Les
systemes dynamiques sont néanmoins apparus assez tot dans I'histoire scientifique puisqu’on peut
les reconnaitre dans les premiers travaux de la mécanique donnant lieu a des équations différen-
tielles [1].

En effet, les travaux fondamentaux de Lorenz en 1963 ont donné un apercu scientifique de recon-
naissance d’'un nouveau type de mouvement appelé Chaos. La théorie du chaos étudie en détail
comment une petite erreur sur la connaissance de 1’état initial d'une évolution temporelle déter-
ministe peut donner lieu a une incertitude des prédictions qui croit rapidement avec le temps.
On dit qu’il y a une dépendance sensible aux conditions initiales. Selon Alexandre Lyapunov,
la facon la plus pertinente pour la description de cette caractéristique est a travers l'utilisation
des exposants positifs de Lyapunov. Si le systeme dynamique a plus d’'un exposant de Lyapunov
positif, alors le systeme est considéré comme hyperchaotique [2].

La synchronisation des systémes chaotiques est devenue un sujet important en science non li-
néaire non seulement pour son importance en théorie mais aussi pour ses applications poten-
tielles dans divers domaines, par exemple, la communication sécurisée, les sciences chimiques et
biomédicales, les sciences de la vie, le génie électromécanique, etc. Au cours des derniéres dé-
cennies, de nombreuses méthodes ont été appliquées avec succes a la synchronisation du chaos,
telles que la méthode PC, le controle de rétroaction linéaire, le contrdle adaptatif, la conception
de recul, le controle actif et Backstepping [3].

Le but principale de ce mémoire est ’étude de la synchronisation entre deux systémes hyperchao-
tiques de Lorenz comme systeme maitre et Chen comme systeme esclave par un combinaison
entre quatre différents types de synchronisation CS, PS, FSPS et FSHPS, basé sur la méthode de
contrdle actif.



Ce mémoire comprend quatre chapitre.

- Le premier chapitre présente les notions de base qui sont nécessaires pour les systemes dyna-

miques et I'étude de stabilité avec différente méthode.

- Le deuxieme chapitre présente la théorie de chaos, et nous avons également fourni des exemples

des systemes chaotiques et hyperchaotiques a temps continu.

- Le troisieme chapitre on trouve quelques définitions et différents types de synchronisation avec

les méthodes de synchronisation la plus usé.

- Le quartriéme chapitre est focalisé sur I'étude des deux systemes hyperchaotiques de 4-D maitre
et esclave a temps continue par une combinaison entre quatre différents types de synchro-
nisation CS, PS, FSPS et FSHPS, puis on démontre I’éfficacité du schéma de synchronisation

par une simulation numérique.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Introduction

En mathématiques, en chimie et en physique théorique, un systeme dynamique est un ensemble
trés général de composants en interaction (un systéme), répartis sur plusieurs états et structurés
selon certaines propriétés, il est le plus souvent régi par un ensemble d’équations différentielles
décrivant le mouvement des composants (leur dynamique) ou interviennent une classe de para-
metres accessibles.

Dans ce chapitre nous présentent les définitions nécessaires qui permettent de cerner les caracté-
ristiques essentielles des systemes dynamiques, puis nous abordons des notions importantes sur

la stabilité des systemes dynamiques continues.

1.2 Systemes dynamiques

Définition 1.1 Un systéme dynamique est défini par un triplet (X, T, f), constitué de Uespace d’états
X, du domaine temporel T et d’'une fonction de transition d’état f : X x T — T qui posséde la

propriété, pour tout x € X et ty,to € T :

{ f($a0> =z (1.1
f (f (xvtl) 7t2> = f(I,tl +t2)

Définition 1.2 On distingue deux grandes catégories des systémes dynamiques : les systémes a temps
continu et les systemes a temps discret.

SiT =R"ouR, le systéme est dit a temps continu, et si T = N ou Z, le systéme est dit a temps discret

[4].
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1.2.1 Systemes dynamiques continues

Un systeme dynamique dans un temps continu est représenté par un systéeme d’équations diffé-
rentielles de la forme :
_dX

ou X = (z1,22,...,2,), X ER", pe R" et f: R" x Rt — R" désigne la dynamique du systeme.

1.2.2 Systémes dynamiques discrets

Un systeme dynamique dans le cas discret est représenté par une application (fonction itérative)

sous la forme :

Xit1 = f (X, p) (1.3)

ou X, e R, pe Rk =1,23,...et f : R" x ZT — R" indique la dynamique du systéme en

temps discret.

1.3 Espace de phase

Lespace de phase est un espace souvent multi-dimensionnel permettant d’interpréter géométri-
quement le mouvement d’'un systéme dynamique décrit par des équations différentielles par rap-

port au temps.

1.4 Espace d’état

Lespace d’état est 'ensemble des coordonnés nécessaires a la description complete d’un systéme.

Cet espace peut étre continu ou discret.

1.5 Systemes autonomes ou non autonomes

— Lorsque la variable indépendante ¢ apparait explicitement dans I'expression de f, le systeme
est dit non autonome. En général, c’est un inconvénient majeur pour la résolution numérique
et il est préférable de s’en affranchir.

— On peut toujours transformer un systéme non autonome en systéme autonome (ou ¢ n’apparait

pas explicitement) [5].

1.3. Espace de phase
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1.6 Point fixe

Cas discret

on appelle "point fixe" d’'un systéme dynamique tout point x* tel que :

= f(x%) 1.9

Parfois, ces points sont appelés aussi points stationnaires ou points d’équilibres .
Cas continue
Un point fixe (ou critique ou singulier ou point stationnaires) de I'’équation & = f (z) est un point

x* vérifiant [6] :

f(@*)=0 (1.5)

1.7 Orbite et trajectoire
Cas continue :

Définition 1.3 Une trajectoire est une solution du systeme différentiel.

On considere le systeme dynamique continue (1.2) Uorbite est définie par :

O (xg) ={x(t),—00 <t < 400} (1.6)

Définition 1.4 Soit le systeme dynamique continue (1.2), un point x est dit t-périodique [/] :

VieR:q(t) =x(t) 1.7)

Définition 1.5 [8]Lorbite d’'un point x est 'image de la trajectoire issue de x .

1.8 Stabilité des systemes dynamiques a temps continue

La notion de stabilité d’un systeme dynamique caractérise le comportement de ses trajectoires au-
tour des points d’équilibres. 'analyse de la stabilité d’'un systéme dynamique permet donc d’étu-
dier I'évolution de sa trajectoire d’état lorsque I’état initial est proche d’un point d’équilibre. Il
existe quelques concepts pour la stabilité des systemes dynamiques tels que la stabilité au sens de

Lyapunov.

1.6. Point fixe
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Donc la stabilité est un des aspects essentiels dans I'étude des systémes dynamiques linéaires et

non linéaires .

1.8.1 Classification des points d’équilibres

a. Cas des systemes linéaires

Considérons le systeme linéaire :

T (t) = Ax

(1.8)

ou x = (x1,zy,...,x,) €t A une matrice constante inversible A\;, Ay, ..., A, les valeurs propres de A .

Définition 1.6 1. Si les valeurs propres A1, As, ..., A, sont réelles et de méme signe, la solution x = 0

est appelée noeud.

2. Si les valeurs propres Ai, Ao, ..., A, sont réelles, non nulles et de signe différent, la solution z = 0

est appelée selle.

3. Si les valeurs propres Aq, \a, ..., \,, sont complexes avec Re (\;) # 0, i =

est appelée foyer.

4. Si les valeurs propres A1, A, ..., A, sont complexes avec Re (\;) =0, i =

est appelée centre.

Tous ces cas sont regroupés (F'1G.1.1).

Noeud Cal Foyver

Centre Noeud impropre Source

FIG.1.1 — Classification des points d’équilibre dans R?

1,...,m, la solution x = 0

1,...,n, la solution x = 0

1.8. Stabilité des systémes dynamiques a temps continue E
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b. Cas des systémes non linéaires

Considérons maintenant le systeme non linéaire :

i (t) = f(z) (1.9)

Définition 1.7 Un point critique de =* de (1.9) est appelé puits si toutes les valeurs propres de la
matrice A = D f (z*) ont des parties réelles négatives, il est appelé sources si toutes les valeurs propres
de la matrice A = D f (z*) ont des parties réelles positives, il est appelé selle s’il est hyperbolique et
si A = Df (z*) a au moins une valeur propre avec une partie réelle positive ou au moins une valeur

propre avec une partie réelle négative.

Théoreme 1.1 Soit & = f(z), x € R", f € C, un systéme dynamique a temps continu. Si z*un
point fixe (f (z*) = 0), alors si les valeurs propres de D f (x*)sont de partie réelle négative =* est

stable, et instable si l'une de ces valeurs propres de D f (z*) est de partie réelle positive.

Stabilité au sens de Lyapunov en temps continu

Considérons une classe des systémes non linéaires décrits par le systéme dynamique autonome :

{ i(t)= f(z(t),1), (1.10)

x (to) = xo.
ou z(t) e R" et f: R" x RT — R" continue.
Nous désignons par z*un point d’équilibre de (1.10), f (z*,t) = 0, Vt > to, et par x (t, o, xo) la
solution a l'instant ¢ > ¢, du systéme (1.10) initialisée en x, a I'instant ¢y, et f une fonction non

linéaire.

Définition 1.8 (Stabilité) Lorigine est un point d’équilibre x* stable au sens de Lyapunov du systéme
(1.10) est :

Ve>0,30=0(e) >0: ||z (to) —2"|| < d = ||z (t,to, z (to)) — || < &,Vt > 1. (1.11)

Définition 1.9 (Stabilité uniforme) Lorigine est un point d’équilibre x* uniformément stable au

sens de Lyapunov du systéeme (1.10) est :

Ve>0,30 =0(e) > 0: ||z (tg) — || <d = ||z (t,x (to)) — z*|| < &,Vt > to. (1.12)

1.8. Stabilité des systémes dynamiques a temps continue
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Définition 1.10 (Attractivité) Lorigine est un point d’équilibre x* attractif du systéme (1.10) est :

Vo =0(tg) >0: ||z (tg) —z*|| <d = t lim (z (¢, 0, o)) = 0,Vt > t. (1.13)

—+00

Lorsque § (tg) = +oo, on dit que Uorigine est globalement attractive.

Définition 1.11 (Stabilité asymptotique) Lorigine est un point d’équilibre x* asymptotiquement
(resp.globalement asymptotiquement)stable du systeme (1.10) s’il est stable et attractif (resp.globalement
attractif).

30 >0:|z(ty) — 2| <0 = . liIJrrl |z (t,x (o)) — x| = 0. (1.14)

Donc, la stabilité asymptotique signifié qu’on peut déterminer un voisinage du point d’équilibre tel
que n’importe quelle trajectoire, issue d'un point z(0)appartenant a un voisinage de z* , tend vers z*

lorsque t — +oc.

Définition 1.12 (Stabilité exponentielle) Lorigine est un point d’équilibre x* localement exponen-

tiellement stable du systeme (1.10) s’il existe deux constantes strictement positives a, b telles que :

Ve > 0,30 >0: ||z (to) —z"|| <d = ||z (t,x (to)) — 2| < a|lx (to) — x| exp (—bt) ,Vt > to,Va € B,.
(1.15)

Lorsque B, = R" , on dit que U'origine est globalement exponentiellement stable.

Définition 1.13 (Instabilité) Le point d’équilibre x* est dit instable s’il n’est pas stable au sens de

Lyapunov.

Définition 1.14 Une solution ® (t) du systéme (1.10) telle que ® (ty) = Py est dite stable au sens de

Lyapunov tel que toute solution x(t) de (1.10) dont la valeur initiale x(ty) vérifie :
Ve>0,36 =0(e) >0: ||z (to) — Dol <0 =z (t) — D (t)]| <e,Vt > to. (1.16)
si en plus de cette définition on a :

lim ||z (t) — @ (¢)|| = 0. (1.17)

t—+00

alors la solution ® (t) est dite asymptotiquement stable.

Tous ces cas sont montrés (F1G.1.2) [9].

1.8. Stabilité des systémes dynamiques a temps continue E
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X4

asymptotiguement stable

{77 \ T——
[/]* . instable

- -

stable — "\ Y ) o

W,
W,

FIG.1.2 — Différents types de stabilité de Lyapunov.

1.8.2 Premiere méthode de Lyapunov (méthode indirecte)

La premiere méthode de Lyapunov est basée sur 'examen de la linéarisation autour du point

d’équilibre z* du systéme (1.10). Plus précisément, on examine les valeurs propres \; de la matrice

Jacobienne évaluée au point d’équilibre. Selon cette méthode, les propriétés de stabilité de x*

s’expriment comme suit :

— Si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne ont une partie réelle strictement négative,
x* est exponentiellement stable.

— Sila matrice Jacobienne posséde au moins une valeur propre a partie réelle strictement positive,

z* est instable.

Remarque 1.1 Cette méthode ne permet pas de dire si U’équilibre est stable ou instable quand la
matrice Jacobienne comporte au moins une valeur propre nulle, et aucune valeur propre avec partie
réelle strictement positive. Dans ce cas, la stabilité de U'équilibre peut étre étudiée dans ce sous-espace

par la seconde méthode.

1.8.3 Seconde méthode de Lyapunov (méthode directe)

La premiere méthode de Lyapunov est simple a appliquer, mais elle ne permet d’analyser la stabi-
lité des équilibres que tres partiellement. La seconde méthode est plus difficile a mettre en ceuvre,
mais elle est d’'une portée beaucoup plus générale. Elle est basée sur la définition d’une fonction

particuliere, notée V() est appelée fonction de Lyapunow.

1.8. Stabilité des systémes dynamiques a temps continue E
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Le théoréme suivant résume cette méthode [10].

Théoreme 1.2 Le point d’équilibre z* du systéme (1.10) est stable s’il existe une fonction (par rap-
port a x) définie positive dans un région autour de logique V (z) : D — R continuellement différen-
tiable ayant les propriétés suivantes :
i) D est un ouvert de R" et z* € D.
i) V(z*)=0etV (z) >V (z*),Vo # 2* dans D.
i) V (2) < 0,Va £ 2" dans D V (2) = Y- iy = 3 2V f, ().

=0 j=0""

— Si de plus pour =,V (z) < 0,Vx # x*Jdans D, alors z* est asymptotiquement stable au sens de
Lyapunov.

— Si on suppose encore que V' tend vers Uinfini lorsque x € R™ tend vers linfini (en norme), alors
toutes les trajectoires, méme celles qui démarrent loin de x* , tendent vers x* (on dit que x* est

globalement asymptotiquement stable).
Remarque 1.2 Il n’y a aucune méthode pour trouver une fonction de Lyapunov.

Remarque 1.3 Le Théoréme 1.2 est une condition suffisante de stabilité mais ne permet pas de
guider Uutilisateur dans le choix de la fonction de Lyapunov et ne permet pas conclure si on ne trouve

pas une telle fonction [9].
1.9 Linéarisation des systemes dynamiques non linéaires
Considérons le systeme dynamique non linéaire défini par :

i (t) = f(z () (1.18)

ol x = (x1, T2, ..., x,), €t f = (f1, fo, ..., fn) €t soit x* un point d’équilibre de ce systéme.
Supposons qu’une petite perturbation ¢ (¢) soit appliquée au voisinage du point d’équilibre z* . La

fonction f peut étre développée en série de Taylor au voisinage du point 2* comme suit :

e+ =f(a"+e(t)) = f(x")+ Jf(z%) € (t) (1.19)

ou J; (z*) est la matrice Jacobienne de la fonction f définie par :

O OH ... Oh
0x1 0z Oxn
Ty = e (1.20)
Ofn Ofn .. Ofn
Ox1 Oxo Oxn *

r=x
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Comme f (z*) = ©*, alors 'équation (1.19) devient :

() = Jp (z*) £ (1) (1.21)

Pécriture (1.21) veut dire que le systeme (1.18) est linéarisé [9].

1.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné quelques notions de base des systémes dynamiques tels
que quelques définitions des systémes dynamiques, éspace de phase, éspace d’état, systemes
autonomes ou non autonomes, point fixe et les orbites.

Ensuite, nous donnons la stabilité des systemes dynamiques continues et quelques methodes
d’étude de la stabilité (classification des points d’équilibres, stabilité au sens de Lyapunov, pre-
miere et deuxieme methode de Lyapunov), puis la linéarisation des systémes dynamiges non

linéaires continues.

1.10. Conclusion
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Théorie du chaos

2.1 Introduction

Le terme chaos a été introduit avec sa signification actuelle en 1976 par JimYorke, un mathé-
maticien de l'université du Maryland, mais le début des études du chaos peut étre imputé a
Henri Poincaré au début du X Xe siecle, puis elles ont été ressuscitées en 1961 par le météoro-
logue américain Edward Lorenz, professeur de mathématiques au MIT (Massachusetts Institute
of Technology) qui est considéré aprés ses recherches sur le chaos, en tant que pere officiel.

On appelle donc un systeme dynamique chaotique, un systeme qui dépend de plusieurs para-

metres, et il est caractérisé par une extréme sensibilité aux conditions initiales. [11].

2.2 Définition du chaos

En général il n'ya pas de définition rigoureuse du chaos, car ce phénomeéne est plus un notion
philosophique qu’une notion scientifique, on peut observer le phénomene du chaos dans plusieurs
domaines, mais comment le formaliser ?, la réponse est négative car jusqu’a '’heure actuelle, il
n’existe pas un théorie générale qui donne un explication ou une caractérisation finale de ce
phénomene. Tout ce qu’il est possible de dire est qu’il existe plusieurs critéres physiques qui

permettent de confirmer qu’un systeme est chaotiques. soit le systeme dynamique suivant :

{fzngmw o1

s (to) = 29
ol x € R" est la variable d’état, et soit , () la solution de I'équation (2.1) qui pass par z, quand
t= to.

12
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Définition 2.1 On dit que la fonction f : [ — I posséde une sensibilité aux conditions initiales s’il

existe 5 > 0 tel que, pour un certain = € I et un certain voisinage V' C I de x , il existe y € I tel que

Lf™ (z) = " ()l > 4.

Définition 2.2 (Ensemble dense) soit Y C X On dit que Y est dense dans X si, pour tout © € X,
il existe y € Y arbitrairement proche de z, autrement dit Y est dense dans X si pour tout x € X on

peut trouver une suite {y,} de Y qui convergent vers z.

Définition 2.3 la fonction f : I — I est dite transitive topologiquement si pour toute paire d’en-
sembles ouverts U, V C I, il existe k > 0 tel que f*(U)NV # (.
Théoreme 2.1 (Théoréme de Devaney) Soit la fonction f : [ — [

1. Sila fonction f est sensible aux conditions initiales.

2. la fonction f est topologiquement transitive, dans le sens que pour toute paire de sous-ensembles
ouverts U, V C I, il existe k > 0 tel que f* (U)NV # 0.

3. Les points périodiques de la fonction f sont denses dans I. Alors la fonction f est chaotique

[12].

2.3 Caractéristiques du chaos

2.3.1 Sensibilité aux conditions initiales

C’est-a-dire pour deux conditions initiales arbitraires trés voisines initialement, les deux trajec-

toires correspondantes a ces données initiales divergent exponentiellement.

2.3.2 La non-linéarité

Un systéme linéaire admet toujours des solutions, les effets sont prévisibles et proportionnels aux
causes qui les ont engendrés. On peut le décomposer en sous-ensembles ou le composer avec
d’autres systémes sans qu’il perd ses propriétés.

Mais un systeme non-linéaire, n’est pas en général soluble, plus on tente de le décomposer, plus

la complexité interne se révele.

2.3.3 La structure fractale

Le comportement d’un systeme chaotique se reproduit de maniére auto-similaire a des échelles

différentes. Plus on le regarde de pres, plus on découvre de nouveaux détails comparables a ceux

2.3. Caractéristiques du chaos
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qu’on observait aux échelles supérieures. Sa représentation géométrique ne s’'integre pas dans un
espace de dimension entiere, mais de dimension fractionnaire (une courbe, n’est plus tout a fait

une courbe, mais elle n’est pas devenue une surface) [13].

2.3.4 Le déterminisme

Un systeme chaotique est déterministe (plutét que probabiliste), c’est-a-dire qu’il soumit a des
lois qui décrivent completement son mouvement. La notion de déterminisme signifie donc la
capacité de prédire I'état futur d'un phénomene a partir d’'un événement passé. Cependant, dans

les phénomenes aléatoires, il est impossible de prévoir les trajectoires d'une quelconque particule

[14].

2.4 Les attracteurs

Définition 2.4 [5]Un attracteur est un objet géométrique vers lequel tendent toutes les trajectoires
des points de Uespace des phases, c’est a dire une situation (ou un ensemble de situations) vers les-
quelles évolue un systéme, quelles que soient ses conditions initiales. Mathématiquement, l’ensemble
A est un attracteur si :

1. A est un ensemble compact et invariant par le flot p, (c-a-d ¢, (A) = A pour tout t).

2. Pour tout voisinage U de A, il existe un voisinage V de A tel que toute solution X (t, Xy) =

¢, (Xo) restera dans U si Xy € V.
3. N (V)=At>0.

4. 1l existe une orbite dense dans A.

2.4.1 Les types d’attracteurs

Les attracteurs réguliers
Les attraracteurs réguliers caractérisent ’évolution des systémes non chaotiques. et il existe trois
types distincts :

1. Le point fixe : est le plus simple et le plus courant d’attracteurs, dans lequel le systéme
évolue vers un état de repos (point).

2. Un cycle limite : c’est une trajectoires fermée qui attire toute les trajectoires proches.

3. Un tore : représente les mouvements résultant de deux ou plusieures oscillations indépen-

dantes que I'on appelle parfois " mouvements quasi périodique ".

2.4. Les attracteurs
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Les attracteurs étranges

Les attracteurs étranges sont des formes géométriques complexes qui caractérisent ’évolution des
systemes chaotiques : au bout d’un certain temps, tous les points de 'espace des phases donnent
les trajectoires qui tendent a former I'attracteur étrange.

Fattracteur étrange se caractérise par :

1. Sensibilité aux conditions initiales (deux trajectoires de l'attracteur initialement voisines

finissent toujours par s’éloigner I'une de l'autre, ceci traduit un comportement chaotiques).
2. La dimension d de l'attracteur est fractale avec 2 < d < n (ce qui justifie 'adjectif étrange).

3. Tattracteur est de volume nulle dans I'espace des phases [15].

2.5 Deétection du chaos

2.5.1 Lexposant de Lyapunov

Le 12 octobre 1892 Lyapunov soutient a 'université de Moscou une these de doctorat intitulée :
Le probleme général de la stabilité du mouvement.

Il y introduit 'idée de mesurer la divergence possible entre deux orbites issues de conditions
initiales voisines. Lorsque cette divergence croit exponentiellement avec le temps pour presque
toutes les conditions initiales voisines d’'un point donnée, on a le phénomene de sensibilité aux
conditions initiales, idée a laquelle sont attachés les exposants de Lyapunov, qui donnent une
mesure quantitative de cette divergence exponentielle locale et mesure en fait le degrée de sensi-
bilité d’'un systeme dynamique. Rappelons d’abord cette formule et voyons comment Lyapunov a

pu arriver a déduire une telle formule.

A= ngrfoo%: In ‘ (f (xl-,l)ﬂ (2.2)

Considérons un systéme dynamique quelconque dont la condition initiale z, est affectée d’une

erreur infinitésimal F,. Apres n itération, I'erreur initiale F, sera donc amplifiée d’'un facteur

g—g , notons que I'erreur diminue lorsque le facteur est inférieur a 1 et augmente s'’il est supérieur
a, puisque :

& Ey En_1 En—2 & & 7 o 7 4 7

=l =52 ‘ ot il o R ‘ 7| |5t il suffit alors de calculer ce produit pour déterminer la

facon dont s’amplifie 'erreur initiale.
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Le logarithme d’un produit correspond a une somme de logarithme, utilisons plutét le logarithme

du produit pour compléter cette étude.

Ly E, | |Ena| |Ene E,)| |E
In —In et U s PO e (g (2.3)
EO Enfl Ean Enf3 El EO
E, E, 1 E, o E1
=1 1 1 ...+1In In
" ’ Enfl o ’ Enf2 o ‘ Enf?) * - ’ El - EO

= Zln ‘ o

i=1

Avant de faire tendre cette derniere quantité vers l'infini, calculons d’abord la moyenne de la

somme obtenue. On arrive ainsi a 'exposant de Lyapunov :

Jim 17

E; et E;_, étant de trés petites valeurs, le rapport correspond a la dérivée de la fonction associée

(2.4)

a I'équation associée a I’équation utilisée si naturellement la fonction est dérivable. En effet soit
f (z;) cette fonction.

Ei=f(zio1+Ei1) — f(zim1) (2.5)
E; _ [ (@1 + Eioy) — f(zi1) (2.6)
Ei Ei
Puisque
[+ lba)—f(z)
Algilo Ax = /@) 2.7)
Alors si f est dérivable, on a :
B LB ) — . .
- f (@it Eio) = f (@) = f(x;_1) lorsque E;_; — +00 (2.8)
Ei 1 Ei 1
Par conséquent
vt S 7 e0)|
lorsque 'exposant de Lyapunov est positif :
E
In|—"| >0 2.10
n 2 > ( )
et par conséquent
E.
—= 1 2.11
B (2.11)

Lerreur infinitésimale du début ira donc en augmentant. Le systéme sera dans ce cas sensible aux
trés petites variations de sa condition initiale, une des caractéristiques des systémes chaotiques. Si

au contraire I'exposant de Lyapunov est négatif, I’erreur infinitésimal du début ira en diminuant.

2.5. Détection du chaos
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Classification des orbites suivant le signe de I’exposant de Lyapunov

-Si A < 0, l'orbite est attractive vers un point fixe ou orbite périodique stable. Il caractérise

les systeme dissipatif. Ce type de systéme exhibe une stabilité asymptotique, plus 'exposant est

négatif, plus la stabilité est grande. Les points fixes et les points périodiques super stables ont un

exposant de Lyapunov )\ qui tend vers —oo.

-Si A = 0, l'orbite est un point fixe neutre. Un systeme physique avec un tel exposant est dit

conservateur. Dans cette situation, les orbites gardent une séparation constante.

-Si A > 0, l'orbite est instable et chaotique. Tous les points voisins doivent étre visités : ces points

sont dit instables. Pour un systeme discret, on a un ensemble de points sans aucun rapport de

liaison. Pour un systeme continue, I’espace de phase est un ensemble de lignes croisées [16].

Etat stable Flot | Dimension de Lyapunov | Exposant de lyapunov

point d’équilibre point | 0 M <...< A <0

périodique cercle | 1 M=0,)\,<...< <0

périodique d’ordre 2 | tore 2 M=X=0,),<...<A3<0
périodique d’ordre k | k-tore | k AM=...= =01 <...< 1 <0
Chaotique Non entier A >0, Zn:lki <0

Hyper-chaotique Non entier

AL > 0,)\2 > O,Z)\Z <0
i=1

"T'AB.2.1 — Classification des régimes permanents selon les exposants de Lyapunov"

Caractérisation d’un attracteur par le signe des exposants de Lyapunov

Un exposant de Lyapunov positive indique que selon la direction qu’il représente la divergence

entre deux trajectoires voisines augmente exponentiellement avec le temps.

Il s’agit donc bien la d’'un caractérisation dun attracteur étrange. Pour une application bidimen-

sionnelle, on peut des lors résumer la correspondance entre le type de l'attracteur et signe des

exposants de Lyapunov dans le tableau [17] :

Type d’attracteur

Signe des exposants de Lyapunov

point d’équilibre

Cycle limite périodique

07_7_

Cycle limite quasi périodique | 0,0, —

Attracteur étrange

+7Oa_

"TAB.2.2 — Caractérisation des attracteurs par le signe des éxposants de Lyapunov "
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2.5.2 Dimension fractale

Iétude d’'un ensemble A C R? invariant, fermé et borné (attracteur) d’un systéme dynamique
gouverné par une application f comprend souvent la détermination d’'un nombre représentant
la dimension de A selon une définition appropriée de cette propriété. Ce nombre peut étre assez
important surtout quand A est un attracteur chaotique.

Par exemple, un point a la dimension 0, un segment a la dimension 1, un carré plein (intérieur et
bord) a la dimension 2, un cube plein (intérieur et limite) a la dimension 3, etc. Cette idée intuitive
n’est pas assez sophistiquée pour les objets géométriques complexes, y compris les attracteurs
étranges.

Il peut arriver que différentes définitions de dimension attribuent différents nombres a I'un des
sous-ensembles complexes de R?, pour lesquels I'idée intuitive de dimension a échoué. De plus,
ces nombres ne peuvent pas étre des nombres entiers. Un objet géométrique dont la dimension
(dans une définition appropriée) n’est pas un entier s’appelle une fractale. Quelques définitions
différentes de dimension fractales comme : Dimension de Hausdorf, Dimension de capacité, Di-

mension de corrélation et Dimension Kaplan et Yorke (Dimension de Lyapunov).

Dimension Kaplan et Yorke (Dimension de Lyapunov).

Soit py; > py > ... > p,, les n exposants de Lyapunov d’un attracteur d’un systeme dynamique et
soit j le grand entier naturel tel que :yi; + iy + ... + p; > 0. Alors la dimension de Karlan et Yorke
(Lyapunov) est donnée par :

J

> oM

Dyy = 1=
[#j4]
Si aucun j existe alors Dgy = 0 (comme le cas d’un point hyperbolique stable) ; et si I'attracteur

est chaotique alors Dyy > 0 est un nombre fractionnaire [18].

2.5.3 Routes vers le chaos

Un systéme dynamique possede en général un ou plusieurs parametres dit "contréle", qui agissent
sur les caractéristiques de la fonction de transition. Selon la valeur du parametre de controle, les
mémes conditions initiales menent a des trajectoires correspondant a des régimes dynamiques
qualitativement différents. La modification continue du parametre de contréle conduit dans bien

des cas a une complexification progressive du régime dynamique développé par le systéme.

2.5. Détection du chaos
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a- L intermittence vers le chaos : un mouvement périodique stable est entrecoupé par des bouf-
fées de turbulence. Lorsqu’on augmente le parametre de contrdle, les bouffées de turbulence

deviennent de plus en plus fréquentes, et finalement, la turbulence domine[13].

b- Le doublement de période : ce sénario de transition est sans doute le plus connu, par aug-
mentation du parametre de controle de I'expérience, la fréquence du régime périodique
double, puis est multipliée par 4, par 8, par 16, ...etc, les doublements étant de plus en rap-
prochées, on tend vers un point d’accumulation au quel on obtientderait hypothétiquement

une fréquence infinie, c’est a ce moment que le systéme devient chaotique.

c- Par quasi-périodicité : ce sénario via la quasi-périodicité a été mise en évidence par les tra-
vaux théoriques de Ruelle et Takens. Dans un systeme dynamique a comportement pério-
dique a un seul fréquence si nous changeons un parametre alors, il apparait une deuxieme
fréquence, si le rapport entre les deux fréquence, si le rapport entre les deux fréquences et
rationnelle comportement est périodique, mais si le rapport est irrationnel le comportement
est quasi-périodique, alors on change de noveau le parametre et il apparait un troisieme

fréquence et ainsi de suite jusqu’au chaos [7].

2.6 Utilisation du chaos

C’est la classe la plus intéressante, car c’est pour ce type de systeme que la détection du chaos offre
un grand potentiel. Cette classe couvre un énorme spectre d’applications, dont principalement la
finance , '’économie, le biomédical, I'art, 'hydraulique , les réseaux , 'écologie et la liste ne cesse
de s’agrandir. Par la suite, nous allons explorer un cas ot on peut rencontrer le chaos sans avoir

le modele proprement dit du systeme qui a généré celui-ci, il s’agit du coeur[9].

2.6.1 En biologie

La théorie du chaos, en biologie, permet d’expliquer les différences de populations animales, et
les oscillations cérébrales (électroencéphalogramme), c’est-a-dire un enregistrement graphique de
'activité électrique du cerveau au moyen d’électrodes placées sur le cuir chevelu d’un attracteur

étrange.
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FI1G.2.1 — Attracteur d’'un model de cerveau (activité électrique)

Ainsi, les arythmies typiques de nombreuses maladies cardiaques s’expliquent également par la
théorie du chaos. Dans un coeur normal, les impulsions électriques traversent les fibres muscu-
laires de maniere uniforme, forcant le ventricule cardiaque a se contracter et a pomper le sang.
Une fois contractées, les fibres deviennent insensibles aux signaux électriques ; Parlez de la pé-
riode réfractaire.

Ainsi, des différences de durée de la période de résistance d’'une région du ventricule a une autre

seraient a 'origine d’une contractilité spastique a l'origine de la crise cardiaque [19].

FI1G.2.2 — Tespace de phase pour le modele du coeur dans un cas

régulier (a gauche) et dans cas chaotique (a droite)

Cas de pratique médicale (le coeur)

Les deux phases mécaniques de fonctionnement du coeur sont la systole et la diastole. Un os-
cillateurphysio - électrique appelé le noeud sinusal génére des impulsions électriques qui sont

conduites par le systeme de distribution neurocardiaque aux différents muscles. La forme de ces
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impulsions change durant le cycle de conduction générant ainsi une forme particuliere appelée le
signal ECG (Electro Cardio Gramme) (FI/G.2.1).

FREQUENCE NORMAL FREQUENCE RAPIDE

FREQUENCE BASSE  FREQUENCE IRREGULIERE

F§5EE g s Qa1

FI1G.2.3 — Le signal ECG

Des études ont choisi d’explorer les modeles mathématiques du coeur proposés par les biomathé-
maticiens. lun de ces travaux a étudié comment un comportement chaotique peut étre généré
dans le modele du systeme autonome cardiaque. Le modele comporte deux variables d’état e
et g ou e représente le potentiel électrique (excitation rapide) et g représente la récupération
(déchargement lent).

Les équations qui régissent le modele sont :

5= @ (8) -~ 1)~

5 (2.12)
5 = e (e.g) (ke — g)
Ou d;; est le tenseur de conductivité quantifiant la non-isotropie du tissu cardiaque.
f(e) est définie comme suit :
Cie pour e<ep
—Che+a pour e =ey=e (2.13)
C3(e—1) pour e>ey
et (e, g) définie comme suit :
g1 pour e < eg
g, pour e > ey (2.14)

€3 pour e<eret g< g
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Avec :

er = 0.0026, 5 = 0.837, C, =20, Cy =3, C3 =15, a =0.06, k= 3.

el =75 &' =18et 0.5< g5 <10

Enfin, les résultats de la simulation pour un cas normal et un cas de défibrillation cardiaque sont

montrés [9].

2.6.2 En communication

Limage d’'un modele chaotique est structuré autour d'un squelette constitué d’'un ensemble d’or-
bites périodiques instables (UPO), 'ensemble de ces UPO, dense dans l'attracteur, ansi que les
orbites transitant entre elles, forment l'attracteur chaotique . lidée d’utilisations du chaos dans
les sécurités communications a Multi-Utilisateurs sont souvent basées sur le contréle et l'utilisa-
tion adéquate des (UPO), l'idée principale est de se servir du squelette d’un attracteur chaotique
comme un réservoir d’ondes potentiels de communications. De cette facon, le nombre d’utilisa-
teurs est pourvus chacun d’'un code propre dans le méme canal. lintérét des attracteurs multi-plis
réside dans leur possibilité de permettre de générer des orbites plus courtes (par un chaos plus
compliqué) et donc une transmission plus rapide des messages, ainsi qu'une meilleure sécurité

dans les communications.

Svstéeme chaotigue de trans mss on Systéme couplé de réceprion
| < | Vs
Cd ' L by
Swnalke de
couplge

oy plée

FIG.2.4 — Communication chaotique par le systéme de Pecorra et Carroll

2.6.3 En économie

En économie, les mouvements commerciaux et les marchés financiers, ainsi que les cycles éco-

nomiques, peuvent étre expliqués en partie par la théorie du chaos, ou les fractales ont un lien
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trés étroit avec le hasard, et permettent donc,la modélisation d’expériences aléatoires complexes,

d’ou l'utilisation en finance, modéliser les variations des cours boursiers.

2.6.4 En informatique

En informatique, des méthodes de compression d'images ont été développées a partir de fractales.
Les images synthétiques, au cinéma ou dans le domaine des jeux vidéo, sont de plus en plus
réalistes, toujours grace a des fractales.

En effet, les objets fournis par la géométrie euclidienne sont peu susceptibles de représenter
fidelement le monde : voyons-nous souvent, dans la nature, des cercles ou des cubes parfaits ?

Non, les formes de la nature répondent beaucoup plus facilement aux formes fractales.

2.6.5 En art

Méme dans le domaine de 'art, depuis les années1980, la beauté des fractales a été exploitée et
appréciée, et on a assisté a une prolifération d’expositions sur le théme de ces images fascinantes.
Les images fractales ont un certain intérét esthétique, mais on peut se demander si elles ont
une autre utilité. Nous pouvons remarquer quelques fonctions remarquables des fractales dans
différents domaines.

Les fractales sont des figures géométriques avec une propriété d’auto-similitude. Ainsi, nous ob-
servons des modeles similaires dans le dessin de la fractale quelle que soit I'échelle a laquelle
nous la regardons. Donnons en exemple le fameux triangle de Sierpinski constitué d’un triangle
équilatéral divisé en sous-triangles équilatéraux, eux-mémes subdivisés en triangles équilatéraux,
etc[19].

FI1G.2.5 — Le triangle de Sierpinski

un exemple de fractale

2.6. Utilisation du chaos
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2.7 Quelques exemples des systemes chaotiques a temps continu

2.7.1 Systeme de Lorenz

Le systeme de Lorenz est un exemple célebre de systéeme différentiel au comportement chaotique

pour certaines valeurs de parameétres, ce systeme est défini par les équations suivantes :

t=o0(y—ux)
y=-—rr—y-—az (2.15)
z=—-bz+2xy

Ci dessous l'attracteur de Lorenz ( I'espace des phases ) et la cordonnée = obtenus a partir des

valeurs numériques o = 10, r = % etb =28 [20].

FIG.2.6 — Attracteur de Lorenz [21]

2.7.2 Systeme de Rossler

Les équations de ce systeme sont les suivantes :

T=-y+z
y=z+ay (2.16)
Z=b+z(x—c)

Ce systeme qui a été proposé par l'allemand Otto Rossler, est lié a 'étude de 'écoulement des

fluides, il découle des équations de Navier-Stokes. Les équations de ce systeme ont été décou-

2.7. Quelques exemples des systémes chaotiques a temps continu
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vertes a la suite de traveaux en cinétique chimique.Pour une simulation numérique, nous prenons
a=10.398,b=2etc=4[20].

2.7.3 Systeme de Lorenz en 4-D
Le systeme hyperchaotique de Lorenz en 4-D on peut définie par 'EDO non linéaire suivant :

i’l t) = —Qa1T1 ( ) + A9T2 (t) + 24 (t)

(1)
o (t) = agxy (t) — wo (t) — x4 (t) — 2123
(t)
(1) =

.

(2.17)

8.

3 (t) = —asxs (t) + x129

.ft'4 t) = 0. 1$2$3
avec a; = 10, a; = 28 et az = 3.

2.7.4 Systeme de Chen en 4-D

Le systeme hyperchaotique de Chen en 4-D définie par :

t) = —=biyi (t) +biy2 (t) +

t) = 4dy; (t) + baya (t) + 4y, (t) — 10y1y3 + uz
t) = —bays (t) + y3 + us

Ya () = —bayr (t) + ug

avec by = 35, by =21,b3 =3 et by =2 [22].

yl(
U2 (
(

U3

(2.18)

2.8 Conclusion

Ce chapitre est réservé a la théorie du chaos, le phénoméne du chaos est caractérisé par la sen-
sibilité aux condition initiales, son attracteur étrange, sa dimension fractale et au moins I'un de
ses exposants de Lyapunov est positif, cependant il existe un certain nombre de transition vers le
chaos.

Pour coliiturer de ce chapitre, nous avons presenté quelques exemples, les plus célebres tel que
systeme de Lorenz, systeme de Rossler..., qui illistrent le comportement des systemes dyna-

miques chaotiques et hyperchaotiques en temps continu.

2.8. Conclusion
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Synchronisation des systemes dynamiques

chaotiques

3.1 Introduction

Le phénoméne de synchronisation a été étudié dépuis long temps. Au 17¢¢ siécle, Huygens
(1629 — 1695) remarqua ce phénomene en étudiant deux horloges de fréquences 1égérement diffé-
rentes. Il constata qu’en les reliant I'une a 'autre avec un morceau de bois, elles affichaient toutes
les deux la méme heure : elles se synchronisation. Deux exemples de synchronisation existente
dans la nature, dans le domaine de la science de la vie et de la terre, ainsi que dans les domaines
techniques. En neurobiologie, la notion de synchronisation apparait pour expliques le fonction-
nement du cerveau : chaque activité est produite par un ensemble de neurones dont les signaux
éléctriques osciellent de maniere synchrone.

Dans le domaine des communications, les procédés utilisés pour transmettre I'information sous
forme numérique exigent, en général, un synchronisme précis entre certaines fonctions du récep-
teur et les fonctions correspondantes de 'émetteur.

Par "synchronisme", on entend que les générateurs rythmant les deux fonctions associéés doivent

avoir la méme fréquence nominale et présenter un déphasage constant et bien déterminé [23].

3.2 Définitions de synchronisation

Définition 3.1 (de Larousse) Synchronisation est un mot grec décomposé en deux parties : Syn veut
dire ensemble et Chrono veut dire temps. C’est Uaction de mettre en phase pour créer une simultanéité

entre plusieurs opérations, en fonction du temps.

26
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Définition 3.2 ( générale) La synchronisation est une maniere de faire Uentretien d’'un mouvement
périodique (ou chaotique). La synchronisation de deux systémes dynamiques signifie que chaque

systeme évolue en suivant le comportement de Uautre systéme.

3.2.1 Définition de synchronisation en mathématique

Apres plusieurs tentatives pour définir mouvement synchronisé, Brown et Kocarev ont récem-
ment fourni une définition mathématique de la synchronisation. Pour construire la définition, ils
supposent qu'un systeme dynamique, global, de dimension finie et déterministe est divisible en

deux sous-systémes :

{ X =F(X (@) a1

Y =GV (1)

ou, X (t) € R"et Y (t) € R™ sont des vecteurs qui peuvent avoir des dimensions différentes.

Définition 3.3 (Brown et Kocarev) Les sous-systéemes dans les équations (3.1) sont synchronisés
sur la trajectoire de ¢ (wy), par rapport aux propriétés gx et gy ; s’il existe un instant indépendant de
Uapplication h tel que ||h(gx; gy )| = O.

Avec le choix de gy, gy et h on peut déterminer le type de synchronisation. Cette approche conduit a

Uidée qu’il existe des différents types de synchronisation [24].

3.3 Différentes types de synchronisation

Nous rappelons les différents types de synchronisation citées dans la litterature, y copris la syn-
chronisation complete, la synchronisation généralisée, la synchronisation projective, la synchro-

nisation FSP et la synchronisation FSHP

3.3.1 Synchronisation complete

Soit le systeme chaotique maitre représenté par

X =F(X(t) (3.2)

d’'ou X (t) € R™ est I'état du systéme (3.2) et F' : R* — R".

Et un systeme chaotique esclave donné par

Y=GY @)+U (3.3)

3.3. Différentes types de synchronisation
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d'ou Y (¢) € R"est I'état du systeme (3.3) et G : R* — R" et U = (u;),;.,, est un vecteur de

contrOle a déterminer. On définit 'erreur de la synchronisation compléte en tant que

e() =Y () — X (1) (3.4)

Ainsi, le probleme de synchronisation complete est de déterminer le controleur U de sorte que

lim |le(t)|| =0 (3.5)

t—00

d’ot ||.|| est la norme euclidienne.

Si F' = G, la relation devient une synchronisation complete identique.

Si F' # (G ; c'est une synchronisation compléte non identique.

La synchronisation complete est donc une coincidence complete entre les variables d’état des

deux systémes synchronisés [25].

3.3.2 Anti-Synchronisation

Définition 3.4 [26]On parle d’une anti-synchronisation des sysémes (3.1) et (3.2) si :

lim ||Y (t) + X (t)] =0 (3.6)

t—+o00

3.3.3 Synchronisation projective

On dit qu'on a une synchronisation projective si les variables d’état y;(¢) du systeme chaotique
esclave Y (t) = (yi(t))1<i<n Se synchronisent avec une constante multiple de 'état ;(¢) du systeme

chaotique maitre X (t) = (z;(t))1<i<n, tels que :

Le cas ot tous les «; sont égaux a 1 représente un cas de synchronisation complete. Le cas ou tous

les «; sont égaux a —1 représente un cas d’anti-synchronisation complete.

3.3.4 Synchronisation FSHP

On dit qu’on a une synchronisation FSHP (en anglais full state hybrid projective synchronization),
si chaque variable d’état y;(t); 1 < i < n; du systeme chaotique esclave se synchronise avec une
combinaison linéaire des variables de I'état x;(¢); 1 < i < n; du systéme chaotique maitre, tels

que :

3.3. Différentes types de synchronisation
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n

yi(t) = > _By(wi(t))

Jj=1

30;; € R, lim =0, YV (x(0),y(0);i=1,2,...,n. (3.8)

La synchronisation FSHP est une généralisation de la synchronisation projective .

3.3.5 Synchronisation généralisée

La synchronisation généralisée est considérée comme une généralisation de la synchronisation
complete, 'anti-synchronisation et la synchronisation projective dans le cas des systemes chao-
tiques de dimensions et de modeles différents. Elle se manifeste par une relation fonctionnelle
entre les deux systemes chaotiques couplés. On considere un couple de systemes maitreesclave

représenté par :

X(t)=F(X (@) (3.9)
. .

() =G (Y (1) +U
dou X (t) € R™; Y (t) € R™ sont les état des systemes maitre et esclave, respectivement, F :
R* — R", G:R™ — R™ et U = (u;),,<,, €st un controleur.
S’il existe un controleur U et une fonction ¢ : R” — R™, telles que toutes les trajectoires des

systemes maitre et esclave, avec les conditions initiales =(0) et y(0) ; vérifient :

tlim Y (t) — X (t)]| = 0, Yx (0), Yy (0) (3.10)
alors, les systémes maitre-esclave (3.9) se synchronisent au sens generalisé par rapport a la fonc-
tion . Si la fonction ¢ est définie par ¢(X (¢)) = AX(¢) tel que A = (A;j)mxn, On dit qu'on a une

synchronisation full-state hybride projective [25].

3.3.6 Synchronisation FSPS

Ont présenté la synchronisation notée FSPS (en anglais : Full State Projective Synchronization)
qui signifie que les deux systemes émetteur et récepteur synchronisent jusqu’a une constante

non-nulle A.
Définition 3.5 Pour le systeme (3.9), on dit qu’il y a une synchronisation FSPS, s’il existe un constant

h(h # 0), telle que

lim ||Y (t) — hX ()] = 0 (3.11)

t—-+o00

3.3. Différentes types de synchronisation
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c’est-a-dire [9] :

i Y= hXi[| =0, i =12, .0 (3.12)

3.4 Méthodes de synchronisation

3.4.1 Meéthode de controleur actif

Tapplication du contrdle actif pour la synchronisation des systémes chaotiques a été proposée par
Bai et Lonngren. C’est une technique efficace qui a montré sa puissance non seulement pour
la synchronisation des systemes identiques, mais aussi pour la synchronisation des systemes non
identiques. De plus, cette méthode offre une simplicité remarquable pour I'implémentation de
I'algorithme a été présentée par M. A. Ahan, O. I. Olusola et al, K. S. Ojo et al.

Soient deux systemes chaotiques a synchronisent maitre et esclave définis par :

{X=F<X<t>>

: (3.13)
Y=GY(t)+U

Ou X (t) € R", Y (t) € R" sont les vecteurs d’états des systémes maitre et esclave respectivement,
et F,G:R" - R", U = (u;),, -, est un contrdleur a déterminer.

Pour que les deux systemes se synchronisent nille faut que l'erreur entre les trajectoires des sys-
témes, donc le systeme converge vers zéro lorsque le temps tends vers I'infini, cet erreur est

déterminé comme suit :

e(t) =Y () - X (1) (3.14)

Alors
et)=Y () - X (t) (3.15)
) =G () - F(X@t)+U (3.16)

Si on peut écrire la quantité G (Y (¢)) — F' (X (¢)) de la fagon suivante :
G (t)—F(X(t)=A4e(t)+ N(X (t),Y () (3.17)
I'erreur peut étre exprimée comme suit :
é(t)y=Ae(t) + N(X (t),Y (t)+U (3.18)

tel que A € R™" est une matrice constante et N une fonction non linéaire, le contréleur U est
proposé comme suit :
U=V —=N(z(t),y(t)) (3.19)

3.4. Méthodes de synchronisation
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d’ou V est le controleur actif définit par :
V = —Le(t) (3.20)
d’ou L est une matrice de controle inconnue, on obtient donc la formule finale de l'erreur :
é(t)=(A— L)e(t) (3.21)

Donc le probleme de la synchronisation entre le systéme maitre et le systeme esclave et transfor-

meée en probleme de zéro stabilité du systeme (3.20) [27].

3.4.2 Méthode du Backstepping

La méthode du backstepping est une méthode récursive qui se base sur le choix d’'une fonction de
Lyapunov avec la conception du controleur nécessaire , En considere que le systeme maitre et le

systeme esclave sont définis comme suit :

(

X1 = f1 (I1,$2) )
X9 = f2 ($175E2,$3) )

(3.22)
\ X, = fa (x1,02. 23, ...Tp) .
et
Y1 = fi (yl,yz) )
- ,
. fo (y1,y2,y3) (3.23)

| Yo = Fo (ry2ys, - 4n) + s
d’ou fiest une fonction linéaire, f;, (i = 2,3,...,n), sont des fonctions non-linéaires et u est un
contréleur qui doit étre choisi convenablement pour obtenir la synchronisation entre les systémes

(3.22) et (3.23). Lerreur de synchronisation est définie comme suit :

.
€1 = Y1 — T,

€2 = Y2 — T,

(3.24)

L €n = Yn — Tn-

alors, la dynamique du systéme d’erreur s’écrit :

3.4. Méthodes de synchronisation
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)
é1 = g1 (e1,€2),

és = gs (€1, €2,€3), (3.25)

\ én = gn (€1, €2, ....€,) + 1.
d’ou g;est une fonction linéaire, et g;, (i = 2,3,...,n), sont des fonctions non-linéaires. Cobjectif
est de calculer une loi de contréle u qui assure la convergence du systeme e;, (1 = 1, 2,...,n), vers
I'origine en utilisant I'algorithme backstepping. Pour cela, le systeme d’erreur (3.25) doit étre

décomposé en sous systeéme :

€1, (61, 62) s (61,62, 63) g ey (61, €9, €3, ..en) s

et pour chaque sous systeme on défini une fonction de Lyapunov V' positive :

Vj(ej, uj, aj) (3.26)

d’ou j est I'ordre du sous-systeme, u;, o; représentent, respectivement, la loi de contrdle et le
controleur virtuel du sous systeme d’ordre j. u; et ; sont calculés a chaque fois de tel sorte que
V; < 0[28].

Exemple numérique

Synchronisation du systeme chaotique de Lorenz via méthode de contréleur actif : Consi-
dérons les systémes identiques chaotiques complete de Lorenz (d’apres I'erreurs) sous la forme

paramétrique triangulaire suivant comme systéme maitre (émetteur) :

= —10 (yl - $1) )
th=(x1 =) — 2 (9+z), (3.27)
2 =9(z1 + 1) — 321 + 1191

Soit le systeme esclave (récepteur) :

9 = —10 (552 — Yo) + Uy,
U2 = (z2 — y2) — 22 (9 + x2) + g, (3.28)
Z9 = 9 (o + y2) — 320 + Ty + us.

Ou u;,7 = 1,2, 3 sont les fonctions du controle actifs qui seront déterminées ultérieurement.

3.4. Méthodes de synchronisation
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Pour la synchronisation complete, définissons les états erreurs pour chaque variable d’état :

€r = Tg — X1
€y = Y2 — Y1 (3.29)

€, =22 — 21

Et suivons les étapes de la procédure du contrdle actif, par soustraction des équations du systemes
(3.27) de ceux des équartions du systemes (3.29) on utilisant la définition du systeme (3.28), on

obtient les dynamiques du systéme erreur suivant :

e, = —10e, + 10ey + uy,
€y = €5 — €y — 9e, — Ta2y + T121 + Ug, (3.30)

e, = 9e, + e, — 3e, + Tays — T1Y1 + Us.

d’aprées la méthode de controleur actif, I'erreur peut étre exprimée comme suit :

ety=Ae(t)+ N (X (@),Y(t)+U

éx (1) ~10 10 0 es (1) 0 u
é, (t) | = 1 -1 -9 e, (1) | + | —maze+mz | +] w2 (3.31)
é, (t) 9 9 -3 e, (t) Toljs — T1Y1 Us

D’ou
U=V -N(X(t)-Y(t)

On définit le controleur U comme suit :

U = vy,
Uy = Tozy — T121 + Vo, (3.32)
Uz = —ToY2 + T1Y1 + vUs.

les dynamiques du systeme erreur devient :

¢, = —10e, + 10e, + vy,
éy = €, — ey — 9e, + v, (3.33)
e, = 9e, + e, — 3e, + vs.

V' le contrdleur actif défini par V' = — Le (¢) nous le choisissons comme suit :
v1 = —10e,,
Vg = —e; — 2e, — e, + Ug, (3.34)

vz = 9e; + 9e, + 8e..

3.4. Méthodes de synchronisation
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D’ou la matrice de contrble inconnue

—10 0 0
Lit)y=|1 -1 -2 9 (3.35)
9 9 8

On obtient la formule finale d’erreur :

é(t)=(A-Lye(t),

éx (1) ~10 10 0 ~10 0 0 e, (1)
e, ) | = 1 -1 9 |- -1 -29 e, (1) (3.36)
é. (t) 9 9 -3 9 9 8 e, (1)
010 0 eq (1)
=12 1 -18 e, (1)
0 0 -10 e, (t)
On calcule le polynéme caractéristique et on trouve les valeurs propres \; = —10, \y = —3,
A3 = —11, tous les A\ sont négatives.

Donc le systeme est asymptotiquement stable au sens de Lyapunov, ce qui assure que pour tout
t — +oo lerreure; — 0 (1 =1,2,3).

C’est-a-dire la synchronisation compléte de deux systémes est réalisée.

Synchronisation du systéme chaotique de Lorenz via méthode de Backstepping : Soit le

systeme esclave :

.fg =10 (ZL’Q — y2> + Uy,
Yo = (T2 — y2) — 22 (9 + x2) + ug, (3.37)
29 = 9 (w2 + y2) — 322 + TaYa + us.

Pour la synchronisation complete, lerreur est défini par :

€y = Ty — T1
ey = Y2 — Y1 (3.38)

€, =22 — 21

Sa dynamique est :

3.4. Méthodes de synchronisation
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éx = iQ - i'l
by = i — (3.39)
€, = 22— 21

Ce qui donne :

¢, = —10e, + 10e,, 1)

ey = €y — €y — e, — Tae, — 216y, 2) (3.40)

é, = 9e, + 9, — 3e, +ye, +x1e, +U.  (3)

—~ —

Premiere étape :
Considérons la stabilité du deuxiéme sous-systéme, ses dynamiques sont calculés en prenant :

e, = —10e; + 10e,,

Définissons la premiere variable virtuelle du " Backstepping " w; et la commande virtuelle

ojcomme :

{ = G (3.41)

Wy = €y — (.
a; est la fonction linéarisante du sous-systeme (1), ws est une nouvelle variable.
D’ot, le sous-systeme (1) devient :
Wy = €, = —10w; + 10w, + 10¢;. (3.42)

Choisissons une fonction de Lyapunov :

Vi (wq) = zwy, (3.43)

La dérivée dans le temps est :

Vi (wy) = wytiy = —10w? + 10w wy + 10wy oy, (3.44)

Pour rendre V; (w) négative définie, on choisi la fonction stabilisant a; = 0,

Alors I'équation du premier sous-systéme devient :

wl = 10w2 — 10’[111, (345)

Les coordonnées de conception ont changées de (e,, e,) vers (wq, ws).

3.4. Méthodes de synchronisation
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Deuxiéme étape :

Considérons la stabilité du deuxieme sous- systéme, ses dynamiques sont calculées en prenant :

by =¢€,(1—21)—e, —e, (94 12), (3.46)

Donc les dynamiques du deuxieme sous- systeme en (wj, wy) sont :

We=2¢€,—a1=¢€,(1—2)—e,—e.(9+z)=w (1 —2)—w—e, (9+2,), (3.47)

La nouvelle loi de controéle virtuelle est choisie de telle facon a avoir :

W3 = €, — (g, (3.48)

o est la fonction stabilisante pour le deuxiéme sous-systeme, w3 est une nouvelle variable d’état.

wg = W1 (1—21) — W2 — W3 (9+I2) — Q9 (9+I2), (349)

Et une fonction de Lyapunov appropriée au deuxieme sous-systeme (3.49) comme :

1
Va (wn, wp) = Vi (wn) + Sws, (3.50)
La dérivée dans le temps est :
Vo (wy, ws) = —10w? — w2 4+ wy (wy (11 — 21) — w3 (9 + 23) — a2 (94 22)), (3.51)
Pour rendre V5 (w1, wy) négative définie, on choisi :
(11 — 21)
g = —=. 3.52
27 (9+w) (3-52)
Alors
Vo (wy,ws) = —10w? — w2 + wyws (9 + z2) (3.53)
Alors I'équation du deuxieme sous-systeme devient :
Wy = —10w1 — W9 — W3 (9 + Ig) . (354)
Troisieme étape :
Iéquation du troisieme sous-systeme devient :
g = ¢, — Ay, (3.55)

3.4. Méthodes de synchronisation
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Avec
e, =wy (9+y2) +wa (9+ 1) — 3wz — 3as + U, (3.56)
Et
110ws (9 — 110w (9
oy = 110wz O+ @2) = 110w (O +9) (3.57)
(9 + £U2)
Donc
wg = w1 (9+'3/2)+’LU2 (9+$1) —3’LU3—3O(2+U (358)
(9 + 1’2)2 ’
Choisissons une fonction de Lyapunov :
Lo
‘/3 (’LUl, Wwa, w3) = Vi (’LUl) + Vé (wl, ’wz) + 5’(1]3, (359)
Donc
% (wl, Wy, w3) = —10U}% — w% — ?)U]g + W3 (—w2 (9 + ZL’Q) + wq (9 + y2) + wo (9 + Il))(360)
_3 1171}1 U — 11021)2 (9 + 1’2) — 1107J)1 (9 + yg)
(9 + 2) (9 + 29)? 7
Pour rendre V; (w1, we, w3) négative définie, on choisi U comme :
11w, 11011)2 (9 + ZEQ) — 110101 (9 + y2)
U= 94+ a2) —wr (9 +y2) —wa (9 +21)+3 + , (3.61
%) ( 562) w1 ( yz) w2 ( 1U1) (9 T xg) (9 n x2)2 ( )
Alors la dérivée de la fonction de Lyapunov globale du systeme est :
Vs (w1, wy, ws) = —10w] — wj — 3w;, (3.62)

Le systéme finale en (e,, e,,¢,) est [8] :

éa; = ’li)l = 10’[1)2 - 10w1,
éy = wg = —10w1 — W9 — W3 (9 + 1'2) y (363)
éz = —3w3 —+ Wy (9 + Z'Q) y

3.4. Méthodes de synchronisation
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons presenté quelques définitions de synchronisation, ensuite nous
avons défini quelques différents types de synchronisation comme la synchronisation CS, anti syn-
chronisation, synchronisation PS, FSHPS, GS et FSPS.

Nous avons énoncé deux méthodes de synchronisation sont la méthode de contréleur actif et
la méthode de Backstepping, un exemple numérique donné pour illistre D'éfficacité des deux

approches développées.

3.5. Conclusion



Chapitre 4

Combinaison de quatre types de
synchronisation pour un systeme
dynamique de 4-D

4.1 Introduction

La synchronisation des systéemes chaotiques a attiré trop de chercheurs au cours des deux der-
nieres décennies et a plusieurs applications importantes en science et en engénierie telle que les
cryptosystemes [29] et les communications sécurisées [30].

Une configuration de base de la synchronisation chaotique consiste en deux systémes chaotiques :
un systeme maitre (ou un systéeme d’entrainement (émetteur)) et un systeme esclave conc¢u (ou
un systeme de réponse (récepteur)). A noter que les systémes maitre et esclave via un signal
transmis afin que la trajectoire du systeme esclave se synchronise avec celle du systéme maitre.
Plusieurs différents types de synchronisation ont été intensivement étudiés et de plusieurs résul-
tats théoriques ont été obtenus au cours des 20 dernieres années. Parmi les types de synchro-
nisation, on peut citer : synchronisation compléete (CS) [31][32], synchronisation généralisée
(GS) [33], synchronisation projective (PS) [34][35], synchronisation (FSPS) en anglais " full
state projective synchronization " [36], synchronisation (MPS) en anglais " modified projective
synchronization " [37], synchronisation (FPS) en anglais " function projective synchronization "
[38], synchronisation (MFPS) en anglais " modified function projective synchronization " [39],
synchronisation (GFPS) en anglais " généralised function projective synchronization " [40] et syn-
chronisation (FSHPS) en anglais " full state hybrid projective synchronization " [41]. Parmi tous

les types de synchronisation chaotique, PS a été signalé pour la premiere fois dans des systemes
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partiellement linéaires et a fait 'objet d’études approfondies ces dernieres années car il peut
obtenir une communication plus rapide grace a sa fonction proportionnelle. La synchronisation
projective a été largement étudiée pour que le systeme d’entrainement peut étre synchronisé avec
les réponses des états dynamiques synchronisés en tant que matrice de mise a I’échelle constante.
De plus, FSPS peut étre utilisé pour obtenir une communication plus sécurisée que PS dans une
application pour sécuriser les communications, car il est évident que I'imprévisibilité du facteur
de fonction vectorielle dans FSPS est supérieure a celle du méme facteur d’échelle dans PS.
Récemment, un nouveau type de synchronisation connu sous le nom de FSHPS a été introduit
et appliqué aux systemes chaotiques et hyperchaotiques en temps continu, qui comprend PS et
FSPS. Dans FSHPS, chaque état du systeme de réponse se synchronise avec une combinaison
linéaire d’états du systeme d’entrainement.

Dans ce travail, basé sur la théorie de la stabilité de Lyapunov, différents shémas de synchronisa-
tion pour les systemes dynamiques hyperchaotiques, tels que CS, PS, FSPS et FSHPS, sont combi-
nés pour obtenir la synchronisation entre deux systemes dynamiques hyperchaotiques couplés en
temps continu en 4-D. Le nouveau schéma est donné et illustré avec le systeme hyperchaotiques
de Lorenz [42] et le systéme hyperchaotiques de Chen [43] comme exemples. Les résultats théo-
riques du schéma proposé sont présentés dans la section 2. Dans la section 3, la synchronisation
de deux systemes Lorenz et Chen sont hyperchaotiques et couplés et réalisé et des simulations
numériques sont présentées pour vérifier I'éfficacité du schéma de synchronisation proposé. La

conclusion est donnée dans la section.

4.2 Résultats théoriques

Nous considérons le systéme chaotique maitre décrit par :

jjz' (t) = Zaijmj (t) + fz (1’1, To, T3, I‘4) s 7 = ]_, 2, 3, 4 (41)

7j=1
ol X (t) = (1 (t), 22 (t), x5 (), 24 (1)) € R* est le vecteur d’état du systéme (4.1), (a;;) € R4

Nous considérons le systeme esclave comme suit :

4
yi (t) = Zbljyj <t> +gl (x17m27x37x4> +ui7 1= 1727374' (42)
j=1

ou Y (t) = (y1 (1), 52 (t) ,ys (t) ,ya (t))" € R* est le vecteur d’état du systeme (4.2), (b;) € R** et
fi, i : R* — R sont des fonctions non linéaires et U = (u;), <i<q SONE des controleurs vecteur

déterminé.

4.2. Résultats théoriques



Chapitre 4. Combinaison de quatre types de synchronisation pour un systéme dynamique de 4-D

On définie le systeme d’erreur comme suit :

er(t) =y (t) — 21 (1),

€2 (t) = Y2 (t) — T2 (75) ) (4.3)
es (t) = ys (t) — (azs (t) + azws (1)),

€4 (t) = Ys (t) — (Oé4l’2 (t) + a5x3 (t) + agry (t)) .

ola; ¢ {—1,0,1} pour 1 < i < 6 sont les constantes d’échelle. D’aprés le systéme d’erreur (4.3), il
est clair que la premiére partie des deux systemes chaotiques (4.1) et (4.2) est la synchronisation
complete (CS), la deuxieme partie du systeme esclave est en la synchronisation projective (PS)
avec le premiere et deuxiéme parties de systeme esclave, le troisieme partie de systeme esclave est
dans la synchronisation (FSPS) en anglais " full state projective synchronization ". Enfin, la partie
de systeme esclave est en la synchronisation (FSHPS) en anglais " full state hybrid projective
synchronization " avec le systéme maitre. Alors on peut définie la coexistence de CS, PS, FSPS et
FSHPS entre les deux systemes maitre et esclave.

La dynamique des erreurs entre le systeme maitre (4.1) et le systeme esclave (4.2) peut étre

déduire comme suit :

4 4
éi(t) =) bies(t) + Y Ayt + o (1) +ui (1), 1<i<4, 4.4
j=1 Jj=1

Pour réaliser la synchronisation entre le systeme maitre (4.1) et le systéme esclave (4.2), on peut

choisir les controleurs de synchronisation u; (¢), (1 < i < 4) comme suit :

ui(t):uf—kuf-v, 1<i<4, (4.5)

Ou vk, ud sont des controleurs linéaires et non linéaires, respectivement, satisfont :

e(t) = () —i(t),
= 21 (b1 — an1) + 72 (a1biz + bz + aubiy — a12) + w3 (a3biz — a13 + asbua)
424 (6b1s — a1a) + (g1 (£) — f1 (1)) + (brier + bioes + bizes + biges) + uy,
() = 92(t) — oo (1),
= 21 (b1 — 1a21) + T2 (1bag + Qabaz + auboy — arags) + 73 (asbas — anags + azbas)

+14 (q6bos — a1a24) + (g2 (1) — arfa () + (barer + bages + bazes + basey) + ua,

4.2. Résultats théoriques
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és(t)

é4(t)

Alors :

Aussi :

U3 (t) — (ania (t) + azis (t)),

x1 (b31 — aizasy — anagr) + o (1bss + aobss + auubsy — anage — azass)

+x3 (5b3s — aaaa3 + azbsg — aisags) + T4 (s — Qa4 — i3a34)

+ (g3 (t) — (qafo (t) + asfs (t))) + (bsier + bageg + bazes + bagey) + us,

Ua (t) — (i (t) + asds (1) + et (1)),

21 (ba1 — cqa91 — asasz1 — gaqr) + T2 (a1bys + qobys + aabay — ga00 — asase — gags)

+x3 (5bag — Qa3 — a5a33 — Qg3 + 3bag) + T4 (Qebag — Q24 — Q5034 — ApA4s)

+ (g4 (t) — (afo (t) + asfz (t) + s fa () + (barer + bazez + bazes + bases) + ug.

Ay = by — an,

Aig = abig + qobig + cubis — ago,
A3 = azbiz — a1z + asbuy,

A1y = agbis — aya,

A1 = by — aqas,

Aoy = a1bay + aobaz + auubos — g,
Ag3 = asbay — a1ags + aizbos,

Aoy = agboy — av1agy,

A31 = b31 — (3ag; — Gadoag,

Ass = agbsy — aaa94 — 3a34,

Ay = by — a1 — asa31 — g,

Ass = aisbsy — aaa93 + aigbzs — azass,

Ayy = agbas — a4 — 5034 — Gaag.

Ass = a1bss + qabss + aubsy — anase — asass,

Ao = a1bgo + aobyz + aybay — gao0 — aisass — Qgaya,

A4z = asbay — ga93 — 5a33 — aas + azbag,

1 (t) =91 (t) = fi (1),

P (t) = g2 (t) —arfa(t),

p3(t) = g3 (t) —aafa(t) —asfs(t),

s (t) = ga(t) —aufo(t) —asfz(t) —asfa(t).

(4.6)

4.7)

4.2. Résultats théoriques
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On peut utilisé les théoremes suivant :

Théoreme 4.1 Si les constantes (k;;) sont choisissons telles que :

1<i,j<4

i > bi;
Alors, les deux systemes maitre (4.1) et esclave (4.2) sont globalement synchronisés sous les contro-

leurs (u;),.,., sont construits comme suit :

4
ui(t):ui[‘—}-ufvz—Zkijej_Ri(t)7 1<i<4, (4.9)
j=1
ot (kij),<; ;<4 sONt des constantes de controle a concevoir et (R; (t)),,;, sont des fonctions définies
urtérierement .

Preuve. En substituant la loi de contréle (4.9) dans (4.4), le systeme d’erreur peut étre écrit comme

suit :
4

j=1
Construire la fonction candidate de Lyapunov sous la forme suivante :
4

Vie(t) =)

=1

er(t). (4.11)

N | —

La dérivée temporelle de V' le long de le solution du systéme d’erreurs (4.10) et la suivante :
= Y eilt)e(t)

=3 <Z?:1(bij — kij)e; (t)> ei(t)

=30 (bi — k) €2(t) + 300 300 (b

—kij) + (bji — kji)lei(t)e; (¢).

En utilisant les conditions (4.8), on trouve : V (e(t)) = S+, (by — ki) €2(t) < 0. Alors, la solution

V(e(t))
(4.12)

nulle du systéeme d’erreurs (4.10) est globalement asymptotiquement stable. On conclus que les deux
systemes maitre (4.1) et esclave (4.2) sont globalement synchronisés. m

Par la méme procedure de preuve de Théoréme 4.1, on peut preuver les théoremes suivantes.

Théoreme 4.2 Les deux systéemes maitre (4.1) et esclave (4.2) sont globalement synchronisés sous

la loi de contréleur de synchronisation suivantes :

uy = —kpeg — Ry (1),
Uy = —koje; — kagea — Ry (1), (4.13)
uz = —kgie; — ksaea — kazes — R (t) )

uy = —kge1 — kyoes — kyzes — kageq — Ry (1),

4.2. Résultats théoriques
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si les constantes (k;;)1<i j<a Sont choisissons telles que :

i > bis;,

Théoreme 4.3 Les deux systéemes maitre (4.1) et esclave (4.2) sont globalement synchronisés sous

la loi de controleur de synchronisation suivante :

uy = —kiie1 — kigeg — kizes — kueq — Ry (t) )
= —k —k —k — Ry (t),
Uz 2262 23€3 2464 2 ( ) (4.15)
ug = —ksses — ksqeqs — R3 (1),
Ug = —]{?4464 - R4 (t) .
si les constantes (ki;), ., ,., sont choisissons telles que :
sk ==bi i<y (4.16)
ki > by;.

Théoreme 4.4 Les deux systéemes maitre (4.1) et esclave (4.2) sont globalement synchronisés sous

la forme des contréleurs (u; (t)),.,., sont construits comme suit :

4
U; (t) = —k‘iiei (t) — Z krijej(t) — Rz (t) s 1 S 1 S 4. (417)

j=1,i#]

si les constantes (ki;)1<i<4 Sont choisissons telles que :

4.3 Exemple numérique.

Deux systéemes dynamiques hyperchaotiques en 4-D sont considérés pour valider la critere de
synchronisation du chaos proposé.

En tant que le systéme maitre, nous considérons le systeme de Lorenz et le systeme de Chen
comme systéme esclave.

Le systéeme de Lorenz en 4-D [42] on peut étre d’écrit par 'EDO non linéaire en 4-D suivant :

4.3. Exemple numérique.
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Iy (1) —a; a0 1 xq (1)
To (1) _ a -1 0 -1 xo (1) 4.19)
T3 (t) —as x3 (t)
Fa (1) 0 0 0 0 24 (1)
0
N —x1T3 |
T1T2
0.1zoz3

01‘1011:10,0/2:28612(13:%.

Nous considérons le systeme esclave est le systéme de Chen en 4-D [43] d’écrit par :

yl (t) —bl b1 0 0 U1 (t)

Us (1) 0 0 —bs 0 ys (1)

3‘/4 (t) —b4 0 0 0 Ya (t)
0 U1

—-10 U
32J1y3 n 2
Y us

0 Uy

ou by =35, by =21, b3 = 3 et by = 2 et (uy,us, uz, uyg)’ est un contrdleur vectoriel.
Selon la définition de systéme d’erreur (4.3), les erreurs entre le systéme maitre de Lorenz (4.19)

et le systeme esclave de Chen (4.20) sont d’écrites comme suit :

4.3. Exemple numérique.
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\

é1(t) = g1 (1) — a1 (t)
—brer + bres + (a1 — by) x1 + (anby — aq)zy — x4 + ug,
é2 (1) = 92 () — ond (1)
= dej + baeg + dey + (4 — aqag)ry + (aqbe + 4oy + )z + daszs
+ (dag + 1)y + 1103 — 10Y1 Y3 + s,
é3 (t) = U3 (t) — (a2 (1) + azds (1))

—b3€3 — (ia2X1 + 042(1 — bg)fEQ + ag(ag — bg)l’g

(4.21)

+Qoxy + X1 X3 — 3T T2 + yg + us,

€4 (t) = g (t) — (cadz (t) + asds (1) + ceds ()

= —bse; + (—asas — by)x1 + QaZe + asa3T3 + a1y

—a5x1T9 — 0.1agxors + Qar123 + Ug.

Corollaire 4.1 Les deux systémes hyperchaotiques de Lorenz et le systéme hyperchaotique de Chen

controélé sont globalement synchronisés sous la loi de contréleurs suivantes :

out les fonctions (R;),,., sont choisissons comme suit :

(

\

(75} (t) = —]{5162 — Rl (t) R
t) = —koey — kzeg — kyey — Ry (t
Ug ( ) 2€1 362 4€4 2 ( ) ) (4.22)
us (1) = —R3 (1) ,
Uy (t) = b4€1 — k5€4 — R4< )
Ry (t) = (a1 — b1) z1 + (a1 — a1)z2 — 24,
R2 (t) = (4 — Oélag)fl'l -+ (Oélbg + 40&4 + Ckl) To + 40(51’3
+(4ag + a1)zy + arzir3 — 10y19Y3,
Rg (t) = —QQ9x1 + 062(1 - b3>l’2 + Oég(ag - bg)l'g (423)

ooty + ar1 T3 — Q3T1T2 + Y3,
R4 (t) = (—044612 — b4)$’1 + uTo + Q50373 + Qg4

—a5r122 — 0.1agxars + a1 23.

Substituant les systemes (4.22) et (4.23) dans le systéme (4.21) le systeme d’erreur peut étre

d’écrit comme suit :

é1(t) = —breg + (by — k1) ea,

€9 (t) = (4 - kg) e + (b2 - k3> €2 + (4 - k4> €4, (424)
és (t) = —bsez (1),

é4(t) = —kseq

4.3. Exemple numérique.
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ou les constants de controle (k;),.;.- sont choisissons comme ki = by, ko = ks = 4, ks = 4 et
k’g > bg.

Alors, on obtient le systeme d’erreur suivante :

(4.25)
é3 t) = —b363 (t s

Ainsi, a partir la théorie de stabilité de Lyapunov, c’est la solution nulle de systeme d’erreur
(4.25), qui est globalement asymptotiquement stable c’est a dire : . lim |e; (t)]] = 0, par consé-
quent les systemes maitre (4.19) et esclave (4.20) sont globalement synchronisés.

La figure suivante montre I'évolution du temps des erreurs ey, s, €3, ¢4 entre le systeme maitre
(4.19) et le systeme esclave (4.20).

N4 ....,::.d-i eduanandanans

06

ggl—~L i i I 1
0 20 3N 40 5 50 70 80 9 00 10

10
FIG.4.1 — Evolution tomporelle des différents erreurs

de synchronisation entre les systemes de Chen et de Lorenz

Avec 'utilisation du logiciel matlab, on trouve le résultat numérique illustré a la F/G.4.1 ou

e1(t),ea(t),es(t) et eq (t) sont des erreurs de synchronisation pour CS, PS, FSPS et FSHPS, res-
pectivement.

4.3. Exemple numérique.
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4.4 Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudiés la synchronisation entre deux systemes dynamiques hyper-
chaotiques. Sur la base de la théorie de Lyapunov, quatre types de synchronisation différentes
sont combinés pour obtenir une synchronisation entre les systemes hyperchaotiques en 4-D en
temps continu. lexemple numérique et la simulation ont été utilisés pour montre I’éfficacité du
schéma proposé. Ce shéma combiné de synchronisation développé ici peut étre utilisé pour amé-

liorer la sécurité de la communication et assurer la cryptologie des transmissions[22].

4.4. Conclusion



Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons présenté une nouvelle d’étude sur une combinaison de différentes
types de synchronisation réalisée des systemes dynamiques chaotiques d’ordre entier a temps
continu en 4-D, elle est divisée en quatre chapitres :

- Le premier chapitre consiste a donner quelques définitions préliminaires qui permettent cerner
les caractéristiques essentieles des systemes dynamiques puis a abordé une notion importante qui
la stabilité des systemes.

- Dans le deuxiéme chapitre, nous avons présentés la théorie de chaos, ensuite nous attachons au
comportement chaotiques comme l'attracteur de Lorenz, de Rossler et de Chen.

- Le troisieme chapitre est réservée la théorie de synchronisation puis a abordé a leurs types et les
méthodes les plus utilisées comme la méthode de controleur actif et de Backstepping.

- Dans le derniere chapitre nous avons étudié la méthode de synchronisation entre deux sys-
témes hyperchaotiques en 4-D par utilisé quatre différents types de synchronisation CS, PS, FSPS,
FSHPS.

Enfin, nous avons donné un exemple numérique pour montré 'éfficacité a la méthode proposée.
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