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Introduction

Ce travail présente une synthése des théories des opérateurs et spectrales,

qui sont des domaines des mathématiques qui se sont développés dans la

premiére moitié du 20 ™€ siécle grace en particulier aux travaux de S. Banach,

D. Hilbert et M.Fréchet.

Ces travaux ont permis de faire de grands progrés dans la résolution

de plusieurs problémes et fournissent les principaux outils encore utilisés

actuellement dans ces domaines.

D’un point de vue purement mathématique ont peut aussi voir la théorie

des opérateurs comme une extension a la dimension infinie de la géométrie

Euclidienne en dimension finie.

Ce domaine d’apparence abstraite a beaucoup d’applications concrétes,

notamment en physique quantique; c’est d’ailleurs en partie pour donner un
cadre mathématique adapté a la

théorie quantique que D. Hilbert et J. von Neumann ont développé la théorie

des opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert.

Pour terminer cette introduction je voudrais insister sur le point suivant:

La théorie des opérateurs étudie des concepts généraux, parfois loin de I'intuition

Pour se familiariser en profondeur avec ses concepts et méthodes il faut con-
stamment faire des aller-retour entre les concepts, les résultats généraux, d’une
part, et les exemples qui les ont motivés d’autre part.

Ce travail est destiné aux étudiants de Master et de premiére année doctoract
mathématiques.

Cet ouvrage est structuré de quatre chapitres:

Le premier chapitre est consacré a des sujets qui sont supposés étre connus par
le lecteur. Nous donnons un court résumé des théorémes et définitions que nous
allons utiliser dans les autres chapitres. Dans la premiere partie, nous parlons des
espaces vectoriels, normés, Hilbert et Banach.

Dans la deuxiéme partie, nous donnons quelques inigalités et leurs démonstra-
tions qui serons nécessaires aux chapitres suivants. Nous avons pourtant préféré ne
pas aller trop loin dans la généralisation.

Le deuxiéme chapitre est un cours sur les opérateurs linéaires sur un espace de
Hilbert, qui reprend les outils exposés dans la théorie des opérateurs.

Le troixiéme chapitre tourne essentiellement autour de ’études de differentes
classes d’opérateurs normaux définis sur un espace de Hilbert et donné leurs pro-
priétés.

Le quatriéme chapitre est consacré a la théorie spectrale ol on introduit trois
notions centrales: la notion du spectre, la notion de la resolvante et enfin les notions
du spectre continu et residuel et leurs propriétés et applications sur les differents
types d’opérateurs.

Chaque chapitre se termine avec une serie d’exercices présentant une difficulté
graduée afin de vérifier si ’étudiant a bien compris et assimilé le contenu du texte
et encourager et le faire progresser jusqu’a arriver a des résultats élaborés.



CHAPTER 1

Espaces vectoriels normés

A fin de simplifier la lecture de ce travail, le premiér chapitre de ce mémoire est
consacré & donner quelques rappels, définitions et résultats d’analyse fonctionnelle.
Ces rappels concernent: espaces vectoriels, normés et espaces de Hilbert et Banach.
Comme on va donner quelques inigalités et leurs démonstrations qui serons néces-

saires aux chapitres suivants. Nous avons préféré ne pas aller trop loin dans les
généralisations.

Tous les espaces considérés seront sur le corps des nombres réels R ou le corps
C des nombres complexes.

) désigne le nombre complexe conjugué de A € C, K désigne R ou C.

1. Espaces vectoriels

DEFINITION 1. On appelle espace vectoriel topologique tout espace vectriel
E muni d’une topologie rendant continues les applications:

ExE — E
(,y) — x4y

RxFE — FE
(Ay) — Az
On notera également qu’une application linéaire entre espace vectoriel topologique
est continue si et seulement si elle ’est en 0.

Enfin, on rappelle qu'un espace topologique est séparé, si pour tout couple de
points distincts posséde des voisinages disjoints.

EXERCISE 1. Montrer qu’un espace vectoriel topologique séparé localement com-

pact (i.e. tel que chaque point admet un voisinage compact) est nécessairement de
dimension finie.

DEFINITION 2. Soit E un ensemble quelconque non vide. La fonction distance
d est définie de:

ExE — RF
(,y) = d(z,y);
telle que:
(i) d(z,y) > 0; ¥V z,y € E, d(x,y) = 0, implique = = y .( Séparation)
(ii) d(z,y) = d(y,x);V x,y € E.(Symétrie)
(i) d(z, ) +d(y, 2) > d(z,2), Y 2,5,7 € .
(Inégalité triangulaire)
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Un ensemble muni d’une distance devient un espace métrique, désigné par
(E,d).

EXAMPLE 1. Distances classiques

(1) E=R;Vz,y e R:d(z,y) = |z —y|.
(2) E =R";Vz,y € R" on définit les distances:

di(z,y) = Y |z — il
=1

<.

gl

da(z,y) = (z; — y;)?) 2 ,(distance euclidienne)

~

ds(z,y) = Jax (i —yi)

(3) E = Ca,b] ensemble des fonctions continues définies sur [a,b],Vf, g €
Cla,b): d(f,g) = |f(z) — g(z)| est une distance sur E.

DEFINITION 3. Deuz distances d et d’ définies sur un ensemble E sont équiva-
lentes s’il existe deuz réels a, B strictement positifs tels que:

ad(z,y) < d (z,y) < Bd(z,y);Vz,y € E.

1.0.1. Espaces normés.

DEFINITION 4. Soit E un ensemble non vide, on appelle semi-norme sur E,
toute application ¢ définie de E dans R satisfaisant auz trois conditions suivantes:
1) Ve € E: p(x) >0,
[ca] VA ek, Vo€ E; p(A\x) =|Ap(x),
[cs] Vo, y € E:p(z+y) <o (@) +¢(y).
pour tout x de F on note:
¢ (z) =zl
Le couple (E, ||.]|) s’appelle un espace semi-normé.
EXAMPLE 2. 1- La valeur absolue dans R et le module dans C sont des semi-
normes.
2- 'application ¢ définie par:
¢ : R?—R
(z,y) = @y =lz-yl

est une semi-norme.

PROPOSITION 1. Si (E,||.||) est un espace semi-normé surk, alors:

1- [loff =0,
2-VayeE:|lz—y|=ly—=l,
3 Vaye B le] =yl < llz =yl

PROOF. 1- Soit A un élément de k; tel que |A] # 1.0n a: A.0 = 0. En vertu de
la condition [cs],
on obtient:
0] = [IA-O[F = |AF{[Of] -
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D’ou:

0[] (1 = [Af) = 0.

Comme || # 1, il en resulte que:

0] = 0.
2- Pour tout = et y de F, on a:
lz =yl == (=) = =1y — =)l = Ity =)l
3- On a:
y=y-—z+z=lyl=lly—z+a| <ly—zl+ .
D’ou:
(*) lyll = [zl < [lz =y .

De méme, on a:
c=z-y+y=|z|=lz—-y+yl <lz—yll+ ]yl
D’ou:
(**) Izl = llyll < [lz —yll-

Les inégalités (*) et (**) prises simultanément donnent 1’égalité cherchée. [

DEFINITION 5. On appelle norme sur un espace vectoriel E, toute applica-
tion N de E dans R vérifiant, en sus des trois conditions précitées de la définition
précédente, la quatriéme condition suivante:

[ca] N(z)=0=2=0.

Le couple (E, N) s’appelle espace normé. Comme précédemment, la norme N
est désignée par ||.|| .

EXAMPLE 3. 1- La valeur absolue dans R et le module dans C sont des normes.

2- L’application citée dans I’exemple (1.2) ci-dessus n’est pas norme. Elle ne
vérifié pas la condition [c4] .

En effet, on a: ||(1,1)]| =]1—1] =0et (1,1) # (0,0).

3- Exemples des Normes sur R”

n
a) el = 2 el
i=

n 3
b) ||w||2=[zlxi} .
1=
¢) |zl = sup [zl
1<i<n
1
n P
a) [, = [z mﬂ | <p< oo
=1

DEFINITION 6. Soit V' un espace vectoriel (reél ou complexe); si pour tout
x € V; un nombre non négatif ||x| est affecté de telle maniére que pour tous
x,yeV:
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(i) [|z]] > 0;Vx € V, et ||z|]| = 0 implique z = 0.

(i) o]l = la]. ol ¥ a € C.

(i) |z +yll < (|2l + [ly]]-

La quantité ||z|| est appelée la norme de x et V est connu comme un espace

vectoriel normé.
Donc tous les espaces vectoriels normés sont des espaces métriques.

DEFINITION 7. Un produit scalaire sur un espace vectoriel E est une appli-
cation {.,.) tel que:

() : ExE-—k
() — (2.9
vérifiant:
1- Pour tout u € E, lapplication u — (u,v) est linéaire.
2- Pour tous u,v € E, (u,v) = (v, u).
3- Pour tout u € E — {0}, (u,u) > 0.
On note alors: ||u|| = \/{u,u) > 0.Et on vérifie que c’est une norme sur E.

REMARK 1. Notons que dans le cas complexe, on a: pour x,y € H et a € C,
on a:

(u, av) =@ (u,v)
EXAMPLE 4. 1-Pour x,y € R", le produit scalaire usuel de R™ est défini par:
(x,y) = z1y1 + ... + TpYn, tels que

= (21, 0y @n) Y = (Y1, ooy Yn)

Le produit scalaire usuel de C™ est défini par:

(x,y) = 2191 + . + T Tn,
tels que
= (21, Tpn) Y = (Y1, e, Yn) € C™.

- On peut définir d’autres produits scalaires sur k™ en se donnant des poids,
c’est-a-dire des nombres ayq, ...,a, > 0, et en posant

(xy) => p_arzpyr  sik=R
(,y) => o yarziyr,  sik=C

2. Quelques inégalités
PROPOSITION 2. (Inégalité de Cauchy-Schwartz)

Soit E un espace vectoriel sur le corps des nombres complexes muni d’un produit

scalaire, pour x,y € E; alors: |{x,y)| < |lz||. ||yl -
De plus, les deur membres sont égauz si et seulement si x et y sont linéairement

dépendants.
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PROOF. a- Posons, pour tout réel t,
2 2 2
P(t) = ||lz + tyl|” = l|=[I° + 2t (z,y) + £ ||yl

Comme y est non nul et le produit scalaire défini, ||y||*est non nul également.

Par construction, cette expression polynomiale du second degré est positive ou
nulle pour tout réel t. On en déduit que son discriminant est négatif ou nul : i.e

(@,9)" = Iyll* ll=]* < 05

d’oul ’inégalité annoncée.

b- Cas d’égalité:

Si (x,y) est lié alors & = Ay pour un certain scalaire A et on en déduit immé-
diatement :

2
[zl = ALyl = [l -yl
Réciproquement, si
[z 9 = Nl - llyll;
alors le discriminant ci-dessus est nul donc P admet une racine réelle (double) ¢, et
pour ce t on a:

|z + ty||* = P(t) =0,
donc x = —ty, si bien que (x,y) est lié. Ou plus directement (avec le ¢y de la
variante ci-dessus): 'hypothese équivaut a P(¢9) = 0, donc a x = —tgy. O

PROPOSITION 3. (Identité du Parallélogramme):Soit E un espace vectoriel sur
le corps des nombres complexes. Pour tous (x,y) € E?, on a lidentité :

2 2 2 2
o+ yl* + lle = ol =2 (Jlall” + lyll*)

PROOF. Soient z,y € E. On sait que:
2 2 2
o+ 1 =zl + ol + 2 z.3)
etllz —ylI” = llz” + llyl” — 2 (z,9), O

PROPOSITION 4. (Identité de polarisation):Soit E un espace vectoriel sur le
corps des nombres complexes. Pour tous (z; y) € E?, on a lidentité :

Pour tout x,y € E, on a 'identité:

1 2 2 . -2 . .2
@y) =1 (lo+yl* = llz = yl* + i |2+ iyl = i o — iy)*)

2 2 2
PROOF. On a: ||2$+y|| =(z+y,z+y) = ||923|| +||32/|| + (z,y) + (v, @)
“ o=yl =~y —y) = —llz" = llyll” + (@ 9) + (4, 2)
illz+iyll” =ile+iy, x4+ iy) =iz]|” +ilyl]” + (z,y) — (v, 2)
: .2 . . . 2 2
—i|lz —iy|” = —i{z —iy,z —iy) = —i|[z]]” — i |ylI” + (z,y) — (v, 2)
Par I'addition, On obtient I’égalité de polarisation. (I

REMARK 2. Sik =R légalité précédente devient
1 2 2
vay € Hy (@) =7 (lz+yl* = = = yl*).

THEOREM 1. Soit E un espace vectoriel normé. Si la boule unité fermée de E
est compacte; alors E est de dimension finie.
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PROOF. Désignons par B la boule unité de F et par B(a,r) la boule de centre
a et de rayon . De la compacité de la boule unité il résulte, qu’il existe aq,...,a, €

B, tels que:
B CUB (aj, ;)
1<j<n
Soit V' le sous-espace vectoriel engendré par {a1,- - -, a, }, montrons que V = E;

raisonnons par 1’absurde.
Supposons qu’il existe b € E et b ¢ V et puisque V est fermé; donc

dist(b,V) =a > 0.
Il existe donc ¢ € V' tel que:

3o
<|Ib— < —
as<lp-cl<>
Posons u = Hl;%gu  Mlexiste i: 1 <i <mn;tel que: ||u—a < 3.

D’autre part on ab=c+ [[b—c||lu=c+||b—c| a; + ||b — c|| (v — a;);
ou
c+b—clla; €V

et
3

o~ el (u— as) < 50
Ce qui implique:

dist(b, V) <

-8

ce qui contredit la définition. O

3. Espaces de Hilbert et de Banach

DEFINITION 8. On dit qu'un espace normé X est complet si toute suite de
Cauchy a une limite dans X.

DEFINITION 9. Un espace de Hilbert est la donnée d’un espace vectoriel H
complexe et d’une forme sesquilinéaire, i.e. linéaire en la premiére variable:

<)\z + )\/x’,y> =Xz, y9)+ XN (@',y); Vz,y€ E; \,\ €C.
Et anti-linéaire en la seconde:

(z,By + By = Bla,y) + B (z,y); Vz,y € E; B, € C.

Cette forme sesquilinéaire est de plus hermitienne: (x, y) = (x, y) et stricte-
ment positive:
z# 0= (z, y)>0.

REMARK 3. L’espace de Hilbert sur K est un espace vectoriel muni d’un
produit scalaire, qui est de plus complet pour la norme ||.||. Tous les espaces de
Hilbert que mous considérerons seront supposés séparables, c’est-a-dire admettant
un sous-ensemble dénombrable dense.

EXAMPLE 5. 1- L ’espace k", muni du produit scalaire défini par: (z, y)

=Y x;7; est un espace de Hilbert.
1<i<n



3. ESPACES DE HILBERT ET DE BANACH 7

2- L ’espace 13(N) = ¢ (Un)nen : Y. |un|200m}erge}, muni du produit scalaire
1<i<n
(u, v) = > u,U, est un espace de Hilbert.

neN
3- Les espaces de suites (ay,)nen de nombres complexes jouent un role essentiel.

Le cas des espaces [,(1 < p < 00); en pratique, on ne rencontre guére que les
cas p = 1;2; 00.

n P
Pour 1 < p < oo, on définit [|(as)|, = [E |an|p]
p=1
et l, = {xl o], < oo}. Appliquons I'inégalité de Minkowsky:
»
+

n % n n %
[ o +bﬂ’} < [2 |+ |3 |bi|’“]
i=1 p=1 p=1

et passons a la limite pour n — oo et montrons que |[z|, est bien une norme,
et que les [, sont en fait des espaces de Banach.

Pour 1 < p;q < oo et £ + 1 =1, on s’assure que le dual de l, est bien [4; en
particulier le dual de I est bien [, en accord avec le fait que Il est un

espace de Hilbert.

DEFINITION 10. Sig,h € H, on dit que g et h sont orthogonauz, et on écrit
gL hsi{g,h)y=0.

Si M est une partie de H, ’orthogonal de M défini par:
Mt ={heH : VYge M, hlg}

LEMMA 1. Soit E une partie non vide d’un espace préhilbertien H, on a:
(1) E* est un sous-espace fermé de H.
(2) ECF=F CE .
(3) E a méme orthogonal que le sous-espace fermé engendré par E.

La remarque suivante est souvent utile:

REMARK 4. un sous-espace M C H est dense si et seulement si M+ = {0}.
De plus, si M est un sous-espace fermé, alors H se décompose en somme directe
H=M&M-*.

On peut énoncer le théoréme de Pythagore: si f1,..., f,, € H sont deux a
deux orthogonaux, alors:

If1+ o+ ull? = AN+ o+ [l

LEMMA 2. Soit F' un sous-espace d’un espace de Hilbert H. Alors, on a:

(1) (FL)L coincide avec I'adhérence F de F dans H.
(2) F est dense dans H si et seulement si; F- = {0}.
Critére de fermeture : Soit H un espace de Hilbert. Un sous ensemble
F C H est fermé si et seulement s’il existe une application linéaire f : H — k
continue telle que F' = Ker(f).

THEOREM 2. Soit FE une partie non-vide convexe fermée d’un espace de Hilbert
H. Alors, pour tout x € H, il existe y € E unique tel que:
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|z —y|| = inf {||z — a|| : a € E}
On note y = Pg(x) la projection de x sur E.

Ce théoréme s’applique en particulier au cas ou E est un sous-espace fermé de
H.

THEOREM 3. (Théoréme de la projection) Soit F' un sous-espace fermé d’un
espace de Hilbert H. Alors, il existe une application linéaire continue Pr : H — F
telle que:

z = Pp(z) + (v — Pp(z))
et
|z = Pp(z)|| = d(z, F) = inf [z —y].
yeFr
De plus, pour tout = € H :  — Pr(z) € F*.
On appelle PF (x) la projection orthogonale de x sur F.

DEFINITION 11. On appelle espace de Banach sur K tout espace vectoriel
normé {E, ||.||} complet pour la métrique associée a la norme.

EXAMPLE 6. (i) Pourn un entier tel que n > 1,alors k™ est un espace de Banach
(k =R ou C).

(ii) On deésigne par Cx(K) l'ensemble des fonctions continues sur k a valeurs
dans K. Cx(K) est un espace de Banach pour la norme ||| .

Solution

(i) Il suffit de prouver que k est complet. On sait que tout produit fini d’espaces
métriques complet est complet et que R et C sont complets d’ott k™ est complet,
donc un espace de Banach.

(ii) Soit f,, une suite de Cauchy. Pour chaque z € K montrons successivement
que fn(x) converge vers f(x), tel que f est continue sur K puis que f, converge
vers f pour la norme ||| .

On a d’abord

(1.%) [fn(@) = fm(@)] < [ fn = frll

pour tout n,m. On en déduit que f,(z) est une suite de Cauchy. k étant
complet, on pose

fla)= lim f(@).

Il résulte de (1.%) que f,, converge uniforément vers f sur K, f est donc continue
sur K.

Soient € > 0 et N tel que Vn,m > N, on ait || fn, — fi|, < €. Il résulte alors
de (1.*) que V'on a: ||fn — fml|l <€ ¥n > Ne.

EXAMPLE 7. Soit L*(R) l’epace des fonctions integrables sur R; muni d’un
produit défini comme suit:

+oo
fgle) = / f(hge—tydt,  f.ge L'(R)
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est un espace de Banach.

DEFINITION 12. Soient x,y € H, on dit que x et y sont orthogonauz, et on
écrit v Ly si (x,y) = 0. Pour M une partie de H, l'orthogonal de M est défini par:
M+ ={z € H:VYyec M,z y) =0}

un sous-espace M C H est dense si et seulement si M+ = {0}. De plus, si M
est un sous-espace fermé, alors H se décompose en somme directe H = M & M*.

THEOREM 4. si Py est une projection dans un sous-espace fermé M d’un
espace de Hilbert H, alors Py est un opérateur tel que Py, = Py et P]%/I = Py. Si
P est un opérateur tel que P* = P et P2 = P, alors; M = R (P) est un sous-espace
fermé et P = Py, i.e., P est un projection dans M.

PROOF. (=):On suppose que Py est une projection dans H et de note R (Pyy)
le rang de Py; par M.

Soit
1 = Y1 D z1et T2 = Y2 D 29,
telle que
Y1,Y2 € M et 21,29 € M*t.
Alors
21422 = (Y1 + y2) ® (21 + 22)
avec
Y1 +ys € M et 21 + 2o e Mt
alors

Pyr (1 +22) = (31 + y2) = Purr + Pyaa,
et il est evident que Pys (ax) = aPpsx, alors Py est linéaire. La preuve de borné-
tude de Pp; se vérifie d’aprés:

1Paaa|® = flyal® < llyal® + N1 = flaa |
Py est un opérateur de H. De plus
(Pyzyma) = (y1,92 + 22) = (Y1,y2) = (Y1 + 21,42) = (21 + Puzz),
Alors Py = Pj;. Pour tout « € H et Pyyx € M, on a
P}z = Py (Pyz) = Py,

alors P3; = Py.

(«<):On suppose que P = P* = P2 et de note R (Py;) par M. Nous observons
que M est un sous-espace fermé de H. Pour tout € M, il existe une sequence
{z,} C H telle que

Px, — z,et Px, = P?%z, — Pz
par la continuité de P et P? = P. A partir de # = Pz € M, alors M = M. Depuis
P = PpP* = P?,
(x — Pz, Pz) = (x, Pz) — (z, P*Pz) = 0.
Il suit que
x=Px®(I—-P)x,PreM

et x — Pz € M, donc P est la projection dans M. (I

REMARK 5. Si M C H est un sous-espace fermé, on peut définir la projection

orthogonale sur M, notée Py;, de la maniére suivante : pour h € H, Pyh est
lunique élément de M tel que



10 1. ESPACES VECTORIELS NORMES

h — Pyh L M. Alors Py est une application linéaire telle que P§; = Py,
llpar k|| < ||h|| pour tout h € H, ker Ppy = M+ et Im P,, = M.

4. Base hilbertienne, Somme hilbertienne

DEFINITION 13. Une famille (e;)ics est une base orthonormale d’un espace
de Hilbert H si

1) Jlesf = 1.

2) L ’espace engendré Vect {e;} est dense dans H.

3) e; L ej pour i #j.

Tout espace de Hilbert admet une base orthonormale, qui est finie si et seule-
ment si 'espace est de dimension finie.

Pour simplifier I’étude, on se place dans un espace de Hilbert séparable.

DEFINITION 14. Une partie F de H est dite dense dans H si:

VheH, Ve = 0,3f €F:|f—h| <e¢
ou de maniére équivalente si tout h de H est limite d’une suite d’éléments f,,
de F: ||fr, — || — 0.

LEMMA 3. Soit H un espace de Hilbert (et plus généralement espace normé).
Les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) H contient un sous-ensemble D qui est dénombrable et dense.

(b) H contient une famille libre {f1, -} qui est au plus dénombrable (qui est
finie ou dénombrable) et qui engendre un sous-espace F' dense dans H.

Dans ce cas, on dit que H est séparable.

DEFINITION 15. Dans un espace de Hilbert s ‘eparable H. On a les d “efinitions
susvantes:

(a) Une famille {e;,7 € I'} est orthogonale si

Viel,Vjel,i#j:(e,e;)=0.

(b) Une famille {e;,7 € I} est orthonormée si

VieI,Vj el (e e;) = 0 :{(} il

(c) Une famille {e;,i € I'} est totale si 'ensemble des combinaisons lineaires
finies

d’éléments de {e;, 7 € I'} est dense dans H (qui engendre un sous-espace vectoriel
dense dans H).

(d) Une base hilbertienne de H ou base orthonormée est une famille orthonor-

mée totale
dans H.

ExAMPLE 8. 1. Dans k™, on considére la base canonique:

€1 = (1a07"'50)762 = (05 17"'70)a"'a6’n = (07()’"" 1)

n
Alors, pour tout z € k™, on a: = = 3. xe; avee ||z]]* = 3 |ay]?.
n=1 n=1
2. Dans I2(N, k), on considére la base canonique.
€1 = (1703"')762 = (03 1;"')a"’7en = (070,)
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Alors, pour tout z € I2(N, k), on a:

—+ 00
Tr = E €Ti€;
n=1

avec
+oo
2 2
] =l
n=1

THEOREM 5. Tout espace de Hilbert séparable de dimension infinie posséde une
base hilbertienne dénombrable.

COROLLARY 1. Tout espace de Hilbert séparable H est isométriquement iso-
morphe a:

k™ en dimension finie
I2(N, k) en dimension infinie

REMARK 6. Le Chapitre 8 montre comment construire une base hilbertienne
formée de vecteurs propres d’opérateurs auto-adjoints compacts. Dans lespace L?,
on utilise fréquemment des bases spéciales formées de vecteurs propres d’un opéra-
teur différentiel.

Par exemple, dans L%([0,1],C), on considére une base hilbertienne donnée par

(en)n627
ou pour tout n € Z, en est la fonction définie par:

en(x) = exp(2llinx), x € [0, 1].
On trouve ainsi la théorie des séries de Fourier.
On définit maintenant la somme hilbertienne comme suit:

DEFINITION 16. Soit (Hp)n>1 une suite de sous-espaces fermés de H. On dit
que H est somme hilbertienne des (H,),>1 et on note H = &H,, si:
n

1) les H,, sont deux & deux orthogonaux, i.e.,
(x,y) =0,Vo € H,,Vy € Hyyn # m,
2) Pespace vectoriel engendre par les (H,,) est dense dans H.

THEOREM 6. Soit H une somme hilbertienne des (Hy)n>1. Soit © € H et
Tn = Py, x. Alors, on a:

—+oo
=D Ty
n=1
REMARK 7. Dans la suite, on considére un espace de Hilbert H séparable de
dimension infinie. On indexe la base hilbertienne par I au lieu de N, car il existe
d’importants exemples ot la base est indexée par I dénombrable autre que N.

THEOREM 7. Soit {e;,i € I} une famille orthonormée de H. Pour toute partie
finie J # 0 de I, pour tout x € H et tous scalaires a; , j € J,

<

T — ) aje;

JjeJ

'quum
JET

ou ¢j(z) = (z,¢€j).

L’égalité a lieu dans (4.1) si et seulement si a; = ¢;(z) pour tout j € J.
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THEOREM 8. (Inégalité de Bessel) Soit {e;,i € I} une famille orthonormée de
H.

Alors, pour tout © € H, la série de terme générale |(z, ei>\2 est convergente et
on a:

2 2
Dz e <.
ieJ
THEOREM 9. (Développement dans une base hilbertienne) Soit H un espace de
Hilbert séparable. i) Si {e;,i € I} est une base hilbertienne de H, on a le
développement:

VJ:EH:sz(:U, e;) e
ieJ
ot la série converge pour la topologie de H.
ii) Si {e;,i € I} est une famille orthonormée de H et si (4.2) est satisfaite,
alors,
{ei,i € I} est une base hilbertienne de H.
(i1i) Si {e;,i € I} est une base hilbertienne de H, on a lidentité de Plancherel :

2 2
Vo e H:|lz|> =) [z, e,)]
ieJ
et celle de Parseval

Vw,y €H: <ZL’, y> = Z<x7 ei> <yvei >
ieJ

(iv) Si{e;,i € I} est une famille de vecteurs unitaires de H (i.e., Vi € I, ||e;]|

=1)

satisfaisant (4.3), alors, c’est une base hilbertienne de H.

PROPOSITION 5. (Unicit ‘e du développement) Si{e;,i € I} est une base hilber-
tienne de l’espace de Hilbert séparable H et (a;);cr une famille de scalaires telle que
la série:

Z <aia €i>
icJ
converge au sens de la topologie de H vers x € H pour au moins une numrotation
de lensemble dénombrable I. Alors, a; = (z, e;) pour tout i € L
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5. Exercices

EXERCISE 2. Montrer qu’un espace vectoriel topologique séparé localement com-
pact (i.e. tel que chaque point admet un voisinage compact) est nécessairement de
dimension finie.

EXERCISE 3. Prouvez que sur tout espace vectoriel E de dimension finie toutes
les normes sont équivalentes.

EXERCISE 4. Montrer que sur un espace de Hilbert la convergence forte entraine
la convergence faible et que la réciproque est vraie si et seulement si l’espace est de
dimension finie. On pourra considérer une suite de vecteurs

orthonormés.

EXERCISE 5. Soient n espaces de Banach, FEi....E,. Prouvez que le produit
cartésien de ces espaces Ey X ... X E,, est un espace de Banach pour la norme ||ul| =
maz {||lully, ..., [Jull,}, ot w= (ui,..,un), u; € E; . Une telle norme

est appelée norme produit.

EXERCISE 6. Pour u = (u1,...,upn) € ky, on pose:

=

lall, = (el + -+ lual,,)

pour p > 1 réel et si p = oo, |[[ul|, = max <|u1|p,..., |un|p> .

1) Montrer que sip =1 oup = +oo, ||.||,, sont des normes sur k,, équivalentes
entre-elles.
On suppose maintenant 1 < p < oco. Soit q le réel conjugué de p i.e tel que:

1,1 _
lplay
On pose My(u) = sup 4 |3 ujv;|, [[v]l, <1
1<j<n
2) Montrer que Mp(u) = |ull,,, Vu € k. En d’eduire que |.[|, est une norme.

EXERCISE 7. Dans l’espace R* | on se donne cing vecteurs : vy = (1,1,1,1)
, U = (1,2,3,4), v3 = (3,1,4,2), vs = (10,4,13,7) et vs = (1,7,8,14) Chercher les
relations de dépendance linéaires entre ces vecteurs. Si ces vecteurs sont dépendants,
en extraire au moins une famille libre engendrant le méme sous-espace.

EXERCISE 8. 1. Est-ce que le sous-ensemble E = {(z,y) € R?,y =2z} de
R2, muni des lois habituelles de Uespace vectoriel R?, est un R-espace vectoriel ?
2. Est-ce que le sous-ensemble F' = {(x,y, 2) eR3 Y2 =22,2 = O}de R3, muni des
lois habituelles de 'espace vectoriel R? est un sous-espace vectoriel de R>?

EXERCISE 9. Soit E = {(x,y, 2)ERY Ty +z= O} .Soient a = (1, -2,3) et b
= (2,1, -1) deuz vecteurs. On pose F = vect(a, b). 1. Montrer que F est un sous-
espace vectoriel de R3. 2.
Déterminer ENF'.

A-t-on E®@ F ?
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EXERCISE 10. Soit M3 (R )l’espace vectoriel des matrices o coefficients dans R

a 3 lignes et 3 colonnes. Soit S3(R)l’ensemble
des matrices symétriques de Mz (R). C’est-a-dire les matrices qui vérifient A =
tA, 1. Montrer que S3(R) est un sous-espace vectoriel de M3 (R).

2. Déterminer dim(S3z(R)).



CHAPTER 2

Opérateurs linéaires

Dans ce chapitre on va rappeller un certain nombre de résultats, pour la plupart
déja vus, sur les opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert ou Banach et en
particulier sur les opérateurs compacts.

Dans tout ce chapitre E et F' désigneront des espaces de Banach, nous noterons
L(E,F) (respectivement L(E)) l’espace des applications linéaires continues de F
dans F (respectivement des endomorphismes continus de E) muni de sa norme
d’opérateur habituelle.

Si H et K sont des Hilberts, on note L(H,K) l’ensemble des applications
linéaires bornées de H dans K, i.e., telles que la norme:

[ull = sup{[|u(x)||;z € H;|lz|| <1}
soit finie.
L(H,K) est un espace de Banach et de plus, siv € L(H,K) et u € L(K,N),
alors wv € L(H, N) et |uv|| < |lul| x ||v||.
Le cas le plus important est celui o H = K, et l’on note tout simplement L(H)

lalgébre de Banach ainsi obtenue. Parmi les éléments de cette algébre, ['unité, notée
I de norme 1 (sauf le cas ot H =0).

1. Définitions et propriétés

DEFINITION 17. Soient H, Hy des espaces de Hilbert, un opérateur T est une
application

définie de H a valeurs dans Hy vérifiant les conditions suivantes:

(i) Additive : T(z +y) =Tx + Ty;z,y € H.

(ii) Homogéne: T(ax) = oTz,x € H et pour tout nombre complexe .

Le sous-espace vectoriel D(T) C H a valeurs dans Hy; tel que D(T) = {x € H;Tx € Hy}
est appelé le domaine de l'opérateur.

REMARK 8. - On notera KerT le noyau de lopérateur T i.e. KerT = {x € H;Txz = 0}.

- ImT désignera le sous-espace de Hy image de H par T. On le notera aussi
T(H).
- KerT (resp. ImT) est un sous-espace vectoriel de H (resp. de Hp). On
notera que KerT est toujours un sous-espace fermé de H mais ImT n’est pas for-
cément fermé dans Hy.

REMARK 9. - Opérateur identité noté I est défini par: Iz = x,Vx € H.

- Opérateur nul 0 est défini: Ox = 0,Vx € H.
- On note L(H) l’ensemble des opérateurs sur H. Si A € L(H), on définit la
norme de l'opérateur A par:
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| All = sup {||AR[| ; h € H; [[h]| < 1}.
PROPOSITION 6. Voici quelques propriétés de la norme d’un opérateur:

1. Si A€ L(H), alors ||A|| =0 si et seulement si A =0.

2. Si A;B e L(H), alors A+ Be L(H) et ||[A+ B| < ||A|| + ||B|-

3. SiacketAc L(H), alors aA € L(H) et |aAl = |af . [|A].

4. Si A;B € L(H), alors AB € L(H) et |AB|| < ||All.||B]l (AB désigne la
composition Ao B).

Les trois premiers points de la proposition précédente affirment que ||.|| définit
une norme sur L(H).

EXAMPLE 9. Soient X un espace vectoriel sur le corps C et A € C; Uapplication
A: X — X définie pour x € X par:

Ax(z) = M\

est un opérateur linéaire.
En effet, pour 1,29 € X et a € C; On a:

Ax(azy + 22) = Moz + 22)

= a(Ar1) + (Ax2)
= OZA)\(Cljl) =+ A)\(QL'Q)
Cet opérateur est appelé une homothétie de rapport \ de l’espace vectoriel X .

DEFINITION 18. Une forme sesquilinéaire f sur un C-espace vectoriel E est
une application de E X E a valeurs dans C vérifiant pour tout y € E:

(a)- x — f(x,y) est anti-linéaire,

(b)- x — f(y,x) est linéaire,

Si E est un espace normé on dit que f est une forme sesquilinéaire bornée si
de plus il existe c = 0; tel que:

|f(z, )| < cllz]l - [yl

THEOREM 10. Pour tout forme sesquilinéaire bornée f sur un espace de Hilbert
H, il existe un unique opérateur A € L(H) vérifiant: f(z,y) = (z, Ay) ,Vz,y € H.

PRrOOF. L’application z — f(x,y) est une forme linéaire continue sur H, donc
par le Théoréme de Riesz il existe un unique 4, € H tel que: f(z,y) = (z,4,)
pour tout z,y € H. On vérifie facilement que I'application y — A, est linéaire que
I’on note par A. Comme

Ay flz,y
1 Ay] = sup 84D _ g @

m?
A € L(H) et vérifie la propriété énoncée. L’unicité est une conséquence de
I’équivalence:

((z, Ay) =0,Vz,y e H) & A =0.

PROPOSITION 7. Soient E, F deux Banach et T € L(E, F). Alors on a:
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’

(i) Ker(T)/z Ran(T )t
(it) Ker(T )L: Ran(T)

(111) Ker(T)” 2 Ran(T),
(iv) Ker(T') = Ran(T).

PROOF. (i)

x € Ker(T) < l[(Tx) =0,Vl € F*
T (I(z) =0,V € F*
& x € Ran(T)* .
le Ker(T)t &
T'(I(z)) =0,z € E &
I(Tz) =0,Vz € E <€ Ran(T)*.
(iii) et (iv) resultent de la Proposition [chap.1, 2.9]. En effet, on a:

Nl
Ker(T)* = ((Ran(T )l) 2 Ran(T")
et que Ker(T')* = (Ran(T) L)* = Ran(T). O
1.0.2. Composé de plusieurs opérateurs. Soient H, Hy et Hy des espaces de

Hilbert et Ty € L(H, Hy) et Ty € L(Hy, Hy) des opérateurs. Considérons [’opérateur
composé To o Ty € L(H, Hy).

PROPOSITION 8. 1.0n a:||Te o T || < ||T2|| - | 11|

2. Soit U € L(H,H) un opérateur de l’espace de Hilbert H dans lui méme.
On définit les puissances de 'opérateur U comme étant les opérateurs de H dans
H définis de la maniére suivante : U° = I (lopérateur identité), Ul = U, U? =
UolU,.,Ut=UoU"=U"1oU(n>1).

COROLLARY 2. Vn € N; || T™|| < ||T'||".

1.0.3. Norme d’opérateur.

DEFINITION 19. Soit A un opérateur borné défini sur un espace de Hilbert H,
on dit que A est un opérateur borné, s’il existe

¢>0: | Az] < cllal;va € H;
A]l est définie par:
Al = inf{c = 0; ||Az|| <cllz||; Yz e H}.
Voici quelques propriétés de la norme d’un opérateur:
PROPOSITION 9. 1. Si A € L(H), alors ||A|| =0 si et seulement si A = 0.

2. Si A;B e L(H), alors A+ B € L(H) et ||A+ Bl < ||A|| + ||B|

3. Siae K et Ac L(H, alors A € L(H) et ||ad] =|a| |4

4. Si A;B € L(H), alors AB € L(H) et |AB|| < ||All.||B]|l (AB désigne la
composition Ao B).

Les trois premiers points de la proposition précédente affirment que ||.|| définit
une norme sur L(H).
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ExampLE 10. Si H est de dimension finie n, toute application linéaire de H
dans H est continue. Etant donnée une base (e, ....e,) de H, on peut identifier
A€ L(H) a la matrice (a;;) définie par a;; = (Ae;;e;).

ExXAMPLE 11. Soit H = [? et (e1,ea,...) sa base canonique. Si A € L(H),
on pose a;; = (Ae;iej). La matrice (a;j) représente A de la méme facon qu’en
dimension finie. Cependant, on ne connait pas de formule permettant de calculer
I|A|l en fonction de sa représentation matricielle. Réciproquement, étant donné
(O‘ij)z‘;jeN* , une condition nécessaire et sufisante pour qu’il existe un opérateur
A€ L(H) tel que (Ae;;e;) = aj est que:

n
D QijTiy;

neN ij=1

SupSup {

Jza? 4 4 |z < 1} < 4o0.

Vérifions qu’on a les égalités suivantes :
Al = sup (]l AR 0] = 1} = sup { IFHL - n 0}
=inf{c> 0:||Ah| < c|lh| pour tout h € H}

EXERCISE 11. Soit H un espace de Hilbert et (ey,) une base orthonormale de
H. Soit (o) une suite bornée de scalaires et M = sup |ay,|. Montrer qu’il existe
un unique opérateur A € L(H) tel que Ae,, = ane, et montrer que ||A|| = M. On
dit que lopérateur A est diagonal.

EXERCISE 12. Montrer que L(H) est complet pour la norme |.||.

DEFINITION 20. Soit T un opérateur borné défini sur un espace de Hilbert H,
on dit que T est un opérateur borné, s’il existe ¢ > 0: ||Tz|| < c|z|,Vz € H.

IT|| est définie par:
IT|| = inf{c> 0,||Tz| < c|z|,Yz € H}

ProrosiTiON 10. Soit H un espace de Hilbert et T : H — H wune application
linéaire. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est continue.

2. A est continue en 0.

3. Il existe x € H tel que A est continue en x.

4. Il existe une constante ¢ = 0 telle que ||Th|| < c||h|| pour tout h € H.

Proor. 11 suffit de montrer que (ii) entraine (iii), les autres propriétés étant
immeédiates.
Il résulte de la continuité en 0, qu’il existe n > 0 tel que

ull, <n=[lAul; <1

Maintenant pour v # 0 on applique 'inégalité précédente a
U
V="
[[ully

et on obtient (iii) avec C' = }] . O
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ExXAMPLE 12. Un ezemple d’opérateur est l'opérateur de Volterra défini sur
Ly[0;1] par V f(z) = [ f(y)dy.
0

EXAMPLE 13. le shift S défini sur I*(N) par S(ai,as,...) = (0, a1, az, ...).
1.0.4. Opérateur positif.

DEFINITION 21. On dit qu’un opérateur A sur un Hilbert H est positif s’il
vérifie (x, Ax) > 0 pour

tout x € H. On écrit A> B si A — B est positif.

THEOREM 11. Tout opérateur positif A admet un unique opérateur positif B
tel que A = B2.

De plus, B commute avec tout opérateur qui commute avec A. On appelle B la
racine carré de A et on note par VA.

PROOF. - Unicité: Soient By, B > 0; tel que
B? = B3 = A;

alors pour i = 1, 2.

B;A= B} = AB,

Un calcul direct donne:
0= (Bf — B3)(B1 — By) =

(By — B2)By(By — By) + (By — By)By(By — By)

(1)>0 (2)>0

On en d’eduit alors que:
(1) = (2) = (Bi = B2)’ =0

En particulier, on a: ||(Br — Ba)*|| = [|[(B1 — B2)2||” = [I(B1 — B)|*-
- Existence: 11 suffit de le montrer pour A > 0, ||A|| = 1. Dans ce cas, on a:
1-4)>0
et
[[(1—A)|| =sup (z, (1-A)z) < 1.

llzll=1

+oo
La série B =) ¢ (1—A)" est donc absolument convergente grace au Lemme
k=0

—+oo
2.2 avec /1 — 2z = chzk et ¢ < 0 pour tout k € N*.
k=0
On vérifie que:

+00 +00
B=1+Y ¢ (1-4)">1+> e1>0.
k=0 k=0

Enfin, on a:
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B2+:Z ( ch Ck/> (1—A)n

n=0 k+k'=n
comme Y ¢ ¢ = O;pour tout n > 2, on en conclut que B? = A. ([l
k+k'=n

DEFINITION 22. Pour tout A € L(H) on note |A] =V A*A.

2. Inverse d’un opérateur

DEFINITION 23. Soient H et Hy des espaces de Hilbert et A € L(H,Hy) un
opérateur. On dit que A est inversible s’il existe B € L(Hy, H) tel que

AoB =1Iy,,et BA= 1y, ot Iy (resp. Ig,) est Uopérateur identité de H (resp.
de Hy). Un tel opérateur B (lorsqu’il existe) est unique. On lappelle opérateur
inverse de A ou plus simplement inverse de A et on le note B := A™1.

Cas particulier ou H = Hy: Soit T € L(H). Dans le cas ot H est de
dimension finie, on sait que linversibilité de T a plusieurs aspects équivalents.

Plus précisément, rappelons l'important résultat suivant:

THEOREM 12. Si dimH < oo, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) T est inversible.

2) T est injectif.

3) T est surjectif.

4) T admet un inverse & droite (i.e. il existe U € L(H, H) tel que ToU = Iy.)
5) T admet un inverse o gauche (i.e. il existe V€ L(H, H) tel que VoT = Iy.)

REMARK 10. ( contre-exemple) : Si dimH = +o0, les propriétés équivalentes
du théoréme précédent ne sont plus vraies :

EXAMPLE 14. Soit H = 12, Uespace des suites de nombres complezes de carré

2 (X 2 :
sommable, muni de sa norme |||z||” ={ Y |zx]
n=1
Considérons Uapplication: S : 12 — [?

Tn = Yn
ot
Y1 = 0, Y2 = T1,--3Yn = Tn+1, (n Z 1)
Autrement dit Sz est la suite qui commence par 0 et qui ensuite est composée
des mémes termes que la suite © mais décalés d’un rang. L’application S est
linéaire de 12 dans lui méme et c’est une isométrie puisque ||Sz|” = ||z

Donc S € L(12,1%). On appelle S l'opérateur de décalage dans I*>. On voit alors
facilement que :

1) S est injective (car isométrique),

2) S n’est pas surjective.

3) S admet un inverse a gauche T : Tx, = x,y1 (c’est Uopérateur qui efface
la premiére coordonnée donc on a clairement TS = 1? ).

4) L’opérateur T' n’est pas inverse & droite de l'opérateur S.
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PROPOSITION 11. Soit F un espace vectoriel normé et A € L(E, F) bijectif.
Alors; les propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) A= € L(F,E).
(2) 1l existe ¢ = 0 telle que pour tout x € E : ||Az| > c||z].
(8) F est un espace de Banach.

PROOF. (1) = (2) Comme A~! est continu, alors, on a:
Vo€ E: ||A™ Az|| < [|A7Y| | Az] .
Il s’ensuit,
Vo€ E: || Az] > | A7 el

(2) = (3) Soit (yn)r une suite de Cauchy dans F. L’opérateur A est bijectif, alors,
il existe une suite (x,, ), dans E telle que, pour tout n € N: Az,, = y,. Or, d’aprés
(2), pour tous n,m € N, on a:

|Zn — zmll < ¢! A (0 — 20)|| < ¢! lYn — ymll -

Alors, (x,)n est une suite de Cauchy dans l’espace de Banach E. Donc, elle
converge vers un élément z € E. Lopérateur A étant continu, la suite de terme
général yn = Ax,, converge alors vers Az € F. Il s’ensuit que F est un espace de
Banach.

(3) = (1) Elle découle du théoréme de Banach. O

COROLLARY 3. Soient F un espace de Banach et A € L(E, F). Alors, les
propriétés suivantes sont équivalentes: (1) 1l existe
¢ > 0 telle que pour tout x € E : |Az|| > c||z]|. (2)
A est injectif et Im(A) est fermé dans F.

PROOF. On pose G = Im(A). 1) =

(2) On suppose qu’il existe ¢ > 0 telle que pour tout x € E, on a ||Az| > c|z||.
Alors, A est injectif donc est une bijection de E sur G. D’aprés la Proposition
1.3.2, on conclut que G = Im(A) est un espace de Banach et donc est fermé dans
F. (2) = (1) On suppose que A est injectif
et G est fermé dans F. Alors, A est une bijection de E sur G et G est un espace de
Banach. D’aprés la Proposition 1.3.2, il résulte l'existence d’une constante ¢ >~ 0
telle que pour tout x € E; on a: |Az|| > ¢||z]. O

COROLLARY 4. Soient F un espace de Banach et A € L(E, F). Alors, les
propriétés suivantes sont équivalentes: (1) Im(A) =F
et il existe ¢ = 0 telle que pour tout x € E: ||Az| > c||z||. (2)
A est inversible.

PRrROOF. (1) = (2) Si (1) a lieu, d’aprés le Corollaire 1.3.3, A est injectif et
Im(A) est fermé dans F. Alors,

Im(A)=1Im(A)=F

donc, A est surjectif et donc inversible. (2) = (1) Si
(2) a lieu, on a

F=Im(A) CcIm(A)CF
Donc, Im(A) = Im(A) = F, ce qui donne le résultat d’aprés le Corollaire 1.3.3. O
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Le seul résultat simple valable quelle que soit la dimension de H est le suivant

THEOREM 13. SiT € L(H,H) est ||T|| < 1, alors:

1. L'opérateur I — T est inversible et

“+o0
(I-7)' =) "1"
n=0

2- L’ensemble des éléments inversibles de L(H) noté Inv(L(H)) est un ouvert
de L(H).
3. L’application J : Inv(L(H)) — L(H); J(A) = A™Y, est continue.

+oo
PrOOF. 1.Comme ||T|| < 1,lasérie > T est normalement convergente dansL(H ),
n=0
De plus, on vérifie facilement que;
+oo

+oo
(I-T)"t ST = (ZT”) (I-T)t=1,
n=0 n=0
et donc par passage a la limite (comme
1N < TN — 05 quand N — +o0)

on en déduit que:

(I — T)—lioTn = (fT) (I-T)"'=1,
n=0 n=0

ce qui achéve de prouver (1).
Pour démontrer (2), il suffit de remarquer que si A € Inv(L(H)), alors la boule
ouverte centrée en A et de rayon ﬁ est contenue dans Inv(L(H)). En effet, si

TeB(A,ﬁ)),ona

T=A+(T—-A)=AI+A YT - A)).

Remarquons alors que:

AT = A)|| < |ATY - (T = Al < 1.

Donc d’aprés (1), on a: I+A~1(T—A) est inversible et comme Inv(L(H)) est un
groupe, on en déduit que T est inversible. Pour prouver (3), fixons A € Inv(L(H))
et soit € > 0 ; tel que: € < HA’lH Nous allons montrer que si B € L(H);tel que:

€
IBIl < 5577=7>
2 A~

alors on a:

I7(A) = J(A+ B)|| <e.
ce qui assurera que J est continue. Tout d’abord remarquons que
A+ B=(I+BA YA
et
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1
A= <IBI A7) < g < 3 <1

Donc en utilisant (1), on obtient:

(A+ B) € Inv(L(H))

et
(A+B) ' =A"1(1+BA™! IZ AH"
dow: ||J(A)—J(A+B)|=]|A"'—(A+B) 1H—
+o00
g AR | < a0 2 sy
| I P
HA 1” - ||BA < % <e 0

REMARK 11. - Le théoréme précédent est vrai aussi si H est remplacé par un
espace de Banach quelconque.

- Il convient de savoir utiliser le résultat du théoréme sous la forme suivante :

COROLLARY 5. SiT € L(H,H) est tel que ||I —T|| < 1, alors T est inversible
et on a:

—+oo

T'=> (I-T)"

n=0
THEOREM 14. (i) Soit A € L(E); tel que ||A|| < 1 alors (I — A) est inversibe

n=0

(ii) Si A est inversible alors, A+ B est inversible pour tout B € L(E) tel que
~1
1Bl < [lAll
et on a:

et

+oo
(A+B)™' = > (A7'B)" A"
n=0
+oo
E:A_l_"B”7 si A et B commutent.
n=0

(A+B)!

(ii) L’ensemble des opérateurs inversibles sur L(E) noté TL(FE) est un ouvert

de L(E) et Uapplication A — A~ est continue et méme C* de TL(E) dans TL(E).

THEOREM 15. Un opérateur A € L(Hy, Hs) est inversible si et seulement si A*
est inversible

et on a (A*)™1 = (A7 1)*.
LEMMA 4. Soient E, F et G des espaces de Banach. Si A € L(E, F) et B €

L(F,G) sont deuzx opérateurs inversibles. Alors, BA € L(E,G) est inversible et 'on
a: (BA)™t = A1 1.
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ExAMPLE 15. I- L’application identité I est de toute évidence inversible

2- Soit E = L% (R) et u une application définie de E dans E par

N 1
z—u(z)= |z, 5:52, ey 211—_190”7

avec T = (T1, T2, ooy Ty o) -
u est trivialement linéaire. FElle est aussi injective car son noyau est réduit
{0}. Elle est enfin surjective et de plus;

u T (2) = (3:1,2m2, L2y ) )

u™! n'est pas bornée sur E. Elle est donc non continue. On conclus que u n'est

pas inversible.
THEOREM 16. Soient Ty, T> des opérateurs positifs, alors:

(i) Si Ty < Ty, et Ty inversible, alors; Ty * < Ty L.
(ZZ) Si Tl S TQ, alors \/Tl S \/TQ.

PRrROOF. (i) Si Ty < Ty, et Ty inversible, impliquent

0 S m(tl) S m(tg),
m (t) = inf {(T'z,z); ||z = 1},

et donc T5 est inversible. On obtient

1

—1 —
T,2 T\T,2 <1

)

donc;
=1 1 =1 12 -1

fr 7 7| = | = o

1

-1
T\T,” H <1
=1 1
ce qui donne T, Ty 'T? < 1, qui redonne
Tyt <1t
(ii) On continue avec u inversible pour le moment. Nous avons obtenu:
i1
T?T,? <1; remarquant que:

1

=1 1 -1
HT24 T12T24

donc N

T,* T2T,* <1, ce qu’on transforme en

VT < VT,

Il faut encore établir le résultat quand 77 n’est pas inversible; pour cela, on
remplace T1,T par Ty + €I, Ty + I, et on remarque que: /1 +el — /T et
Iy +el — /Ty

quand € — 0.

et le résultat est donc conséquence de la continuité de la relation d’ordre, i.e.,
de la fermeture topologique de C+. O

THEOREM 17. Soient E, F' deuz espaces de Banach et T € L(E, F); l'opérateur
transposé 'T € L(F; E) est inversible si et seulement T est inversible.
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PROOF. Soit T un opérateur inversible, alors T7'T = Ig et TT~! = Iy on
trouve ‘T (T1) = I,

et t (T‘l)t T = Ip-«, donc T est inversible et

trY) = (7).

Supposons inversement que 7' ne soit pas inversible. On sait que, ou bien T
ne vérifie pas la condition ﬁ = F, ou bien T n’est pas borné. Le premiér cas,
Iimage T'(E) n’est pas dense, donc 'T n’est pas injective, ce qui implique que *T'
n’est pas inversible.

Le deuxiéme cas, il existe une suite (z,,) C F de vecteurs de norme un telle que

Tz, — 0.

Considérons pour tout entier n I'opérateur R,, de k dans E, défini par:

R, (z) = Axy,.
Sa norme est égale a:
|zl =1 et T o R,, tend vers 0.
En transposant, 'RLT tend vers 0, alors que

I*Ball = 1 Ball = 1

pour tout n, ce qui entraine encore que ‘I ne peut étre inversible. (Il

3. Opérateurs fermés et fermables

Soit H x H un espace de Hilbert pour le produit scalaire;

((u1,v1), (u2,v2)) = (u1,u2) + (v1,v2).

DEFINITION 24. Soit T un opérateur linéaire. On appelle graphe de T, le sous-
espace vectoriel de H x H noté G (T') tel que:

G(T) = {(p,Tp) ;9 € D(T)}-
DEFINITION 25. Soit T un opérateur linéaire dont le domaine est dense dans
H. On dit que T est fermé si G(T) est fermé dans H x H i.e. pour toute suite

(p,,) de D(T) convergente de limite ¢ telle que (T'p,,) est convergente de limite 1,
g€ D(T) et =T,.

DEFINITION 26. On dit que T est fermable s’il existe S fermé avec T' C S
auquel cas il existe_une plus petite extension fermée appelée fermeture et notée T
qui vérifie G(T) = G(T).

THEOREM 18. Soit T un opérateur linéaire. Alors T est borné si est seulement
si T est fermé et D(T) = H.

PrOOF. Pour le sens direct, on a bien str D(T) = H. Par ailleurs, soit
((¢,,, T,,)) une suite de G(T') qui converge vers (p,), alors ¢ € D(T) = H et,
comme T est borné, (T'p,,) converge vers T'p d’ont ¢ = T'¢ par unicité de la limite.
Quant au sens réciproque, c’est exactement le théoréme du graphe fermé. ([l

4. Théoréme de Baire:

Le théoréme de Baire est un outil fondamental lorsqu’on travaille en dimension
infinie. Les résultats suivants n’ont rien de spécifique auz espaces de Hilbert et sont
vrais dans n’importe quel espace de Banach.
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THEOREM 19. (Baire) Soient X un espace métrique complet et (Up)n>1 une
suite d’ouverts denses de X. Alors NU,, est dense dans X. De méme, si (F,)n>1
est une suite de fermés d’intérieur vide de X, alors U F,, est d’intérieur vide dans
X.

PROOF. Soit By C X un ouvert non vide. Comme U; est dense, il existe une
boule By, de centre x; et de rayon r; < 1 telle que

adhB, C Uy N By.

Comme U, est dense, il existe une boule By, de centre x5 et de rayon 1o < %, telle
que
adhBy; C Uy N By.
De proche en proche, on construit B,,, de centre z,, et de rayon r,, < %, telle que
adhB, C U, N B,_1.

En particulier, la suite (adhB,,) est décroissante, et la suite (z,,) est de Cauchy
donc converge ; soit x sa limite. Pour tout n, * € adhB,, C U,, et donc z € N U,.
Comme on a aussi © € By, on a montré que ’ensemble N U, intersecte tout ouvert,
donc il est dense.

La deuxiéme partie de ’énoncé découle de la premiére en passant au complé-
mentaire. [

THEOREM 20. (de lapplication ouverte) SiT € L(H) est un opérateur surjectif,
alors pour tout ouvert U C H, T(U) est ouvert.

ProOOF. Comme T est linéaire, il sufit de montrer que I'image de la boule unité
contient un voisinage de 0. Soit B = B(0; 1) la boule-unité ouverte de H. Comme
T est surjectif, on peut écrire

T= nLGJNadh(nT(B)).
Par le théoréme de Baire, il existe n € N tel que adh(nT(B)) est d’intérieur non
vide. Soient x € H et € > 0 tels que

adh(nT(B)) D B(x,¢).
On a aussi

adh(nT(B)) D B(-z,¢)),

et donc adh(nT(B)) étant convexe,

adh(nT(B)) D B(0,¢))
et donc B C adhT(AB) avec A = 2.

Montrons que cela implique que B C T'(2AB).

Soit z € B ; comme z € adhT(AB), il existe z; avec ||z1|| < Aet ||z — Tz]| <
1
E.

De méme, comme z — Tzy € adhT (3 B), il existe 25 avec |22 < 3 et

1
|z — Tzy — Txs|| < T

On construit ainsi par récurrence une suite (z;) vérifiant: [|zx| < 72 et

1
|z = (Tx1 + Txs.... + Txy)|| < ok
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La série converge normalement, on peut poser x = > xj, et ||z|| < 2A, donc x € 2AB.
Comme T est continue, on a Tz = z. Ainsi z € T(2AB). Ceci conclut la preuve. O
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5. Exercices

EXERCISE 13. Soient H un espace de Hilbert et (e, ) une base orthonormale de
H. Soit ( o) une suite bornée de scalaires et M = sup||ay,|| Montrer qu’il existe
un unique opérateur

A € L(H) tel que Ae,, = ane, et montrer que ||Al| = M. On dit que l'opérateur
A est diagonal.
Montrer que L(H) est complet pour la norme ||.||

EXERCISE 14. Sur lespace de Hilbert L0, 1] on considére l’application linéaire

1

Au(t) = /u(s)ds
0
a) Montrer que A est un opérateur de
L;[0;1] dans lui-méme. Donner un magjorant de sa norme.
b) Déterminer l'adjoint A* de A.

EXERCISE 15. La matrice de Hilbert est définie pour

i35 € N para;; = (i+j+ 1)1,
Montrer qu’il existe un opérateur A € L(lo) telle que (Ae;;ej) = a;j , et que
Al <.

EXERCISE 16. Soit H = I3(N,R) lespace des suites réelles u = (up)nen telles
que S |un|® < +00 muni de la norme |[ul|* = (3 |un|?)? .

neN ne
(An)n une suite réelle bornée quelconque. On définit Uapplication A de H dans H
par A((un)n) = (Antin)n. 1. Montrer que

A est bien définie et continue. Calculer sa norme.

EXERCISE 17. Soient H un espace de Hilbert et A € L(H) tel queNz € H,

(Az,z) > 0. 1. Montrer
que: Yo € Ker(A),Vy € H,Vt € R : t{Ay,ty —x) > 0. En déduire que Ker(A) C
[Im(A)]*+. 2. Montrer que Ker(A) =

[Im(A)]* (on peut se servir de A*). Que vaut alors [Ker(A)}*- ¢

EXERCISE 18. Soit (e,) une base orthonormale d’un espace de Hilbert H et U
Dopérateur défini par Ule,) = e, +1. Montrer que || U + I4||= 2.

EXERCISE 19. Soit H un espace de Hilbert complexe et T € L(H) positif. Le but
de Uexercice est de démontrer que T admet une racine carrée positive unique (c’est-
a-dire, B2 = T et B> 0).

Sans perte de généralité, on peut supposer que de plus T est une contraction,
c’est-a-dire | T|| < 1, ou encore 0 < T < I. On pose aussi S =1 - T. Soit (A, )n>0
€ L(H) la suite définie par:

1
Ag=0,Ap41 = §(S+A3L),n =0,1,..
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(1) (i) Montrer que 0 < S < L.

(i) Montrer que S, > 0 pour tout entier n > 0.

(2) Montrer que les A, ainsi que les A,, -A,_1, sont des polynémes en S a
coefficients positifs.

(8) Montrer que pour tout n > 0, An est positif et commute avec T.

(4) Montrer que pour tout n, A, < L

(5) Montrer que pour tout n, A, < Api1.

(6) En déduire qu’il existe A € L(H), 0 < A < I, vérifiant si on pose B = I -
A> 0 :

Ve e H, Anx — Az, et de plus 24 =8 + A%, TA =AT et B> =T, BT =T
B.

(7) Montrer que B est unique.






CHAPTER 3

Différentes classes d’opérateurs

Dans ce chapitre nous proposons une bréve étude de differentes classes d’opérateurs
normauz définis sur un espace de Hilbert et donné leurs propriétés.
On commence avec la notion essentielle d’adjoint d’un opérateur linéaire,
plusieurs des classes particuliéres d’opérateurs bornés sur les espaces de Hilbert
seront ensuite définies au moyen de cette notion.

1. Opérateur adjoint

DEFINITION 27. Soient E et F' deux espaces de Hilbert et A € L(E; F); l'unique
application linéaire A* € L(F; E) tel que pour tout x € E et tout y € F on ait:
(A(z),y) = (z, A* (y)) est appelée adjointe de A.

PROPOSITION 12. Soient H un espace de Hilbert et A € L(H). Alors il existe
un unique opérateur A* € L(H), appelé adjoint de A, vérifiant la relation suivante:
pour tous x,y € H :

(Az,y) = (z, A%y) .
De plus, on a: ||A|| = || A*|| -

ProOOF. D’apres l'inégalité de Cauchy Schwarz et la définition de la norme
opérateur, on a

I'inégalité:

[(Az, y)| < IA[| - [l]| - [lyll -

Ainsi, lapplication £, : © — (Az,y) est une forme linéaire continue sur H,
et par le théoréme de représentation de Riesz, il existe un unique élément dans H
notons-le A* (y) tel que:

(Az,y) = (z,A%y) .

On vérifie facilement que pour tous y,z € H et A € K, A*(y) + NA*(z) vérifie

la propriété qui définit A*(y + Az). Par uniciteé,

A*(y) + AA* (2) = A* (y + \2),

ce qui prouve que A*est linéaire.
Enfin, on calcule la norme opérateur de A*

[A%] = sup |[(A"z,y)[ = sup [y, A"z)| = sup [(Ay,z)| =[A].

llz|<1,[lylI<1 lzll<1,llyll<1 llzl|<1,llyl[<1

31
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1.1. Propriétés des opérateurs adjoints. Regroupons dans la proposition

sutvante quelques propriétés des adjoints.

PROPOSITION 13. Soient T, S € L(H) et a € k. Alors:

1. I*=1.

2. (T*)* =T. B

3. (T 4+ BS)* =aT* + pS*,Va, 5 € C .

4. (TS)* =S5*T".

5. Si T est inversible d’inverse T~ alors T* est inversible et (T*)™1 =
()"

PROOF. Pour tout y € H, I'application définie de H dans k comme suit:

fy 1@ (Az,y)

est linéaire et continue.

D’apres le théoréme de la représentation de Riesz, il existe un vecteur unique
uy € H tel que:

Ve e H, f,(x) = (Az,y) = (z,uy) .
Pour tout y € H on pose A*y = u,.
a/ Vr,y,z € HV\, p€kona
(x, A" (A\y +pz)) = (Az, Ay + p2)

A Az, y) + T (Az, 2)
= (z, A"y + pAd*z)

d’ou la linéarité de A*.
b/
Ve € H|A%|? = (A", A%z)
= (A'z,u,) = (A(A7z), z) < ||A(A%2)| [
Comme A est borné
[A AT ) < [A]l. A"
< (L[
Montrons que (T*)* =T.
Pour cela on montre que pour tousz € Eety € F,on a: (Tz;y) = (T*)*z;y) .
On a: (Twyy) = (:Ty) = (T*y;2) = (y; (T*) " x)
= ((T")"z;y) .
Pour vérifier que (T'S)* = S*T* , il suffit de montrer que pour tous = € E et
y € F;on a:
(TS) w;y) = (S*T*z3y) .
On a, par défintion de I’adjoint,
(T8) ayy) = (2;(TS) y)

= (T"z; Sy) = ((S"T™) z;y)
Comme ceci est vrai pour tous vecteurs x;y, on a l'égalite (T'S)* = S*T*. O

PROPOSITION 14. Soit A € L (H), Alors: ||A|* = ||[AA*| .
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PROOF. Pour h € H avec ||h|| <1, on a:
IAR||* = (Ah, Ah) = (A" Ah,h) < | A" AR|. ||| < [|A* Al < [[A*]- | A] -
d’ou:
1AI* < A=Al < [|A*]]- | Al -

En simplifiant par ||A]|, on obtient ||A|| < ||A*||. En remplagant A par A* | on
obtient

[AT < [[A™]] = (Al
Ainsi ||A]| = ||A*]|, et la chaine d’inégalités est en fait une chaine d’égalités. O
1/ L’adjoint de l'opérateur scalaire A = NI est l'opérateur scalaire A* = X\
YA € kVryeH, (z,A%y) = (Az,y)
= (Az,y) =X z,y) = (z,\y).

2/ Si A = (ai;) la représentation matricielle d’un opérateur A, alors la représen-
tation matricielle de A* est:
(%) = @,

En effet, on a:

n

all o Qln Iy Zj:l 15T

Ar = . . . . = .
n

ani ... Qpn Tn ijl Anj;

donc

(xz,A%y) = (Ax,y)

on a (a;y;) = Alty,d’ou (a;;y;) = Aly, i.e A*y = Aly.
(14 2 , . . ) .
EXAMPLE 16. Si % g la représentation matricielle d’un opérateur A €
2 * p P 1—17 —2
L ((C ) alors A* est représenté par 9
EXAMPLE 17. Soient H = L?([0,1]) et A € L (H) tel que:

Vfe H vz e0,1], Af (x) :/zf(t)dt.
0

T 1
/0 £ (t)dt = / £ (1) Xpoum) (B)dt
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alorsVf,g € H,;

(A = <Af,g>f/Af() dw,/ (/ )3 () ) 7oV

//f X(o.x) () g (2)dtdz
/0 ) (/O Xo.x) (1) g (& )d:c>dt.

Ag(t) = / X0 (1) 9 () d.

Donc

1
Remarquons que 0 <t <z ot <z <1, dou A*g(t) = / g (x)dx.
¢

1.2. Propriétés des opérateurs adjoints.

THEOREM 21. Soient A, B € L(H), alors on a:
(1) (A7) = 4" = A
) (A+B) =A*+B*
) (AA)* = XA, VA€ C
) (AB)* = B*A*
) AT = lAll ,
) [|A"All = [|AA™]| = [|A] .
) Si A est inversible, alors A* est inversible et on a (A*)”" = (A7)
PROOF. (1) Va,y € H; (z, A™y) = (z,(A")"y) = (A*z,y) = (v, Ay)
e (z, (A" — A)y) =0 dou A = A.

(2)

Yo,y € H; (z, (A+B)"y)=((A+B)wy) = (Az + Bx,y)

= (Az,y) + (Bx,y) = (z, A"y) + (z, B™y)

(z, A"y +B" y) = (z, (A" + B")y)

m

H.VXeC; <x, ()\A)*y> = (M) z,y) = (Mz,y)
= MAz,y) = Az, A™y)
= <$,XA*y>

v,y

Vz,y € H; (z, (AB)"y) = ((AB)z,y) = (A(Bz),y)
= (Bz,A%y) = (z,B" (A"y))
= (z,(B"A%))
(5) Vo € H,
|A*z|)® = (A*z, A*z) = (AA*z,z) < ||AA*z||
=]l < Al [|A" ]| |||

donc
|A*z|| < [[A]l |z Yz € H,
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dron [|[A*]| < [|A]l.
De la méme fagon pour I'inégalité réciproque.
(6) On a
2
[AZAl < [[A"[[ | Al = [LA[” -
Réciproquement,

Vo € H; ||Az|® = (Az, Az)
= (A" Az, ) < || A Ax|| ||l < A" Al ||
identiquement || A||> < |A*A||, dou légalite.
Remplagons A par A*, on obtient ||A||> = || 4*||* = ||A**A*|| = ||AA¥|
(7) Si A est inversible, alors A~! existe et AA™ = A71A =1,
ona: [ =1"=(AA™")" = (A1A)"
= (A7) AT = Ar (A7)

alors A* est inversible, et son inverse est (A_l)* . ([l

EXAMPLE 18. Soit S : L? — L? un opérateur défini par
S(ag,ag,...) = (0,1, a9, ...), alors S*(aq, ag,...) = (ag, as, ...).
(S est nomé le shift)
SOLUTION 1. Soient (o) et (3,,) deuz suites dans L? et S: L? — L?. Alors:
(5% (an), (Bn)) = ((@n) , S (B))
= (a1, 042,7...) ) (Oflﬂﬁ27 )
= af; + azfs + ...
= (g, a3, ...), (B1, Bay -v)) -

Ainsi S* est bien donné par la formule annoncée.

DEFINITION 28. Soit E un espace de Banach, pour x € E et f € E/, nous
noterons parfois (f,x) au liew Ide f(z). Soit T € L(E,F) ’adjoint de T not ‘e T*
est lopérateur linéaire F — E  défini par:

(T*f,x) = (f, Tx) Nf € F ,x € E.

On vérifie immédiatement que T € L(F/,E/) (et que T et T* ont la méme
norme).

DEFINITION 29. Pour A C E, on note: A+ :={f € E': f(x) =0,Vz € A}
et de méme pour B € El, on note

Bt ={z € E: f(x)=0,Vf € B}.

LEMMA 5. Soit T € L(E, F), alors Im(T) est fermé si et seulement si:
Im(T) = (kerT*)*......... (1)

PRrROOF. Si la relation (1) a lieu; alors Im(T') est évidemment fermé. Par
ailleurs, Uinclusion I'm(T) C (ker(T*))* est “evidente.

Supposons que I'm(T) est fermé et que l'inclusion précédente soit stricte, alors
il existe y € (ker(T*))t \Im(T). Par le théoréme de séparation stricte, il existe
alors f € F' telle que f(y) > 0 et f =0 sur Im(T) cest a dire f € ker(T*) ce qui
contredit le fait que y € (ker(T*))*. O
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PROPOSITION 15. Pour tout A € L(H), on a:

(1) ker A= (R(A*))"

(2) R(A) = (ker (4%))"

ProoF. (1)
Six ker (A) & Az =0 (Az,y) =0,Vy € H

(w, A*y) =0,Yy € H

xl Ay, Yy € H

z € (R(A")™*

t e

(2) D’apres (1)
ker (A%) = (R(A™))" = (R(A))".
Alors
(ker (A"))™ = (R (4))"" = R(A),
O
PROPOSITION 16. Soient E et F deux espaces de Hilbert et soit T € L(E; F);
Alors F = ker(T*) @ (Im(T))Let
L
)

E = ker(T) ® (Im(T*)
de Im(T).

ou (Im(T)) désignent la fermeture (pour la norme)

Proor. 1l suffit de prouver la premiére assertion, la seconde s’obtenient en
échangeant le role de T et T*.
On a les équivalences suivantes:

y€kerT* Ve e E: (T"y,z) =0
< (y,Tx) =0 yLIm(T).

La continuité du produit scalaire (conséquence de I'inégalité de Cauchy-Schwarz),
implique que

yLIm(T) < yLIm(T).
Ainsi 'orthogonal de kerT™ est adhérence de 'image de T O

2. Opérateur auto-adjoint

DEFINITION 30. Soit A€ L(H), on dit que A est un opérateur auto-adjoint
st A= A* (on dit aussi symétrique lorsque k = R et hermitien lorsque k = C).

Notons par A(H) l'ensemble des opérateurs auto-adjoints sur H.
EXAMPLE 19. 1. L’opérateur identité sur un espace de Hilbert est auto-adjoint.

2. Les opérateurs linéaires sur C™ donnés par des matrices hermitiennes (a;;),
1 <4, 7< n, c’est a dire telles que a;; = aj; sont auto-adjoints.

8. Les projections orthogonales sur des sous-espaces fermés de H sont auto-
adjoints.

En effet, soit F un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H. Soit Pp la
projection

orthogonale de H sur F' (voir Théoréme 4.3.4). Alors, pour tous z, y € H:
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(z, Pp(y)) = (Pr (z), Pr(y)) = (Pr (),y).
EXAMPLE 20. Soit A un opérateur dont la représentation matricielle
A= (1 -1H 1—12>
On a:At = A; alors A = A*.

EXAMPLE 21. Soit A un opérateur sous la forme:

3 i b 3 —i 5\ (3 i —b5i
A=|-i -2 5 |=a=|4i -2 5|=A=[-i -2 5
5 5 10 ~5 5 10 5 5 10

donc A = A*.
EXAMPLE 22. Soit H = L? (]0,1[) et A € L (H) définit par:

Vf e HVeel0,1], Af (z) = /1 e=lo=t1 £ (1) dt
0

pour tout f,g € H on a:

(f, A%g)

(Af,g) = / Af (2)g (@)da

/01 (/01 Ca 0] dt) 9 (@)de
/o1 /Olf(t) e~y () dtdx

/ £t) (/01 e-lt=zlg (z) dm) dt

; f(t)Ag(t)

donc A = A*.
2.1. Propriétés des opérateurs auto-adjoints.

PROPOSITION 17. Si A est auto-adjoint, alors:
[Al] = sup {[{Ah, h)| : [|n]| = 1}
PRroOF. Soit
M = sup {|(Ah, h)| : [|h]| =1} .
Si ||h]| = 1; alors:
(AR, B)| < || Al
et donc M < ||4].
D’autre part, remarquons d’abord que pour tout f dans H, |[(Af, )| < M|/ f|*.
Si
[2]l = llgll = 1, alors:
(A(h+g),h+g) = (Ah,h) £ (Ah, g) + (Ag, h) + (Ag, 9)
= (Ah, h) + (Ah, g) + (g, A"h) + (Ag, 9)
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Puisque A = A*, cela implique:
(A(h+g),h+g)=(Ah,h) £ 2Re (Ah, g) + (Ag,g)
En soustrayant I'une de 'autre de ces inégalités, on obtient:
ARe (Ah,g) = (A(h+g),h+g) — (A(h—g),h—g) <M (|h+gl* + I - gI).
On obtient alors, par 'identité du parallélogramme,
4Re (Ah,g) < 21 (|[h]]° + |lg]*) = 401.

Soit maintenant § € [0,27]; tel que (Ah,g) = e |(Ah,g)|. En appliquant
'inégalité précédente avec e’?h a la place de h, on obtient

[(Ah, g)| < M deés lors que ||h]| = ||g]] = 1. On prenant le supremum sur g et
h, on obtient || Al < M. O

COROLLARY 6. Si A = A* et si (Ah,h) = 0 pour tout h, alors: A =0.

REMARK 12. Ce corollaire n’est pas vrai si on ne suppose pas A = A*. Par
exemple, pour

_ 0 1 2
A_(—l O>sur]R.

Alors (Ah, h) = 0; pour tout h € R?.

THEOREM 22. Si H est un espace de Hilbert complexe et si A € L(H), alors
les opérateurs

B = % et C = w sont auto-adjoints et A = B+ iC. Les opérateurs
B et C sont appelés respectivement partie réelle et partie imaginaire de A.

EXAMPLE 23. Pour tout A € L(Hy, Hs), Uopérateur A*A € L(Hy) est auto-
adjoint, car:

(A*A)* = A"A™ = A" A.

PROPOSITION 18. Soit A un opérateur de L (H) , alors:

1- Si A,Be A(H), alors AB € A(H) si et seulement si AB = BA.

2- A*A et AA* sont des opérateurs auto-adjoints.

PROOF. 1- <= En effet si on a:

AB = BA= (AB)" = (BA)"
(AB)" = B*A*=A*B*=AB

i.e ABe A(H).

=

AB e A(H)= AB = (AB)" = B*A* = BA

2- SiAc A(H)et A+#0,alors A% # 0.En effet, comme A # 0 il existe xo € H tel
que Azg # 0 et donc

(A%zg,20) = (Azg, Axo) = ||Azo]* > 0
A*A et AA* sont des opérateurs auto-adjoints. O
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THEOREM 23. Soit H un espace de Hilbert sur le corps k. Alors A(H) est
fermé par rapport & la convergence forte (ponctuelle).

PRrROOF. Soit {A,,} une suite de A (H) qui converge fortement vers A.

Montrons que A € A(H), on a d’abord A € L(H) d’aprés le théoréme de
Banach-Steinhaus.

Pour tous z,y € H et tout n € N, on a:

(Apz,y) = (x, Any) .

Fixons z et y en utilisant la continuitée du produit scalaire et en passant a la
limite, on obtient

lim (A,z,y) = < lim Anm,y> = (Ax,y)

n—o0o

lim (z,A,y) = <x, lim Any> = (z, Ay)

d’ou
(Az,y) = (z, Ay)
pour tout z,y € H,i.e Ac A(H). O

THEOREM 24. Soient H un espace de Hilbert et A € L(H), alors A € A(H)
si et seulement si (Ax,z) € R pour tout x € H.

PrOOF. = Si A€ A(H), alors Vo € H
(Az,z) = (z, Az) = (Az, )

donc (Az,z) € R, pour tout « € H.
< Si (Az,z) € R pour tout « € H, alors pour tout © € H

(Aw,z) = [Az,2) = (z, Az) = (A", 2)
d’ou
((A—A")z,z) = 0Vx € H.
Par application de I’identité de polarisation généralisée
1 , . . . . .
(Tz,y) = 7 (T (@ +y), (z+y) —(T(@—y), (@@ —y) +iT(@+iy), (@+iy) —iT (@ -y), @@ -iy))
on obtient
(A= A%)z,y) =0;Va,y € H.
Pour y = (A — A*) z.
On obtient
(A=A z|* =0;Vz € H
ie A= A*. O
PRrOPOSITION 19. Tout opérateur est combinaison linéaire de deux hermitiens
(ou de quatre unitaires).
PROOF. On a: T+ T* est hermitien, T'— T* est anti-hermitien (égal & 'opposé
de son adjoint), et donc
B 1 n 1
C2(T+T*)  2(T-T%)

Un hermitien de norme 1 se décompose lui-méme en moyenne de deux unitaires:

T

si
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il est immédiat que:
et donc f(T') est unitaire et

O

PROPOSITION 20. Soient A € L(Hy,Hs) et B € L(Hsy, Hs) des opérateurs
auto-adjoint, Alors:

(1) A* est borné et | A*|| = | 4]l

(2) (A7) = A.

(3) Ker A = (Im A*)* et Im A = (ker A)*.
(4) (Ao B)* = B* o A*

O) l4° Al = IA4°]l = 1A

(6) A*A=0 ou AA* =0 implique A = 0.

REMARK 13. (a) Soit A € L(H). Si A est auto-adjoint, alors, pour tout x € H
{(Az,z) € R.

(b) Sik = C, A est auto-adjoint si et seulement si, pour tout x € H : (Azx,x)
e R.

THEOREM 25. Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint. On pose:
l= inf (Az,z) et L= sup (Az,z).

llzll=1 llzll=1
Alors, on a:

(1) L e [=[A]l, [|A]l] < R.
(2) Al = sup{[{Az, z)[;2 € H et A =1}.

COROLLARY 7. Si A € L(H) un opérateur auto-adjoint, alors,
JAl = max [A].

A€o (A)

3. Opérateur isométrique

DEFINITION 31. Soient H un espace de Hilbert et A € L (H), on dit que A est
isométrique si A*A=1.
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3.1. Propriétés des opérateurs isométriques.
PROPOSITION 21. A est un isométrie si et seulement si:
[Az|| = [lz]|;Vz € H.
PROOF. = Si A est une isométrie, alors A*A = I, et donc
Vo € H,|Az|? = (Az, Az) = (A* Az, z) = (z,z) = ||z|?

<~
Vo,y € H,(A"Az,y) = (Az, Ay)
1
L2 142+ Ayl — Az — Ay)® +i | 4w +iAy|® — i | Az — iAy|]
1 ) ) ) )
= 1 [A@+yIP ~ 4@ -y +ilA @+l il A@—iy)’]
1 . ) ) .
= [l +ul® =z =yl +ille +iyll® = iflo — iy)?]
= (z,9)
donc
((A*A—-1)z,y) =0, Yo,y € H
mettons
y=(A"A-I)z
on obtient
(AA-Tz=0Vr e H
1. €

A*A=1

PROPOSITION 22. Si A € L(H), les assertions suivantes sont équivalentes:

1. A est une isométrique.
2. A*A=1.
3. (Ah, Ag) = (h,g); pour tout h,g dans H.

PrOOF. Comme (A*Ah,g) = (Ah, Ag), on voit facilement que (2) et (3) sont
équivalents.

On obtient (1) & partir de (3) en prenant g = h. Pour montrer (1) = (3), on
utilise la formule

de« polarisation »

(An, dg) = 1 (1A (h-+ 9P = A (h = g)| +3 14 (b +ig) | — 14 (h — ig)]*)
O

PROPOSITION 23. Soient E et F' deux espaces de Hilbert, l'application T — T*
est isométrique de L(E,F) sur L(F,E); pour tout T € L(E,F) on a (T*)* =T
et |[T*oT|| = ||T||>. Pour tout S € L(E,F) et pour tout T € L(F,H) on a:
(ToS)"=8*oT".
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4. Opérateurs unitaires

DEFINITION 32. Soient E et F' deux espaces de Hilbert, un élémentU € L(E, F)
est appelé unitaire si U* oU = Idg et U o U* = Idp .i.e. U est un opérateur
unitaire si U est inversible et U~ = U*.

4.1. Propriétés des opérateurs unitaires.
PROPOSITION 24. Soient U,V € L(H) des opérateurs unitaires. Alors:

(i) U est isométrique .

(ii) U] = 1.

(iii) U=t et U* sont unitaires.
(iv) UV est unitaire.

PROOF. (i) Pour tout v € H, on a: ||Uv|?
= (Uv,Uv) = (U*Uv,v) = (v,0) = ||v]|*.

(ii) Si [|[Uv|| = ||lv|| pour tout v € H, alors:

Uv
o = sup 1700
oo

1.

(iii) C’est une conséquence immédiate de la proposition 13.
(iv) On a bien .
vy t=v-luTt =vur = (UV)*
Par contre, une application linéaire isométrique n’est pas forcément unitaire.
O

EXAMPLE 24. Soit A un opérateur auto-adjoint, alors lopérateur U = (A —
i)(A+ i)t est unitaire.

Solution Calculons U*;

U* = (A—i) YA +9).
Or A—i et (A+1i)~t commutent.
D’ou
vur=U"U=1.
EXAMPLE 25. - Tout opérateur unitaire (si AA* = A*A = 1) est normal;
considérons H = R? et A la rotation de l'origine avec angle 0 donnée par:

A [ cos 0 —sinf \
“\ sinf  cosf ’
A est unitaire et normal puisque :

A*—At—( cos @ sin0>.

—sinf cos@
et AA* =A*A=1

EXAMPLE 26. Le shift S sur lp(N) est isométrique, le shift S sur l(Z) est
unitaire.
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PROPOSITION 25. Soient E et F deux espaces de Hilbert et soit T € L(E; F).
Les assertions suivantes sont equivalents :

1. T est isométrique.

2. T T =1Idg.

Et sont equivalents :

1. T est unitaire.

2. T est surjective et T* T = Idg.
3. T est une isométrie surjective.

PROOF. Montrons la premiére équivalence. Supposons que T est isométrique.
Mountrer que T*T = Idg revient a montrer que pour tous x; y € E, on a (T*T'(z); y)
= (x;y): Rappelons l'identité de polarisation, a savoir,

(w;v) = L((u+v;u+v) — (u—v;u—v)+

i(u+iv;u+iv) — i (u—iv;u — iv));

pour un Hilbert complexe et:

(u;v>1(<u+v;u+v>—(u—v;u—v);

4
pour un Hilbert réel. En utilisant I'une ou 'autre de ces identités et le fait que:
|T(w)|| = [Jull, on en déduit:

(T"T(2);y) = (z39)
Réciproquement, supposons que T*T = Idg. Ceci implique que pour tout
e F,

(T"T(z); ) = (w; )

On en d eduit immédiatement pour tout =z € F,

IT (@) = (T; Tz) = {w;2) = |||

ce qui prouve que T est bien isométrique.

Pour la preuve des trois autres equivalences, les implications 1=2 et 2= 3
sont evidentes. Pour montrer que 3= 1, on remarque qu’une isométrie linéaire est
injective et donc les hypothéses de 3; impliquent que T~ lexiste. De plus, T etant
une isométrie, on a T* T = Idg. En composant a droite par T~!, on obtient

T =T"".

5. Opérateurs normaux

DEFINITION 33. Soit H un espace de Hilbert et soit A € L(H), on dit que A
est normal s’il commute avec sont adjoint (i.e)

AA* = A A.
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REMARK 14. 1. Clairement, un opérateur A € L(H) auto-adjoint ou unitaires
est normal, mais la réciproque est fausse. 2.
Les opérateurs normaux forment une classe dénuée de toute socialisation; alors que
les unitaires socialisent par produit (si Ty, Ta sont unitaires, Th To Uest aussi) et
que les hermitiens socialisent par somme (si Ty, To sont hermitiens, Ty + T lest
aussi), on n’a rien de tel pour les opérateurs normauz. Bien qu’ils comprennent
beaucoup plus que les unitaires et les hermitiens, les opérateurs normaux sont avant
tout un artifice rhétorique qui évite de dupliquer les résultats qui sont valables a la
fois dans le cas unitaire et dans le cas hermitien.

EXAMPLE 27. 1) L’opérateur nul est un opérateur normal.
2) L’opérateur identité est un opérateur normal.
3) Tout opérateur auto-adjoint est normal; soit H un espace de Hilbert et p un
projecteur orthogonal, notons F' son image, alors p est auto-adjoint et normal.

4) Soit H un espace de Hilbert séparable admettant une base orthonormale
(hn)n, soit @ = (a)n une suite bornée de nombres complexes . On définit A, sur
H par:

Ve = (cn)n € P(N),Au( Y cuhn) = 3 ancphn

n>0 n>0
Papplication linéaire A, est dite diagonale car elle admet une réprésentation ma-
tricielle diagonale relativement o la base (hy)n, avec (o), sur sa diagonale. On
vérifie que A, est continue, de norme || , de plus A}, = Ag, ot & est la suite
des nombres conjugués de la suite a.
cette opérateur est normal, en effet:

ALAL = Ay = Ag = ANgAy = ALA,
ot B=(8,) est la suite définie par 8, = |an|”; soit Ay definit par:

et;

et comme

e aen (400
AQAQAQAQ<O 1)

donc A, est normal.
5) Soient H = L?(2, 1) et f € L>®(2, ), on définie My par : Mg (9) = fg.
on verifie que My est linéaire, continue, de norme ||f|| . et M; = My, en effet

MMj = MyMj = M2 = MpM;.
6)P0urA:<8 O)abe(C A est normal.
- a 0 a aa 0O
wa=(53) (0 3)=(% a)

N a 0 aa 0
= (G 5 ) (4 b) (T )

7) Soit S : L? — L? tel que:
S(Z’l,.’BQ,JCg, ) = (0,$1,I2,$3, )
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(SX,Y) = (X,8*Y); X,Y eL?
On pose X = (IL’l,Q?Q,JZg, )7 Y = (y17y25y37 )
<SX’ Y> = <(0,1’1,$2,.’E3,...), (yl,y27y3,"')>
— 03T + 173 + 2275 + - -
On pose S*Y = (21, 22, 23, -..)

(X,5*Y) =171 + x0%2 + 323 + - -
Z1=Y2 =21 =Y2
29 =Yz = 22=1Y3
Z3=Y4s — 23 =1Ya

Zn = Yn+l = Zn = Yn+1
(SS")X = S5(5*X) = S(x2, x3, x4, ...)
= (0,1‘2,1‘3,.’1?4,...)
S*(O,xl,l‘g,l‘g,...)
= (z1, 22,23, ...)

(S*S)X = S*(SX) =

SS* £ §*S

L ’opérateur S n’est pas normal.

45

Les opérateurs normaux sont caractérisés par la propriétés suivante :

5.1. Propriétés des opérateurs normaux.

PROPOSITION 26. Un opérateur borné est normal si et seulement si :

|A*x| , Vo € H.

PROOF. 1) Si A est normal, alors A*A = AA*
A*A =

< Vre H, (Az, Az) =

— VzeH|Az|® = ||A*z|?.

2) On utilisant I'identité de polarisation on obtient :

AA" =Vr e H (A" Az, x) =
(A*z, A%x)

[Az] =

(AA*z, )

. 1 ) ) ) )

Vay € H (A"Azy) = (Az.Ay) = 7 [|AG@+y) = 4@ —y)I* +iA@+iy)]* i A - )]

_ 1 * * 2 . * . 2 . . 2

= 1 [llA (@+y)lI* = 4" @ = y)|* +i[|A" (@ + iy)|* — i | A (@ — iy)|

= (A%z, A%y) = (AA%z,y);
donc

Va,y € H, ((A"A - AA")z,5) =0,
ie.
A*A— AA* =0,
alors A est normal. O
ExXAMPLE 28. Soit H un espace de Hilbert, A un opérateur tel que : Ax =

ix,Vo € H.
on a: A*x = —ix = —Ax (A n’est pas hermitien (auto-adjoint)), d’ot : ||A*z| =
|Az| ,Vz € H.

ainsi, A est normal.

LEMMA 6. Soit Ae L(H

) un opérateur normal, Alors ker A = ker A*.
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PROOF. Soit = € ker A, alors
|A x| = (A*x, A*z) = (AA*x,z) = (A* Az, z) = 0.

en utilisant pour la troisiéme égalité le fait que A est normal donc A*A = AA*.
Ceci prouve donc que ker A C ker A*, maintenant remarquons que si A est normal,
alors A* est normal et en appliquant I'inclusion qu’on vient de démontrer & A*, on
obtient
ker A* C ker A** = ker A,
car
A = A.
Finalement
ker A = ker A*.
|

LEMMA 7. Soit H un espace de Hilbert et A € L(H) un opérateur normal, A
est inversible si et seulement s’il existe une constante C = 0 telle que :

|Az|| > C ||z|| pour tout x € H.

PROOF. =) supposons que A est inversible,
Vo € H, ||z| = [|[A7 " Az|| < ||A7Y| | Az||;

il suffit de prendre
1

C=———\
A=

=)ona:
|Az|| > C||z||,Vz € H,

on va démontrerque A est bijectif (injectif+surjectif):
1) A est injectif, en effet, soit
y € ker A = Ay = 0;
= 0= Ayll = Cllyl;
= Cllyl = 0;=y = 0;

donc ker A = {0}.
2) A est surjectif, en effet, on a
Im (A) = (ker A*)*,
et comme A est normal
ker A* = ker A
et donc
Im(A) = (ker A" = {0}* = H.
O

THEOREM 26. 1) Soit H un espace de Hilbert complexe, un opérateur A € L(H)
est normal si et seulement s’il existe deux opérateur auto-adjoint Ay Ay €L(H) tel
que A1A2 = A2A1 et A= A1 + ’LAQ
2) Si A est normal, A est inversible si et seulement si A? + A3 est inversible et,

Al = AT (A2 4+ 42)7
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PROOF. 1)i) si A est normal, alors;
1 1
satisfait & ’énoncé du théoréme.
ii) Si A; et Ay vérifiant les conditions du théoréme alors;

ATA = (Ay — iAg) (Ay +idy) = A2 + A2 = (A +idy) (Ay — idy) = AA™.

2) Si A est normal, alors
((1)) AA* = A*A = (Ay +iAy) (A] —iAy) = A + A2

i) si A est inversible, A* 'est aussi, et il en est de méme du produit A*A = A% + A3
est donc inversible. )
ii) Si A2+ A3 est inversible, en multipliant (1) & gauche et a droite par(A? + A3) |
on obtient

afar @3+ 43)7") =1,
et

-1
((A3+43)7" a)a=1.

Ceci montre que A est inversible, d’inverse donné par A* (A% + A%)fl . O

THEOREM 27. L’ensemble des opérateurs normauz est fermé dans L(H).

PROOF. Soit (A,) une suite d’opérateurs normaux convergentes en norme vers
A € L(H), alors pour tout x € H
[Az]] = lim [| Apz|| = lim [[A72| = [[Az].
g

EXAMPLE 29. considérons H = R? et A la rotation de lorigine avec angle
donnée par:

4 cos 60 —sinf
"\ sinf cosf
A est unitaire et normal puisque :

w i oA cosf)  sinf
Ar="A= —sinf COSG)

et AA* =A* A =1

6. Opérateurs compacts

DEFINITION 34. Soient E, I des espaces de Banach. Une application linéaire
continue A € L(E, F) est dite compacte si I'image A(Bg) par lapplication A de
la boule unité fermée Bg de l'espace E est relativement compacte (en norme) dans
F. On note K(E, F) l’ensemble des applications linéaires compactes de E dans F.
Si E = F alors, on note K(E).

On rappelle que si (X, d) est un espace métrique, un sous-ensemble Y de X est
dit relativement compact si son adhérence dans X est compacte.
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PROPOSITION 27. Si A est un opérateur linéaire de E dans F. Alors; les
assertions suivantes sont équivalentes.

1. Ae K(E,F)
2. Pour toute suite bornée (x,), de E, la suite (Ax,), admet une sous suite
convergente dans F'.

PrOOF. > On suppose que A est un opérateur compact et on considére une
suite bornée quelconque (x,),. Si on pose & = Sup ||z,]| , alors la suite (Axz,,), est
n

contenue dans 'ensemble A(Bg(0, @)).

Or A(Bg(0,a)) est relativement compact, on peut alors extraire de (Azy,), une
sous suite convergente.

< Soient maintenant M une partie bornée de E et (y, ), une suite d’éléments
de A(M). Alors il existe une suite (zy), d’éléments de A(M) telle que:

1
I 20 = yn lI< —
n

Par hypotheése, la suite (z,,),, admet une sous suite convergente, la suite (y,,)n
aussi. Il s’en suit que A(M) est relativement compact. D’ou A est compact. O

REMARK 15. Un opérateur compact est nécessairement continu, sinon il exis-
terait une suite (x,,), bornée telle que ||Az,|| — 400, ce qui contredit la compacité.

On rappelle maintenant le théoréeme d’Ascoli, qui est un outil pour montrer la
compacité.

THEOREM 28. (Théoréme d’Ascoli) Soient (I,d) un espace métrique compact et
(X, d") un espace métrique complet. Alors; une partie H de C(I, X)) est relativement
compacte pour la topologie de la convergence uniforme si et seulement si les deux
conditions suivantes sont satisfaites :

1. H est équicontinue, i.e.,

Ve > 0,30 >0:Vo,y € [LVf € H,(d(z,y) <) = d(f(z), fly)) <e.
2. Pourtout x € I, 'ensemble H(x) = {f(z), f € H} est relativement compact.

ExAMPLE 30. Soient H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie et
() une base hilbertienne de H , et (\y),~, une suite bornée de nombres compleze
décroissante, et T € L (H) tel que:

T(In) = )\nxn = ()\1.LE1 , )\Q.LEQ FESTTTTTITIN )

Alors T est compact.

Pour démontrer que T est un opérateur compact, il suffit de montrer que T est
un opérateur borné.

On a:

| T (zn) 2= [|An-znllz = A1z, Ao 5o ) 2
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o

I T (wa) =Y I N 1Pl 2 2
=1

< . 2. 2

< (max (| A D)% | 2 |

= M|z |%veel?
| Tl<I A ]

donc
d’ou T est un opérateur compact.

ExaAMPLE 31. Soit E = C([0,1],k). L’opérateur de Volterra A: E — E défini
par:

VfeE:Af(z) = /Om Ft)dt, Yz € [0,1]

est compact.
On va utiliser le théoréeme d’Ascoli avec I = [0,1] et X = k. On pose H =

A(Bp).
/j f(t)dt‘

Soit f € B, pour tous x,y € [0,1], on a:
|z =yl | fll o

|z —yl.

[Af(z) = Af(y)|

IAIA

D’ou,
Veel, Ve>0, 3 =e¢>0; Vf € Bg, Yyel, (lx—y| <) = (|Af(z) — Af(y)| < ¢).

Autrement dit, ’ensemble H est équicontinu. De plus, pour tout x € [0,1], H(x)
est une partie de k donc si H(x) est borné alors, H(x) est relativement compacte.
Or, pour tout x € [0,1], on a:

Vf € Bp:|Af(z)| < / F(1)]dt
< z|fl.
< x<1.

Les conditions du théoréme d’Ascoli sont satisfaites, il s’en suit que A est com-
pact.

ProrosITION 28. Soit T,, : X —Y un opérateur linéaire compact pour tout n
>1, tel que Ty, converge vers T dans K (X; Y ). Alors; T est un opérateur compact.

6.1. Propriétés fondamentales des opérateurs compacts.

LEMMA 8. K(H) est un sous-espace vectoriel fermé de L(H). En particulier
la somme de deux opérateurs compacts est un compact. Si {T,},~, est une suite
d’opérateurs compacts convergeant au sens de la norme des opérateurs vers T dans
L(H); alors T est compact.

PROOF. La caractérisation par les suites permet de montrer que K(H) est
un sous-espace vectoriel de L(H). Pour établir la stabilité de la compacité par
convergence en norme d’opérateurs, on utilisera le critére de précompacité. Il existe
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ne tel que ||T,. — T'|| . Or T,,_ étant compact, il existe une famille finie de vecteurs
{vitien- de H, tel que

,—Z—"nE (BH) C 1§5J§NBH(’U“ E)v
Il résulte alors de 'inégalité triangulaire,

T(BH) C 1§EJ§NBH(,U% 26);

d’ott 'on déduit que T est compact. ([l

THEOREM 29. Soient H un espace de Hilbert et A € L(H); alors A est compact
si et seulement si A* est compact.

PRrROOF. Soit (x,),~, une suite bornée de H.

Comme AA* est compact, (2,),~; admet une sous-suite (x%) telle que:
- n>1

(AA*$;1> soit convergente, donc (AA*I;L) est une suite de Cauchy.
n>1 n>1
Pour tout n;m € Nym < n.

s <o () -
<A*(w%—win)7 ( ~ >
(aar (o, - 2,

HAA* (x/ —x

— T

/
m m
’

n m m

|4 (57) -~ 44 (: )H
Alors (Az,) est une suite de Cauchy, et comme H est complet, elle est donc

convergente, d’ou la compacité de A.
La réciproque est immeédiate. ([l

— 0

— Ty

LEMMA 9. Soient H un espace de Hilbert et A € L(H) un opérateur compact.
Si (e,) est un systéme orthonormé de H, alors la suite (Aey )n>1 tend vers 0.

PROOF. Supposons que (Aey)p>1 converge vers (0), alors il existe € > 0 et une
sous-suite (e;,)n>1

telle que:¥n € N* : || Ae, || > e.

Comme A est compact on peut extraire de (e )n>1 une sous-suite (e )n>1 telle
que (e, ) soit convergente, donc on obtient:

] =¢e>0

<x,y) = <nEI}Ll Aen7y> = ngrfoo <6n7A y>

D’apres l'inégalité de Bessel, Vz € H; la serie
S |{en, 2)|? converge, donc le terme général tend vers 0.
n>1

d’ou:
(z,y) = ngm < n,A* >:O

identiqument : x = 0
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Ce qui est une contradiction. O

REMARK 16. Un opérateur A € L(E; F) (avec E et F deux espaces de Banach)
est compact si et seulement si son adjoint A € L(E, F} est compact.

LeEMMA 10. Un opérateur A € L(E; F) est compact si et seulement si, de toute
suite bornée (x,) de E en peut extraire une sous-suite (x,, ) telle que la suite (Azy,)
soit convergente.

PROPOSITION 29. Soient E et F deux espaces de Banach, A € K(E; F), Ey un
sous-espace fermé de E et Fy un sous-espace fermé de F' contenant A(Ey).

Alors Uopérateur A|g, :Ey — Fo est compact.

PRrOOF. Soit (B) la boule unité fermée de E et By = B N Eg, est la boule unité
férmée de Eg. On a dong;

(Alg,) (Bo) = A(B N Eo)

C (4)(B) N (4) (Eo) € (A(B) N Fo).

(A(B)) est une partie compacte de F, comme Fy est ferme, (A(B)NFy) est
compact, identiquement (A |g, ) (Bo) est relativement compact, d’ou la compacité
de (Alg, ). O

LEMMA 11. (Lemme de Riesz) Soient E un espace vectoriel normé, et M un
sous-espace vectoriel fermé propre de E. Alors, pour tout 6 = 0; 0;il existe p € E
de norme 1, tel que:

d(p, M) =1-0.

PROOF. Soient (5 ~=0etx e FE|y,alors: d(z, M) > 0, car M est fermée.
Posons = = HL uH ;pour chaque o € M.
Alors

d(w, M) = inf H <||x —a] )H

infg_ (z—a=Bllz—all) _ d(z,M)

Te—al = Jlz—afl
On peut prendre pu= x,, , si on choisit x €E et a € M tel que:
d(x, M)
— _< _
o ol < S
On obtient
d(p, M) =1-46.

PrOPOSITION 30. Soit E un espace vectoriel normé. Alors la boule unité fermée
(Bg) de E est compacte si et seulement si E est de dimension finie.
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PROOF. Supposons que F est de dimension infinie. Construisons par récurrence
une suite (2,,),>1 dans Bg tel que: ||, — || = %;pour toute paire d’indices n;m
distincts. Soit M D’espace vectoriel engendré par (z1, zg, ....., Tp).
Alors M et un sous-espace vectoriel propre fermé de E, puisque M est de dimension
finie.

Par le lemme de Riesz, il existe x,,+1 de norme 1; tel que:

d(Tpt1,TK) = 5
en particulier: ||z, 11 — 2kl > 5;VK = 1,2,3..n.

Toute sous-suite (mn) . de (a?n)nzl vérifie
n

’ B .
} T, ‘ - %;done aucune sous-suite de (x,),>1 est convergente, alors By
n’est pas compacte. ([l

’

X

n =

LEMMA 12. L’opérateur identité I € L(E) est compact si et seulement si E est
de dimension finie.

EXERCISE 20. Soient X = L3[0;1];G € Lo([0;1] x [0;1]) et T un opérateur
défini:

T : Ls[0;1] — Lo[0;1]
() = / G ) f()dt
0

Prouvez que T est un opérateur compact.
SOLUTION 2. Premiérement on va démontrer que:
Si: f € Ls[0;1], alors: Tf € Ly[0;1].

Soit f € Ly[0;1], alors f|f ()| dt < +oo.

<fo Idt>;:<0fl
< (f (Jic@ s dt)2dz> <

11
<ff|Gmt| dtdm)
00

1

2 3
dm)

1
[ G(z;0) f(t)dt
0

NJ=

=
=

(0P ae) <

00

N[=

(ff (1) dtdw) Sl < +oc

Car f € Ls[0;1]; G € Lo([0;1] x [051]).
D’ou: (Tf) € Lo[0;1]; T € B(L2[0;1]):
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1
11 3

i1 < (f 16007 ara
00

On a deux cas:

ler cas:
Si G est continue, G € C([0;1] x [0;1]):

(TF) ()] = | [ Gl;0) f(t)dt

0

< 6t 010

<Ofl|G(x;t)l2dt)% <{1|f(t)|2dt)

1

1 3
< (f1c@ora) 11
< sup (G5 1), (1) € [0:1] x [0:1]}. [ ]
< My.My=M
D’ow; T est borné unifomement dans (L2[0; 1]) ; identiquement: T € B (L2 [0;

1)) :

On a G est uniformement continue sur [0;1] x [0;1]; alors :
Ve = 0,30 = 0: Va,y € [0;1] tel que: |x —y| < 6.
Vi € [0;1] : |G(x;t) — G(y;t)| < e.
Alors;

[(Tf) (x) = (Tf) (y)| =

1
2

IN

Of Gla:t) — Gly:1)] f(t)dt‘ <

O

|G (x;t) — Gy; t)] f(t)dt <

1

(Ji6en —G(y;t>|2dt)5 (f1sora) <

(4 s?dt)% (Is1?)* <<

Donc,
(T (=) = (ThHY)| < e Vasy € [0;1];

f € B(L2[0;1]).
D’ou; T est équicontinu.
Résultat: T est unifomement borné dans (L2 [0;1]) par M et équicontinue, alors:
d’apres le théoreme d’Arsela-Ascoli l'opérateur T est compact.

2¢Me cas :

Si G nest pas continu, alors il existe une fonction Gy, continue sur ([0; 1] [0;
1]), G, € C ([0; 1] [0; 1]), et converge vers G dans Le ([0; 1] [0;1]):

D’ou :
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2

16 Guly, = ([ [1G@i0) - Gt F aae) o

n—oo

Pour n € N; on définie la fonction T, telle que:
n - LQ[O; 1] - L2/0; -Z/

(T7L f

1
=[G, dt‘
0

Nl

IT = Tall, = (ff () = T ) <
<f [1G(z;t) — Gl ) | f(1))? dtdm) ’ =0
00

Donc; T est un opérateur compact.

PROPOSITION 31. Soient A € L(E,F) et B € L(F,G). Si A ou B est compact
alors; BA est compact.

PROOF. Si A est compact, alors, pour tout borné M C E, A(M) est com-
pact. Or, I'image d’un compact par une application continue est compacte, donc,
B(A(M)) est compact. Il résulte que

Bo A(M) ¢ B(A(M))

est relativement compacte.
Si B est compact, alors, pour tout borné M C E, A(M) est aussi borné et donc
B o A(M) est relativement compacte O

THEOREM 30. Si E ou F est de dimension finie, alors
K(E,F)=L(E,F).

PRrROOF. Si E est de dimension finie, alors Bg sera compacte, d’ou A(Bg) est
compacte pour tout A € L(E, F), car A est continu.

On suppose que F' est de dimension finie alors, A(Bg) est bornée donc rela-
tivement compacte (car F' est de dimension finie). O

THEOREM 31. Si T est un opérateur compact et positif alors; VT est compact.

THEOREM 32. Tout opérateur linéaire compact est borné, c’est-a-dire qu’on a
Uinclusion K(E; F) C L(E; F).

PROOF. Soit A € K(E; F), alors 'image de la boule unité fermée de E par A
est un ensemble relativement compact de F, donc il est borné. c’est-a-dire: il existe
une constante M > 0; telle que: ||Ay|| < M;pour tout y € E:||y]|= 1. On déduit
que: Vx € E; ||Az|| = H Tl H < M. ||z

D’ou A est borné. O

REMARK 17. 1- Un opérateur linéaire A de E dans I est compact si l'image de
la boule unité fermée de E par A est relativement compacte dans F.
Tout opérateur de rang fini (dont l’image est de dimension finie) est compact .
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PROPOSITION 32. Un opérateur A € L(E; F) est compact si et seulement si,
de toute suite bornée (x,) de E en peut extraire une sous-suite (z,, ) telle que la
suite (Axy,) soit convergente.

PROOF. Supposons que A est compact, et soit (x,,),>1 une suite bornée de E.

Alors
H = {(Az,);n > 1}

est une partie compacte de F.

(Azx,) est une suite d’éléments de I'ensemble compact H, elle admet donc une
sous-suite convergente.

Réciproquement: Soit M une partie bornée de E
et soit (yn)n>1 une suite d’éléments de A(M), alors il existe une suite (z,)n>1 de
M telle que,

Vn > 1; Ax, = yn.
Comme (z,,)n>1 est bornée, la suite y,, = Az, admet une sous-suite (Azy, ) con-
vergente, d’ou la compacité de A(M). [

LEMMA 13. L’ensemble K(E; F) est un sous-espace vectoriel fermé de L(E; F)
(au sens de la convergence uniforme).

PrOOF. Soit A € K(E; F), et soit (z)n>1 une suite bornée d’éléments de E,
alors la suite (Azy,) admet une sous-suite (Ax,,,) convergente, donc pour tout A € k;
(MAz,,,) est une sous-suite convergente de (AAx,,), d’ou AA € K(E; F).

- Pour BEK(E; F) la suite (Bz,,) admet une sous-suite (Bz,,,; ) convergente,
alors la suite ((A+B)w,,;) est une sous-suite convergente de ((A+B)z,), se qui
montre que (A + B) est compact.

-Soit (A,)n>1 une suite de K(E; F) converge on norme vers A € L(E; F), et
soit (5,)n>1 une suite bornée de E.

-Comme A; est compact, alors (z,) admet une sous-suite (x%l)) telle que
(AleP) soit convergente.

-Comme A, est compact, alors (z,) admet une sous-suite (xg)) telle que
(A2a:£?)) soit convergente, par la suite on obtient pour p > 1

une sous-suite (am(@p )) telle que (Apa:%p )) soit convergente.

Prenons la suite diagonale

(z(M) = (xfll),xg), )

et montrons que la suite (Aa:%”)) est convergente.
Pour tout p; n;m € N, et tout ¢ > 0;

HA@(«L”) - Ax&n)’ < HAISI) - Ap:cép)

+HA;D$£,T) - A:c%"') H .
Supposons

Ay — At

Yn>1:|z,| <C

et choisissons p

tel que:
€
A—A —
4= Al < =
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Comme la suite (Apmg")) est convergente, on peut choisir N =0 tel que: pour
tout ne N et tout m>N :

HApx;”) — Apx%")” =< %

, donc la suite

alors on obtient d’apres I'inégalité (0:2:1) que HAx%n) - Aa?%T))

(A:c%") ) est de Cauchy, et par la complétude de F elle est convergente, d’ou la
compacité de A. O

PROPOSITION 33. Soient E et F deux espaces de Banach. A€ K (E,F); Alors
pour toute suite (T, )n>1 de E faiblement convergente vers x € E, la suite (Axp)n>1
converge fortement vers (Az).

PROOF. Soit (zy)n>1 une suite de E faiblement convergente vers & € E; elle
est donc bornée (conséquence du théoréme de Banach-Steinhaus).

Et soit y, = Az,; Vn > let y = Az. Ona: V1€ F : l(y,) — I(y)
Uyn — y) = l(Az,, — Ax)

Ol
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7. Exercices

EXERCISE 21. Soit E un espace de Hilbert complexe et soit T € L(E).
Montrer que si pour tout © € E on a: (T(z),z) € R, alors T est auto-adjoint.
2. En déduire que si P € L(E), alors P est positif si et seulement si pour tout © €
E on a: (P(x);x) > 0.

EXERCISE 22. Soient H un espace de Hilbert et P € L(H) une projection
orthogonale.

1. Si P est non nulle et n’est pas Uidentité sur H montrer que P est auto-
adjoint.

2. Soit uw € L(H); tel que Im(u) = Ker(u). Prouver que Im(u) est fermé ssi
il existe une constante ¢ > 0;tel que:

Vo € Hcllz — P (z)]| < lu ()]

EXERCISE 23. Montrer que si un opérateur A est positif, alors pour tout n >1,
DVopérateur A™ est positif.

EXERCISE 24. Soit A un opérateur auto-adjoint. Montrer que l'opérateur U=
(A-i)(A + i)~1 est unitaire.

EXERCISE 25. Soit H un espace de Hilbert et soit T € L(H). Montrer que les

assertions suivantes sont équivalentes. 1. T
est normal. 2. pour tous z, y € H, (T'(x),T(y))
= (T"(x), T*(y))- 3. pour

tout x € H; |T(x)| = ||T*(2)].
EXERCISE 26. Soit H un espace de Hilbert et soit Ue L(H)

1) Etablir les équivalences entre 1), 1), i) et quand H est séparable, i) et v).
i) U est un opérateur unitaire: U~ = U*

i1) U est un isomorphisme isométrique.

i11) U est susjectif et conserve le produit scalaire:

UH)=H etVa,yeH, (U);Uy)=(z;y)

i) U transforme une base hilbetienne de H en une base hilbertienne de H.

v) U transforme toute base hilbetienne de H en une base hilbertienne de H.

EXERCISE 27. Soit H un espace de Hilbert et soit uw € L(H).

i) St u* =u montrer que u=0 ssi (u(x), x) =0, Voe H. (Considérer (u(z + y), x + y)
pour tout = et y dans H).

it) Montrer qu’il existe un unique couple (v,w) dans L(H) tel que:

v =v, w=-w et u=v+w.

Que peut-on dire de (w(x),x) si x € H et w comme ci-dessus?

Que peut-on dire de 1w, de w?

iti) Si H est un espace de Hilbert compleze et si ue L(H), montrer que;

u=0 ssi (u(z),z)=0,V z € H.

Si le corps de H est R, trouver un contre exemple de u tel que:

u# 0, {(u(x),z)=0,V x € H.

EXERCISE 28. Soit E un espace de Hilbert compleze et soit T € L(E).
Montrer que si pour tout x € E on a:
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(T'(z);x) € R, alors T est auto-adjoint. 2. En déduire que si P € L(E),
alors P est positif si et seulement si pour tout x € E on a: (P(z ); z) > 0.

EXERCISE 29. Soit E un espace de Hilbert complexe et soit T € L(E). Montrer
que T = 0 si et seulement si (T'(x); x) = 0 pour tout x € E. Montrer que ce résultat
est faux sur un espace de Hilbert réel.

EXERCISE 30. Montrer que si un opérateur A est positif, alors pour tout n >1,
DVopérateur A™ est positif.

EXERCISE 31. Soit H un espace de Hilbert et T € L(H) un opérateur auto-
adjoint. Montrer que |T|| = sup |(T(z);z)|. Que peut-on en déduire?
llzll<1

EXERCISE 32. Soit H un espace de Hilbert et soit T € L(H). Montrer que les

assertions suivantes sont équivalentes: 1.
T est normal. 2. pour tous x , y € H,
(T(2); T(y)) = (T*(2); T () 3.
pour tout x € H; ||T(x)| = || T*(x)].

EXERCISE 33. Montrer qu’un opérateur compact qui a une image fermée est de
rang fini.

EXERCISE 34. Montrer qu’un opérateur compact qui a une image fermée est de
rang fini.



CHAPTER

Théorie spéctrale

Ce chapitre est consacré a la théorie spectrale ot on introduit trois motions
essentielles: la notion du spectre, la notion de la resolvante et enfin les notions du
spectre continu, residuel, ponctuel, approché, leurs propriétés et applications sur les
differents types d’opérateurs

DEFINITION 35. Soit E un espace de Banach sur le corps C et soit A € B(E)
1) On appelle spectre de A et on note o (A) l’ensemble des nombres complexes A
tels que (A — M) n’est pas inversible.

o (A) ={\ € C; A — A\ nlest pas inversible}

2) Le complémentaire de o (A) est noté p(A), et s’appelle l'ensemble résolvant de

A
p(A) ={\ € C; A — A est inversible} .

3) Pour A € p(A), Uopérateur (A — )" est noté Ry (A), et appelé la résolvante
de A.

4) Un nombre X € C est une valeur propre de A s’il existe un vecteur non nul x € H
tel que Ax = Az, chaque vecteur non nul x qui satisfait Az = Ax s’appelle vecteur
propre de A associé o la valeur propre .

5) L’ensemble des valeurs propres de A est noté o, (A) et s’appelle spectre ponctuel
de A.

6) le réel positif r (A) = sup {|A\|; X € o (A)} s’appelle rayon spectral de A.

DEFINITION 36. Soit T € L(E) avec E un K -espace vectoriel, K =R ou K =
C.

2. Le complémentaire de o (A) est noté p(A), et s’appelle U'ensemble résolvant
de A

p(A)={NeC, (A— ) est inversible} .

DEFINITION 37. 8. Si A € p(A), on définit la résolvante Ry (A) de A au
point A par
Ry(A)=(A—=XI)"".
4. L’ensemble des valeurs propre de A s’appelle spectre ponctuel de A est

donné par
op(A)={XeC, (A—XI) nlest pas injectif} .

- On appelle valeur spectrale de T tout scalaire A € K tel que T — NI n’est pas
bijective (donc n’est pas inversible). On appelle spectre de T', on note sp(T) = o(T)
l’ensemble des valeurs specrales de T

59
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c(A)={NeC, (A—\I) nest pas inversible}

- On appelle valeur propre de T tout scalaire N € K tel que T — X\ n’est pas
injectif (une valeur propre est donc une valeur spectrale), on note VP(T) = 0,(T)
l’ensemble des valeurs propres de T'. On dit parfois que les valeurs propres forment
le spectre ponctuel (d’ou la notation).

- On appelle espace propre associé a la veleur propre A € VP(T) le sous-espace
vectoriel Ker(T — XN) = N(T — M) # {0}. On appelle multiplicité géométrique
d’une valeur propre A € VP(T) la dimension de N(T —AI) et multiplicité algébrique
la limite de dimN (T — XI)* lorsque k — oc.

- Sion a: X =T est injectif, Im(AI —T) est dense mais distinct de E, on dit
que A appartient au spectre continu de T, on note o.(T). Enfin, si (\I —T) est
injectif et Im(A — T') n’est pas dense dans E, on dit que X appartient au spectre
résiduel de T, on note o,.(T).

- On appelle valeur résolvante de T tout scalaire X € K tel que (T—M\I) est bijec-
tive (donc inversible). On appelle ensemble résolvant de T', on note p(T) ’ensemble
des valeurs résolvantes de T'.

Done: p(T) = {\ € K;(T — M) est bijective de E sur E} = K \ o(T):

SiX€p (T) on note R x= (M —T)~ € L(E) la résolvante de T.

DEFINITION 38. Soit T un opérateur linéaire dont le domaine est dense et soit
AreC.

Pour Vopérateur S = (T — XI) : D(T) — H, on a larbre d’alternatives suivant

e Si S n’est pas injectif, on dit que A est une valeur propre de T, on parle de
spectre ponctuel de T qu’on notera op(T) ;
o sinon si S est injectif et;
1: — 51 .S nlest pas surjectif et si l’image de S est dense dans H, on parle de
spectre continu de T qu’on notera oeont(T) ;

- st limage de S n’est pas dense dans H, on parle de spectre résiduel de T qu’on
notera ores(T) ;
2: — sinon S est bijectif et
- 51 S~1 nlest pas borné, on parle de spectre résiduel de type 2 de T qu’on notera
Ores(T)

Tes
- sinon St est borné et A € p (T) est un point résolvant de T.

DEFINITION 39. Soit A une algébre de Banach unitaire complexe; la quan-
tité
r(a) =max {|A] : A € o(a)}
s’appelle le rayon spectral de a € A. On a déja remarqué que le spectre
de a est contenu dans le disque de C centré en 0 et de rayon ||a||, donc:

r(a) < o]

On va obtenir au théoréme suivant a une formule importante qui précise cette
remarque simple et qui permet d’estimer, sinon de calculer, ce le rayon spectra.



4. THEORIE SPECTRALE 61

THEOREM 33. Soient A une algébre de Banach unitaire complexe et a € A ;

la suite (||ay, l) est convergente et on a:

r(a) = lim fan||*
n—oo
PRrROOF. On démontre d’abord que:

n
’

r(a) < limsup ||a”
n
remarquons tout de suite que:
1
[[a”™[™ < lall
pour tout n >1, donc ce que nous devons démontrer est un raffinement de I’estimation
r(a) < lla|

que nous avons déja vue ; on obtiendra ce raffinement en reprenant les arguments
déja employés; si be A est tel que

1
n

B =limsup||b"]|" <1,
n

1
choisissons t réel tel que § <t < 1 ; on aura alors ||0"||» < t; pour n grand, donc:
1
67| <,
donc la série ), by, sera normalement convergente, donc convergente dans le Banach

A, et la démonstration déja vue pour le lemme 1.1 nous dira que 1 4-b est inversible;
si on écrit comme avant:

a—Alyg=-X14—al),

cet ¢lément sera inversible dés que b = §, vérifiera

lim sup Hb”H% <1,
n
ce qui se produit quand:
lim sup [|a" || < |A|
Ceci signifie qu’aucun nombre comI;LIexe A tel que:
I\l = limsup [|a”]| ™
n
ne peut étre dans le spectre de a, c’est a dire que:

1
n

r(a) < lim |an»
n—oo
La démonstration de I'inégalité inverse demande de se
rappeler le cours de fonctions holomorphes ; si g(z) : B(0; R) — C est holomorphe
(valeur R = 400 admise), alors elle est développable en série entiére > po, cjz®
dans ce disque ouvert B(0; R) ; pour tout 7 tel que 0 < 7 < R la formule de Cauchy
appliquée au cercle v, de rayon r donne pour tout n > 0

1 9(z) o 0y _ino 40
n, _ _~ .n dz = 0 ind “V
Tl = T /% 102 ; g(te%)e o

ce qui fournit les inégalités de Cauchy.
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Considérons la fonction vectorielle
f(z) = (1a—za)"h
elle est définie pour tout complexe z tel que 1=z ne soit pas dans le spectre de a,
ce qui est le cas lorsque:
2l <R=7(a)""
de plus z—f(z) est holomorphe de B(0; R) dans .A. Par ailleurs, pour z assez petit

on sait que
o0
f(z) = Z 2Fa®
k=0

(lemme 1.1), donc:

o0
g(z) = Z 2Fara®
k=0
; par 'unicité des coefficients de Taylor il résulte que
cn = 2™ (ay,) pour tout n.
Puisque ||z*|| <1, on a:

lg(z)] < [f(2)]

ce qui entraine que:
M (r;g) < Mo(r)
Mo (7)

sles inégalités de Cauchy, appliquées a g, donnent |z*(a,)| < =%=; pour tout n

et toute x* € A* telle que ||z*|| =1 ; pour chaque n >1 donné on peut choisir par
Hahn-Banach (corollaire 4.2.7) une forme linéaire x* telle que
27| = Let 2™ (an) = llanll;
on obtient ainsi
Mo(7)

llan| < —nspour tout n > 1,

ce qui implique

. 1 1
limsup [|a"|™ < —
n T
, d’ow:
1
limsup ||a™||™ < 7(a)
n
en faisant tendre r vers R = % La

convergence de la suite (||a"||%) résulte immédiatement du lemme qui suit et du
fait que pour tous p; q >1, on a ||a?T4|| < ||a®||||a?]| - O

LEMMA 14. Le spectre de tout opérateur T € L(H) est un compact non vide de
C.

PRrROOF. Le spectre de T est borné car si A € C vérifie:|\| > ||T'|| ; alors T'— A
est inversible. D’ou o(T") C D(0; ||T||). Pour montrer que o(T") est fermé,
considérons application f : C — L(H), définie par f(A) = AI— T. Alors f est
continue et
o(T) = £ (Inu(L(H)).
Ou Inv(L(H)) est 'ensemble des éléments inversibles de L(H).
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Ainsi p(T') est un ouvert comme image réciproque d’un ouvert par une fonction
continue. Nous pouvons en conclure que o(T") est un compact de C.

Vérifions que o(T) est non vide. Pour cela nous allons utiliser la théorie des
fonctions analytiques a valeurs vectorielles.

Considérons; g : p(T) — L(H) définie par g(\) = (T — \I)~L.

Remarquons tout d’abord que la fonction g est continue sur p(7'). De plus,
pour Ag € p(T') et A proche de \g, on a:

%ﬁ?(ﬂ — 9(Ng(ho).

Donc par continuité de g, on obtient:
L9~ 6()
A—Xo A— )\0

Ainsi g est holomorphe sur p(7T") et on a

g'(Xo) = g(ho).

(
Supposons maintenant que o(T) = () ; donc p(T") = C. Ainsi g est une fonction
entiére. Montrons que g est bornée.

Pour cela remarquons que pour |A| = ||T|| on a:

= (9()\0))2~

lgMl = [(T = AD)~H| =
1

1\t
T—-—-1 < .
( A) A= 1IT]

Ainsi cela prouve que Mlhm g(A) = 0. Par conséquent g est bornée. Le
— 00

théoréme de Liouville pour les fonctions analytiques & valeurs vectorielles implique
que g est constante. Comme g tend vers 0 en l'infini, on en déduit que g = 0, ce

1
A

qui est absurde. O
. 1 4
EXAMPLE 32. Trouvons les valeurs propres de la matrice A = 11
o L 1—A 4 2
Le polynéme caractéristique de A est pa(\) = 1 1|~ (I1-X)"-4

Les valeurs propres sont les racines de l’égquation:
(1-=XN?=4=0

donc A= —1 et A=3
Trouvons maintenant les vecteurs propres correspondants.

Soitvz(xl );szx\v
T2
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si A =3,
1 4 T _ 3:1?1 xr1 + 41‘2 = 3551
1 1 ) X9 ) - ( 3xo ) :{ x1 + To = 379
— { dzg = 2o, T = 23, 222
T = 2T9 To

Vg = ( 1 > est un vecteur propre correspondant @ A = 3.

REMARK 18. 1)les éléments de o (A) sont dits valeurs spectrales.
2)o, (A) = {\ € C; (A — XI) nest pas injectif} .
3)En dimension finie 0 (A) = o, (A).
4)o(A)={NAeo(A)}.
5)r(A) = lim, || A||7 .
6) Sixeo(A), alors |\ < || A4]l.
7)r(A) < [IA]l.
8) Le spectre est un ensemble non vide et compact (borné et fermé).
9) Si P est un polynéme alors :

a(P(A)) = P(a(4)) ={P(\),A €0 (A)}.

2

EXAMPLE 33. Soit A= 0

1) 0 (A) =0, (A) = {—i,2i} .
2)p(A) = C\{—,2d}.

1
3)Rx (A) = (A= X)"'VA € p(A) i.e R\ (A) = < 2i6>‘ (1) > .
Zix
4) r(A) =sup{[Al,A o (A)} = 2.
PROPOSITION 34. Si A € L(H) est auto-adjoint, alors, 0,(A) € R.

; ) un opérateur normal.

PROOF. Soit A € 0,(A), alors il existe x € H\ {0}, tel que Az = Az.
MAz, ) = Oz, z) = (Az, z) = (z, Az) = (z,\z) = X (z,2) .

PROPOSITION 35. Soit H un espace de Hilbert, A € L(H) normal, alors
Vn e N*, A" = | A]" et r (A) = || A]|.

Nous dirons alors que T et Ty sont unitairement conjugués . La relation «étre
unitairement conjugué » est encore une relation d’équivalence sur L(Ey). Si deux
opérateurs continus T € L(Ey) et Ty € L(Es) sont conjugués,

alors ils ont le méme spectre, le méme spectre ponctuel, et le méme spectre

résiduel:
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En effet, si v est une conjugaison unitaire entre Ty et Ta, alors Ty -AI est
inversible (respectivement injectif, non injectif d’image non dense) si et seulement
St

vo(Ty —M)ov ' =Ty — I
est inversible (respectivement injectif, non injectif d’image non dense).

PROPOSITION 36. Soient E un espace de Banach complexe et T € L(E); on a:
otT) =o(T).
Proor. 11 suffit de remarquer que
HT — MNg)="T — Ip-

pour tout nombre complexe . O

PROPOSITION 37. Soient T1; To € L(E); alors:
O’(Tng) = O'(TQTl).

PROOF. Basée sur le fait que, si I- T1T5 est inversible d’inverse U, alors:

(I +TUT)(I —TxTh) =
I =0T - TLULLT +TUT =

I-TT +ToU(I - TTe)Ty = 1.

De méme:
(I-TT)(I+TUT) =1,

et donc I - T9T; est inversible. O

REMARK 19. Si T est une isométrie partielle de H sur un sous-espace propre
de H, alors
o(T*T) ={1} #o(TT*) = {0,1}.

EXAMPLE 34. On se place dans H = L*([0,1];C). On considére alors l’opérateur
T_5 défini par:

Doy= {w € CO((0,1],C)/3 € H,¥r € [0.1] : ¢ (2) — 0 (0) = [ () dy}

et T o, := 1. Tout d’abord, T_, est bien défini par le théorémg de densité de
Lebesgue, de plus, il est clair que C1([0,1];C) C D_y et que si: ¢ € C*([0,1],C);
alors T_9, = i%gp.

On définit alors d’autres opérateurs T_1,T1,Ty et Ty en posant:

D_1.— {¢ € D3 /¢(0) =0}

Dy = {(p eD_, /(p(l) = 0}

Do:={p€D_5 /p(0)=¢(1)}

Dy:={p €D /p(0)=¢(1) =0}

et Tk =1

2|pk -
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T 4
On a: Ty C To cT o

Ty
et KerT_o = Kerly = C.
KerT_1 = KerTy = KerTy, = {0}
ImT,g = ImT,1 =ImTl=H

ImTy = ImTs = {1/) €EH: jz/z(y)dyO} =1+
0

DO’I’LC, O'(T,Q) = JP(T,Q) =C
U(Tl) = O'(Tfl) =g

O'(To) = Up(To) =277

0(T2) = 0res(T2) = C.

PROOF. e Pour A\ € C, on pose ¢, (z) := e~**. Alors p, € D_5 et
T—2Lp/\ = ASO)\,

donc A € op(T-2).
e Soit A € C, (T—1 — AI) est clairement injectif (car les seules fonctions propres

éventuelles sont les multiples de ¢,, qui n’appartient pas & D_1). En outre, si,
pour A € H, on pose:

x

($:0)(¢) = —i / ATy () dy

0

on a (S\¥)(0) = 0, S\t est continue (donc L) en tant que produit d’une
exponentielle par une fonction %—hbldericnne et, d’aprés le théoréme de Fubini,

x

i / INSx) (9) + ¢ (4)] dy

0

= —ij(;( [—i)\ei/\(z_y)w (z)dz] dy —izw (y) dy

o—

- —z‘fo<7‘ — e dy)p (2) de —iZw (y) dy

z

= —i [(ANePCEY) — 1) (2) dz —i [ (y) dyt = (Sx2)) (z)
0 0
donc Sxyp € D_y et T1S\¢p = ASxv++ . Autrement dit (71 — M) est
surjectif. Enfin

1S3 (2)” < [(e=2P 02 dy [ |y (y)|* dy < 2PN ||y||,
0 0

donc
(T_1 — /\I)il = S\

est borné.
e Si )\ € 27Z, ¢, € Dy donc 27Z C op(1y), Par ailleurs, soit A € (C — 2Z).
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(To — M) est clairement injectif. De plus, siv € H et C € C, on a
(Sxyp + Coy) € Doy

et;

(T_2 = A)(Sx + Cpy) = (T2 = X)Sxyp + C(T—2 — M)y, = 1.

11 suffit donc de voir qu’on peut choisir C (1) de fagon a avoir (Sxyp +Cy,) €
Dy pour obtenir que (Ty — AI) est surjectif. Or, on a:

[Sxtp + C () 2] (0) = [Sxp + C (¥) pr] (1) &

1
Cy) = —i / Xy (y)dy+C () e &
0
1
(1= )o@ =ie™ [N o)y e
0
. 1
7

Cw) = —— / N 4 () dy.

1—e—
0

—iA A [all
I =) Cw)| <™ (1) 11
donc (Ty — AI)~! est borné.
e Soit A € C, (Ty — AI) est clairement injectif.
Soit ¢ € Dg, on a:
(T2 = M), o5) = (9. (T-2 = M)ypx) =0,
ainsi Im(Ty — AI) C gp% et 0,e5(T2) = C. O

Enfin,

LEMMA 15. Soit T un opérateur linéaire fermé, alors oros(T) = 0.
PRrROOF. C’est une conséquence du théoréme * ([l

LEMMA 16. Soit T un opérateur linéaire. Si T n’est pas fermé; alors o(T') =
C (ou, de maniére equivalente, si p(T) # 0; alors T est fermé

PROOF. Supposons que p(T) # 0; et soit z € p(T). (T — 2I)~! est borné donc
fermé et il en va de méme pour (T — zI) et T. O

REMARK 20. Si E est de dimension finie, alors, (Ag-A) est inversible si et
seulement si Ker(Ag- A) = {0}. En particulier, on d eduit o,(A) = o(A).En
effet, si E est un espace vectoriel normé de dimension finie, alors, tout opérateur
lin "eaire A sur E peut étre représenté par une matrice carée A, et que lopérateur
linéaire (Ag- A) est inversible quand la matrice (Ag- A) est inversible. Il est clair
que pour tout X\ € k, l'un des cas suivants doit apparaitre :
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(i) A est une valeur propre de A,

(ii) la matrice (A\g- A) est inversible, i.e. la matrice (Ag- A)~! existe. Il en
résulte que le spectre 0 (A) = oy, (A) est l'ensemble des valeurs propres de la matrice
A, et la dimension de [’espace vectoriel propre correspondant & toute valeur propre
est finie. Le spectre d’un opérateur linéaire dans un espace de dimension finie a
une structure simple, mais pour un opérateur général dans un espace de dimension
infinie, le spectre peut étre différent et plus compleze.

ExXAMPLE 35. Soit Iy lopérateur identité de ’espace de Hilbert H. Il est clair
que o(Ig) = {1}, car X - Iy = (X - 1)Ig est inversible si A - 1 # 0. De méme,
siw €k, alors, o(ply) = {u}.

EXAMPLE 36. Soit H = Ly ([0, 1],R). On considére l'opérateur de multiplication
A : H— H défini par:

Af(t) =tf(t),t €10,1]
Alors, on a 0(A) =10, 1]. De plus, l'opérateur A n'a pas de valeurs propres. En
effet, soient A\ € R, f€ H, t € [0, 1], on a:

My =A)f(t) = A=1)f(1).
On distingue deuz cas:

Si X ¢ [0, 1], alors, la fonction t — L
A)~1 défini par:

- est borne, et Vopérateur (Mg -

(y= A gt) =5——9(0), g € 1,

est un opérateur borné.

Si X € [0, 1], alors, la fonction t — ﬁ

n’est pas dans H, car il y a la singularité non

intégrable en t = A. Il résulte que (M- A) n’est pas inversible et tous les A
sont des points singuliers. D’ou, on déduit que o(A) = [0, 1].

On suppose maintenant que \ soit une valeur propre de A et f le vecteur propre
associé

dans H. Alors, on a:

A=t)f(¥)=0,t€l0, 1].
Il s’en suit que f= 0 dans H. D’ot, A n’a pas de valeurs propres et o,(A) = 0.

LEMMA 17. Soit T € L(E); on a:

1
n

1- (T) = inI\I; (|7
neN*
la valeur r(T') est appellée rayon spectral de T .

2- Le spectre o(T) est une partie compacte de k et o(T) C B(0;r(T)) C
B(0; [IT°]))

T = lim |T"
n—oo
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ProOF. 1- On a: .
r(T) < liminf || T
n—o0

soit € > 0 et ng € N*, tel que:
|T™0||% < r(T) +e.

Pour tout n € N, on ecrit n = p,ng + ¢, avec ¢, € [0,n9 — 1] de sorte que
[l > |7 -

Du moment que: 4=
n

=0 et 2% =nyg il en resulte que:
lim sup ||T™|| " < ||T™||% < r(T) +e.

2- L’application ¢(\) = A — T est continue de K dans E, donc p(T) = ¢~ (U)
est un ouvert et, par conséquent, p(T') est un fermé.

Soit A € K tel que [A| = r(T) et soit r € |r(T),|\|[. 1l existe ng tel que: V
n > ng on ait ||T"|| < r™ (puisque r > r(T)).

La serie S, A™"7'T™ converge donc normalement. Donc A € p (T) et
n=0

B(0;7(T))° € p(T).
Ainsi
o(T) C B(0;r(T))

est borné. O

COROLLARY 8. L’equation;
W —ToTy =1
n’a pas de solution parmi les opérateurs bornés.

PrROOF. On a:
1+ 15T =T Ts,

donc:

1 + O’(TQTl) = U(TlTQ),

ou encore:

(14 o(12T1)) U{0} = o(T2T1) U {0},
mais il n’y a pas de compact non-vide o(T3T;) vérifiant cette équation. En fait il y

a des solutions, mais avec des opérateurs non bornés, o(T2T1) n’est plus forcément
compact, par exemple o(T2T;) = Z. |

A présent nous allons etablir le théoreme spectral suivant:

THEOREM 34. Soit T € L(H).

1. §i T est inversible, alors:
1
o(T™) = {)\;/\ € a(T)} .

2. o(p(T)) = p(ca(T)) pour tout polynéme p € C[X].
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PROOF. 1. Soit A € o(T~1). Comme T~! est inversible, alors on a nécessaire-
ment A # 0. Comme T~ — \I est non inversible et comme

~1
1
TP =X =X (/\I — T) ,
I'opérateur (%I - T)_1 est non inversible, i.e. % e o(T).
On a donc montré que:
-1 —1 1
o(T™") Co(T) " = {)\;)\GU(T)}.

En echangeant le role de T et T~! on obtient I'inclusion réciproque o(7)~! C
a(T1), ce qui achéve la preuve de la premiére assertion.
2. Montrons tout d’abord que:

p(a(T)) C o(p(T)).
Soit A € o(T"). Comme le polynéme p(X)—p(\) s’annule en A, il existe un polyndéme
q tel que:
p(X) —p(A) = (X = A)q(X),
ce qui donne
p(T) = p(MI = (T = M)q(I).
Si p(T)—p(M)T etait inversible, (T'—\I) serait aussi inversible, d’inverse (p(T') —
p(A\)I)~1q(T), ce qui est contraire aux hypothéses.
On obtient donc que p(A) € o(p(T")), montrant que p(c(T)) C o(p(T)).
Montrons ensuite que o(p(T)) C p(a(T)). Si p est constant, I'inclusion est
vérifiée.
On suppose donc dans la suite que p n’est pas un polynéme constant. Soit
A € o(p(T)). On factorise dans C[X] le polynome p(X) — A sous la forme:

p(X)—A=a(X —a1)...(X —ay);

ou les i, = 1,...,n désignent les racines de p(X) — A, tel que A # 0, car p n’est pas
constant. Si pour tout ¢ = 1,...,n Popérateur T'— «; I est inversible, p(T') — AI est
aussi inversible, ce qui est absurde.

Par conséquent il existe un indice ¢ € {1,...,n} tel que (T' — a;I) est non
inversible, i.e. a; € o (T'). On en déduit que

A = p(ai) € p((T),
prouvant que o(p(T)) C p(a(T)). O

LEMMA 18. Soit T un opérateur linéaire. Si T n’est pas fermé; alors o(T) =
C (ou, de maniére equivalente, si o(T) # 0); alors T est fermé.

PROOF. Supposons que o(T) # 0; et soit z € p(T). (T - zI)~! est borné donc
fermé et il en va de méme pour (T - zl) et T. O

PROPOSITION 38. Soient E un espace de Banach complexe et T € L(E);on a;
o (T) = o,("T)\op(T) et o.("T)o.(T).
Si E est rétexif, on a l'égalité o.(*T) = o.(T).
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PROOF. On a: A € 0,.(T) si et seulement si ) est une valeur propre de !T, mais
n’est pas une valeur propre de T, d’ou la premiére assertion.
Si A € 0.(*T), on sait que T - Mg est injectif & image dense, donc T -Af est
injectif & image dense, et puisque
o.('T) C o('T) = o(T)),

ona A € o (T), par conséquent A € o.(T). Dans le cas ot E est réfexif, T s’identifie

a: 'T, et il en résulte que o.(T) C 0.(*T). Plus précisément, on vérifie que
T=Jg" o' (*T)o Jg,

ou Jg désigne l'isomorphisme de E sur E (on devra remarquer que si U est un

isomorphisme de E sur F et si T € L(F), toutes les notions de spectre introduites
sont les mémes pour les deux opérateurs T et UT'TU € L(E)). O

REMARK 21. On peut généraliser la notion d’opérateur adjoint au cas d’espaces

de Banach E. Pour fe E’ et v € E, on note (f,x) 5, p au lieu de f(zx) et on
appelle (.,.) g, g le crochet de dualité de E’,E. Le crochet (.,.)p, p est similaire au
produit scalaire d’espace de Hilbert. En

particulier, si A € L(E, F), alors, il existe A* € L(F’,E’) tel que Vx € E, Vf € F’

(A f, x>El,E ={f A‘T>F/,F :
1l s’agit d’une généralisation car si F est un espace de Hilbert

alors, E’ peut étre identifié avec E d’aprés le théoréme de représentation de Riesz.
Le crochet de dualité (., .)E,’E est alors le produit scalaire de FE.

LEMMA 19. Soient E un espace de Banach complexe, T € L(E) et soit A €
0o (T) (la frontiére du spectre de T). Il existe une suite (z,) C E de vecteurs de
norme 1 telle que (T - X Ig)(x,) tende vers 0.

PROOF. En posant S = T - Mg, on se raméne a montrer que si 0 € do(S),
il existe une suite (x,,) C E de vecteurs de norme 1 telle que S(x,,) tende vers 0.
Puisque o(S) est fermé, sa frontiére est contenue dans o(S), donc 0 € o(S) et S n’est

pas inversible. Si on ne pouvait pas trouver la suite
(xpn), on aurait ||S(x)| > ¢ ||z|| pour un c¢> 0 et tout x € E , donc S(E) serait fermé,
et S(E) # E puisque S n’est pas inversible. On pourrait

alors trouver y ¢ S(E) ; puisque 0 est a la frontiére du spectre de S, il existe une
suite (p,,) hors du spectre et qui tend vers 0 ; alors S - p, I est inversible pour
tout n. Il existe donc un vecteur z, € E tel que

(S = pnle)(2n) = y.
Si (z,) était bornée, on aurait p,,z, — 0 et y serait limite de la suite (S(z,)) C S(E),
ce qui est impossible puisque S(E) est supposé fermé et y ¢ S(E).
existe donc une sous-suite (z,, ) telle que ‘z; ‘ tende vers +1; en posant

’ /

xn:’zn — 2y

on voit que
-1

2| y—0

S(xn) = HpTn = ‘
donc S(x,) — 0. O
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ExampPLE 37. Ezemple de valeurs propres approchées: soit S le shift o droite
sur lb(N) ; on sait que le spectre de S est “égal au disque unité fermé, sa frontiére
est donc le cercle unité T. Soit , de module 1 un point quelconque de do(S) ; on
considére pour tout n > 1 le vecteur de norme 1 de Iy

2, =n2 (LA AT IO, )
et on note que
1S(zn) — Azn|| < 202 — 0

ce qui donne des presque vecteurs propres
pour la valeur A € T.

PROPOSITION 39. Soient T1; To € L(E); alors:
o(ThTy) = o(T2T1)
PROOF. Basée sur le fait que, si I- T1T5 est inversible d’inverse U, alors:
(I+TUT)I-TT) =
I =TT — THhyULTT +ThUT =
I-T0 +TU(I-TT)T; =1.
De méme
(I -Toy)(I+TUT) =1,
et donc I - T9T est inversible. O

REMARK 22. Si T est une isométrie partielle de H sur un sous-espace propre
de H, alors:

o(T*T) = {1} £ o(TT*) ={0;1}.
LEMMA 20. Soit T un opérateur linéaire fermé, alors o .s(T) = (.

ProOOF. C’est une conséquence du théoréme * ([l

ProroSITION 40. Soit T un opérateur linéaire. Si T n’est pas fermé; alors
o(T) = C (ou, de maniére equivalente, si p(T) # 0); alors T est fermé.

PROOF. Supposons que p(T) # 0; et soit z € p(T). (T - zI)~! est borné
donc fermé et il en va de méme pour (T - zI) et T. O

THEOREM 35. Soit T € L(E); on a:

r(T) = inf |T™|" = lim ||T"||" .
neN n—-+00

la valeur v(T) est appellée rayon spectral de T.
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PrROOF. On a:
r(T) < lim inf||T"|"
n—-4oo

soient £ > 0 et ng € N ;tel que:
|7 |76 < r(T) +e.

Pour tout n € N; on ecrit n = p,ng +q, avec q,, € [0;n9 — 1] de sorte que:

[ |7

Sn Pn
Du moment que:?® =0 et 22 = ng
il en resulte que:

lim sup |[T"||* < |T™]||76 < r(T) +e.
n—-+4oo

PROPOSITION 41. Soient E un espace de Banach complexe et T € L(E); on a:

0.(T) = a,('T)\0o,(T) et o.('T) C o.(T).
Si E est rétexif, on a Uégalité o.('T) = o.(T).

PROOF. On a: X € 0,.(T) si et seulement si est une valeur propre de ‘T, mais
n’est pas une valeur propre de T, d’ou la premiére assertion. Si A€ o.(tT),
on sait que !T - I est injectif & image dense, donc T - Ig est injectif & image dense,
et puisque

o.('T) C o(*T) = o(T)

ona: A € o(T), par conséquent A € o.(T). Dans le cas ou E est réfexif, T s’identifie
a: 'T, et il en résulte que o.(*T) C o(*T). Plus précisément, on vérifie
que

T =Jg" o ('T)Jg,
ou Jg désigne l'isomorphisme de E sur E (on devra remarquer que si U est un

isomorphisme de E sur F et si T € L(F), toutes les notions de spectre introduites
sont les mémes pour les deux opérateurs T et UT1TU € L(E)). O

0.1. Décomposition du spectre d’un opérateur borné.

PROPOSITION 42. Soient E et F' deux espaces de Banach et soit T €L(E; F);

les conditions suivantes sont équivalentes: (i)
Uapplication T est injective d’image fermée; (i)
il existe un nombre ¢ > 0 tel que pour tout v € E on ait [|[T(z)| < ¢ ||z ;
(iii) il n'existe pas de suite (x,) dans E telle que ||x,| = 1 et lim, |T(x,)] =

0.
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PROOF. Si (i) est satisfaite, T détermine une application continue bijective T
de E sur l'espace de Banach im(T). Par le théoréme des isomorphismes, T; est un
isomorphisme: on obtient (ii) avec

e= i

Il est évident que (ii) implique (iii) ; montrons que (iii) = (ii) : si (ii) n’est pas
satisfaite, il existe pour tout entier n > 1 un vecteur y, € E tel que

0™ lynll = 1T ()l

si on pose
-1
Tn = [Ynll™ Yn,
ona l||z,||=1et
1
[T (zn)]| < '
donc (iii) n’est pas satisfaite. Si (ii) est satisfaite, il est clair que

T est injective ; si (y,) est une suite dans im(T) qui converge vers y € F, écrivons
yn = T(xy) avec x, € E ; on a:

”xn - l'mH < ¢t ”yn - ymH )

donc la suite (z,,) est de Cauchy, donc convergente vers x € E puisque E est complet
; alors la suite y, = T(x,) converge vers T(x), donc y = T(x) est dans im(T), qui
est donc fermée dans ’espace F. (Il

Si un opérateur borné T de E dans F est inversible, il posséde les deux propriétés
suivantes :

(1) Il existe une constante ¢ > 0 telle que ||[Tz| < c ||z| pour tout x € E.
(2) On aT(E) = F.
La deuxiéme propriété est une forme faible de surjectivité: [image de T est

dense dans

F ; c’est évidemment vrai quand T est inversible, puisqu’alors T est surjectif.
i

De plus, lorsque T est inversible, la propriété (1) est vraie avec ¢ = HT
= 0; en effet, on a
pour tout ¥ € E, lorsque T~ existe dans L(F; E)

| = |7 (T2)|| < | 77| | T]|.

LEMMA 21. Soient E et F deux espaces de Banach ; un opérateur T € L(E; F)
est inversible si et seulement s’il vérifie 1 et 2.

PROOF. On a déja vu une des directions : si T est inversible, il vérifie les deux
conditions. Inversement, supposons que 1 et 2 soient vraies ; on sait alors que T(E)
est fermé par la proposition 1, et dense d’aprés 2, donc T(E) = F. Si T(x) = T(xo)
on aura x = xq puisque 0 = ||T(2-z0)|| < ¢ ||z — ]| : d’aprés 1. Cela
permet de définir une application (linéaire) S de F = T(E) sur E en posant S(y) =
x € E si et seulement si y € F et T(x) = y. En traduisant A, on obtient ||S(y)| <
¢! |ly|| pour tout y € F, ce qui montre que S est continue. Pour finir il est clair
que S est 'inverse de T. O
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0.2. Spectre et transposition dans L(E). On va maintenant s’intéresser

au rapport entre le spectre d’un opérateur borné T € L(E) et celui de son transposé
tT € L(E*). Ce rapport sera trés simple : les deux spectres sont égauz.

PROPOSITION 43. Soient E, F deux espaces de Banach et soit T 2 L(E; F);
Dopérateur transposé * T € L(F*;E* ) est inversible si et seulement T est inversible.

PROOF. Si T est inversible, comme T~!T = I et TT~! = I, on trouve
fTHTY = I et (T H'T = IF,
donc T est inversible et (‘T~1) = {(T~!). Supposons inversement que T ne soit
pas inversible. On sait que, ou bien T ne vérifie pas la condition 2, ou bien il ne
vérifie pas 1. Si T ne vérifie pas 2, 'image T(E) n’est pas dense, donc ‘T
n’est pas injective par le lemme 2.11, ce qui implique que *T n’est pas inversible.
Si T ne vérifie pas A, il existe d’aprés la proposition 1 une suite (x,,) C E de vecteurs
de norme un telle que T(x,,) — 0. Considérons pour tout entier n opérateur R,
de K dans E, défini par R,,(A\) = Ax,. Sa norme est égale a ||z,|| = 1, et T£ R,
tend vers 0. En transposant, 'R,, + 'T tend vers 0, alors que |'R,|| = ||R.] =1
pour tout n, ce qui entraine encore que !T ne peut étre inversible. (Il

On en déduit immédiatement de la proposition précédente le corollaire suivant:

COROLLARY 9. Soient E un espace de Banach complexe et T € L(E) ; on a:
oltT) =o(T).

ProoF. 1l suffit de remarquer que (T -Ag) = T -Alg« pour tout nombre
complexe . (I

Dans le cas hilbertien, on préfére le plus souvent exprimer le résultat précédent
en utilisant

ladjoint T* € L(H) plutot que la transposée *T € L(H*). Le seul petit piége a
éviter est que

(T — Mg)* =T* - Ny.

COROLLARY 10. Soient H un espace de Hilbert complexe et T € L(H); le spectre
de ladjoint T* est formé des complexes conjugués des éléments du spectre de T,

o(I*)={X eC/xeo (D)}
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Spectre de ’adjoint d’un opérateur

PROPOSITION 44. Soient H un espace de Hilbert complexe et A € L(H).

1. Le spectre de ladjoint A* de A est l'ensemble des conjugués des éléments
du spectre de A: 0(A* ) =o(A) ={AeC:Xea(A)}; et

p(A*) ={XeC:Xep(4)}.

2. Pour tout A € p(A*); on a:

RBA(A7) = (Bx(A))"

PrROOF. 1. On a: (A* -AI)* = A - I dong;

p(A*) = {A € C: (A* — AI) est inversible}

= {A € C: (A— X) est inversible}

={AeC:Xxep(4)}

De plus,

o(A") = C\p(4"),

ce qui donne le résultat.

2. Si X\ € p(A*), alors:

Ry(A*) = (A" = M)t = (A= 1))~
=((A=21)"")" = (Bx(4))" O

Exampre 38. Soit A= © Y AN = i=A 0 L
0 0

det (A-N) = 0= (i—N)>=0=>X =i

alors, o(A) ={i} = o (A*) ={—i}

p(A) =C\ {i} = p(A") =C\ {~i}.
Si A € C\{—i};alors:

10 \" L
(5 LY (F 1)
it —

Commencons par énoncer un résultat général, dont nous ne démontrerons qu’un
corollaire.

THEOREM 36. (théoréme de Phillips) Soient E un espace de Banach com-
pleze, T € L(E)

et T* € L(E*) l'adjoint de T, alors;
o(T*) = o(T) et YA€ p(T), Rx(T*)= Ra(T)".

Ce résultat a comme conséquence immédiate, dans le cas particulier ot E = H
est un espace de Hilbert compleze.

PROPOSITION 45. Soit H un espace de Hilbert complexe, T € L(H) et T* €
L(H) Uadjoint hilbertien de T . Alors:

o(T*) =o(T)" = {A\X€a(T)} et VA € p(T), Rx(T*) = RA(T)".
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1. p(A)={XeC, Xep(A)} e o(A)={NeC, Xea(4)}.
77

2. Pour tout A € p(A*), Ry (4%) = (RX(A))*.
PrOOF. 1. On a: (A* — A\I)" = A — X dong;
p(A") = {AeC, (A" — AI) est inversible} =
{)\ €C, A— M\ est inversible}
= {XeC, Xep)}.

De plus, o (A*) = C\p (A*), ce qui donne le résultat.
2. Si A € p(A*) alors;

Ry (A%) (A* =AD" = ((A—XI)*)_1

*

((A=xD7") = (Br(4)".

2. Spectre des opérateurs auto-adjoints

Les propriétés élémentaires principales des opérateurs auto-adjoints sont ré-
sumées dans les propositions suivantes.

PROPOSITION 48. Soient H un espace de Hilbert complexe et T € L(H).

(1) Si T est auto-adjoint, et si F est un sous-espace vectoriel de H invariant
par T (c’est-a-dire tel que T(F) CF), alors F* est aussi invariant par T.

(2) Supposons que H # {0}. Si T est auto-adjoint, le spectre d’un hermitien
est réel si

M= sup (T'(z);x)et m= inf (T(x);z),
llzll=1 llzll=1
alors m et M sont les bornes extrémes de son spectre o (T') C [m, M].
Et
r(T) = |lzll = sup (T(x);2) = max{M, —m}
llzll=1
En particulier, le rayon spectral de T est égal a sa norme, et si o(T) = {0},
alors T = 0.
(3) Si T est auto-adjoint, alors son spectre résiduel est vide: o,.(T) =0.
(4) (Critere de Weyl) L’ensemble o(T) des A € C tels qu’il existe une suite
(Xn)nen dans H telle que ||z,| = 1 et
li T(z,) — xn| =0,
lim_|[T(2) — 2]

est contenu dans le spectre de T.
Si T est auto-adjoint, alors cette inclusion est une égalité, la propriété que:

o(T) = ||IT|
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implique en particulier qu'un opérateur auto-adjoint est nul si et seulement si son
rayon spectral est nul, donc si et seulement si son

spectre est égal & {0}. Mais il existe des opérateurs continus non nuls de spectre
réduit & 0 (qui ne sont pas auto-adjoint, donc), comme 'opérateur de matrice

( 8 (1) > dans la base canonique de l'espace de Hilbert C2.

PROOF. (i) L’opérateur continu T -AI est inversible si et seulement si son ad-
joint, qui est T* -Al, est inversible. Si T est inversible, alors 0 n’appartient ni au
spectre de T ni & celui de T~!; de plus, pour tout nombre complexe non nul A,
lopérateur continu T~! -AI est inversible si et seulement si:

Yoty
T—I=<T (17" =)

est inversible.
(ii) Nous avons x € T(H)* si et seulement si (T'(y);z) = 0 pour tout y dans H
, si et seulement si
(y, T*(x)) = 0
pour tout y dans H , donc si et seulement si x € Ker(T*). La seconde égalité

de (ii) découle de la premiére en remplacant T par T* et en utilisant la propriété
d’involution de T*. O

On s’intéresse dans la proposition suivante aux valeurs propres des opérateurs
auto-adjoints.

PROPOSITION 49. Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors, on a:

1. 0,(4) CR.

2. A€ 0,(A) si et seulement si Im(My — A) # H.

3. Si A p € op(A), A # p, alors, Ker (Mg — A) L Ker(ulg — A), ie., les
sous-espaces propres de A sont orthogonaux deux & deux.

PROOF. 1. Si X € 0,(A); alors il existe x € H\{0}, tel que Az = Az. D’ou:
(Az,z) (Az,z)

2 2
] ]

2. Soit A € 0,(A). D’aprés la proposition (3.4), on a:

MMy —A) = [Ker(AMpy—A)]" =
[Ker (M — A)] .
Comme 0,(A) CR, X € 0,(A) si et seulement si X € 0,(A), ce qui équivaut a
Ker (Mg — A) # {0},

soit encore
[Ker (Mg — A)]” # H.
On déduit que X € 0,(A) si et seulement si Im(My — A) # H.
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3. Siz € Ker(AMg—A) et y € Ker(ulyg — A), alors, Az = Az et Ay = uy.
Comme A = A* et u € R, on obtient
(A= p) (z,y) = A2,y) — (2, py) = (Az,y) — (z, Ay) = 0.
Il résulte : (x,y) =0 car A # p. D’o,
Ker (Mg — A) L Ker (ulyg — A).
La démonstration de la proposition est ainsi terminée. O

Les propriétés spectrales des opérateurs auto-adjoints sont réunies dans le
théoréme suivant:

THEOREM 37. Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint. On pose
= inf (Axz,z) et L= Sup (Az,z) .

flz]|=1 l|lz]|=1
Alors, on a:
L1, Le[- Al lAl] cR.
2. ,Leo(A).
3. o(A) C[l,L].

4. || A ||= sup{|(Az,z)| : ® € H et || z ||= 1}. En particulier, ||A] =
max(|{],|L]).
Les points 2., 3. et 4. entrainent le corollaire suivant:

COROLLARY 11. 1. Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint, alors, || Al = max |A|
AET(A)

2. Soit A un opérateur auto-adjoint sur H. Si o(A) = {0}; alors A =0.

PROPOSITION 50. Soit T € L (H), un opérateur auto adjoint alors:

1. Le rayon spectral de T est égale a la norme de T': r (t) = ||T| .
2. Le spectre de T est réel. et on a la majoration:

VA € C\R, [|Rx (T))[| < I/[Im Al
3. Le spectre résiduel de T' est vide.
4. Sid€ o (T)\o, (T), alors A est une valeur propre de T*.
5. Si T est un opérateur auto-adjoint alors; o (T') = o, (T') .
PROOF. Puisque T est un opérateur auto-adjoint donc
" 2
17T = [T,

implique que:

172 = 17
D’ou par récurrence:
vneN, || = ||T|*"
D’ou
g—n
r(t) = lim HT?H = |7
Puisque

T=T" <T.’£,$> = <1’,T:IJ> = <T.’£,:L'>,



2. SPECTRE DES OPERATEURS AUTO-ADJOINTS 81

on a: (Tx,z) € R, et donc:
Im ((T — \) z,z) = —Im A ||z||?
Il en résulte:
Vo € H, [Im | |2|* < [(T = N) @, 2)| < [[(T = N | ||

En divisant par [|z||, on en déduit que (T — AI) est injectif d’image fermée si
A n’est pas réel.
2. Mais I'image de T'— AI est dense. Sinon, soit y # 0 orthogonal & cette image:

Ve e H,((T — N z,y) = <a:, (TfX)y> =0
Donc X est une valeur propre de T, avec pour tout vecteur propre y, et

(Ty,y) = Xyl

ce qui est absurde (le premier membre est réel, et pas le seconde).

T — M\ est donc inversible, ce qui prouve le point 2.

3. Si A est dans le spectre résiduel, prouve que X est valeur propre de T , et
puisque A est réelle (car dans le spectre de T'), A serait valeur propre de T, et donc
n’appartiendrait pas au spectre résiduel.

4. Si X\ n’appartient pas a o, (T'), alors il existe C > 0 avec :

Yu € H, |lul| <C|M —T)ul
Si un tel C n’existait pas on trouverait en effet une suite u,, de norme 1 avec
L2 n[(T = A) un].

ce qui fournirait A € o, (T).

On en déduit comme dans la preuve de la proposition (4.7) que soit A est dans
I’ensemble résolvant de T, soit A une valeur propre de T*.

Le point 5. en découle immédiatement puisque le spectre de T' = T™* est réel. [

EXAMPLE 41. Soit f € H; T(f)(z) = zf(z), x € [a,b)].
T est un opérateur auto-adjoint de H, calculons o(T).
On a:

T*(f)(z) = = f(z).

Donc T* =T. D’ou T est auto-adjoint.
Si A € [a, b], Vopérateur R, défini par:
Ra(f)(z) = (z = X))~ f(z)

est un opérateur linéaire continu sur H et on a:

R\T =TRy =1

Par conséquent o(T") C [a, b].

Supposons qu'il existe A €]a, b[ telle que (T'—AT) soit un isomorphisme bicontinu
de H dans H.

Il existerait alors C' > 0, tel que Vf € L%(a,b), on ait:

b b
[lt@Par<c [ - aP s d
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Soit § > 0; tel que § < A — a. Testons 'inégalité précédente avec

T xg(2)
flz) = m

On obtient alors:

LEDY
/ )\dx < CO(b—a)?*; Vs > 0.

—x
On obtient une contradiction en faisant tendre § vers 0.
Le spectre étant fermé on en déduit que o(T) = [a, b].

3. Propriétés spectrales des opérateurs auto-adjoints

PROPOSITION 51. (Valeurs propres des opérateurs auto-adjoints). Soit
A € L(H) un opérateur auto-adjoint; Alors:

1. Vp(A) CR.

2. A€ Vp(A) si et seulement si Im (A — \I) # H.

3. SidpeVp(A),\# p, alors ker (A — AI) Lker (A —pl), i.e. les sous-
espaces propres de A sont orthogonaux deux & deux.

THEOREM 38. (Propriétés spectrales des opérateurs auto-adjoints). On
suppose H # 0. Soit A € L (H) un opérateur auto-adjoint. On pose
m= ”irlllf1 (Az,z) et M = sup (Az,x).
zl= llzll=1
Alors,
1. muM € [_ ||A|| ) ||A||] CR.
2. m,Meo(A).
3. 0(A) C[m,M].
4. ||A|| = sup{|(Azx,z)|,x € H et ||z|| = 1}. En particulier, ||A|| = max (|m|,|M]).

COROLLARY 12. 1) Si A € L(H) est un opérateur auto-adjoint, alors

4]l = max A
€o(A)

2) Un opérateur auto-adjoint A sur H est positif si et seulement si: o (A) C

RT.

COROLLARY 13. Soit A un opérateur auto-adjoint dans L (H) telle que o (A) =
{0}. Alors A = 0.

THEOREM 39. Soient H un espace de Hilbert complexe et T € L(H) hermitien

; posons K = o(T). Il existe un et un seul homomorphisme d’algébres de Banach
unitaires complexes o : C(K)— L(H) tel que vp(iK) = T. L’homomorphisme op
est isométrique. Si on nmote

(1) = er(f),
on a:

f(T)" = f(T)
et f(T) commute avec tout opérateur S qui commute avec T (donc f(T) est normal),
pour toute fonction f continue sur K. On a de plus

o(f(T)) = a(f) = f(a(T))
Si f est réelle continue sur K et g continue sur f(K), on a (go f)(T) = g(f(T)).
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PRrROOF. On avu que K = ¢(T) est contenu dans R. Désignons par A I’ensemble
des fonctions continues f sur K de la forme f : s — P(s) pour un P € C[X] (fonc-
tions polynomiales). D’aprés le théoréme de Weierstrass, les fonctions polynomi-
ales a coefficients complexes sont uniformément denses dans l’espace C([—a;al)
des fonctions complexes continues sur [—a; a}, pour tout a > 0 ; il en résulte que
lensemble A est dense dans C(K), puisque K C [—a;a] lorsque par exemple a =
IT|.

Montrons d’abord 'unicité de ¢p. Si ¢ est un homomorphisme d’algébres
unitaires de C(K) dans L(H) tel que ¢(ix) = T, on aura nécessairement par les
propriétés d’homomorphisme que I'image de la fonction t € K — P(t) est égale a
P(T) : par définition, on a

o(i%) = (1) = Iy = Ty, etp(ik) = Ty

pour tout k >1(la fonction i’;( est la fonction monome s —s¥) ; il en résulte puisque
¢ est deplus linéaire que pour toute fonction polynomiale f: s — P(s), 'image ¢(f)
est

P(T) = ¢T(f).
Par conséquent, ¢ est uniquement déterminé sur A. Comme un homomorphisme
d’algébres de Banach est continu par définition, et que A est dense dans C(K), il en
résulte que ¢, 8'il existe, est uniquement défini sur C(K) : si (P,,) tend uniformément
vers f sur K, on aura

Montrons maintenant l’existence, en commencant par la définition d’un homo-
morphisme A sur A : pour toute f € A 1’élément A(f) peut etre défini de facon
unique puisque si

f=P = Psur K,

1P (T)-Po(T)|| = [ Pi-Poll ¢y = 0

d’aprés le lemme 1 (si le spectre K est un ensemble infini, la vérification précé-
dente est inutile, puisque le polynome formel P; - Py sera nul s’il a une infinité de
racines ; mais le spectre de T pourrait etre fini). On posera donc ¢ (f) = P(T), ou
P est n’importe quel polynome qui représente la fonction f sur K. De
plus, on a [[¢(f)|| = [|f|l;- L'ensemble A est dense dans C(K), et on a un homo-
morphisme isom “etrique ¢ de A dans L(H) ; d’aprés le lemme 1.4.1, il existe un
prolongement unique ¢, de ¥ en application linéaire continue de C(K) dans L(H).
Posons {(T) = ¢4(f) pour toute f €C(K). Pour toute suite (P,) de polynomes qui
converge uniformément sur K vers la fonction f, la suite (P,,(T)) tend en forme dans
L(H) vers f(T), puisque ¢ est continu. Il en résulte par continuité de la norme
que:
1 (D) = limy, | P (T) | = limy, | Palle ey = 1l
ce qui montre que ’application

oT: feC(K)— f(T) € L(H)

est isométrique. Par construction on a

o (i%) = T puisque la fonction i correspond au monome X dont I'image est T en
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calcul polynomial. Il reste & voir que ¢ est un homomorphisme. Si (P,,) converge
uniformément vers f sur K et (Q,,) converge uniformément vers g sur K, alors

F(T)g(T) = lim(PQu)(T) = (fg)(T)
(utiliser la continuité du produit par rapport au couple de variables), donc @ est
un homomorphisme d’algébres de Banach unitaires complexes, isométrique. Il en
résulte que

of(T) = f(K),
d’aprés un principe général sur C(K) Si
ST =TS8,

on en déduit que

SP,(T)=P,(T)S
pour tout n, donc

SfH(T) = f(I)S

par continuit “e du produit par S, a droite et & gauche. Ainsi f(T) commute avec
tout opérateur borné S qui commute avec T. Posons ¢, (f) = {(T)* pour toute f €
C(K). On vérifie que ¢, est un homomorphisme d’algébres de Banach unitaires de
C(K) dans L(H), et ¢, (i¥) = i"(T) (parce que K C R, on a iK = i¥) donc

@1(iK) =T"=T
parce que T est hermitien. D’aprés I'unicité, on déduit ¢; = ¢, ce qui signifie que

(1) = f(T)"
pour toute f €C(K). Il en r’esulte que

@) f(T) = (FHT) = (fHT) = (D) F(T)"
donc f(T') est normal. Supposons que fsoit une fonction r eelle continue sur
K =o0(T).
Alors f(T) est hermitien puisque
() =F(T) = F(D),

ce qui permet d’appliquer ¢ a f(T) le calcul fonctionnel défini précédemment.
L’ensemble

L=f(K)CR
est compact, et c’est le spectre de f(T). L application
g€ C(L)—gofelC(K)
est un homomorphisme y d’algébres de C(L) dans C(K), qui transforme i% en f(T)
; d’aprés 'unicité, la composition @70 x est égale & 'homomorphisme ¢ ¢y associé
a lopérateur hermitien f('T). On a donc (g o £)(T) = g(f(T)) pour toute fonction
continue g sur L. O

COROLLARY 14. Soient H un espace de Hilbert complexe, T € L(H) hermitien

et [ une fonction continue sur K = o(T) ; si f est réelle sur K, alors f(T) est
hermitien ; si f est réelle et positive sur K, alors f(T) est hermitien positif. Si |f|=
1 sur K, f(T) est unitaire.
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PROOF. On a déja vu le premier point : quand f est réelle, on peut écrire
() = F(T) = £(T).
Si de plus f > 0 sur K, on peut considérer
g(s) =V f(s)

qui est une fonction réelle continue sur K. Alors g(T) est hermitien et {(T) = (g(T))
est hermitien positif. Pour finir, supposons que

[fl=1

2

sur K et posons U = f(T) ; on a
U'U = [(D)(T) = (F/)(T) = ¢r(1) = Iu,

et le méme calcul donne UU* = Iy, donc U est unitaire. [l

EXAMPLE 42. 1. Supposons que T soit diagonal dans une base orthonormée,
avec coefficients diagonauz (\,) réels ; lopérateur T est alors hermitien. Pour
toute fonction continue f définie sur R, Uopérateur f(T) est lopérateur diagonal de
coefficients (f(An)) ; d emonstration : passer & la limite & partir du cas polynomial.
2. Supposons que T soit l'opérateur

M, : Ly(0;1) — Lo(0;1)
de multiplication par une fonction p réelle continue. On voit que pour tout polynome
P Uopérateur P(M,) est l'opérateur de multiplication par la fonction
s € [0;1] — P(e(1)),

donc o la limite f(M,) est Uopérateur de multiplication par s — f(p(s)), c¢’est a
dire que f(M,) = Mfop,. On peut aussi raisonner en disant que f — Myo, est bien
l'unique homomorphisme décrit dans le théoréme 4. Le cas hermitien sur un espace
réel. Soit H un espace de Hilbert réel, dont le produit scalaire sera noté x . y
pour éviter les confusions avec le produit scalaire dans le complezifié ; le complexifié
de H est l’espace Ho = H + iH de tous les vecteurs z = x + 1y ot z; y € H ; cette
écriture est simplement une écriture symboliqgue commode pour un couple (x; y) €
Hx H. SiA =a+ ibe C, on pose

Az = (ax — by) + i(by + ax).

On vérifiera les axiomes d’espace vectoriel complexe. On définit le produit scalaire
(complexe) sur He en posant

(vtiyia +iy ) = @+iy) (& —iy) = (@7 +y-y)+ily-2 —2-y)
Lorsque z = x+1iy, on voit que
2 2
(z2) =z-z4y-y=|=l"+ [yl

ce qui donne un produit scalaire sur Ho dont la norme associée est

1
2 2\ 2
2 = (el + 1)) -

Siz =z + 10, on a||z| =||z||. A tout opérateur T € L(H) on associe l’application
Tc de Ho dans lui-mBeme définie par

Te(z +iy) =T(z) +iT'(y);
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on vérifie facilement que T est C-linéaire. On peut montrer que : lapplication T
— To est un homomorphisme isométrique de R-algébres de Banach unitaires. De
plus, (T*)c = (Tc)* et Te est inversible si et seulement si T est inversible. Il est
clair que Uapplication T — TC est R-linéaire, que

(ST)e = ScTe,Iu)c = Tue;

Stz =T + 1y,
2 2 2 2 2 2 212
H%@H:W@H+W@HSWW(WHHM):WHMM

done ||Tell- |T|l ; Vinégalit “e inverse est claire en regardant les vecteurs z = z+i0.
Pour l'adjoint,

(T(x) +iT(y);’ +iyr) = (T(z) +iT(y)) - (' = iy);

En développant, chaque produit scalaire T(u}v/, avec u = z,y et v o= I',y/ sera,
transformé en u - T* (v/) et il n’y a plus qu’a remonter les morceauzr. Vérifions que
le complexifié To est inversible dans L(Hg) si et seulement si T est inversible dans
L(H). S’il existe S € L(H) tel que ST = TS = Iy il en résulte que Sc T = TcSe
= Iy, , donc Tc est inversible. Inversement, supposons Tc inversible ; alors T
est injectif : si T(x) = Om, alors Tc(x + i0g) = Oy, , donc x + i0 = 0,
donc x = Oy ; de plus T est surjectif ; pour tout x € H il existe z = T+ z'y/ tel que
Tc (z') = z+i0, ce qui donne T(x') = x ; on en déduit que l'inverse est continu, soit
par le théoréme des isomorphismes, soit en utilisant la norme de (Tc)™t. Si P €
R [X], il résulte de la propriété d’homomorphisme unitaire que (P(T))c = P(T¢).
1l en résulte aussi que pour tout X € R, lopérateur T- Iy est inversible si et seule-
ment si Tc - X I, est inversible. Si on introduit le spectre réel de T en posant

or(T)={X € R:T- Ay non inversible}

on voit que or(T) = R\o(T¢c). Cette notion de spectre réel n'est pas trés in-
téressante en général, car il est possible que or(T) soit vide et ne donne aucune
information. Mais dans le cas ou T est hermitien, on sait que T est hermitien
aussi, donc son spectre est réel et og(T) = o(Tc) dans ce cas. Passons au calcul
fonctionnel continu pour les hermitiens réels. Si P est un polynome réel et si T €
L(H) est hermitien, on a T hermitien, P(Tc) hermitien, donc

1P| = [I(PD)ell = IPT)ll = 1Plloore)) -

Si on pose K = o(Tc) = or(T) et si f est une fonction réelle continue sur K, on
a dit qu’il existe un polynome P € C[X] tel que |f(s) — P(s)| < &; pour tout s €
K. Comme s est réel, il est clair que si Q@ € R[X] est le polynome obtenu & partir
de P en prenant comme coefficients les parties réelles des coefficients de P, alors

Q(s) =ReP(s), donc;
[f(s) = Q)] = [Re(f(s) = P(s))| < [(f(s) = P(s))] <e.
On wvoit donc que lalgébre Ar des fonctions polynomiales o coefficients réels est

dense dans Cg(K). On continue la démonstration comme avant. On obtient donc
le resultat.

COROLLARY 15. Soient H un espace de Hilbert réel et T € L(H) hermitien ;
désignons par K le spectre de T. Il existe un et un seul homomorphisme d’algébres de
Banach unitaires réelles pp : Cr(K)— L(H) tel que o (1K) = T. L’homomorphisme
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o est isométrique. Si on note f(T) = o (f), on a que f(T)* = f(T) est hermitien
pour toute f (forcément réelle dans ce contexte) continue sur K et f(T) commute
avec tout opérateur S qui commute avec T. On a or(f(T)) = flor(T)): Si f est
continue sur K et g continue sur f(K), on a (go f)(T) = g(f(T)).

4. Spectre des opérateurs isométriques

Le spectre d’un opérateur isométrique est inclus dans {—1,+1} et de ce fait on
peut diagonaliser A comme la différence des projecteurs % (espace propre de

+1) et (1_27‘4) (espace propre de -1).

PROPOSITION 52. Si A est une isométrie et A € op,(A), alors |A| = 1.

PROOF. Si A est une isométrie; alors ||Az|| = ||z||, et si A € 0,(A); alors: 3
x € H tel que:
Az = Az
donc

[Az|| = [[Az|| = [Al =] = |||,
ie. [A=1. O

PROPOSITION 53. Si E est de dimension finis, alors, (Mg — A) est inversible
s1 et seulement st

Ker(AMg — A) = {0}. On déduit que 0,(A) = g(A).

PROOF. En effet, si E est un espace vectoriel normé de dimension finie, alors,
tout opérateur linéaire A sur FE peut étre représenté par une matrice carée A, et
que Vopérateur linéaire (A[g — A) est inversible quand la matrice (Al — A) est
inversible. Il est clair que pour tout A € k, 'un des cas suivants doit apparaitre:

(i) X est une valeur propre de A,

(ii) la matrice (A\[g — A) est inversible, i.e., la matrice (A\[g — A)~! existe.
Il en résulte que le spectre
o(A) = a,(A)
est ’ensemble des valeurs propres de la matrice A, et la dimension de ’espace
vectoriel propre correspondant & toute valeur propre est finie. (Il

5. Spectre des opérateurs unitaires

Le spectre d’un opérateur linéaire dans un espace de dimension finie a une
structure simple, mais pour un opérateur général dans un espace de dimension
infinie, le spectre peut étre différent

et plus complexe.

LEMMA 22. Soit U un opérateur unitaire de L (H). Alorso(U) C {z € C,|z| = 1}
PROOF. On a: ||U]] = 1. 1l en résulte que: si |z| > 1; alors z € p(U). On
applique cela & U~!. Si |z| > 1; alors z € p(U™!) donc z27* € p(U). On en déduit

que
o(U)C{z€C,|z| =1}
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PROPOSITION 54. Soient H un espace de Hilbert complexe, T est un opérateur
positif, son spectre est contenu dans [0, +0o0].

6. Spectre des opérateurs normaux
THEOREM 40. Soit A un opérateur normal de L(H); alors:

1. En dimension finie 0(A) = o,(A).
2. Si A€ o(A) ; alors |A| < ||A]l.
3. (4) = |[A]

PROPOSITION 55. Le spectre résiduel d’un opérateur normal est vide.

PROOF. Soit T € L(H) un opérateur normal, pour tout scalaire
VA e (C,T)\ =T — )\IH

est normal, si A est dans le spectre, ou bien Ty n'est pas injectif et A € 0,(T), ou
bien T) est injectif, donc & image dense et A € o, (T).
- Soit d’abord A un élément hermitien; on a:

|42]] = A=Al = |lA)”*
on en déduit par récurrence que;
| A% = 1A *" ;¥n > 0,

donc r(A) = ||4||. Soit maintenant T un élément normal de L(H) ; par récurrence
sur n, on a:
(T*T)'fl — (T*)TLT?’L
donc
IT*T)"| = | T et r(T*T) = r(T)*.
Or A = T*T est hermitien, donc;

* * 2
r(T)? =r(I*T) = | T°T| = | T
U

PROPOSITION 56. Soit H un espace de Hilbert compleze, le rayon spectral de
tout élément normal T de L(H) est égal a sa norme, r(T) = ||T.

PROOF. Soit A un élément hermitien, on a ||A2|| =
* 2
[A*A[l = |lA]I,
on en déduit par récurrence que
HATLH = || A|*" ;¥n >0,

donc r(A) = ||A]|. Soit maintenant 7" un élément normal de L(H), par récurrence
pour 7, on a:
@7y = ()T
donc
(T D)™ = 7" et #(T*T) = r(T)*.
Or A =T*T est hermitien, donc

* * 2
r(T)? =r(T*T) = |T°T| = T
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O

PROPOSITION 57. Le spectre d’un opérateur normal est I’ensemble de ses valeurs
propres approchées.

EXAMPLE 43. Soit A = (2(; _OZ) itel que A est normal = (A — M) = (22 (; A —iO— )\)
det(A=A)=0& (2i—N)(—i—N)=0=
A= —i\=2i
alors;
o(A) = {-i,2i} =0,(A)

p(4) = C\{-i2i}
Si A € C\ {—1,2i}, alors
Ry (A%) = sup {[A|, A € o (A)} = {2}

DEFINITION 40. Un homomorphisme d’algébres de Banach unitaires est une
application linéaire continue ¢ : A — B entre deux algébres de Banach unitaires
A et B, telle que p(ab) =p(a)p(b) pour tous a; b € A et que p(14) = 1. Si a
est inversible dans A, son image est inversible dans B et linverse de l’image est
Uimage de Uinverse. De plus ¢(a -A14) = @(a) -Ng. Il en résulte que o(p(a)) C

o(a).

On dira qu’on a un plongement isométrique de A dans B si ¢ est de plus
isométrique. On écrira parfois A C B dans ce cas. Méme dans ce cas de plongement,
il est possible qu'un élément non inversible dans A devienne inversible dans B.

EXAMPLE 44. ezxercice. Soit A la sous-algébre de B = C(T) engendrée par
les fonctions (z, )n>0; montrer que la fonction z n’est pas inversible dans A (alors
qu’elle le devient dans B; indication: utiliser la norme Lo est la base de Fourier).

Il y a cependant un cas ol un élément a non inversible dans A ne peut jamais
avoir une

image inversible ¢(a), par un plongement isométrique ¢ de A dans B, disons
que a est

un diviseur de zéro approché (a gauche) dans A §'il existe une suite (u,) dans
A telle que

|lun|l = 1 pour tout n, mais au, —0 (on peut aussi considérer la propriété
analogue a droite).

Il est clair qu'un d.z.a. ne peut pas étre inversible, et que 'image d’un d.z.a.
par une isométrie est encore un d.z.a. Dans l'algébre C(K), il est facile de voir que
les non-inversibles sont exactement les d.z.a.

Il en résulte que pour tout homomorphisme isométrique ¢ de C(K) dans une
algébre de

Banach B, on a a(p(f)) = o(f).

EXAMPLE 45. Posons H = Ly ([0;1]) ; pour toute fonction f € H et s € [0;1],
on pose

V(f)(s) = / (bt
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Puisque

Ly([0;1]) € Ly ([0; 1]),
la fonction f est intégrable et on en d’eduit que V(f) est continue (appliquer par
exemple le théoréme de Lebesgue a une suite de la forme (1jo.,,) f) pour une suite

(sn) tendant vers s). En appliquant Cauchy-Schwarz au produit (1jo.s,) f) on voit
que

V()< Vslflly,

ce qui implique que

1
VOIS < I3 [ sds = 51715

donc V définit une application linéaire continue notée Vo de Lo ([0;1]) dans lui-
méme. Soit f € H telle que ||f|l, < 1;
on a montré que

VNI <Vsllfl, <1

pour tout réel s € [0;1]; on en déduit que

vmel= |/ SV(f(t>)dt’ <s

puis, par récurrence sur m, que

S'Il

Vi) <

donc

1
HV”H(f)(S)HzS(lf/O s < ——

n! (n!)?
ce qui donne;
Ve | < ()™
Comme
lim(n!)_T1 =0,

n

il s’ensuit que le rayon spectral de Vs est nul, donc
o(Va) = {0}.

LEMMA 23. Si un opérateur normal T € L(H) est injectif, il est & image dense.
Si Uopérateur normal T vérifie (Il existe une constante ¢ > 0 telle que | Tz|| > c||z]]
pour tout © € E.), alors il est inversible.

PROOF. Si T est normal et injectif, on a T(H) = H d’aprés la propositionl.6,
c’est a dire que I'image est dense. Si T vérifie la propriété 1, il est injectif, donc on
a 1 et 2, par conséquent T est inversible. (Il

EXAMPLE 46. a. Soient K un espace compact métrique, E = C(K) et soit f
€ E ; on a vu dans l'exemple 2.2 que Uapplication T = Mf de multiplication par f
vérifie o(T) = f(K) ; on a vu aussi que s’il existe s € K tel que f(s) = X\, l'image
de T-Ag n’est pas dense, donc

Aeo,(T)no (T).
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Remarquons que, est une valeur propre de T si et seulement s’il existe g € FE non
nulle telle que T(g) = g, c’est a dire (f -\)g = 0. L’ensemble des s€ K tels que
g(s) # 0 est alors un ouvert non vide U de K et f est “égale & A sur U. Supposons
inversement qu’il existe un ouvert non vide U de K tel que f soit égale a A sur U ;
notons g € E la fonction qui ¢ s € K associe sa distance au complémentaire de U.
On a

(T = Mg)(g) = 0.

En résumé, le spectre de T est l’ensemble
o(T)={f(s):s€ K},
le spectre ponctuel de T est l’ensemble des A € C tels que lintérieur de f~1({\})
soit mon vide, le spectre continu de T est vide et le spectre résiduel de T est o(T)

N op(T). b. Soit S € L(ly) Uapplication de décalage a droite ; on a vu que
o (S) est le disque unité fermé

(AeC: |\ <1},

Soient € = (zp)n>0 € b et X € C tels que S(€) = X ;on trouve alors Axy = 0 et,
pour tout n > 1, Axp, = Tp—1 ; Si A # 0, on trouve alors par récurrence sur n que
x, = 0 pour tout n > 0 ; si A = 0, on trouve, pour tout n > 1, x,—1 = 0. Dans
les deux cas, & = 0. Donc 0,(S) = 0. On a vu que tout X tel que |\| < 1 est une
valeur propre de tS. Supposons que |\ = 1 et soit
N = (T )n>0 € b tel que 'S(m) = An; alors, pour tout n > 0, on a Tyi1 = Az, ; il
s’ensuit alors que x, = N"x; comme la suite (A" ),>0 n'est pas dans ly (vu que |A|
= 1), on a nécessairement o = 0, et enfin, n= 0 ; donc

op(*S) ={AeC: |\ <1}
1l résulte alors de la proposition 7 que
o, (S)={AeC:|A <1}
on a alors pour terminer
g.(S)={reC: |\ =1}

c. Posons H = Ly([0;1]) et l'opérateur V = V4 défini par:

V(f)(s) =, £(t) dt, pour f € Het s € [0;1].

On a montré que le rayon spectral de V est

nul, donc o(V) = {0}. Remarquons que 'application qui & une fonction con-
tinue associe

sa classe dans La([0; 1]) est injective ; donc si V(f) = 0, alors V(f)(s) = 0 pour
tout

s € [0;1], ce qui signifie que f est orthogonale & toutes les fonctions 1jy,), donc
a toutes

les fonctions en escalier. Comme celles-ci forment un sous-espace dense dans
Ly([0; 1]) i

s’ensuit que V est injective. Il est clair que I'image de V contient ’ensemble
des fonctions

continues, linéaires par morceaux nulles en 0. Or celles-ci forment un sous-
espace dense

de Lz([0;1]). On a montré que

op(V) =0n(V) = 0;
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et
o.(V)=0(V)={0}.

Valeurs propres approchées.

7. Spectre des opérateurs compacts

La théorie spectrale des opérateurs compacts

est pour l'essentiel la création du mathématicien hongrois F. Riesz, aux alen-
tours de 1910. Le théoréme 4.4.2 (avec son corollaire) est I'un des points-clés de
cette théorie.

LEMMA 24. Soit K € L(E) un opérateur compact, et posons T = Ig -K ; si
F est un sous-espace fermé de E tel que T soit injectif de F dans E, il existe une

constante ¢ = 0 telle que || T(z)|| > ¢ ||z|| pour tout x €F ; il en résulte que l'image
T(F) est fermée.

PROOF. En cas contraire, on pourrait trouver une suite (x,,) C F de vecteurs
de norme 1 telle que T(x,) — 0. Puisque K est compact, on peut trouver une
soussuite (x,, ) telle que K(xny ) converge ; mais

T(znk) = Tny, — K(x”k) — 0,

donc x,,, converge vers un vecteur x €F (puisque F est fermé) tel que ||z||=1, et ala
limite T(x) = 0, ce qui contredit ’hypothése T injectif sur F. Désignons
par Ty la restriction de T & F ; on a vu dans que la minoration

[T ()] = |l

(pour tout x € F, et avec ¢ = 0) implique que im(Ty) = T(F) est fermée. O

PROPOSITION 58. Soit K € L(E) un opérateur compact, et posons T =1 -K ;
le noyau de T est de dimension finie et l'image T(E) est fermée.

On remarquera, en utilisant la formule du binéme et la propriété d’idéal de
K(E),

que T,, = (I-K),, est de la forme I-K,,, avec K,, compact, donc les images de
T,, sont fermées pour tout n > 0 (et leurs noyaux sont de dimension finie).

PROOF. Le noyau de T est le sous-espace propre de l'opérateur compact K
pour la valeur propre 1, il est donc de dimension finie d’aprés le théoréme de Riesz
. Soit F un sous-espace fermé de E tel que

E =ker(T)® F,
alors T est injectif sur F, donc T(E) = T(F) est fermé. O

LEMMA 25. Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, avec F fermé et
F+# G, F C G, on peut trouver pour tout € = 0 un vecteur y € G tel que ||yl = 1
et d(y; F) = 1 -¢.
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PRrROOF. Puisque F # G, on peut trouver un premier vecteur yo € G \_F.
Puisque F est fermé et yo € F, on a

0 =d(yo; F) > 0.

On peut trouver xg € F tel que

= |lyo-zo|| < )
o = llgo-zol] < T

Alors y = a™(yo - X9) € G convient. d

LEMMA 26. Soit K € L(E) un op ‘erateur compact, et posons T = I-K ; il
n'existe pas de chaine infinie (Fy)n>o(resp : (Fp)n<o) de sous-espaces vectoriels
fermés de FE telle que:

FnCFn+17 Fn?’éFn+1 etT(Fn+1)CFn

pour tout n > 0 (resp : n < 0).

PROOF. Traitons le cas n > 0, le cas n < 0 est identique. Supposons au
contraire que F,, C F, 41 pour tout n > 0 ; d’aprés le lemme précédent, on peut
trouver pour tout n > 0 un vecteur x,41 €Fp,41 tel que x,41 = 1 et

dist(zpy1; Fn) =1 —e.
Puisque

T(Fn-l—l) C Fn - Fn+1
et K=1T, on a

K(Fn11) C Frgq.
Soient alors k; [ deux entiers tels que 0 < k < [ ; le vecteur T(x;) est dans F;_; et
K(zy) € Fy C Fi—1,

donc

T(x;) + K(x) € Fi—1,
donc

llei-(T(x;) + K (xp))|| > dist(xy; Fi—1) = 1—¢
Mais cette quantité est égale a
K (1) — K ()]l -

L’image K(Bpg) contiendrait donc une suite infinie de points dont les distances
mutuelles seraient = 1 — €, ce qui contredirait la compacité de K. Il

COROLLARY 16. Soit K € L(E) un opérateur compact, et posons T = I-K ; la
suite croissante des noyauz (ker(Ty))n>0 est stationnaire. La suite d “ecroissante
des images (im(Ty,))n>0 est stationnaire.
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ProOF. Posons
F,, = ker(T,).
On a bien F,, fermé,
F, C Fn+1
et de plus
T(Fp+1) C Fy

pour tout n>0 ; si la suite n’“etait pas stationnaire, elle contredirait le lemme
précédent. Pour le cas des images on posera

F,, = im(T,) pour n > 0;

n

on a vu que toutes ces images sont fermées. [

COROLLARY 17. Soit K € L(E) un op “erateur compact, et posons T = I-K ;
si T est surjectif, alors ker(T) = {0} ; si T est injectif, alors im(T) = E.

PROOF. Silopérateur T est surjectif et si ker(T) # {0}, on montre par récur-
rence que

ker(T,) C ker(Th+1)
pour tout n >1; si
x € ker(T" )\ ker(T™),
on a:
T (z) =0 et T"(z) C 0.
Puisque T est surjectif, il existe y tel que
T(y) = .
Il en r esulte que
T2 (y) =T (z) =0
mais
" (y) = T"(z) # 0.
Ceci est impossible quand T = I-K, avec K compact, par le corollaire précédent. Si
T est injectif et T(E) # E, on vérifie que
im(T™ ) # im(T™)

pour tout n >0, ce qui est & nouveau impossible quand T = I-K, avec K compact. 0

THEOREM 41. Alternative de Fredholm. Soient E un espace de Banach et T €
L(E) un opérateur borné de la forme T = I-K, avec K compact ; l'image de T est
fermée et de codimension finie et l'on a

codim tm(T) = dimker(T")
Pour un opérateur T & image fermée et & noyau de dimension finie, la différence
codim im(T) — dim ker(T)

s’appelle l'indice de 'opérateur T et se note ind(T). Le théoréme dit que I-K est
d’indice nul pour tout opérateur compact K.
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PROOF. On a vu que ker(T) est de dimension finie et im(T) fermée. On doit

montrer de plus que
codimim(T) — dimker T'(E),

c’est a dire que l'indice de T est nul. On va procéder par récurrence sur la dimension
de ker(T). Si dim ker(T) = 0, on sait que
T est surjectif d’apr‘es le corollaire 7, donc 'indice est nul dans ce cas ; on suppose
donc que n est un entier > 0 et que ind(Ty) = 0 pour tout opérateur Ty = I-Kq, ol
Ky est compact et dim ker(Ty) < n. Soit
T = I-K avec K compact et

dimker(T) = n > 0;
d’aprés le corollaire 7, on a im(T) # E ; soit donc yg ¢ im(T) ; on note que
Ky ®T(E)

est une somme directe. On va construire T de la forme I-Kj tel que

ind(Ty) = ind(T)
et

dimker(7p) < dimker(T);
d’aprés 'hypothése de récurrence, on aura
0 = ind(Tp) = ind(T),

ce qui donnera le résultat. On écrit

E =ker(T)® Ey

en utilisant le lemme 1 ; soit x1; .... ; X, une base de ker(T). On définit un opérateur
Ty € L(E) en posant pour tout x € E, représenté sous la forme

T=MT1+ ... + A\nZn + 9,
avecy € By

T (AMi21 + coove + M@ +9) = Aagio + T (y)
Si T (x) = 0, il en résulte que
T(y) =0g et \iyo = 0,
donc
y € ker(T) N E4

entraine y = Og ; d’autre part A\; yo = Og entraine A\; = 0 puisque le vecteur yq
est non nul. Il en résulte que

ker(T') = Vect(za;....; Ty)
est de dimension n- 1. Par ailleurs, l'opérateur R = T'-T est
de rang un : en effet (T -T)(x) = A\1yo pour tout x, donc I'image de R est contenue
dans Kyg ; on peut écrire par conséquent T =LK, avec Ko = K-R compact, et

on a alors ind(Ty) = 0 d’aprés 'hypothése de récurrence, ce qui montre déja que
codim im(T") est finie. Tl est clair que

im(T") = Kyo ® T(E)
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a exactement une dimension de plus que T(E), donc
codimim(T) = codimim(T ) + 1

, et
ind(T) = ind(T') = 0.
O

Formulation classique de l'alternative de Fredholm. A I’époque de 'article de
Fredholm

(1903), il n’y avait pas plus d’espaces de Banach que de théorie de Riesz des
opérateurs

compacts. Cependant, quelques années aprés, sous l'influence de F. Riesz, on
est arrivé

a peu de chose prés a la formulation “classique” suivante : soit K un opérateur
compact

de E. On rappelle que ‘K est compacte de E* dans E*. On a ’alternative
suivante :

— ou bien les deux équations

x—K(z)=y,2" ' K(z") = y"
admettent pour tous seconds membres y € E, y* € E* une solution unique x € E,
x* e E*.
— ou bien les équations homogénes
r— K(zr)=0,2" " K(2*) =0

admettent un méme nombre fini k > 0 de solutions indépendantes, x1;.....;xx et
275 .....;x). Dans ce

cas, pour que |’ equation x-K(x) = y admette une solution x € E, il faut et il
suffit que

1(y) = 25(y) = ... =a3(y) =0,
et pour que ’équation
z* — tK(z") =y"
admette une solution x* € E*, il faut et il suffit que
y (@) =y (22) = ... =y"(zx) = 0.
Pour ce point de vue classique, on pourra consulter le livre de F. Riesz (Legons
d’Analyse Fonctionnelle).

LEMMA 27. Soient A un opérateur compact et A € C*tel que (A — A\I) n'est pas
inferieurement borné. Alors A € op,(A).

PROPOSITION 59. Le spectre d’un opérateur compact est constitué du 0 et des
valeurs propres de l’opérateur
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EXAMPLE 47. Soit T = diag(cy,); ot ¢y =1 et ¢, = 0 pour n > 2, alors T est
compact

et o(T) = {0,1}.

EXAMPLE 48. On Consider lopérateur de Volterra V' sur C'[0,1] comme suit:
V() = /f(t)dt,o <z<l.
0

Cet opérateur est inversible et son spectre est {0}, V est injectif et son image
n’est pas fermé.

THEOREM 42. Soit A € K(E).

1. Si E est de dimension infinie alors; 0 € o(A).

2. 0,(A)\{0} = o(A)\{0} et pour tout A € o(A)\{0}, le sous-espace vectoriel
propre associé Ker(Alg — A) est de dimension finie.

3. o(A) est dénombrable. De plus, s’il est infini, les éléments de o(A4)\{0}
forment une suite (\,), de k telle que:

Vn € N |1 < A\ et lirrJlr An = 0.

PROOF. 1. Si 0 ¢ o(A), alors, A est inversible dans L(E) et Ip = A™1A €
K(E), d’aprés la Proposition (3.12), P'opérateur identité de E est compact si et
seulement si E est de dimension finie.

2. On a A € o(A)\{0} si et seulement si A # 0 et AIg —A est non inversible
dans L(E), ce qui est équivalent a, A\ # 0 et Iy — A" ' A est non inversible dans
L(E). appliqué a A\ A, I — A1 A n’est pas inversible dans L(E) si et seulement
si Iz —A\"'A n’est pas injectif. D’ou, A € o(A)\{0} si et seulement si X # 0 et \ €
o,(A). De plus, Ker(Iz — A" A) est de dimension finie, donc Ker(A g — A) est de
dimension finie.

3. D’apres (2), pour tout £ > 0 Pensemble

{Aea(A): A\ >¢e}

est fini. Soit n € N* fixé. Alors, I'ensemble

{)\ € o(A): |\ > ;}

est fini. Soient Ao, ..., Ap, ses éléments classés de la facon suivante
1
Dol > 2 A, 2

De méme, I’ensemble
Ln:{)\EO'(A)21<|>\|<1}
n+1 n
est fini. On pose
Ly ={not1; s Any
ou les \; sont classés de la fagon suivante

1 1
< Pl € S Pt < 1 S Pl € < o,
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En procédant ainsi par récurrence, on peut ranger les éléments de o(A)\{0} en
une suite (Ap), qui décroit en module vers 0.
Ce qui achéve la démonstration du théoréme. O

REMARK 23. Etant donnée une suite réelle (A,)n, telle que: im A, = 0. On
n—oo

peut construire un opérateur compact A tel que

o(A) ={An},en U {0}
Soit H = 12(N,R), il suffit de considérer 'opérateur A sur H défini par
A((zn)n) = AnZn)n-
Cet opérateur est compact car il existe une suite (A,), d’opérateurs de rangs finis
telle que || A, — Al tend vers 0. On remarque ici que 0 peut appartenir, ou ne pas

appartenir & op(A). Si 0 € o,(A), Uespace propre associé Ker(A) peut étre de
dimension infinie.
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8. Exercices

EXERCISE 35. Soit (e, )n>0 la base orthonormale canonique de b (N). Soit
S Vopérateur défini sur l(N) par: S(e,) = ent1; n € N. On appelle S le shift
unilatéral. 1. Déterminer le spectre de
S. 2. Montrer que le spectre de S est le disque unité fermé.
3. Est-ce que S posséde des valeurs propres?

EXERCISE 36. Montrer que le spectre ponctuel de l'opérateur de Volterra est
vide.

EXERCISE 37. Soit T un opérateur compact sur un espace de dimension infinie.
Montrer que 0 € o(T). A-t-on forcément 0 € o,(T)?

EXERCISE 38. Soit T un opérateur compact normal. Montrer que T =0 si et
seulement si toutes les valeurs propres de T sont réelles positives.

EXERCISE 39. Soit H = I (N,R) l'espace des suites réelles u = (up Jnen telles

3
que S |un|? < +o0 muni de la norme lully, = (Z |un|2> .Soit (A )n une suite

neN neN
réelle bornée quelconque. On définit l’application A de H dans H par: A((un)n)
= M, up ). 1. Montrer que A est bien définie et
continue. Calculer sa norme. 2. Déterminer le
spectre de A. 3. Donner un exemple de suite (A, ), pour laquelle
o(A) =10,2].

EXERCISE 40. Soit l’espace de Hilbert H = lp (Z,C) des suites complexes (in-
dexées par les entiers relatifs) de carré sommable. Soit (e, )nez la base hilbertienne
canonique de H, i.e., la suite (e, ), a tous ses termes nuls, sauf le n-i‘eme qui vaut
1. Soit S lopérateur de décalage sur H d “efini par

S(en) = en + lpour tout n € Z.
1. Quel est l’adjoint de S ?

2. Quel est le spectre ponctuel de S ?
8. Quel est le spectre de S ¢

EXERCISE 41. Soit H un espace de Hilbert compleze. 1. Soient B et
C deux opérateurs sur H. Montrer que les opérateurs BC et CB ont le méme rayon
spectral.

2. Soit A € L(H) un opérateur inversible tel que [|[Af| < 1 et ||[A7!|| < 1. On
deéfinit 'ensemble M par M = {A € C: |A\| = 1}. Montrer que o(A) C M, et que A
est unitaire.

Les deux parties de cet exercice sont indépendantes

EXERCISE 42. Soient E un espace de Banach et A € L(E). Le but de cet ex-
ercice est de montrer I’ equivalence des deuz assertions suivantes: (i) Il existe un
opérateur B € L(E) tel que Ig-AB et Ig- BA sont compacts. (ii)
Ker(A) est de dimension finie et Im(A) est un sous-espace fermé de codimension
finie. 1. En supposant (i), montrer que Ker(BA) est de dimension finie, Im(AB)
de codimension finie, et en d’eduire (11).2. Soit F M E un sous-espace ferm ’e.
Montrer que F admet un compl ementaire si et seulement s’il existe P € L(E)
vérifiant P> = P et Im(P) = F. 3. Démontrer Uimplication (ii) = (i).
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EXERCISE 43. Soit H = Ly(]0,1[,R). On d’efinit l'opérateur A sur H par:
Vfe H,Vze]0,1], Af(x) :fol e*THf(t)dt. 1. Montrer
que A est un opérateur borné de rang fini. 2.
Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres associés. En déduire o (A).
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