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Introduction
Ce travail présente une synthése des théories des opérateurs et spectrales,
qui sont des domaines des mathématiques qui se sont développés dans la
premiére moitié du 20 eme siécle grâce en particulier aux travaux de S. Banach,
D. Hilbert et M.Fréchet.
Ces travaux ont permis de faire de grands progrés dans la résolution
de plusieurs problémes et fournissent les principaux outils encore utilisés
actuellement dans ces domaines.
D�un point de vue purement mathématique ont peut aussi voir la théorie
des opérateurs comme une extension à la dimension in�nie de la géométrie
Euclidienne en dimension �nie.
Ce domaine d�apparence abstraite a beaucoup d�applications concrétes,
notamment en physique quantique; c�est d�ailleurs en partie pour donner un

cadre mathématique adapté à la
théorie quantique que D. Hilbert et J. von Neumann ont développé la théorie
des opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert.
Pour terminer cette introduction je voudrais insister sur le point suivant:
La théorie des opérateurs étudie des concepts généraux, parfois loin de l�intuition

géométrique, mais dont l�e¢ cacité à été prouvée depuis presque un siécle.
Pour se familiariser en profondeur avec ses concepts et méthodes il faut con-

stamment faire des aller-retour entre les concepts, les résultats généraux, d�une
part, et les exemples qui les ont motivés d�autre part.

Ce travail est destiné aux étudiants de Master et de première année doctoract
mathématiques.

Cet ouvrage est structuré de quatre chapitres:
Le premier chapitre est consacré à des sujets qui sont supposés être connus par

le lecteur. Nous donnons un court résumé des théorèmes et dé�nitions que nous
allons utiliser dans les autres chapitres. Dans la premiere partie, nous parlons des
espaces vectoriels, normés, Hilbert et Banach.

Dans la deuxième partie, nous donnons quelques inigalités et leurs démonstra-
tions qui serons nécessaires aux chapitres suivants. Nous avons pourtant préféré ne
pas aller trop loin dans la généralisation.

Le deuxième chapitre est un cours sur les opérateurs linéaires sur un espace de
Hilbert, qui reprend les outils exposés dans la théorie des opérateurs.

Le troixième chapitre tourne essentiellement autour de l�études de di¤erentes
classes d�opérateurs normaux dé�nis sur un espace de Hilbert et donné leurs pro-
priétés.

Le quatriéme chapitre est consacré à la théorie spectrale où on introduit trois
notions centrales: la notion du spectre, la notion de la resolvante et en�n les notions
du spectre continu et residuel et leurs propriétés et applications sur les di¤erents
types d�opérateurs.

Chaque chapitre se termine avec une serie d�exercices présentant une di¢ culté
graduée a�n de véri�er si l�étudiant a bien compris et assimilé le contenu du texte
et l�encourager et le faire progresser jusqu�à arriver à des résultats élaborés.



CHAPTER 1

Espaces vectoriels normés

A �n de simpli�er la lecture de ce travail, le premiér chapitre de ce mémoire est
consacré à donner quelques rappels, dé�nitions et résultats d�analyse fonctionnelle.
Ces rappels concernent: espaces vectoriels, normés et espaces de Hilbert et Banach.
Comme on va donner quelques inigalités et leurs démonstrations qui serons néces-
saires aux chapitres suivants. Nous avons préféré ne pas aller trop loin dans les
généralisations.

Tous les espaces considérés seront sur le corps des nombres réels R ou le corps
C des nombres complexes.

� désigne le nombre complexe conjugué de � 2 C, K désigne R ou C.

1. Espaces vectoriels

Definition 1. On appelle espace vectoriel topologique tout espace vectriel
E muni d�une topologie rendant continues les applications:

E � E ! E

(x; y) 7! x+ y

R� E ! E

(�; y) 7! �x

On notera également qu�une application linéaire entre espace vectoriel topologique
est continue si et seulement si elle l�est en 0.

En�n, on rappelle qu�un espace topologique est séparé, si pour tout couple de
points distincts posséde des voisinages disjoints.

Exercise 1. Montrer qu�un espace vectoriel topologique séparé localement com-
pact (i.e. tel que chaque point admet un voisinage compact) est nécessairement de
dimension �nie.

Definition 2. Soit E un ensemble quelconque non vide. La fonction distance
d est dé�nie de:

E � E ! R+

(x; y) 7! d (x; y) ;

telle que:
(i) d(x; y) � 0; 8 x; y 2 E, d(x; y) = 0; implique x = y .( Séparation)
(ii) d(x; y) = d(y; x);8 x; y 2 E.(Symétrie)
(iii) d(x; y) + d(y; z) � d(x; z);8 x; y; z 2 E:
(Inégalité triangulaire)

1
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Un ensemble muni d�une distance devient un espace métrique, désigné par
(E; d).

Example 1. Distances classiques

(1) E = R;8x; y 2 R : d(x; y) = jx� yj.
(2) E = Rn;8x; y 2 Rn,on dé�nit les distances:

d1(x; y) =
i=nP
i=1

jxi � yij

d2(x; y) =
i=n

(
P
i=1

(xi � yi)2)
1
2 ;(distance euclidienne)

d3(x; y) = max
1�i�n

(xi � yi)

(3) E = C [a; b] ensemble des fonctions continues dé�nies sur [a; b] ;8f; g 2
C [a; b]: d(f; g) = jf(x)� g(x)j est une distance sur E.

Definition 3. Deux distances d et d0 dé�nies sur un ensemble E sont équiva-
lentes s�il existe deux réels �; � strictement positifs tels que:

�d(x; y) � d
0
(x; y) � �d(x; y);8x; y 2 E:

1.0.1. Espaces normés.

Definition 4. Soit E un ensemble non vide, on appelle semi-norme sur E;
toute application ' dé�nie de E dans R satisfaisant aux trois conditions suivantes:

[c1] 8x 2 E : ' (x) � 0;
[c2] 8� 2 |;8x 2 E; ' (�x) = j�j' (x) ;
[c3] 8x; y 2 E : ' (x+ y) � ' (x) + ' (y) :
pour tout x de E on note:

' (x) = kxk :
Le couple (E; k:k) s�appelle un espace semi-normé.

Example 2. 1- La valeur absolue dans R et le module dans C sont des semi-
normes.

2- l�application ' dé�nie par:

' : R2 �! R
(x; y) 7! ' (x; y) = jx� yj

est une semi-norme.

Proposition 1. Si (E; k:k) est un espace semi-normé sur |, alors:

1- k0k = 0;
2- 8 x; y 2 E : kx� yk = ky � xk ;
3- 8 x; y 2 E : jkxk � kykj � kx� yk :

Proof. 1- Soit � un élément de |; tel que j�j 6= 1:On a: �:0 = 0: En vertu de
la condition [c2] ;

on obtient:
k0k = k�:0k = j�j k0k :
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D�où:

k0k (1� j�j) = 0:
Comme j�j 6= 1; il en resulte que:

k0k = 0:
2- Pour tout x et y de E, on a:

kx� yk = k� (y � x)k = k�1k k(y � x)k = k(y � x)k :
3- On a:

y = y � x+ x) kyk = ky � x+ xk � ky � xk+ kxk :
D�où:

(*) kyk � kxk � kx� yk :
De même, on a:

x = x� y + y ) kxk = kx� y + yk � kx� yk+ kyk :
D�où:

(**) kxk � kyk � kx� yk :
Les inégalités (*) et (**) prises simultanément donnent l�égalité cherchée. �

Definition 5. On appelle norme sur un espace vectoriel E, toute applica-
tion N de E dans R;véri�ant, en sus des trois conditions précitées de la dé�nition
précédente, la quatrième condition suivante:

[c4] N (x) = 0) x = 0:

Le couple (E;N) s�appelle espace normé. Comme précédemment, la norme N
est désignée par k:k :

Example 3. 1- La valeur absolue dans R et le module dans C sont des normes.

2- L�application citée dans l�exemple (1:2) ci-dessus n�est pas norme. Elle ne
véri�é pas la condition [c4] :

En e¤et, on a: k(1; 1)k = j1� 1j = 0 et (1; 1) 6= (0; 0) :
3- Exemples des Normes sur Rn

a) kxk1 =
nP
i=1

jxij :

b) kxk2 =
�
nP
i=1

x2i

� 1
2

:

c) kxk1 = sup
1�i�n

jxij :

d) kxkp =
�
nP
i=1

jxijp
� 1
p

1 � p < +1

Definition 6. Soit V un espace vectoriel (reél ou complexe); si pour tout
x 2 V ; un nombre non négatif kxk est a¤ecté de telle manière que pour tous
x; y 2 V :
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(i) kxk � 0;8x 2 V , et kxk = 0 implique x = 0.
(ii) k�xk = j�j : kxk ;8 � 2 C.
(iii) kx+ yk � kxk+ kyk.
La quantité kxk est appelée la norme de x et V est connu comme un espace

vectoriel normé.
Donc tous les espaces vectoriels normés sont des espaces métriques.

Definition 7. Un produit scalaire sur un espace vectoriel E est une appli-
cation h:; :i tel que:

h:; :i : E � E ! |
(x; y) ! hx; yi

véri�ant:
1- Pour tout u 2 E, l�application u 7! hu; vi est linéaire.
2- Pour tous u; v 2 E, hu; vi = hv; ui.
3- Pour tout u 2 E � f0g, hu; ui � 0.
On note alors: kuk =

p
hu; ui � 0:Et on véri�e que c�est une norme sur E.

Remark 1. Notons que dans le cas complexe, on a: pour x; y 2 H et � 2 C,
on a:

hu; �vi = � hu; vi

Example 4. 1-Pour x; y 2 Rn;le produit scalaire usuel de Rn est dé�ni par:

hx; yi = x1y1 + ::::+ xnyn, tels que

x = (x1; ::::; xn) ; y = (y1; ::::; yn)

Le produit scalaire usuel de Cn est dé�ni par:

hx; yi = x1y1 + ::::+ xnyn;

tels que

x = (x1; ::::; xn) ; y = (y1; ::::; yn) 2 Cn:
- On peut dé�nir d�autres produits scalaires sur |n en se donnant des poids,

c�est-à-dire des nombres a1; :::; an > 0, et en posant�
hx; yi =

Pn
k=1 akxkyk si | = R

hx; yi =
Pn

k=1 akxkyk si | = C

2. Quelques inégalités

Proposition 2. (Inégalité de Cauchy-Schwartz)

Soit E un espace vectoriel sur le corps des nombres complexes muni d�un produit
scalaire, pour x; y 2 E; alors: jhx; yij � kxk : kyk :

De plus, les deux membres sont égaux si et seulement si x et y sont linéairement
dépendants.
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Proof. a- Posons, pour tout réel t,

P (t) = kx+ tyk2 = kxk2 + 2t hx; yi+ t2 kyk2

Comme y est non nul et le produit scalaire dé�ni, kyk2est non nul également.
Par construction, cette expression polynomiale du second degré est positive ou

nulle pour tout réel t: On en déduit que son discriminant est négatif ou nul : i.e

hx; yi2 � kyk2 kxk2 � 0;
d�où l�inégalité annoncée.

b- Cas d�égalité:
Si (x; y) est lié alors x = �y pour un certain scalaire � et l�on en déduit immé-

diatement :

jhx; yij = j�j : kyk2 = kxk : kyk :
Réciproquement, si

jhx; yij = kxk : kyk ;
alors le discriminant ci-dessus est nul donc P admet une racine réelle (double) t; et
pour ce t on a:

kx+ tyk2 = P (t) = 0;

donc x = �ty, si bien que (x; y) est lié. Ou plus directement (avec le t0 de la
variante ci-dessus): l�hypothèse équivaut à P (t0) = 0; donc à x = �t0y. �

Proposition 3. (Identité du Parallélogramme):Soit E un espace vectoriel sur
le corps des nombres complexes. Pour tous (x; y) 2 E2, on a l�identité :

kx+ yk2 + kx� yk2 = 2
�
kxk2 + kyk2

�
:

Proof. Soient x; y 2 E. On sait que:
kx+ yk2 = kxk2 + kyk2 + 2 hx; yi
et kx� yk2 = kxk2 + kyk2 � 2 hx; yi ; �
Proposition 4. (Identité de polarisation):Soit E un espace vectoriel sur le

corps des nombres complexes. Pour tous (x; y) 2 E2, on a l�identité :

Pour tout x; y 2 E, on a l�identité:

hx; yi = 1

4

�
kx+ yk2 � kx� yk2 + i kx+ iyk2 � i kx� iyk2

�
Proof. On a: kx+ yk2 = hx+ y; x+ yi = kxk2 + kyk2 + hx; yi+ hy; xi

� kx� yk2 = �hx� y; x� yi = �kxk2 � kyk2 + hx; yi+ hy; xi
i kx+ iyk2 = i hx+ iy; x+ iyi = i kxk2 + i kyk2 + hx; yi � hy; xi
�i kx� iyk2 = �i hx� iy; x� iyi = �i kxk2 � i kyk2 + hx; yi � hy; xi

Par l�addition, On obtient l�égalité de polarisation. �
Remark 2. Si | = R l�égalité précédente devient

8x; y 2 H; hx; yi = 1

4

�
kx+ yk2 � kx� yk2

�
:

Theorem 1. Soit E un espace vectoriel normé. Si la boule unité fermée de E
est compacte; alors E est de dimension �nie.
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Proof. Désignons par B la boule unité de E et par B(a; r) la boule de centre
a et de rayon r. De la compacité de la boule unité il résulte, qu�il existe a1;...; an 2
B; tels que:

B � [B
�
aj ;

1

2

�
1�j�n

:
Soit V le sous-espace vectoriel engendré par fa1;� � � ; ang, montrons que V = E;

raisonnons par l�absurde.
Supposons qu�il existe b 2 E et b =2 V et puisque V est fermé; donc

dist(b; V ) = � � 0:
Il existe donc c 2 V tel que:

� � kb� ck � 3�

2
.

Posons u = b�c
kb�ck . Il existe i : 1 � i � n; tel que: ku� aik � 1

2 .
D�autre part on a b = c+ kb� cku = c+ kb� ck ai + kb� ck (u� ai);
où

c+ kb� ck ai 2 V
et

kb� ck (u� ai) �
3�

4
:

Ce qui implique:

dist(b; V ) � 3�

4
;

ce qui contredit la dé�nition. �

3. Espaces de Hilbert et de Banach

Definition 8. On dit qu�un espace normé X est complet si toute suite de
Cauchy a une limite dans X:

Definition 9. Un espace de Hilbert est la donnée d�un espace vectoriel H
complexe et d�une forme sesquilinéaire, i.e. linéaire en la première variable:


�x+ �0x0; y
�
= � hx; yi+ �0 hx0; yi ; 8x; y 2 E; �; �0 2 C:

Et anti-linéaire en la seconde:

x; �y + �0y0

�
= � hx; yi+ �0 hx; y0i ; 8x; y 2 E; �; �0 2 C:

Cette forme sesquilinéaire est de plus hermitienne: hx ; yi = hx ; yi et stricte-
ment positive:

x 6= 0 ) hx ; yi > 0 .

Remark 3. L�espace de Hilbert sur K est un espace vectoriel muni d�un
produit scalaire, qui est de plus complet pour la norme k:k. Tous les espaces de
Hilbert que nous considérerons seront supposés séparables, c�est-à-dire admettant
un sous-ensemble dénombrable dense.

Example 5. 1- L �espace |n , muni du produit scalaire dé�ni par: hx ; yi
=
P
xiyi

1�i�n
est un espace de Hilbert.
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2- L �espace l2(N) =

(
(un)n2N :

P
junj2

1�i�n
converge

)
, muni du produit scalaire

hu; vi =
P
n2N

unvn est un espace de Hilbert.

3- Les espaces de suites (an)n2N de nombres complexes jouent un rôle essentiel.
Le cas des espaces lp(1 � p � 1); en pratique, on ne rencontre guère que les

cas p = 1; 2;1:

Pour 1 � p � 1, on dé�nit k(an)kp =
"
nP
p=1

janjp
# 1
p

et lp =
n
xi : kxkp � 1

o
. Appliquons l�inégalité de Minkowsky:�

nP
i=1

jai + bijp
� 1
p

�
"
nP
p=1

jaijp
# 1
p

+

"
nP
p=1

jbijp
# 1
p

et passons à la limite pour n ! 1 et montrons que kxkp est bien une norme,
et que les lp sont en fait des espaces de Banach.

Pour 1 � p; q � 1 et 1
p +

1
q = 1, on s�assure que le dual de lp est bien lq; en

particulier le dual de l2 est bien l2, en accord avec le fait que l2 est un
espace de Hilbert.

Definition 10. Si g; h 2 H, on dit que g et h sont orthogonaux, et on écrit
g ? h si hg; hi = 0.

Si M est une partie de H, l�orthogonal de M dé�ni par:

M? = fh 2 H : 8g 2M; h ? gg

Lemma 1. Soit E une partie non vide d�un espace préhilbertien H, on a:
(1) E? est un sous-espace fermé de H.
(2) E � F ) F

? � E
?
:

(3) E a même orthogonal que le sous-espace fermé engendré par E.

La remarque suivante est souvent utile:

Remark 4. un sous-espace M � H est dense si et seulement si M? = f0g.
De plus, si M est un sous-espace fermé, alors H se décompose en somme directe
H =M �M?.

On peut énoncer le théorème de Pythagore: si f1; :::; fn 2 H sont deux à
deux orthogonaux, alors:

kf1 + :::+ fnk2 = kf1k2 + :::+ kfnk2 :

Lemma 2. Soit F un sous-espace d�un espace de Hilbert H. Alors, on a:

(1)
�
F?
�?
coïncide avec l�adhérence F de F dans H.

(2) F est dense dans H si et seulement si; F? = f0g.
Critère de fermeture : Soit H un espace de Hilbert. Un sous ensemble

F � H est fermé si et seulement s�il existe une application linéaire f : H ! |
continue telle que F = Ker(f).

Theorem 2. Soit E une partie non-vide convexe fermée d�un espace de Hilbert
H. Alors, pour tout x 2 H, il existe y 2 E unique tel que:
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kx� yk = inf fkx� ak : a 2 Eg
On note y = PE(x) la projection de x sur E.
Ce théorème s�applique en particulier au cas où E est un sous-espace fermé de

H.

Theorem 3. (Théorème de la projection) Soit F un sous-espace fermé d�un
espace de Hilbert H. Alors, il existe une application linéaire continue PF : H ! F
telle que:

x = PF (x) + (x� PF (x))
et

kx� PF (x)k = d(x; F ) = inf
y2F

kx� yk :

De plus, pour tout x 2 H : x� PF (x) 2 F?.
On appelle PF (x) la projection orthogonale de x sur F.

Definition 11. On appelle espace de Banach sur K tout espace vectoriel
normé fE; k:kg complet pour la métrique associée à la norme.

Example 6. (i) Pour n un entier tel que n � 1;alors |nest un espace de Banach
(| = R ou C).

(ii) On désigne par C|(K) l�ensemble des fonctions continues sur | à valeurs
dans K. C|(K) est un espace de Banach pour la norme k:k1 :

Solution
(i) Il su¢ t de prouver que | est complet. On sait que tout produit �ni d�espaces

métriques complet est complet et que R et C sont complets d�où |n est complet,
donc un espace de Banach.

(ii) Soit fn une suite de Cauchy. Pour chaque x 2 K montrons successivement
que fn(x) converge vers f(x), tel que f est continue sur K puis que fn converge
vers f pour la norme k:k1 :

On a d�abord

(1.*) jfn(x)� fm(x)j � kfn � fmk1
pour tout n;m. On en déduit que fn(x) est une suite de Cauchy. | étant

complet, on pose
f(x) = lim

n!1
fn(x).

Il résulte de (1.*) que fn converge uniforément vers f surK, f est donc continue
sur K.

Soient " > 0 et N" tel que 8n;m � N" on ait kfn � fmk1 � ". Il résulte alors
de (1.*) que l�on a: kfn � fmk � " 8n � N":

Example 7. Soit L1(R) l�epace des fonctions integrables sur R; muni d�un
produit dé�ni comme suit:

f � g(x) =
+1Z
�1

f(t)g(x� t)dt; f; g 2 L1(R)
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est un espace de Banach.

Definition 12. Soient x; y 2 H, on dit que x et y sont orthogonaux, et on
écrit x?y si hx; yi = 0. Pour M une partie de H, l�orthogonal de M est dé�ni par:
M? = fx 2 H : 8y 2M; hx; yi = 0g

un sous-espace M � H est dense si et seulement si M? = f0g. De plus, si M
est un sous-espace fermé, alors H se décompose en somme directe H =M �M?:

Theorem 4. si PM est une projection dans un sous-espace fermé M d�un
espace de Hilbert H; alors PM est un opérateur tel que P �M = PM et P 2M = PM : Si
P est un opérateur tel que P � = P et P 2 = P; alors; M = R (P ) est un sous-espace
fermé et P = PM ; i.e:; P est un projection dans M .

Proof. ()):On suppose que PM est une projection dans H et de note R (PM )
le rang de PM par M:

Soit
x1 = y1 � z1et x2 = y2 � z2;

telle que
y1; y2 2M et z1; z2 2M?:

Alors
x1+x2 = (y1 + y2)� (z1 + z2)

avec
y1 + y2 2M et z1 + z2 2M?;

alors
PM (x1 + x2) = (y1 + y2) = PMx1 + PMx2;

et il est evident que PM (�x) = �PMx, alors PM est linéaire. La preuve de borné-
tude de PM se véri�e d�aprés:

kPMx1k2 = ky1k2 � ky1k2 + kz1k2 = kx1k2

PM est un opérateur de H. De plus

(PMx1;x2) = (y1; y2 + z2) = (y1; y2) = (y1 + z1; y2) = (x1 + PMx2) ;

Alors PM = P �M . Pour tout x 2 H et PMx 2M , on a
P 2Mx = PM (PMx) = PMx;

alors P 2M = PM :
(():On suppose que P = P � = P 2 et de note R (PM ) par M: Nous observons

que M est un sous-espace fermé de H: Pour tout x 2 M , il existe une sequence
fxng � H telle que

Pxn ! x; et Pxn = P 2xn ! Px

par la continuité de P et P 2 = P: A partir de x = Px 2M; alors M =M: Depuis
P = P � = P 2;

(x� Px; Px) = (x; Px)� (x; P �Px) = 0:
Il suit que

x = Px� (I � P )x; Px 2M
et x� Px 2M?; donc P est la projection dans M: �

Remark 5. Si M � H est un sous-espace fermé, on peut dé�nir la projection
orthogonale sur M , notée PM , de la manière suivante : pour h 2 H, PMh est
l�unique élément de M tel que
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h � PMh ? M . Alors PM est une application linéaire telle que P 2M = PM ,
kpM hk � khk pour tout h 2 H; ker PM =M? et Im Pm =M:

4. Base hilbertienne, Somme hilbertienne

Definition 13. Une famille (ei)i2I est une base orthonormale d�un espace
de Hilbert H si

1) keik = 1:
2) L �espace engendré Vect feig est dense dans H:
3) ei ? ej pour i 6= j.
Tout espace de Hilbert admet une base orthonormale, qui est �nie si et seule-

ment si l�espace est de dimension �nie.
Pour simpli�er l�étude, on se place dans un espace de Hilbert séparable.

Definition 14. Une partie F de H est dite dense dans H si:

8h 2 H, 8" � 0, 9f 2 F : kf � hk � "
ou de maniére équivalente si tout h de H est limite d�une suite d�éléments fn

de F: kfn � hk ! 0:

Lemma 3. Soit H un espace de Hilbert (et plus généralement espace normé).
Les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) H contient un sous-ensemble D qui est dénombrable et dense.
(b) H contient une famille libre ff1; ���g qui est au plus dénombrable (qui est

�nie ou dénombrable) et qui engendre un sous-espace F dense dans H.
Dans ce cas, on dit que H est séparable.

Definition 15. Dans un espace de Hilbert s´ eparable H. On a les d´ e�nitions
suivantes:

(a) Une famille fei; i 2 Ig est orthogonale si
8i 2 I, 8j 2 I; i 6= j : hei; eji = 0.
(b) Une famille fei; i 2 Ig est orthonormée si
8i 2 I, 8j 2 I: hei; eji = �ij =

n
1 si i=j

0 si /i6=j:
(c) Une famille fei; i 2 Ig est totale si l�ensemble des combinaisons lin´eaires

�nies
d�éléments de fei; i 2 Ig est dense dans H (qui engendre un sous-espace vectoriel

dense dans H).
(d) Une base hilbertienne de H ou base orthonormée est une famille orthonor-

mée totale
dans H.

Example 8. 1. Dans |n, on considére la base canonique:

e1 = (1; 0;���; 0); e2 = (0; 1;���; 0);���; en = (0; 0;���; 1):
Alors, pour tout x 2 |n, on a: x =

nP
n=1

xiei avec kxk2 =
nP
n=1

jxij2 :

2. Dans l2(N;|), on considére la base canonique.
e1 = (1; 0;���); e2 = (0; 1;���);���; en = (0; 0;���):
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Alors, pour tout x 2 l2(N;|), on a:

x =
+1X
n=1

xiei

avec

kxk2 =
+1X
n=1

jxij2 :

Theorem 5. Tout espace de Hilbert séparable de dimension in�nie posséde une
base hilbertienne dénombrable.

Corollary 1. Tout espace de Hilbert séparable H est isométriquement iso-
morphe à:�

|n en dimension �nie
l2(N;|) en dimension in�nie

Remark 6. Le Chapitre 3 montre comment construire une base hilbertienne
formée de vecteurs propres d�opérateurs auto-adjoints compacts. Dans l�espace L2,
on utilise fréquemment des bases spéciales formées de vecteurs propres d�un opéra-
teur di¤érentiel.

Par exemple, dans L2([0; 1];C), on considére une base hilbertienne donnée par
(en)n2Z,

où pour tout n 2 Z, en est la fonction dé�nie par:

en(x) = exp(2 inx); x 2 [0; 1]:
On trouve ainsi la théorie des séries de Fourier.
On dé�nit maintenant la somme hilbertienne comme suit:

Definition 16. Soit (Hn)n�1 une suite de sous-espaces fermés de H. On dit
que H est somme hilbertienne des (Hn)n�1 et on note H = �

n
Hn si:

1) les Hn sont deux à deux orthogonaux, i.e.,
hx; yi = 0;8x 2 Hn;8y 2 Hm; n 6= m,
2) l�espace vectoriel engendrè par les (Hn) est dense dans H.

Theorem 6. Soit H une somme hilbertienne des (Hn)n�1. Soit x 2 H et
xn = PHn

x. Alors, on a:

x =
+1P
n=1

xn:

Remark 7. Dans la suite, on considére un espace de Hilbert H séparable de
dimension in�nie. On indexe la base hilbertienne par I au lieu de N, car il existe
d�importants exemples où la base est indexée par I dénombrable autre que N.

Theorem 7. Soit fei; i 2 Ig une famille orthonormée de H. Pour toute partie
�nie J 6= ; de I, pour tout x 2 H et tous scalaires aj , j 2 J,x� P

j2J
cj(x)ej

 �
x� P

j2J
ajej


où cj(x) = hx; eji.
L�égalité a lieu dans (4.1) si et seulement si aj = cj(x) pour tout j 2 J .
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Theorem 8. (Inégalité de Bessel) Soit fei; i 2 Ig une famille orthonormée de
H.

Alors, pour tout x 2 H, la série de terme générale jhx ; eiij
2 est convergente et

on a: X
i2J

jhx ; eiij
2 � kxk2 :

Theorem 9. (Développement dans une base hilbertienne) Soit H un espace de
Hilbert séparable. i) Si fei; i 2 Ig est une base hilbertienne de H, on a le
développement:

8x 2 H : x =
X
i2J

hx ; eii ei

où la série converge pour la topologie de H.
ii) Si fei; i 2 Ig est une famille orthonormée de H et si (4.2) est satisfaite,

alors,
fei; i 2 Ig est une base hilbertienne de H.
(iii) Si fei; i 2 Ig est une base hilbertienne de H, on a l0identit�e de P lancherel :

8x 2 H : kxk2 =
X
i2J

jhx ; eiij
2

et celle de Parseval

8x; y 2 H : hx ; yi =
X
i2J

hx ; eii hy ; ei i

(iv) Si fei; i 2 Ig est une famille de vecteurs unitaires de H (i.e., 8i 2 I, keik
= 1)

satisfaisant (4.3), alors, c�est une base hilbertienne de H.

Proposition 5. (Unicit´ e du développement) Si fei; i 2 Ig est une base hilber-
tienne de l�espace de Hilbert séparable H et (ai)i2I une famille de scalaires telle que
la série:

X
i2J

hai; eii

converge au sens de la topologie de H vers x 2 H pour au moins une numrotation
de l0ensemble d�enombrable I: Alors; ai = hx ; eii pour tout i 2 I.
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5. Exercices

Exercise 2. Montrer qu�un espace vectoriel topologique séparé localement com-
pact (i.e. tel que chaque point admet un voisinage compact) est nécessairement de
dimension �nie.

Exercise 3. Prouvez que sur tout espace vectoriel E de dimension �nie toutes
les normes sont équivalentes.

Exercise 4. Montrer que sur un espace de Hilbert la convergence forte entraine
la convergence faible et que la réciproque est vraie si et seulement si l�espace est de
dimension �nie. On pourra considérer une suite de vecteurs

orthonormés.

Exercise 5. Soient n espaces de Banach, E1::::En. Prouvez que le produit
cartésien de ces espaces E1� :::�En est un espace de Banach pour la norme kuk =
max fkuk1 ; :::; kukng, où u = (u1; :::; un), uj 2 Ej . Une telle norme

est appelée norme produit.

Exercise 6. Pour u = (u1; :::; un) 2 kn, on pose:

kukp =
�
ju1jp + :::+ junjp

� 1
p

pour p � 1 réel et si p =1; kukp = max
�
ju1jp ; :::; junjp

�
:

1) Montrer que si p = 1 ou p = +1, k:kp sont des normes sur |n équivalentes
entre-elles.

On suppose maintenant 1 � p � 1: Soit q le réel conjugué de p i.e tel que:
1
p +

1
q = 1:

On pose Mp(u) = sup

(�����Pujvj
1�j�n

����� ; kvkq � 1
)

2) Montrer que Mp(u) = kukp, 8u 2 |n. En d´ eduire que k:kp est une norme.

Exercise 7. Dans l�espace R4 , on se donne cinq vecteurs : v1 = (1,1,1,1)
, v2 = (1,2,3,4), v3 = (3,1,4,2), v4 = (10,4,13,7) et v5 = (1,7,8,14) Chercher les
relations de dépendance linéaires entre ces vecteurs. Si ces vecteurs sont dépendants,
en extraire au moins une famille libre engendrant le même sous-espace.

Exercise 8. 1. Est-ce que le sous-ensemble E =
�
(x; y) 2 R2; y = 2x

	
de

R2, muni des lois habituelles de l�espace vectoriel R2, est un R-espace vectoriel ?
2. Est-ce que le sous-ensemble F =

�
(x; y; z) 2 R3; y2 = 2x; z = 0

	
de R3, muni des

lois habituelles de l�espace vectoriel R3 est un sous-espace vectoriel de R3?

Exercise 9. Soit E =
�
(x; y; z) 2 R3;x+ y + z = 0

	
:Soient a = (1, -2,3) et b

= (2,1, -1) deux vecteurs. On pose F = vect(a, b). 1. Montrer que F est un sous-
espace vectoriel de R3: 2.
Déterminer E\F . 3.
A-t-on E � F ?
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Exercise 10. SoitM3(R)l�espace vectoriel des matrices à coe¢ cients dans R
à 3 lignes et 3 colonnes. Soit S3(R)l�ensemble
des matrices symétriques de M3(R). C�est-à-dire les matrices qui véri�ent A =
tA, 1. Montrer que S3(R) est un sous-espace vectoriel de M3(R).
2. Déterminer dim(S3(R)).



CHAPTER 2

Opérateurs linéaires

Dans ce chapitre on va rappeller un certain nombre de résultats, pour la plupart
déja vus, sur les opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert ou Banach et en
particulier sur les opérateurs compacts.

Dans tout ce chapitre E et F désigneront des espaces de Banach, nous noterons
L(E;F ) (respectivement L(E)) l�espace des applications linéaires continues de E
dans F (respectivement des endomorphismes continus de E) muni de sa norme
d�opérateur habituelle.

Si H et K sont des Hilberts, on note L(H;K) l�ensemble des applications
linéaires bornées de H dans K, i.e., telles que la norme:

kuk = sup fku(x)k ;x 2 H; kxk � 1g
soit �nie.

L(H;K) est un espace de Banach et de plus, si v 2 L(H;K) et u 2 L(K;N),
alors uv 2 L(H;N) et kuvk � kuk � kvk.

Le cas le plus important est celui où H = K, et l�on note tout simplement L(H)
l�algèbre de Banach ainsi obtenue. Parmi les éléments de cette algèbre, l�unité, notée
I de norme 1 (sauf le cas où H = 0).

1. Dé�nitions et propriétés

Definition 17. Soient H;H0 des espaces de Hilbert, un opérateur T est une
application

dé�nie de H a valeurs dans H0 véri�ant les conditions suivantes:
(i) Additive : T (x+ y) = Tx+ Ty;x; y 2 H:
(ii) Homogéne: T (�x) = �Tx; x 2 H et pour tout nombre complexe �:
Le sous-espace vectoriel D(T ) � H a valeurs dans H0; tel que D(T ) = fx 2 H;Tx 2 H0g

est appelé le domaine de l�opérateur.

Remark 8. - On notera KerT le noyau de l�opérateur T i.e. KerT = fx 2 H;Tx = 0g.

- ImT désignera le sous-espace de H0 image de H par T . On le notera aussi
T (H):

- KerT (resp. ImT ) est un sous-espace vectoriel de H (resp. de H0 ). On
notera que KerT est toujours un sous-espace fermé de H mais ImT n�est pas for-
cément fermé dans H0 :

Remark 9. - Opérateur identité noté I est dé�ni par: Ix = x; 8x 2 H:

- Opérateur nul 0 est dé�ni: 0x = 0;8x 2 H:
- On note L(H ) l�ensemble des opérateurs sur H . Si A 2 L(H ), on dé�nit la

norme de l�opérateur A par:

15
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kAk= sup fkAhk ; h 2 H ; khk � 1g :

Proposition 6. Voici quelques propriétés de la norme d�un opérateur:

1. Si A 2 L(H), alors kAk = 0 si et seulement si A = 0.
2. Si A;B 2 L(H), alors A+B 2 L(H) et kA+Bk � kAk + kBk.
3. Si � 2 | et A 2 L(H), alors �A 2 L(H) et k�Ak = j�j : kAk.
4. Si A;B 2 L(H), alors AB 2 L(H) et kABk � kAk : kBk (AB désigne la

composition A �B).
Les trois premiers points de la proposition précédente a¢ rment que k:k dé�nit

une norme sur L(H).

Example 9. Soient X un espace vectoriel sur le corps C et � 2 C; l�application
A : X ! X dé�nie pour x 2 X par:

A�(x) = �x

est un opérateur linéaire.
En e¤et, pour x1; x2 2 X et � 2 C; On a:

A�(�x1 + x2) = �(�x1 + x2)

= �(�x1) + (�x2)

= �A�(x1) +A�(x2)

Cet opérateur est appelé une homothétie de rapport � de l�espace vectoriel X.

Definition 18. Une forme sesquilinéaire f sur un C-espace vectoriel E est
une application de E � E a valeurs dans C véri�ant pour tout y 2 E:

(a)- x 7! f(x; y) est anti-linéaire,
(b)- x 7! f(y; x) est linéaire,
Si E est un espace normé on dit que f est une forme sesquilinéaire bornée si

de plus il existe c � 0; tel que:

jf(x; y)j � c kxk : kyk

Theorem 10. Pour tout forme sesquilinéaire bornée f sur un espace de Hilbert
H, il existe un unique opérateur A 2 L(H) véri�ant: f(x; y) = hx;Ayi ;8x; y 2 H:

Proof. L�application x 7! f(x; y) est une forme linéaire continue sur H, donc
par le Théorème de Riesz il existe un unique Ay 2 H tel que: f(x; y) = hx;Ayi
pour tout x; y 2 H. On véri�e facilement que l�application y 7! Ay est linéaire que
l�on note par A. Comme

kAyk = sup
x6=0

jhx;Ayij
kxk = sup

x6=0

jf(x; y)j
kxk � c kyk ;

A 2 L(H) et véri�e la propriété énoncée. L�unicité est une conséquence de
l�équivalence:

(hx;Ayi = 0;8x; y 2 H), A = 0:

�
Proposition 7. Soient E;F deux Banach et T 2 L(E;F ). Alors on a:
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(i) Ker(T ) = Ran(T
0
)?

(ii) Ker(T
0
) = Ran(T )

?

(iii) Ker(T )
? � Ran(T

0
),

(iv) Ker(T
0
)
?
= Ran(T ).

Proof. (i)
x 2 Ker(T ), l(Tx) = 0;8l 2 F �

, T
0
(l (x)) = 0;8l 2 F �

, x 2 Ran(T
0
)?:

(ii)
l 2 Ker(T

0
)? ,

T
0
(l (x)) = 0;8x 2 E ,

l(Tx) = 0;8x 2 E ,2 Ran(T )?:
(iii) et (iv) resultent de la Proposition [chap.1, 2.9]. En e¤et, on a:

Ker(T )? =
�
(Ran(T

0
)?
�?

� Ran(T 0)

et que Ker(T
0
)? = (Ran(T ) ?)? = Ran(T ). �

1.0.2. Composé de plusieurs opérateurs. Soient H;H0 et H1 des espaces de
Hilbert et T1 2 L(H;H0) et T2 2 L(H0;H1) des opérateurs. Considèrons l�opérateur
composé T2 � T1 2 L(H;H1).

Proposition 8. 1.On a:kT2 � T1k � kT2k : kT1k
2. Soit U 2 L(H;H) un opérateur de l�espace de Hilbert H dans lui même.

On dé�nit les puissances de l�opérateur U comme étant les opérateurs de H dans
H dé�nis de la manière suivante : U0 = I(l�opérateur identité), U1 = U;U2 =
U � U; :::; Un = U � Un�1 = Un�1 � U(n � 1).

Corollary 2. 8n 2 N; kTnk � kTkn :
1.0.3. Norme d�opérateur.

Definition 19. Soit A un opérateur borné dé�ni sur un espace de Hilbert H,
on dit que A est un opérateur borné, s�il existe

c � 0 : kAxk � c kxk ;8x 2 H;
kAk est dé�nie par:

kAk = inf fc � 0; kAxk � c kxk ; 8x 2 Hg :
Voici quelques propriétés de la norme d�un opérateur:

Proposition 9. 1. Si A 2 L(H), alors kAk = 0 si et seulement si A = 0.
2. Si A;B 2 L(H), alors A+B 2 L(H) et kA+Bk � kAk + kBk.
3. Si � 2 K et A 2 L(H, alors �A 2 L(H) et k�Ak =j�j .kAk.
4. Si A;B 2 L(H), alors AB 2 L(H) et kABk � kAk : kBk (AB désigne la

composition A �B).
Les trois premiers points de la proposition précédente a¢ rment que k:k dé�nit

une norme sur L(H).
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Example 10. Si H est de dimension �nie n, toute application linéaire de H
dans H est continue. Étant donnée une base (e1; ::::en) de H, on peut identi�er
A 2 L(H) à la matrice (aij) dé�nie par aij = hAei; eji.

Example 11. Soit H = l2 et (e1; e2; :::) sa base canonique. Si A 2 L(H),
on pose �ij = hAei; eji. La matrice (�ij) représente A de la même façon qu�en
dimension �nie. Cependant, on ne connaît pas de formule permettant de calculer
kAk en fonction de sa représentation matricielle. Réciproquement, étant donné
(�ij)i;j2N� , une condition nécessaire et su�sante pour qu�il existe un opérateur
A 2 L(H) tel que hAei; eji = �ij est que:

Sup
n2N

Sup

(����� nP
i;j=1

�ijxiyj

����� ; jx1j2 + ::::+ jxnj2 � 1
)
� +1:

Véri�ons qu�on a les égalités suivantes :

kAk = sup fkAhk : khk = 1g = sup
n
kAhk
khk : h 6= 0

o
= inf fc � 0 : kAhk � c khk pour tout h 2 Hg

Exercise 11. Soit H un espace de Hilbert et (en) une base orthonormale de
H. Soit (�n) une suite bornée de scalaires et M = sup j�nj. Montrer qu�il existe
un unique opérateur A 2 L(H) tel que Aen = �nen et montrer que kAk = M . On
dit que l�opérateur A est diagonal.

Exercise 12. Montrer que L(H) est complet pour la norme k:k.

Definition 20. Soit T un opérateur borné dé�ni sur un espace de Hilbert H,
on dit que T est un opérateur borné, s�il existe c � 0 : kTxk � c kxk ;8x 2 H:

kTk est dé�nie par:
kTk = inf fc � 0; kTxk � c kxk ;8x 2 Hg

Proposition 10. Soit H un espace de Hilbert et T : H ! H une application
linéaire. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est continue.
2. A est continue en 0.
3. Il existe x 2 H tel que A est continue en x.
4. Il existe une constante c � 0 telle que kThk � c khk pour tout h 2 H.

Proof. Il su¢ t de montrer que (ii) entraîne (iii), les autres propriétés étant
immédiates.

Il résulte de la continuité en 0, qu�il existe � > 0 tel que

kuk1 � � =) kAuk2 � 1
Maintenant pour u 6= 0 on applique l�inégalité précédente à

v =
u

kuk1
�

et on obtient (iii) avec C = 1
� . �
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Example 12. Un exemple d�opérateur est l�opérateur de Volterra dé�ni sur

L2[0; 1] par V f(x) =
zR
0

f(y)dy.

Example 13. le shift S dé�ni sur l2(N) par S(�1; �2; :::) = (0; �1; �2; :::):

1.0.4. Opérateur positif.

Definition 21. On dit qu�un opérateur A sur un Hilbert H est positif s�il
véri�e hx;Axi � 0 pour

tout x 2 H. On écrit A � B si A�B est positif.

Theorem 11. Tout opérateur positif A admet un unique opérateur positif B
tel que A = B2:

De plus, B commute avec tout opérateur qui commute avec A. On appelle B la
racine carré de A et on note par

p
A.

Proof. - Unicité: Soient B1; B2 � 0; tel que
B2
1 = B22 = A;

alors pour i = 1; 2:

BiA = B3i = ABi

Un calcul direct donne:

0 = (B21 �B22)(B1 �B2) =

(B1 �B2)B1(B1 �B2)| {z }
(1)�0

+ (B1 �B2)B2(B1 �B2)| {z }
(2)�0

On en d´eduit alors que:

(1)� (2) = (B1 �B2)3 = 0

En particulier, on a:
(B1 �B2)4 = (B1 �B2)22 = k(B1 �B2)k4 :

- Existence: Il su¢ t de le montrer pour A � 0, kAk = 1. Dans ce cas, on a:
(1�A) � 0

et
k(1�A)k = sup hx; (1�A)xi

kxk=1
� 1:

La série B =
+1P
ck

k=0

(1�A)k est donc absolument convergente grâce au Lemme

2.2 avec
p
1� z =

+1P
ck

k=0

zk et ck � 0 pour tout k 2 N�:

On véri�e que:

B = 1+
+1X
ck

k=0

(1�A)k � 1 +
+1X
ck

k=0

:1 � 0:

En�n, on a:
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+1
B2 =

P
n=0

 P
ck

k+k0=n

ck0

!
(1�A)n

comme
P
ck

k+k0=n

ck0 = 0;pour tout n � 2, on en conclut que B2 = A. �

Definition 22. Pour tout A 2 L(H) on note jAj =
p
A�A:

2. Inverse d�un opérateur

Definition 23. Soient H et H0 des espaces de Hilbert et A 2 L(H;H0) un
opérateur. On dit que A est inversible s�il existe B 2 L(H0;H) tel que

A�B = IH0
; et BA = IH , où IH (resp. IH0

) est l�opérateur identité de H (resp.
de H0). Un tel opérateur B (lorsqu�il existe) est unique. On l�appelle opérateur
inverse de A ou plus simplement inverse de A et on le note B := A�1.

Cas particulier où H = H0: Soit T 2 L(H). Dans le cas où H est de
dimension �nie, on sait que l�inversibilité de T a plusieurs aspects équivalents.

Plus précisément, rappelons l�important résultat suivant:

Theorem 12. Si dimH � 1, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) T est inversible.
2) T est injectif.
3) T est surjectif.
4) T admet un inverse à droite (i.e. il existe U 2 L(H;H) tel que T �U = IH .)
5) T admet un inverse à gauche (i.e. il existe V 2 L(H;H) tel que V �T = IH .)

Remark 10. ( contre-exemple) : Si dimH = +1, les propriétés équivalentes
du théorème précédent ne sont plus vraies :

Example 14. Soit H = l2, l�espace des suites de nombres complexes de carré

sommable, muni de sa norme kjxk2 =
�
+1P
n=1

jxnj2
� 1

2

Considérons l�application: S : l2 ! l2

xn 7! yn
où;

y1 = 0; y2 = x1; :::; yn = xn+1; :::(n � 1):
Autrement dit Sx est la suite qui commence par 0 et qui ensuite est composée

des mêmes termes que la suite x mais décalés d�un rang. L�application S est
linéaire de l2 dans lui même et c�est une isométrie puisque kSxk2 = kxk2.

Donc S 2 L(l2; l2). On appelle S l�opérateur de décalage dans l2. On voit alors
facilement que :

1) S est injective (car isométrique),
2) S n�est pas surjective.
3) S admet un inverse à gauche T : Txn = xn+1 (c�est l�opérateur qui e¤ace

la première coordonnée donc on a clairement TS = l2 ).
4) L�opérateur T n�est pas inverse à droite de l�opérateur S.
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Proposition 11. Soit F un espace vectoriel normé et A 2 L(E, F) bijectif.
Alors; les propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) A�1 2 L(F,E).
(2) Il existe c � 0 telle que pour tout x 2 E : kAxk � ckxk.
(3) F est un espace de Banach.

Proof. (1) ) (2) Comme A�1 est continu, alors, on a:

8x 2 E :
A�1Ax � A�1 kAxk :

Il s�ensuit,

8x 2 E : kAxk �
A�1�1 kxk :

(2) ) (3) Soit (yn)n une suite de Cauchy dans F. L�opérateur A est bijectif, alors,
il existe une suite (xn)n dans E telle que, pour tout n 2 N : Axn = yn. Or, d�aprés
(2), pour tous n,m 2 N, on a:

kxn � xmk � c�1 kA (xn � xm)k � c�1 kyn � ymk :

Alors, (xn)n est une suite de Cauchy dans l�espace de Banach E. Donc, elle
converge vers un élément x 2 E. L�opérateur A étant continu, la suite de terme
général yn = Axn converge alors vers Ax 2 F. Il s�ensuit que F est un espace de
Banach.

(3) ) (1) Elle découle du théorème de Banach. �

Corollary 3. Soient F un espace de Banach et A 2 L(E, F). Alors, les
propriétés suivantes sont équivalentes: (1) Il existe
c � 0 telle que pour tout x 2 E : kAxk � c kxk. (2)
A est injectif et Im(A) est fermé dans F.

Proof. On pose G = Im(A). (1) )
(2) On suppose qu�il existe c � 0 telle que pour tout x 2 E, on a kAxk � c kxk.
Alors, A est injectif donc est une bijection de E sur G. D�aprés la Proposition
1.3.2, on conclut que G = Im(A) est un espace de Banach et donc est fermé dans
F. (2) ) (1) On suppose que A est injectif
et G est fermé dans F. Alors, A est une bijection de E sur G et G est un espace de
Banach. D�aprés la Proposition 1.3.2, il résulte l�existence d�une constante c � 0
telle que pour tout x 2 E, on a: kAxk � c kxk. �

Corollary 4. Soient F un espace de Banach et A 2 L(E, F). Alors, les
propriétés suivantes sont équivalentes: (1) Im(A) = F
et il existe c � 0 telle que pour tout x 2 E: kAxk � c kxk. (2)
A est inversible.

Proof. (1) ) (2) Si (1) a lieu, d�aprés le Corollaire 1.3.3, A est injectif et
Im(A) est fermé dans F. Alors,

Im(A) = Im(A) = F

donc, A est surjectif et donc inversible. (2) ) (1) Si
(2) a lieu, on a

F = Im(A) � Im(A) � F

Donc, Im(A) = Im(A) = F, ce qui donne le résultat d�aprés le Corollaire 1.3.3. �
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Le seul résultat simple valable quelle que soit la dimension de H est le suivant
:

Theorem 13. Si T 2 L(H;H) est kTk � 1, alors:

1. L�opérateur I � T est inversible et

(I � T )�1 =
+1X
n=0

T n :

2- L�ensemble des éléments inversibles de L(H) noté Inv(L(H)) est un ouvert
de L(H).

3. L�application J : Inv(L(H))! L(H); J(A) = A�1, est continue.

Proof. 1.Comme kTk � 1, la série
+1P
n=0

T n est normalement convergente dansL(H),

De plus, on véri�e facilement que;

(I � T )�1
+1P
n=0

T n =

�
+1P
n=0

T n

�
(I � T )�1 = I;

et donc par passage à la limite (commeTN+1 � kTkN+1 ! 0; quand N ! +1)
on en déduit que:

(I � T )�1
+1X
n=0

T n =

 
+1X
n=0

T n

!
(I � T )�1 = I;

ce qui achéve de prouver (1).
Pour démontrer (2), il su¢ t de remarquer que si A 2 Inv(L(H)), alors la boule

ouverte centrée en A et de rayon 1
kA�1k est contenue dans Inv(L(H)). En e¤et, si

T 2 B
�
A; 1

kA�1k

�
), on a

T = A+ (T �A) = A(I +A�1(T �A)):
Remarquons alors que:A�1(T �A) � A�1 : k(T �A)k � 1:
Donc d�aprés (1), on a: I+A�1(T�A) est inversible et comme Inv(L(H)) est un

groupe, on en déduit que T est inversible. Pour prouver (3), �xons A 2 Inv(L(H))
et soit " � 0 ; tel que: " �

A�1 Nous allons montrer que si B 2 L(H);tel que:
kBk � "

2 kA�1k ;

alors on a:

kJ (A)� J (A+B)k � ":

ce qui assurera que J est continue. Tout d�abord remarquons que

A+B = (I +BA�1)A

et
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BA�1 � kBk :A�1 � "

2 kA�1k �
1

2
� 1:

Donc en utilisant (1), on obtient:

(A+B) 2 Inv(L(H))
et

(A+B)�1 = A�1(I +BA�1)�1 = A�1
+1X
n=0

(�1)n
�
BA�1

�n
d�où: kJ (A)� J (A+B)k =

A�1 � (A+B)�1 =A�1+1P
n=0

(�1)n
�
BA�1

�n � A�1 :+1P
n=0

BA�1n
�
A�1 kBA�1k

1�kBA�1k �
"

2kA�1k
1� "

2kA�1k
� ": �

Remark 11. - Le théorème précédent est vrai aussi si H est remplacé par un
espace de Banach quelconque.

- Il convient de savoir utiliser le résultat du théorème sous la forme suivante :

Corollary 5. Si T 2 L(H;H) est tel que kI � Tk � 1, alors T est inversible
et on a:

T�1 =
+1X
n=0

(I � T )n :

Theorem 14. (i) Soit A 2 L(E); tel que kAk < 1 alors (I �A) est inversibe
et

(I �A)�1 =
1X
n=0

An:

(ii) Si A est inversible alors, A+ B est inversible pour tout B 2 L(E) tel que
kBk < kAk�1

et on a:

(A+B)�1 =
+1X
n=0

�
A�1B

�n
A�1:

(A+B)�1 =
+1X
n=0

A�1�nBn; si A et B commutent:

(ii) L�ensemble des opérateurs inversibles sur L(E) noté IL(E) est un ouvert
de L(E) et l�application A 7! A�1 est continue et même C1 de IL(E) dans IL(E):

Theorem 15. Un opérateur A 2 L(H1;H2) est inversible si et seulement si A�

est inversible

et on a (A�)�1 = (A�1)�:

Lemma 4. Soient E, F et G des espaces de Banach. Si A 2 L(E, F) et B 2
L(F,G) sont deux opérateurs inversibles. Alors, BA 2 L(E,G) est inversible et l�on
a: (BA)�1 = A�1B�1.
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Example 15. 1- L�application identité I est de toute évidence inversible

2- Soit E = L2N (R) et u une application dé�nie de E dans E par

x 7! u (x) =

�
x1;

1

2
x2; :::;

1

2n�1
xn; :::

�
avec x = (x1; x2; :::; xn; :::) :
u est trivialement linéaire. Elle est aussi injective car son noyau est réduit à

f0g. Elle est en�n surjective et de plus;

u�1 (x) =
�
x1; 2x2; :::; 2

n�1xn; :::
�
:

u�1 n�est pas bornée sur E. Elle est donc non continue. On conclus que u n�est
pas inversible.

Theorem 16. Soient T1; T2 des opérateurs positifs, alors:

(i) Si T1 � T2, et T1 inversible, alors; T
�1
2 � T�11 :

(ii) Si T1 � T2, alors
p
T1 �

p
T2.

Proof. (i) Si T1 � T2, et T1 inversible, impliquent

0 � m (t1) � m (t2) ;

ou
m (t) = inf fhTx; xi ; kxk = 1g ;

et donc T2 est inversible. On obtient

T
�1
2

2 T1T
�1
2

2 � I;

donc;T �1
2

1 T�12 T
1
2
1

 = T �1
2

1 T�12 T
1
2
1

2 = T �1
2

2 T1T
�1
2

2

 � 1
ce qui donne T

�1
2

1 T�12 T
1
2
1 � 1; qui redonne

T�12 � T�11 :
(ii) On continue avec u inversible pour le moment. Nous avons obtenu:

T
1
2
1 T

�1
2

2 � 1; remarquant que:T �1
4

2 T
1
2
1 T

�1
4

2

 = T 1
4
1 T

�1
2

2 T
�1
4

1

 � 1;
donc

T
�1
4

2 T
1
2
1 T

�1
4

2 �1, ce qu�on transforme enp
T1 �

p
T2.

Il faut encore établir le résultat quand T1 n�est pas inversible; pour cela, on
remplace T1; T2 par T1 + "I; T2 + "I, et on remarque que:

p
T1 + "I !

p
T1 etp

T2 + "I !
p
T2

quand "! 0:
et le résultat est donc conséquence de la continuité de la relation d�ordre, i.e.,

de la fermeture topologique de C+. �

Theorem 17. Soient E;F deux espaces de Banach et T 2 L(E;F ); l�opérateur
transposé tT 2 L(F ;E) est inversible si et seulement T est inversible.
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Proof. Soit T un opérateur inversible, alors T�1T = IE et TT�1 = IF on
trouve tT t

�
T�1

�
= IE� ;

et t
�
T�1

�t
T = IF� ; donc tT est inversible et

t
�
T�1

�
= (tT )

�1
:

Supposons inversement que T ne soit pas inversible. On sait que, ou bien T
ne véri�e pas la condition T (E) = F , ou bien T n�est pas borné. Le premiér cas,
l�image T (E) n�est pas dense, donc tT n�est pas injective, ce qui implique que tT
n�est pas inversible.

Le deuxiéme cas, il existe une suite (xn) � E de vecteurs de norme un telle que
Txn ! 0:
Considérons pour tout entier n l�opérateur Rn de | dans E, dé�ni par:

Rn (x) = �xn:

Sa norme est égale à:
kxnk = 1 et T �Rn tend vers 0:
En transposant, tRtnT tend vers 0, alors quetRn = kRnk = 1

pour tout n, ce qui entraîne encore que tT ne peut être inversible. �

3. Opérateurs fermés et fermables

Soit H �H un espace de Hilbert pour le produit scalaire;
h(u1; v1); (u2; v2)i := hu1; u2i + hv1; v2i.
Definition 24. Soit T un opérateur linéaire. On appelle graphe de T , le sous-

espace vectoriel de H �H noté G (T ) tel que:

G(T ) := f('; T') ;' 2 D (T )g.
Definition 25. Soit T un opérateur linéaire dont le domaine est dense dans

H. On dit que T est fermé si G(T ) est fermé dans H � H i.e. pour toute suite
('n) de D(T ) convergente de limite ' telle que (T'n) est convergente de limite  ,
' 2 D(T ) et  = T'.

Definition 26. On dit que T est fermable s�il existe S fermé avec T � S
auquel cas il existe une plus petite extension fermée appelée fermeture et notée T
qui véri�e G(T ) = G(T ).

Theorem 18. Soit T un opérateur linéaire. Alors T est borné si est seulement
si T est fermé et D(T ) = H.

Proof. Pour le sens direct, on a bien sûr D(T ) = H. Par ailleurs, soit
(('n; T'n)) une suite de G(T ) qui converge vers ('; ), alors ' 2 D(T ) = H et,
comme T est borné, (T'n) converge vers T' d�où  = T' par unicité de la limite.
Quant au sens réciproque, c�est exactement le théorème du graphe fermé. �

4. Théorème de Baire:

Le théorème de Baire est un outil fondamental lorsqu�on travaille en dimension
in�nie. Les résultats suivants n�ont rien de spéci�que aux espaces de Hilbert et sont
vrais dans n�importe quel espace de Banach.
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Theorem 19. (Baire) Soient X un espace métrique complet et (Un)n�1 une
suite d�ouverts denses de X. Alors \Un est dense dans X. De même, si (Fn)n�1
est une suite de fermés d�intérieur vide de X, alors [ Fn est d�intérieur vide dans
X.

Proof. Soit B0 � X un ouvert non vide. Comme U1 est dense, il existe une
boule B1, de centre x1 et de rayon r1 � 1 telle que

adhB1 � U1 \B0:
Comme U2 est dense, il existe une boule B2, de centre x2 et de rayon r2 � 1

2 , telle
que

adhB2 � U2 \B1:
De proche en proche, on construit Bn, de centre xn et de rayon rn � 1

n , telle que

adhBn � Un \Bn�1:
En particulier, la suite (adhBn) est décroissante, et la suite (xn) est de Cauchy

donc converge ; soit x sa limite. Pour tout n, x 2 adhBn � Un, et donc x 2 \ Un.
Comme on a aussi x 2 B0, on a montré que l�ensemble \ Un intersecte tout ouvert,
donc il est dense.

La deuxième partie de l�énoncé découle de la première en passant au complé-
mentaire. �

Theorem 20. (de l�application ouverte) Si T 2 L(H) est un opérateur surjectif,
alors pour tout ouvert U � H, T (U) est ouvert.

Proof. Comme T est linéaire, il su�t de montrer que l�image de la boule unité
contient un voisinage de 0. Soit B = B(0; 1) la boule-unité ouverte de H. Comme
T est surjectif, on peut écrire

T = [
n2N

adh(nT (B)):

Par le théorème de Baire, il existe n 2 N tel que adh(nT (B)) est d�intérieur non
vide. Soient x 2 H et " � 0 tels que

adh(nT (B)) � B(x; "):

On a aussi
adh(nT (B)) � B(�x; "));

et donc adh(nT (B)) étant convexe,

adh(nT (B)) � B(0; "))

et donc B � adhT (�B) avec � = n
" :

Montrons que cela implique que B � T (2�B).
Soit z 2 B ; comme z 2 adhT (�B), il existe x1 avec kx1k � � et kz � Tx1k �

1
2 :

De même, comme z � Tx1 2 adhT (�2B), il existe x2 avec kx2k �
1
2 et

kz � Tx1 � Tx2k �
1

4
:

On construit ainsi par récurrence une suite (xk) véri�ant: kxkk � �
2k�1

et

kz � (Tx1 + Tx2::::+ Txn)k �
1

2k
:
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La série converge normalement, on peut poser x =
P
xk et kxk � 2�; donc x 2 2�B.

Comme T est continue, on a Tx = z. Ainsi z 2 T (2�B). Ceci conclut la preuve. �
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5. Exercices

Exercise 13. Soient H un espace de Hilbert et (en) une base orthonormale de
H. Soit ( �n) une suite bornée de scalaires et M = sup k�nk Montrer qu�il existe
un unique opérateur

A 2 L(H) tel que Aen = �nen et montrer que kAk =M . On dit que l�opérateur
A est diagonal.

Montrer que L(H) est complet pour la norme k:k

Exercise 14. Sur l�espace de Hilbert L2[0; 1] on considére l�application linéaire

Au(t) =

1Z
0

u(s)ds:

a) Montrer que A est un opérateur de
L2[0; 1] dans lui-même. Donner un majorant de sa norme.
b) Déterminer l�adjoint A* de A.

Exercise 15. La matrice de Hilbert est dé�nie pour

i; j 2 N par:aij = (i+ j + 1)�1.
Montrer qu�il existe un opérateur A 2 L(l2) telle que hAei; eji = aij , et que

kAk � " .

Exercise 16. Soit H = l2(N;R) l�espace des suites réelles u = (un)n2N telles
que

P
n2N

junj2 � +1 muni de la norme kuk2 = (
P
n2N

junj2)
1
2 . Soit

(�n)n une suite réelle bornée quelconque. On dé�nit l�application A de H dans H
par A((un)n) = (�nun)n. 1. Montrer que
A est bien dé�nie et continue. Calculer sa norme.

Exercise 17. Soient H un espace de Hilbert et A 2 L(H) tel que:8x 2 H,
hAx; xi � 0. 1. Montrer
que: 8x 2 Ker(A), 8y 2 H, 8t 2 R : thAy; ty � xi � 0. En déduire que Ker(A) �
[Im(A)]?. 2. Montrer que Ker(A) =
[Im(A)]? (on peut se servir de A*). Que vaut alors [Ker(A)]? ?

Exercise 18. Soit (en) une base orthonormale d�un espace de Hilbert H et U
l�opérateur dé�ni par U(en) = en+1. Montrer que kU + Idk= 2.

Exercise 19. Soit H un espace de Hilbert complexe et T 2 L(H) positif. Le but
de l�exercice est de démontrer que T admet une racine carrée positive unique (c�est-
à-dire, B2 = T et B � 0).

Sans perte de généralité, on peut supposer que de plus T est une contraction,
c�est-à-dire kTk � 1, ou encore 0 � T � I. On pose aussi S = I - T. Soit (An)n�0
2 L(H) la suite dé�nie par:

A0 = 0; An+1 =
1

2
(S +A2n); n = 0; 1; :::
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(1) (i) Montrer que 0 � S � I.
(ii) Montrer que Sn � 0 pour tout entier n � 0.
(2) Montrer que les An, ainsi que les An -An�1, sont des polynômes en S à

coe¢ cients positifs.
(3) Montrer que pour tout n � 0, An est positif et commute avec T.
(4) Montrer que pour tout n, An � I.
(5) Montrer que pour tout n, An � An+1.
(6) En déduire qu�il existe A 2 L(H), 0 � A � I, véri�ant si on pose B = I -

A� 0 :
8x 2 H, Anx ! Ax, et de plus 2A = S + A2, T A = AT et B2 = T, BT = T

B.
(7) Montrer que B est unique.





CHAPTER 3

Di¤érentes classes d�opérateurs

Dans ce chapitre nous proposons une brève étude de di¤erentes classes d�opérateurs
normaux dé�nis sur un espace de Hilbert et donné leurs propriétés.

On commence avec la notion essentielle d�adjoint d�un opérateur linéaire,
plusieurs des classes particuliéres d�opérateurs bornés sur les espaces de Hilbert
seront ensuite dé�nies au moyen de cette notion.

1. Opérateur adjoint

Definition 27. Soient E et F deux espaces de Hilbert et A 2 L(E;F ); l�unique
application linéaire A� 2 L(F ;E) tel que pour tout x 2 E et tout y 2 F on ait:
hA(x); yi = hx;A� (y)i est appelée adjointe de A.

Proposition 12. Soient H un espace de Hilbert et A 2 L(H). Alors il existe
un unique opérateur A� 2 L(H), appelé adjoint de A, véri�ant la relation suivante:
pour tous x; y 2 H :

hAx; yi = hx;A�yi :

De plus, on a: kAk = kA�k :

Proof. D�après l�inégalité de Cauchy Schwarz et la dé�nition de la norme
opérateur, on a

l�inégalité:

jhAx; yij � kAk : kxk : kyk :
Ainsi, l�application `y : x 7�! hAx; yi est une forme linéaire continue sur H,

et par le théorème de représentation de Riesz, il existe un unique élément dans H
notons-le A� (y) tel que:

hAx; yi = hx;A�yi :
On véri�e facilement que pour tous y; z 2 H et � 2 K; A�(y) + �A�(z) véri�e

la propriété qui dé�nit A�(y + �z). Par unicité,

A�(y) + �A� (z) = A� (y + �z) ;

ce qui prouve que A�est linéaire.
En�n, on calcule la norme opérateur de A�

kA�k = sup jhA�x; yij
kxk�1;kyk�1

= sup jhy;A�xij
kxk�1;kyk�1

= sup jhAy; xij
kxk�1;kyk�1

= kAk :

�
31
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1.1. Propriétés des opérateurs adjoints. Regroupons dans la proposition

suivante quelques propriétés des adjoints.

Proposition 13. Soient T; S 2 L(H) et � 2 |. Alors:

1. I� = I:
2. (T �)� = T:
3: (�T + �S)� = �T � + �S�;8�; � 2 C :
4. (TS)� = S�T �:
5. Si T est inversible d�inverse T�1, alors T � est inversible et (T �)�1 =�

T�1
��
:

Proof. Pour tout y 2 H, l�application dé�nie de H dans | comme suit:

fy : x 7! hAx; yi
est linéaire et continue.
D�après le théorème de la représentation de Riesz, il existe un vecteur unique

uy 2 H tel que:
8x 2 H; fy (x) = hAx; yi = hx; uyi :

Pour tout y 2 H on pose A�y = uy:
a= 8x; y; z 2 H;8�; � 2 | on a

hx;A� (�y + �z)i = hAx; �y + �zi
= � hAx; yi+ � hAx; zi
= hx; �A�y + �A�zi

d�où la linéarité de A�:
b=

8x 2 H; kA�xk2 = hA�x;A�xi
= hA�x; uxi = hA (A�x) ; xi � kA (A�x)k kxk

Comme A est borné

kA (A�x)k � kAk : kA�xk
� kAk kxk

Montrons que (T �)� = T .
Pour cela on montre que pour tous x 2 E et y 2 F , on a: hTx; yi = h(T �)�x; yi :
On a: hTx; yi = hx;T �yi = hT �y;xi =



y; (T �)

�
x
�

= h(T �)�x; yi :
Pour véri�er que (TS)� = S�T � , il su¢ t de montrer que pour tous x 2 E et

y 2 F ; on a: 

(TS)

�
x; y
�
= hS�T �x; yi :

On a, par dé�ntion de l�adjoint,

(TS)

�
x; y
�
= hx; (TS) yi

= hT �x;Syi = h(S�T �)x; yi
Comme ceci est vrai pour tous vecteurs x; y, on a l�égalité (TS)� = S�T �. �

Proposition 14. Soit A 2 L (H) ; Alors: kAk2 = kAA�k :
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Proof. Pour h 2 H avec khk � 1, on a:

kAhk2 = hAh;Ahi = hA�Ah; hi � kA�Ahk : khk � kA�Ak � kA�k : kAk :

d�où:
kAk2 � kA�Ak � kA�k : kAk :

En simpli�ant par kAk, on obtient kAk � kA�k. En remplaçant A par A� , on
obtient

kA�k � kA��k = kAk :
Ainsi kAk = kA�k, et la chaîne d�inégalités est en fait une chaîne d�égalités. �

1= L�adjoint de l�opérateur scalaire A = �I est l�opérateur scalaire A� = �I

8� 2 |;8x; y 2 H; hx;A�yi = hAx; yi
= h�x; yi = � hx; yi =



x; �y

�
:

2= Si A = (aij) la représentation matricielle d�un opérateur A; alors la représen-
tation matricielle de A� est: �

At
�
= (aji) :

En e¤et, on a:

Ax =

0B@a11 : : : a1n
...

. . .
...

an1 : : : ann

1CA
0B@ x1

...
xn

1CA =

0B@
Pn

j=1 a1jxj
...Pn

j=1 anjxj

1CA
donc

hx;A�yi = hAx; yi

=
nP
i=1

 
nP
j=1

aijxj

!
yi

=
nP
j=1

xj
nP
i=1

aijyi

=
nP
j=1

xj
nP
i=1

aijyi

on a (aijyi) = Aty;d�où (aijyi) = Aty; i.e A�y = Aty:

Example 16. Si
�
1 + i 2
2i �i

�
la représentation matricielle d�un opérateur A 2

L
�
C2
�
alors A� est représenté par

�
1� i �2i
2 i

�
Example 17. Soient H = L2 ([0; 1]) et A 2 L (H) tel que:

8f 2 H;8x 2 [0; 1] ; Af (x) =
Z x

0

f (t) dt:

On a: Z x

0

f (t) dt =

Z 1

0

f (t)�[0;x] (t) dt
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alors 8f; g 2 H;

hf;A�gi = hAf; gi =
Z 1

0

Af (x) g (x)dx =

Z 1

0

�Z 1

0

f (t)�[0;x] (t) dt

�
g (x)dx

=

Z 1

0

Z 1

0

f (t)�[0;x] (t) g (x)dtdx

=

Z 1

0

f (t)

�Z 1

0

�[0;x] (t) g (x)dx

�
dt:

Donc

A�g (t) =

Z 1

0

�[0;x] (t) g (x) dx:

Remarquons que 0 � t � x, t � x � 1; d�où A�g (t) =
Z 1

t

g (x) dx:

1.2. Propriétés des opérateurs adjoints.

Theorem 21. Soient A;B 2 L (H) ; alors on a:
(1) (A�)

�
= A�� = A

(2) (A+B)
�
= A� +B�

(3) (�A)
�
= �A�;8� 2 C

(4) (AB)
�
= B�A�

(5) kA�k = kAk
(6) kA�Ak = kAA�k = kAk2

(7) Si A est inversible, alors A� est inversible et on a (A�)�1 =
�
A�1

��
Proof. (1) 8x; y 2 H; hx;A��yi =



x; (A�)

�
y
�
= hA�x; yi = hx;Ayi

i.e hx; (A�� �A) yi = 0 d�où A�� = A:
(2)

8x; y 2 H;


x; (A+B)

�
y
�
= h(A+B)x; yi = hAx+Bx; yi

= hAx; yi+ hBx; yi = hx;A�yi+ hx;B�yi
= hx;A�y +B� yi = hx; (A� +B�) yi

(3)

8x; y 2 H;8� 2 C;


x; (�A)

�
y
�
= h(�A)x; yi = h�Ax; yi

= � hAx; yi = � hx;A�yi
=



x; �A�y

�
(4)

8x; y 2 H;


x; (AB)

�
y
�
= h(AB)x; yi = hA (Bx) ; yi

= hBx;A�yi = hx;B� (A�y)i
= hx; (B�A�y)i

(5) 8x 2 H;

kA�xk2 = hA�x;A�xi = hAA�x; xi � kAA�xk
kxk � kAk kA�xk kxk

donc
kA�xk � kAk kxk 8x 2 H;
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d�où kA�k � kAk :
De la même façon pour l�inégalité réciproque.
(6) On a

kA�Ak � kA�k kAk = kAk2 :
Réciproquement,

8x 2 H; kAxk2 = hAx;Axi
= hA�Ax; xi � kA�Axk kxk � kA�Ak kxk2

identiquement kAk2 � kA�Ak ; d�où l�égalité.
Remplaçons A par A�; on obtient kAk2 = kA�k2 = kA��A�k = kAA�k
(7) Si A est inversible, alors A�1 existe et AA�1 = A�1A = I;

on a: I = I� =
�
AA�1

��
=
�
A�1A

��
=
�
A�1

��
A� = A�

�
A�1

��
;

alors A� est inversible, et son inverse est
�
A�1

��
: �

Example 18. Soit S : L2 ! L2 un opérateur dé�ni par

S(�1; �2; :::) = (0; �1; �2; :::); alors S�(�1; �2; :::) = (�2; �3; :::):

(S est nomé le shift)

Solution 1. Soient (�n) et (�n) deux suites dans L
2 et S : L2 ! L2. Alors:

hS� (�n) ; (�n)i = h(�n) ; S (�n)i
= h(�1; �2; :::) ; (0; �1; �2; :::)i

= �2�1 + �3�2 + :::

= h(�2; �3; :::) ; (�1; �2; :::)i :
Ainsi S� est bien donné par la formule annoncée.

Definition 28. Soit E un espace de Banach, pour x 2 E et f 2 E
0
, nous

noterons parfois hf; xi au lieu de f(x). Soit T 2 L(E;F ) l�adjoint de T not´ e T �
est l�opérateur linéaire F

0 ! E
0
dé�ni par:

hT �f; xi = hf; Txi ;8f 2 F
0
; x 2 E:

On véri�e immédiatement que T 2 L(F
0
; E

0
) (et que T et T � ont la même

norme).

Definition 29. Pour A � E, on note: A? := ff 2 E0
: f(x) = 0;8x 2 Ag

et de même pour B 2 E0
, on note

B? = fx 2 E : f(x) = 0;8f 2 Bg:
Lemma 5. Soit T 2 L(E;F ); alors Im(T ) est fermé si et seulement si:
Im(T ) = (kerT �)?::::::::: (1)

Proof. Si la relation (1) a lieu; alors Im(T ) est évidemment fermé. Par
ailleurs, l�inclusion Im(T ) � (ker(T �))? est ´evidente.

Supposons que Im(T ) est fermé et que l�inclusion précédente soit stricte, alors
il existe y 2 (ker(T �))? nIm(T ). Par le théorème de séparation stricte, il existe
alors f 2 F 0

telle que f(y) > 0 et f � 0 sur Im(T ) c�est à dire f 2 ker(T �) ce qui
contredit le fait que y 2 (ker(T �))?: �
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Proposition 15. Pour tout A 2 L (H) ; on a:
(1) kerA = (R (A�))

?

(2) R (A) = (ker (A�))
?

Proof. (1)

Si x 2 ker (A), Ax = 0, hAx; yi = 0;8y 2 H
, hx;A�yi = 0;8y 2 H
, x?A�y;8y 2 H
, x 2 (R (A�))?

(2) D�après (1)

ker (A�) = (R (A��))
?
= (R (A))

?
:

Alors
(ker (A�))

?
= (R (A))

??
= R (A):

�

Proposition 16. Soient E et F deux espaces de Hilbert et soit T 2 L(E;F );
Alors F = ker(T �)� (Im(T ))?et

E = ker(T )� (Im(T �))? ou (Im(T )) désignent la fermeture (pour la norme)
de Im(T ).

Proof. Il su¢ t de prouver la premiére assertion, la seconde s�obtenient en
échangeant le rôle de T et T�.

On a les équivalences suivantes:

y 2 kerT � , 8x 2 E : hT �y; xi = 0
, hy; Txi = 0, y?Im(T ):

La continuité du produit scalaire (conséquence de l�inégalité de Cauchy-Schwarz),
implique que

y?Im(T ), y?Im(T ):
Ainsi l�orthogonal de kerT � est l�adhérence de l�image de T . �

2. Opérateur auto-adjoint

Definition 30. Soit A 2 L (H) ; on dit que A est un opérateur auto-adjoint
si A = A� (on dit aussi symétrique lorsque | = R et hermitien lorsque | = C).

Notons par A (H) l�ensemble des opérateurs auto-adjoints sur H:

Example 19. 1. L�opérateur identité sur un espace de Hilbert est auto-adjoint.

2. Les opérateurs linéaires sur Cn donnés par des matrices hermitiennes (aij),
1 � i, j � n, c�est à dire telles que aij = aji sont auto-adjoints.

3. Les projections orthogonales sur des sous-espaces fermés de H sont auto-
adjoints.

En e¤et, soit F un sous-espace fermé d�un espace de Hilbert H. Soit PF la
projection

orthogonale de H sur F (voir Théorème 4.3.4). Alors, pour tous x, y 2 H:
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hx; PF (y)i = hPF (x) ; PF (y)i = hPF (x) ; yi :

Example 20. Soit A un opérateur dont la représentation matricielle

A =

�
1 1� i

1 + i �1

�
On a:At = A; alors A = A�:

Example 21. Soit A un opérateur sous la forme:

A =

0@ 3 i �5i
�i �2 5
5i 5 10

1A) At =

0@ 3 �i 5i
i �2 5
�5i 5 10

1A) At =

0@ 3 i �5i
�i �2 5
5i 5 10

1A
donc A = A�:

Example 22. Soit H = L2 (]0; 1[) et A 2 L (H) dé�nit par:

8f 2 H;8x 2 ]0; 1[ ; Af (x) =
Z 1

0

e�jx�tjf (t) dt

pour tout f; g 2 H on a:

hf;A�gi = hAf; gi =
Z 1

0

Af (x) g (x)dx

=

Z 1

0

�Z 1

0

e�jx�tjf (t) dt

�
g (x)dx

=

Z 1

0

Z 1

0

f (t) e�jx�tjg (x)dtdx

=

Z 1

0

f (t)

�Z 1

0

e�jt�xjg (x) dx

�
dt

=

Z 1

0

f (t)Ag (t)

donc A = A�:

2.1. Propriétés des opérateurs auto-adjoints.

Proposition 17. Si A est auto-adjoint, alors:

kAk = sup fjhAh; hij : khk = 1g

Proof. Soit
M = sup fjhAh; hij : khk = 1g :

Si khk = 1; alors:
jhAh; hij � kAk ;

et donc M � kAk :
D�autre part, remarquons d�abord que pour tout f dans H, jhAf; fij �M kfk2.

Si
khk = kgk = 1; alors:

hA (h� g) ; h� gi = hAh; hi � hAh; gi � hAg; hi+ hAg; gi
= hAh; hi � hAh; gi � hg;A�hi+ hAg; gi
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Puisque A = A�, cela implique:

hA (h� g) ; h� gi = hAh; hi � 2Re hAh; gi+ hAg; gi
En soustrayant l�une de l�autre de ces inégalités, on obtient:

4Re hAh; gi = hA (h+ g) ; h+ gi � hA (h� g) ; h� gi �M
�
kh+ gk2 + kh� gk2

�
:

On obtient alors, par l�identité du parallélogramme,

4Re hAh; gi � 2M
�
khk2 + kgk2

�
= 4M:

Soit maintenant � 2 [0; 2�]; tel que hAh; gi = ei� jhAh; gij : En appliquant
l�inégalité précédente avec ei�h à la place de h, on obtient

jhAh; gij � M dès lors que khk = kgk = 1. On prenant le supremum sur g et
h, on obtient kAk �M: �

Corollary 6. Si A = A� et si hAh; hi = 0 pour tout h, alors: A = 0:

Remark 12. Ce corollaire n�est pas vrai si on ne suppose pas A = A�. Par
exemple, pour

A =

�
0 1
�1 0

�
sur R2.

Alors hAh; hi = 0; pour tout h 2 R2.

Theorem 22. Si H est un espace de Hilbert complexe et si A 2 L(H); alors
les opérateurs

B = (A+A�)
2 et C = (A�A�)

2i sont auto-adjoints et A = B + iC. Les opérateurs
B et C sont appelés respectivement partie réelle et partie imaginaire de A.

Example 23. Pour tout A 2 L(H1;H2), l�opérateur A�A 2 L(H1) est auto-
adjoint, car:

(A�A)� = A�A�� = A�A:

Proposition 18. Soit A un opérateur de L (H) ; alors:

1- Si A;B 2 A (H) ; alors AB 2 A (H) si et seulement si AB = BA:
2- A�A et AA� sont des opérateurs auto-adjoints.

Proof. 1- ( En e¤et si on a:

AB = BA) (AB)
�
= (BA)

�

(AB)
�
= B�A� = A�B� = AB

i. e AB 2 A (H) :
)

AB 2 A (H)) AB = (AB)
�
= B�A� = BA

2- Si A 2 A (H) et A 6= 0; alors A2 6= 0:En e¤et, comme A 6= 0 il existe x0 2 H tel
que Ax0 6= 0 et donc 


A2x0; x0
�
= hAx0; Ax0i = kAx0k2 > 0

A�A et AA� sont des opérateurs auto-adjoints. �
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Theorem 23. Soit H un espace de Hilbert sur le corps |. Alors A (H) est
fermé par rapport à la convergence forte (ponctuelle).

Proof. Soit fAng une suite de A (H) qui converge fortement vers A:
Montrons que A 2 A (H) ; on a d�abord A 2 L (H) d�après le théorème de

Banach-Steinhaus.
Pour tous x; y 2 H et tout n 2 N, on a:

hAnx; yi = hx;Anyi :
Fixons x et y en utilisant la continuitée du produit scalaire et en passant à la

limite, on obtient

lim
n!1

hAnx; yi =
D
lim
n!1

Anx; y
E
= hAx; yi

lim
n!1

hx;Anyi =
D
x; lim
n!1

Any
E
= hx;Ayi

d�où
hAx; yi = hx;Ayi

pour tout x; y 2 H; i.e A 2 A (H) : �

Theorem 24. Soient H un espace de Hilbert et A 2 L (H) ; alors A 2 A (H)
si et seulement si hAx; xi 2 R pour tout x 2 H:

Proof. ) Si A 2 A (H) ; alors 8x 2 H
hAx; xi = hx;Axi = hAx; xi

donc hAx; xi 2 R; pour tout x 2 H:
( Si hAx; xi 2 R pour tout x 2 H; alors pour tout x 2 H

hAx; xi = hAx; xi = hx;Axi = hA�x; xi
d�où

h(A�A�)x; xi = 08x 2 H:
Par application de l�identité de polarisation généralisée

hTx; yi = 1

4
[hT (x+ y) ; (x+ y)i � hT (x� y) ; (x� y)i+ i hT (x+ iy) ; (x+ iy)i � i hT (x� iy) ; (x� iy)i]

on obtient
h(A�A�)x; yi = 0;8x; y 2 H:

Pour y = (A�A�)x:
On obtient

k(A�A�)xk2 = 0; 8x 2 H
i.e A = A�: �

Proposition 19. Tout opérateur est combinaison linéaire de deux hermitiens
(ou de quatre unitaires).

Proof. On a: T +T � est hermitien, T �T � est anti-hermitien (égal à l�opposé
de son adjoint), et donc

T =
1

2 (T + T �)
+

1

2i (T � T �) :

Un hermitien de norme 1 se décompose lui-même en moyenne de deux unitaires:
si
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f(t) = t+ i
p
1� t2;

il est immédiat que:

f(t)f(t) = f(t)f(t) = 1;

f(t) + f(t) = 2t;

et donc f(T ) est unitaire et

T =
1

2
�
f(t) + f(t)

� :
�

Proposition 20. Soient A 2 L(H1;H2) et B 2 L(H2;H3) des opérateurs
auto-adjoint, Alors:

(1) A� est borné et kA�k = kAk :
(2) (A�)� = A:
(3) KerA = (ImA�)? et ImA = (kerA)?.
(4) (A �B)� = B� �A�
(5) kA�Ak = kAA�k = kAk2 :
(6) A�A = 0 ou AA� = 0 implique A = 0:

Remark 13. (a) Soit A 2 L(H). Si A est auto-adjoint, alors, pour tout x 2 H
:hAx; xi 2 R.

(b) Si | = C, A est auto-adjoint si et seulement si, pour tout x 2 H : hAx; xi
2 R.

Theorem 25. Soit A 2 L(H) un opérateur auto-adjoint. On pose:

l = inf
kxk=1

hAx; xi et L = sup
kxk=1

hAx; xi :

Alors, on a:

(1) l; L 2 [�kAk ; kAk] � R:
(2) kAk = sup fjhAx; xij ;x 2 H et kAk = 1g :

Corollary 7. Si A 2 L(H) un opérateur auto-adjoint, alors,

kAk = max
�2�(A)

j�j :

3. Opérateur isométrique

Definition 31. Soient H un espace de Hilbert et A 2 L (H) ; on dit que A est
isométrique si A�A = I:
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3.1. Propriétés des opérateurs isométriques.

Proposition 21. A est un isométrie si et seulement si:

kAxk = kxk ;8x 2 H:

Proof. ) Si A est une isométrie, alors A�A = I; et donc

8x 2 H; kAxk2 = hAx;Axi = hA�Ax; xi = hx; xi = kxk2

(

8x; y 2 H; hA�Ax; yi = hAx;Ayi
IP
=
1

4

h
kAx+Ayk2 � kAx�Ayk2 + i kAx+ iAyk2 � i kAx� iAyk2

i
=

1

4

h
kA (x+ y)k2 � kA (x� y)k2 + i kA (x+ iy)k2 � i kA (x� iy)k2

i
=

1

4

h
kx+ yk2 � kx� yk2 + i kx+ iyk2 � i kx� iyk2

i
= hx; yi

donc
h(A�A� I)x; yi = 0; 8x; y 2 H

mettons
y = (A�A� I)x

on obtient
(A�A� I)x = 0;8x 2 H

i. e
A�A = I

�

Proposition 22. Si A 2 L(H), les assertions suivantes sont équivalentes:

1. A est une isométrique.
2. A�A = I:
3. hAh;Agi = hh; gi ; pour tout h; g dans H.

Proof. Comme hA�Ah; gi = hAh;Agi, on voit facilement que (2) et (3) sont
équivalents.

On obtient (1) à partir de (3) en prenant g = h. Pour montrer (1) =) (3), on
utilise la formule

de« polarisation »

hAh;Agi = 1

4

�
kA (h+ g)k2 � kA (h� g)k2 + i kA (h+ ig)k2 � i kA (h� ig)k2

�
:

�

Proposition 23. Soient E et F deux espaces de Hilbert, l�application T ! T �

est isométrique de L(E;F ) sur L(F;E); pour tout T 2 L(E;F ) on a (T �)� = T

et kT � � Tk = kTk2. Pour tout S 2 L(E;F ) et pour tout T 2 L(F;H) on a:
(T � S)� = S� � T �:
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4. Opérateurs unitaires

Definition 32. Soient E et F deux espaces de Hilbert, un élément U 2 L(E;F )
est appelé unitaire si U� � U = IdE et U � U� = IdF .i.e. U est un opérateur
unitaire si U est inversible et U�1 = U�.

4.1. Propriétés des opérateurs unitaires.

Proposition 24. Soient U; V 2 L(H) des opérateurs unitaires. Alors:

(i) U est isométrique .
(ii) kUk = 1:
(iii) U�1 et U� sont unitaires.
(iv) UV est unitaire.

Proof. (i) Pour tout v 2 H, on a: kUvk2

= hUv;Uvi = hU�Uv; vi = hv; vi = kvk2 :
(ii) Si kUvk = kvk pour tout v 2 H, alors:

kUk = sup
v2H

kUvk
kvk = 1:

(iii) C�est une conséquence immédiate de la proposition 13:
(iv) On a bien :

(UV )�1 = V �1U�1 = V �U� = (UV )�

Par contre, une application linéaire isométrique n�est pas forcément unitaire.
�

Example 24. Soit A un opérateur auto-adjoint, alors l�opérateur U = (A �
i)(A+ i)�1 est unitaire.

Solution Calculons U�;

U� = (A� i)�1(A+ i):
Or A� i et (A+ i)�1 commutent.

D�où
UU� = U�U = I:

Example 25. - Tout opérateur unitaire (si AA� = A�A = I) est normal;
considérons H = R2 et A la rotation de l�origine avec angle � donnée par:

A =

�
cos � � sin �
sin � cos �

�
;

A est unitaire et normal puisque :

A� = At =

�
cos � sin �
� sin � cos �

�
;

et AA� = A�A = I:

Example 26. Le shift S sur l2(N) est isométrique, le shift S sur l2(Z) est
unitaire.
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Proposition 25. Soient E et F deux espaces de Hilbert et soit T 2 L(E; F).
Les assertions suivantes sont equivalents :

1. T est isométrique.
2. T� T = IdE.
Et sont equivalents :
1. T est unitaire.
2. T est surjective et T� T = IdE.
3. T est une isométrie surjective.

Proof. Montrons la premiére équivalence. Supposons que T est isométrique.
Montrer que T�T = IdE revient a montrer que pour tous x; y 2 E, on a hT �T (x); yi
= hx; yi: Rappelons l�identité de polarisation, a savoir,

hu; vi = 1
4 (hu+ v;u+ vi � hu� v;u� vi+

i hu+ iv;u+ ivi � i hu� iv;u� ivi);
pour un Hilbert complexe et:

hu; vi 1
4
(hu+ v;u+ vi � hu� v;u� vi ;

pour un Hilbert réel. En utilisant l�une ou l�autre de ces identités et le fait que:
kT (u)k = kuk, on en déduit:

hT �T (x); yi = hx; yi
Réciproquement, supposons que T �T = IdE . Ceci implique que pour tout

x 2 E,

hT �T (x);xi = hx;xi
On en d eduit immédiatement pour tout x 2 E,

kT (x)k2 = hTx;Txi = hx;xi = kxk2

ce qui prouve que T est bien isométrique.
Pour la preuve des trois autres equivalences, les implications 1)2 et 2) 3

sont evidentes. Pour montrer que 3) 1, on remarque qu�une isométrie linéaire est
injective et donc les hypothéses de 3; impliquent que T�1existe. De plus, T etant
une isométrie, on a T� T = IdE . En composant a droite par T�1, on obtient

T � = T�1:

�

5. Opérateurs normaux

Definition 33. Soit H un espace de Hilbert et soit A 2 L(H); on dit que A
est normal s�il commute avec sont adjoint (i.e)

AA� = A�A:
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Remark 14. 1. Clairement, un opérateur A 2 L(H) auto-adjoint ou unitaires
est normal, mais la réciproque est fausse. 2.
Les opérateurs normaux forment une classe dénuée de toute socialisation; alors que
les unitaires socialisent par produit (si T1, T2 sont unitaires, T1T2 l�est aussi) et
que les hermitiens socialisent par somme (si T1, T2 sont hermitiens, T1 + T2 l�est
aussi), on n�a rien de tel pour les opérateurs normaux. Bien qu�ils comprennent
beaucoup plus que les unitaires et les hermitiens, les opérateurs normaux sont avant
tout un arti�ce rhétorique qui évite de dupliquer les résultats qui sont valables à la
fois dans le cas unitaire et dans le cas hermitien.

Example 27. 1) L�opérateur nul est un opérateur normal.
2) L�opérateur identité est un opérateur normal.
3) Tout opérateur auto-adjoint est normal; soit H un espace de Hilbert et p un
projecteur orthogonal, notons F son image, alors p est auto-adjoint et normal.

4) Soit H un espace de Hilbert séparable admettant une base orthonormale
(hn)n, soit � = (�n)n une suite bornée de nombres complexes . On dé�nit �� sur
H par:

8c = (cn)n 2 `2(N);��(
P
n�0

cnhn) =
P
n�0

�ncnhn

l�application linéaire �� est dite diagonale car elle admet une réprésentation ma-
tricielle diagonale relativement à la base (hn)n, avec (�n)n sur sa diagonale. On
véri�e que �� est continue, de norme k�k1 ; de plus ��� = ���; o¼u �� est la suite
des nombres conjugués de la suite �:
cette opérateur est normal, en e¤et:

���
�
� = ����� = �� = ����� = �

�
���

o¼u � = (�n) est la suite dé�nie par �n = j�nj
2
; soit �� de�nit par:

�� =

�
2i 0
0 �i

�
et;

��� = ��� =

�
�2i 0
0 i

�
et comme

���
�
� = �

�
��� =

�
4 0
0 1

�
donc �� est normal.
5) Soient H = L2(
; �) et f 2 L1(
; �); on dé�nie Mf par : Mf (g) = fg:
on veri�e que Mf est linéaire, continue, de norme kfk1 et M�

f =M �f , en e¤et

MfM
�
f =MfM �f =Mjf j2 =M �fMf :

6) Pour A =
�
a 0
0 b

�
a; b 2 C; A est normal.

A�A =

�
a 0

0 b

��
a 0
0 b

�
=

�
aa 0

0 bb

�
AA� =

�
a 0
0 b

��
a 0

0 b

�
=

�
aa 0

0 bb

�
7) Soit S : L2 ! L2 tel que:
S(x1; x2; x3; :::) = (0; x1; x2; x3; :::)
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hSX; Y i = hX;S�Y i ; X;Y 2 L2
On pose X = (x1; x2; x3; :::), Y = (y1; y2; y3; :::)
hSX; Y i = h(0; x1; x2; x3; :::); (y1; y2; y3; :::)i

= 0y1 + x1y2 + x2y3 + � � �
On pose S�Y = (z1; z2; z3; :::)
hX;S�Y i = x1z1 + x2z2 + x3z3 + � � �8>>>>><>>>>>:

z1 = y2 ! z1 = y2
z2 = y3 ! z2 = y3
z3 = y4 ! z3 = y4

...
zn = yn+1 ! zn = yn+1

(SS�)X = S(S�X) = S(x2; x3; x4; :::)
= (0; x2; x3; x4; :::)

(S�S)X = S�(SX) = S�(0; x1; x2; x3; :::)
= (x1; x2; x3; :::)

SS� 6= S�S
L�opérateur S n�est pas normal.
Les opérateurs normaux sont caractérisés par la propriétés suivante :

5.1. Propriétés des opérateurs normaux.

Proposition 26. Un opérateur borné est normal si et seulement si : kAxk =
kA�xk ;8x 2 H:

Proof. 1) Si A est normal, alors A�A = AA�

A�A = AA� ) 8x 2 H; hA�Ax; xi = hAA�x; xi
() 8x 2 H; hAx;Axi = hA�x;A�xi
() 8x 2 H; kAxk2 = kA�xk2 :

2) On utilisant l�identité de polarisation on obtient :

8x; y 2 H; hA�Ax; yi = hAx;Ayi = 1

4

h
kA (x+ y)k2 � kA (x� y)k2 + i kA (x+ iy)k2 � i kA (x� iy)k2

i
=

1

4

h
kA� (x+ y)k2 � kA� (x� y)k2 + i kA� (x+ iy)k2 � i kA (x� iy)k2

i
= hA�x;A�yi = hAA�x; yi ;

donc
8x; y 2 H; h(A�A�AA�)x; yi = 0;

i.e.
A�A�AA� = 0;

alors A est normal. �

Example 28. Soit H un espace de Hilbert, A un opérateur tel que : Ax =
ix;8x 2 H:
on a: A�x = �ix = �Ax ( A n�est pas hermitien (auto-adjoint)), d�o¼u : kA�xk =
kAxk ;8x 2 H:
ainsi, A est normal.

Lemma 6. Soit A 2 L(H) un opérateur normal, Alors kerA = kerA�:
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Proof. Soit x 2 kerA; alors
kA�xk2 = hA�x;A�xi = hAA�x; xi = hA�Ax; xi = 0:

en utilisant pour la troisième égalité le fait que A est normal donc A�A = AA�:
Ceci prouve donc que kerA � kerA�; maintenant remarquons que si A est normal,
alors A� est normal et en appliquant l�inclusion qu�on vient de démontrer à A�, on
obtient

kerA� � kerA�� = kerA;
car

A�� = A:

Finalement
kerA = kerA�:

�

Lemma 7. Soit H un espace de Hilbert et A 2L(H) un opérateur normal, A
est inversible si et seulement s�il existe une constante C � 0 telle que :

kAxk � C kxk pour tout x 2 H:

Proof. )) supposons que A est inversible,
8x 2 H; kxk =

A�1Ax � A�1 kAxk ;
il su¢ t de prendre

C =
1

kA�1k :

)) on a :
kAxk � C kxk ;8x 2 H;

on va démontrerque A est bijectif (injectif+surjectif):
1) A est injectif, en e¤et, soit

y 2 kerA) Ay = 0;

) 0 = kAyk � C kyk ;
) C kyk = 0;) y = 0;

donc kerA = f0g.
2) A est surjectif, en e¤et, on a

Im (A) = (kerA�)
?
;

et comme A est normal
kerA� = kerA

et donc
Im (A) = (kerA)

?
= f0g? = H:

�

Theorem 26. 1) Soit H un espace de Hilbert complexe, un opérateur A 2L(H)
est normal si et seulement s�il existe deux opérateur auto-adjoint A1;A2 2L(H) tel
que A1A2 = A2A1 et A = A1 + iA2:
2) Si A est normal, A est inversible si et seulement si A21 + A22 est inversible et,
A�1 = A�

�
A21 +A

2
2

��1
:
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Proof. 1)i) si A est normal, alors;

A1 =
1

2
(A+A�) et A2 =

1

2
(A�A�)

satisfait à l�énoncé du théorème.
ii) Si A1 et A2 véri�ant les conditions du théorème alors;

A�A = (A1 � iA2) (A1 + iA2) = A21 +A
2
2 = (A1 + iA2) (A1 � iA2) = AA�:

2) Si A est normal, alors

((1)) AA� = A�A = (A1 + iA2) (A1 � iA2) = A21 +A
2
2

i) si A est inversible, A� l�est aussi, et il en est de même du produit A�A = A21+A
2
2

est donc inversible.
ii) Si A21+A

2
2 est inversible, en multipliant (1) à gauche et à droite par

�
A21 +A

2
2

��1
;

on obtient
A
�
A�
�
A21 +A

2
2

��1�
= I;

et ��
A21 +A

2
2

��1
A�
�
A = I:

Ceci montre que A est inversible, d�inverse donné par A�
�
A21 +A

2
2

��1
: �

Theorem 27. L�ensemble des opérateurs normaux est fermé dans L(H):

Proof. Soit (An) une suite d�opérateurs normaux convergentes en norme vers
A 2 L(H); alors pour tout x 2 H

kAxk = lim kAnxk = lim kA�nxk = kAxk :
�

Example 29. considérons H = R2 et A la rotation de l�origine avec angle
donnée par:

A=
�
cos � � sin �
sin � cos �

�
A est unitaire et normal puisque :

A� =t A =

�
cos � sin �
� sin � cos �

�
et AA� = A� A = I.

6. Opérateurs compacts

Definition 34. Soient E;F des espaces de Banach. Une application linéaire
continue A 2 L(E;F ) est dite compacte si l�image A(BE) par l�application A de
la boule unité fermée BE de l�espace E est relativement compacte (en norme) dans
F . On note K(E;F ) l�ensemble des applications linéaires compactes de E dans F .
Si E = F alors, on note K(E):

On rappelle que si (X; d) est un espace métrique, un sous-ensemble Y de X est
dit relativement compact si son adhérence dans X est compacte.
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Proposition 27. Si A est un opérateur linéaire de E dans F . Alors; les
assertions suivantes sont équivalentes.

1. A 2 K(E;F )
2. Pour toute suite bornée (xn)n de E, la suite (Axn)n admet une sous suite

convergente dans F .

Proof. B On suppose que A est un opérateur compact et on considère une
suite bornée quelconque (xn)n. Si on pose � = Sup

n
kxnk ; alors la suite (Axn)n est

contenue dans l�ensemble A(BE(0; �)).
Or A(BE(0; �)) est relativement compact, on peut alors extraire de (Axn)n une

sous suite convergente.
C Soient maintenant M une partie bornée de E et (yn)n une suite d�éléments

de A(M). Alors il existe une suite (zn)n d�éléments de A(M) telle que:

k zn � yn k�
1

n
:

Par hypothèse, la suite (zn)n admet une sous suite convergente, la suite (yn)n
aussi. Il s�en suit que A(M) est relativement compact. D�où A est compact. �

Remark 15. Un opérateur compact est nécessairement continu, sinon il exis-
terait une suite (xn)n bornée telle que kAxnk ! +1, ce qui contredit la compacité.

On rappelle maintenant le théorème d�Ascoli, qui est un outil pour montrer la
compacité.

Theorem 28. (Théorème d�Ascoli) Soient (I; d) un espace métrique compact et
(X; d0) un espace métrique complet. Alors; une partie H de C(I;X) est relativement
compacte pour la topologie de la convergence uniforme si et seulement si les deux
conditions suivantes sont satisfaites :

1. H est équicontinue, i.e.,

8" > 0;9� > 0 : 8x; y 2 I;8f 2 H; (d(x; y) < �)) d0(f(x); f(y)) < ":

2. Pour tout x 2 I, l�ensemble H(x) = ff(x); f 2 Hg est relativement compact.

Example 30. Soient H un espace de Hilbert séparable de dimension in�nie et
(xn) une base hilbertienne de H , et (�n)n�1 une suite bornée de nombres complexe
décroissante, et T 2 L (H) tel que:

T (xn) = �n:xn = (�1:x1 ; �2:x2 ; ::::::::::::)

Alors T est compact.
Pour démontrer que T est un opérateur compact, il su¢ t de montrer que T est

un opérateur borné.
On a:

k T (xn) kl2= k�n:xnkl2 =k (�1:x1 ; �2:x2 ; ::::::::::::) kl2
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k T (xn) k2l2=
1X
i=1

j �i j2j xi j2

� (max
i2N

(j �i j))2: k x k2

= �21: k x k2;8x 2 l2

donc k T k�j �1 j :

d�où T est un opérateur compact.

Example 31. Soit E = C([0; 1];|). L�opérateur de Volterra A : E ! E dé�ni
par:

8f 2 E : Af(x) =
Z x

0

f(t)dt;8x 2 [0; 1]

est compact.
On va utiliser le théorème d�Ascoli avec I = [0; 1] et X = |. On pose H =

A(BE):
Soit f 2 BE, pour tous x; y 2 [0; 1], on a:

jAf(x)�Af(y)j =

����Z y

x

f(t)dt

����
� jx� yj kfk1
� jx� yj :

D�où,

8x 2 I; 8" > 0; 9� = " > 0; 8f 2 BE ; 8y 2 I; (jx�yj < �)) (jAf(x)�Af(y)j < "):

Autrement dit, l�ensemble H est équicontinu. De plus, pour tout x 2 [0; 1]; H(x)
est une partie de | donc si H(x) est borné alors, H(x) est relativement compacte.
Or, pour tout x 2 [0; 1], on a:

8f 2 BE : jAf(x)j �
Z x

0

jf(t)j dt

� x kfk1
� x � 1:

Les conditions du théorème d�Ascoli sont satisfaites, il s�en suit que A est com-
pact.

Proposition 28. Soit Tn : X !Y un opérateur linéaire compact pour tout n
�1, tel que Tn converge vers T dans K (X; Y ). Alors; T est un opérateur compact.

6.1. Propriétés fondamentales des opérateurs compacts.

Lemma 8. K(H) est un sous-espace vectoriel fermé de L(H). En particulier
la somme de deux opérateurs compacts est un compact. Si fTngn�1 est une suite
d�opérateurs compacts convergeant au sens de la norme des opérateurs vers T dans
L(H); alors T est compact.

Proof. La caractérisation par les suites permet de montrer que K(H) est
un sous-espace vectoriel de L(H). Pour établir la stabilité de la compacité par
convergence en norme d�opérateurs, on utilisera le critére de précompacité. Il existe
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n" tel que kTn" � Tk . Or Tn" étant compact, il existe une famille �nie de vecteurs
fvigi2N� de H, tel que

Tn"(BH) � [
1�i�N

BH(vi; ");

Il résulte alors de l�inégalité triangulaire,

T (BH) � [
1�i�N

BH(vi; 2");

d�où l�on déduit que T est compact. �

Theorem 29. Soient H un espace de Hilbert et A 2 L(H); alors A est compact
si et seulement si A� est compact.

Proof. Soit (xn)n�1 une suite bornée de H.

Comme AA� est compact, (xn)n�1 admet une sous-suite
�
x
0

n

�
n�1

telle que:�
AA�x

0

n

�
n�1

soit convergente, donc
�
AA�x

0

n

�
n�1

est une suite de Cauchy.

Pour tout n;m 2 N;m � n:A�x0n �A�x0m2 = A� �x0n � x0m�2 =D
A�
�
x
0

n � x
0

m

�
; A�

�
x
0

n � x
0

m

�E
=D

AA�
�
x
0

n � x
0

m

�
;
�
x
0

n � x
0

m

�E
�AA� �x0n � x0m� :x0n � x0mAA� �x0n��AA� �x0m� :x0n � x0m! 0

Alors (Ax
0

n) est une suite de Cauchy, et comme H est complet, elle est donc
convergente, d�où la compacité de A.

La réciproque est immédiate. �

Lemma 9. Soient H un espace de Hilbert et A 2 L(H) un opérateur compact.
Si (en) est un système orthonormé de H, alors la suite (Aen)n�1 tend vers 0.

Proof. Supposons que (Aen)n�1 converge vers (0), alors il existe " � 0 et une
sous-suite (e

0

n)n�1
telle que:8n 2 N� : kAenk � ":

Comme A est compact on peut extraire de (e
0

n)n�1 une sous-suite (e
00

n)n�1 telle
que (e

00

n) soit convergente, donc on obtient:

kxk � " � 0

hx; yi =
�
lim

n!+1
Ae

00

n; y

�
= lim

n!+1

D
e
00

n; A
�y
E

D�après l�inégalité de Bessel, 8z 2 H; la serieP
n�1

jhen; zij2 converge, donc le terme général tend vers 0.

d�où:
hx; yi = lim

n!+1

D
e
00

n; A
�y
E
= 0

identiqument : x = 0
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Ce qui est une contradiction. �

Remark 16. Un opérateur A 2 L(E; F) (avec E et F deux espaces de Banach)
est compact si et seulement si son adjoint A

0 2 L(E0
, F

0
) est compact.

Lemma 10. Un opérateur A 2 L(E; F) est compact si et seulement si, de toute
suite bornée (xn) de E en peut extraire une sous-suite (xnK ) telle que la suite (Axn)
soit convergente.

Proposition 29. Soient E et F deux espaces de Banach, A 2 K(E; F), E0 un
sous-espace fermé de E et F0 un sous-espace fermé de F contenant A(E0).

Alors l�opérateur A jE0 :E0 ! F0 est compact.

Proof. Soit (B) la boule unité fermée de E et B0 = B \ E0; est la boule unité
férmée de E0. On a donc;

(A jE0 ) (B0) = A(B \ E0)

� (A) (B) \ (A) (E0) � (A(B) \ F0):
(A(B)) est une partie compacte de F, comme F0 est fermé, (A(B)\F0) est

compact, identiquement (A jE0 ) (B0) est relativement compact, d�où la compacité
de (A jE0 ) : �

Lemma 11. (Lemme de Riesz) Soient E un espace vectoriel normé, et M un
sous-espace vectoriel fermé propre de E. Alors, pour tout � � 0; 0;il existe � 2 E
de norme 1, tel que:

d (�;M) � 1� �:

Proof. Soient � � 0 et x 2 E jM ; alors: d(x;M) � 0; car M est fermée.
Posons x = x��

kx��k ;pour chaque � 2 M.
Alors

d(x;M) = inf
B2M

� x� �
kx� �k � �

�
=
inf

B2M (x����kx��k)
kx��k = d(x;M)

kx��k
On peut prendre �= x� , si on choisit x 2E et � 2 M tel que:

kx� �k � d(x;M)

1� �
On obtient

d(�;M) � 1� �:
�

Proposition 30. Soit E un espace vectoriel normé. Alors la boule unité fermée
(BE) de E est compacte si et seulement si E est de dimension �nie.
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Proof. Supposons que E est de dimension in�nie. Construisons par récurrence
une suite (xn)n�1 dans BE tel que: kxn � xmk � 1

2 ;pour toute paire d�indices n;m
distincts. Soit M l�espace vectoriel engendré par (x1; x2; :::::; xn).
AlorsM et un sous-espace vectoriel propre fermé de E, puisque M est de dimension
�nie.

Par le lemme de Riesz, il existe xn+1 de norme 1; tel que:

d(xn+1; xK) �
1

2
:

en particulier: kxn+1 � xKk � 1
2 ;8K = 1; 2; 3:::n:

Toute sous-suite
�
x
0

n

�
n�1

de (xn)n�1 véri�ex0n � x0m � 1
2 ;donc aucune sous-suite de (xn)n�1 est convergente, alors BE

n�est pas compacte. �

Lemma 12. L�opérateur identité I 2 L(E) est compact si et seulement si E est
de dimension �nie.

Exercise 20. Soient X = L2[0; 1];G 2 L2([0; 1] � [0; 1]) et T un opérateur
dé�ni:

T : L2[0; 1]! L2[0; 1]

(Tf)(x) =

1Z
0

G(x; t)f(t)dt

Prouvez que T est un opérateur compact.

Solution 2. Premiérement on va démontrer que:

Si: f 2 L2[0; 1], alors: Tf 2 L2[0; 1].

Soit f 2 L2[0; 1], alors
1R
0

jf(t)j2 dt � +1:�
1R
0

j(Tf) (x)j2 dt
� 1

2

=

 
1R
0

���� 1R
0

G(x; t)f(t)dt

����2 dx
! 1

2

�
 
1R
0

�
1R
0

jG(x; t)f(t)j dt
�2

dx

! 1
2

�

�
1R
0

1R
0

jG(x; t)j2 dtdx
� 1

2
�
1R
0

1R
0

jf(t)j2 dtdx
� 1

2

��
1R
0

1R
0

jG(x; t)j2 dtdx
� 1

2

: kfk � +1

Car f 2 L2[0; 1];G 2 L2([0; 1]� [0; 1]).
D�où: (Tf) 2 L2[0; 1];T 2 B(L2[0; 1]):
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kTk �
�
1R
0

1R
0

jG(x; t)j2 dtdx
� 1

2

On a deux cas:
1er cas:
Si G est continue, G 2 C([0; 1]� [0; 1]):

j(Tf) (x)j =
���� 1R
0

G(x; t)f(t)dt

����
�

1R
0

jG(x; t)f(t)j dt

�
�
1R
0

jG(x; t)j2 dt
� 1

2
�
1R
0

jf(t)j2 dt
� 1

2

�
�
1R
0

jG(x; t)j2 dt
� 1

2

kfk

� sup fG(x; t); (x; t) 2 [0; 1]� [0; 1]g : kfk
�M1:M2 =M
D�où; T est borné unifomement dans (L2[0; 1]) ; identiquement: T 2 B (L2[0;

1]) :
On a G est uniformement continue sur [0; 1]� [0; 1]; alors :
8" � 0;9� � 0 : 8x; y 2 [0; 1] tel que: jx� yj � �:
8t 2 [0; 1] : jG(x; t)�G(y; t)j � ":
Alors;

j(Tf) (x)� (Tf) (y)j =
���� 1R
0

[G(x; t)�G(y; t)] f(t)dt
���� �

1R
0

jG(x; t)�G(y; t)j f(t)dt ��
1R
0

jG(x; t)�G(y; t)j2 dt
� 1

2
�
1R
0

jf(t)j2 dt
� 1

2

�

�
1R
0

"2dt

� 1
2 �
kf(t)k2

� 1
2 � "

0

Donc,
j(Tf)(x)� (Tf)(y)j � " : 8x; y 2 [0; 1];

f 2 B(L2[0; 1]):
D�où; T est équicontinu.
Résultat: T est unifomement borné dans (L2[0;1]) par M et équicontinue, alors:

d�après le théorème d�Arsela-Ascoli l�opérateur T est compact.

2 eme cas :
Si G n�est pas continu, alors il existe une fonction Gn continue sur ([0; 1] [0;

1]), Gn 2 C ([0; 1] [0; 1]), et converge vers G dans L2([0; 1] [0;1]):
D�où :
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kG�GnkL2 =
�
1R
0

1R
0

jG(x; t)�Gn(x; t)j2 dtdx
� 1

2

!
n!1

0

Pour n 2 N; on dé�nie la fonction Tn, telle que:
Tn : L2[0; 1] ! L2[0; 1]

(Tnf) (x) =

���� 1R
0

Gn(x; t)f(t)dt

����
kT � TnkL1 =

�
1R
0

1R
0

jT (f)� Tn(f)j2 dtdx
� 1

2

��
1R
0

1R
0

jG(x; t)�Gn(x; t)j2 jf(t)j2 dtdx
� 1

2

!
n!1

0:

Donc; T est un opérateur compact.

Proposition 31. Soient A 2 L(E;F ) et B 2 L(F;G). Si A ou B est compact
alors; BA est compact.

Proof. Si A est compact, alors, pour tout borné M � E, A(M) est com-
pact. Or, l�image d�un compact par une application continue est compacte, donc,
B(A(M)) est compact. Il résulte que

B �A(M) � B(A(M))

est relativement compacte.
Si B est compact, alors, pour tout bornéM � E, A(M) est aussi borné et donc

B �A(M) est relativement compacte �

Theorem 30. Si E ou F est de dimension �nie, alors

K(E;F ) = L(E;F ):

Proof. Si E est de dimension �nie, alors BE sera compacte, d�où A(BE) est
compacte pour tout A 2 L(E;F ); car A est continu.

On suppose que F est de dimension �nie alors, A(BE) est bornée donc rela-
tivement compacte (car F est de dimension �nie). �

Theorem 31. Si T est un opérateur compact et positif alors;
p
T est compact.

Theorem 32. Tout opérateur linéaire compact est borné, c�est-a-dire qu�on a
l�inclusion K(E;F ) � L(E;F ):

Proof. Soit A 2 K(E;F ), alors l�image de la boule unité fermée de E par A
est un ensemble relativement compact de F, donc il est borné. c�est-à-dire: il existe
une constante M � 0; telle que: kAyk � M ;pour tout y 2 E:kyk= 1. On déduit

que: 8x 2 E; kAxk =
A x

kxk

 �M: kxk
D�où A est borné. �

Remark 17. 1- Un opérateur linéaire A de E dans F est compact si l�image de
la boule unité fermée de E par A est relativement compacte dans F. 2-
Tout opérateur de rang �ni (dont l�image est de dimension �nie) est compact .
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Proposition 32. Un opérateur A 2 L(E; F) est compact si et seulement si,
de toute suite bornée (xn) de E en peut extraire une sous-suite (xnK ) telle que la
suite (Axn) soit convergente.

Proof. Supposons que A est compact, et soit (xn)n�1 une suite bornée de E.
Alors

H = f(Axn);n � 1g
est une partie compacte de F.
(Axn) est une suite d�éléments de l�ensemble compact H, elle admet donc une

sous-suite convergente.
Réciproquement: Soit M une partie bornée de E

et soit (yn)n�1 une suite d�éléments de A(M), alors il existe une suite (xn)n�1 de
M telle que,

8n � 1;Axn = yn:

Comme (xn)n�1 est bornée, la suite yn = Axn admet une sous-suite (AxnK ) con-
vergente, d�où la compacité de A(M). �

Lemma 13. L�ensemble K(E; F) est un sous-espace vectoriel fermé de L(E; F)
(au sens de la convergence uniforme).

Proof. Soit A 2 K(E; F), et soit (xn)n�1 une suite bornée d�éléments de E,
alors la suite (Axn) admet une sous-suite (Axni) convergente, donc pour tout � 2 |;
(�Axni) est une sous-suite convergente de (�Axn), d�où �A 2 K(E; F).

- Pour B2K(E; F) la suite (Bxni) admet une sous-suite (Bxnij ) convergente,
alors la suite ((A+B)xnij ) est une sous-suite convergente de ((A+B)xn), se qui
montre que (A + B) est compact.

-Soit (An)n�1 une suite de K(E; F) converge on norme vers A 2 L(E; F), et
soit (xn)n�1 une suite bornée de E.

-Comme A1 est compact, alors (xn) admet une sous-suite (x
(1)
n ) telle que

(A1x
(1)
n ) soit convergente.
-Comme A2 est compact, alors (xn) admet une sous-suite (x

(2)
n ) telle que

(A2x
(2)
n ) soit convergente, par la suite on obtient pour p � 1
une sous-suite (x(p)n ) telle que (Apx

(p)
n ) soit convergente.

Prenons la suite diagonale

(x(n)n ) =
�
x(1)n ; x(2)n ; :::

�
et montrons que la suite (Ax(n)n ) est convergente.

Pour tout p; n;m 2 N, et tout " � 0;Ax(n)n �Ax(m)m

 � Ax(n)n �Apx(p)p
+ Apx(n)n �Amx(m)m


+
Apx(m)m �Ax(m)m

 :
Supposons

8n � 1 : kxnk � C

et choisissons p
tel que:

kA�Apk �
"

3C
:
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Comme la suite (Apx
(n)
n ) est convergente, on peut choisir N �0 tel que: pour

tout n2 N et tout m�N : Apx(n)n �Apx(m)m

 � �

3
:

alors on obtient d�après l�inégalité (0:2:1) que
Ax(n)n �Ax(m)m

, donc la suite
(Ax(n)n ) est de Cauchy, et par la complétude de F elle est convergente, d�où la
compacité de A. �

Proposition 33. Soient E et F deux espaces de Banach. A2 K (E;F ) ; Alors
pour toute suite (xn)n�1 de E faiblement convergente vers x 2 E, la suite (Axn)n�1
converge fortement vers (Ax).

Proof. Soit (xn)n�1 une suite de E faiblement convergente vers x 2 E; elle
est donc bornée (conséquence du théorème de Banach-Steinhaus).

Et soit yn = Axn; 8n � 1et y = Ax. On a: 8 l 2 F
0
: l(yn) � l(y) =

l(yn � y) = l(Axn �Ax) �
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7. Exercices

Exercise 21. Soit E un espace de Hilbert complexe et soit T 2 L(E). 1.
Montrer que si pour tout x 2 E on a: hT (x); xi 2 R, alors T est auto-adjoint.
2. En déduire que si P 2 L(E), alors P est positif si et seulement si pour tout x 2
E on a: hP (x);xi � 0.

Exercise 22. Soient H un espace de Hilbert et P 2 L(H) une projection
orthogonale.

1. Si P est non nulle et n�est pas l�identité sur H montrer que P est auto-
adjoint.

2. Soit u 2 L(H); tel que Im(u) = Ker(u). Prouver que Im(u) est fermé ssi
il existe une constante c � 0;tel que:

8x 2 H; c kx� P (x)k � ku (x)k
Exercise 23. Montrer que si un opérateur A est positif, alors pour tout n �1,

l�opérateur An est positif.

Exercise 24. Soit A un opérateur auto-adjoint. Montrer que l�opérateur U=
(A-i)(A + i)�1 est unitaire.

Exercise 25. Soit H un espace de Hilbert et soit T 2 L(H). Montrer que les
assertions suivantes sont équivalentes. 1. T
est normal. 2. pour tous x, y 2 H, hT (x); T (y)i
= hT �(x); T �(y)i. 3. pour
tout x 2 H; kT (x)k = kT �(x)k.

Exercise 26. Soit H un espace de Hilbert et soit U2 L(H)
1) Etablir les équivalences entre i), ii), iii) et quand H est séparable, iv) et v).
i) U est un opérateur unitaire: U�1 = U�

ii) U est un isomorphisme isométrique.
iii) U est susjectif et conserve le produit scalaire:
U(H) = H et 8 x; y 2 H, hU(x);U(y)i=hx; yi
iv) U transforme une base hilbetienne de H en une base hilbertienne de H.
v) U transforme toute base hilbetienne de H en une base hilbertienne de H.

Exercise 27. Soit H un espace de Hilbert et soit u 2 L(H).
i) Si u�=u montrer que u=0 ssi hu(x); xi=0, 8x2 H. (Considérer hu(x+ y); x+ yi

pour tout x et y dans H).
ii) Montrer qu�il existe un unique couple (v,w) dans L(H) tel que:
v�=v, w�=-w et u=v+w.
Que peut-on dire de hw(x); xi si x 2 H et w comme ci-dessus?
Que peut-on dire de iw, de iv?
iii) Si H est un espace de Hilbert complexe et si u2L(H), montrer que;
u=0 ssi hu(x); xi=0, 8 x 2 H.
Si le corps de H est R, trouver un contre exemple de u tel que:
u6= 0, hu(x); xi=0, 8 x 2 H.
Exercise 28. Soit E un espace de Hilbert complexe et soit T 2 L(E). 1.

Montrer que si pour tout x 2 E on a:
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hT (x);xi 2 R, alors T est auto-adjoint. 2. En déduire que si P 2 L(E),
alors P est positif si et seulement si pour tout x 2 E on a: hP(x ); x i � 0.

Exercise 29. Soit E un espace de Hilbert complexe et soit T 2 L(E). Montrer
que T = 0 si et seulement si hT (x);xi = 0 pour tout x 2 E. Montrer que ce résultat
est faux sur un espace de Hilbert réel.

Exercise 30. Montrer que si un opérateur A est positif, alors pour tout n �1,
l�opérateur An est positif.

Exercise 31. Soit H un espace de Hilbert et T 2 L(H) un opérateur auto-
adjoint. Montrer que kTk = sup

kxk�1
jhT (x);xij. Que peut-on en déduire?

Exercise 32. Soit H un espace de Hilbert et soit T 2 L(H). Montrer que les
assertions suivantes sont équivalentes: 1.
T est normal. 2. pour tous x , y 2 H,
hT (x);T (y)i = hT �(x);T �(y)i .3.
pour tout x 2 H; kT (x)k = kT �(x)k.

Exercise 33. Montrer qu�un opérateur compact qui a une image fermée est de
rang �ni.

Exercise 34. Montrer qu�un opérateur compact qui a une image fermée est de
rang �ni.



CHAPTER 4

Théorie spéctrale

Ce chapitre est consacré à la théorie spectrale où on introduit trois notions
essentielles: la notion du spectre, la notion de la resolvante et en�n les notions du
spectre continu, residuel, ponctuel, approché, leurs propriétés et applications sur les
di¤erents types d�opérateurs

Definition 35. Soit E un espace de Banach sur le corps C et soit A 2 B(E)
1) On appelle spectre de A et on note � (A) l�ensemble des nombres complexes �
tels que (A� �I) n�est pas inversible.

� (A) = f� 2 C;A� �I n�est pas inversibleg

2) Le complémentaire de � (A) est noté � (A) ; et s�appelle l�ensemble résolvant de
A

� (A) = f� 2 C;A� �I est inversibleg :

3) Pour � 2 � (A) ; l�opérateur (A� �I)�1 est noté R� (A) ; et appelé la résolvante
de A.
4) Un nombre � 2 C est une valeur propre de A s�il existe un vecteur non nul x 2 H
tel que Ax = �x; chaque vecteur non nul x qui satisfait Ax = �x s�appelle vecteur
propre de A associé à la valeur propre �:
5) L�ensemble des valeurs propres de A est noté �p (A) et s�appelle spectre ponctuel
de A.
6) le réel positif r (A) = sup fj�j ;� 2 � (A)g s�appelle rayon spectral de A:

Definition 36. Soit T 2 L(E) avec E un K-espace vectoriel, K = R ou K =
C.

2. Le complémentaire de � (A) est noté � (A) ; et s�appelle l�ensemble résolvant
de A

� (A) = f� 2 C; (A� �I) est inversibleg :

Definition 37. 3. Si � 2 � (A) ; on dé�nit la résolvante R� (A) de A au
point � par

R� (A) = (A� �I)�1 :
4. L�ensemble des valeurs propre de A s�appelle spectre ponctuel de A est

donné par
�p (A) = f� 2 C; (A� �I) n�est pas injectifg :

- On appelle valeur spectrale de T tout scalaire � 2 K tel que T � �I n�est pas
bijective (donc n�est pas inversible). On appelle spectre de T , on note sp(T ) = �(T )
l�ensemble des valeurs specrales de T .

59
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� (A) = f� 2 C; (A� �I) n�est pas inversibleg
- On appelle valeur propre de T tout scalaire � 2 K tel que T � �I n�est pas

injectif (une valeur propre est donc une valeur spectrale), on note V P (T ) = �p(T )
l�ensemble des valeurs propres de T . On dit parfois que les valeurs propres forment
le spectre ponctuel (d�ou la notation).

- On appelle espace propre associé a la veleur propre � 2 V P (T ) le sous-espace
vectoriel Ker(T � �I) = N(T � �I) 6= f0g. On appelle multiplicité géométrique
d�une valeur propre � 2 V P (T ) la dimension de N(T��I) et multiplicité algébrique
la limite de dimN(T � �I)k lorsque k !1.

- Si on a: �I � T est injectif, Im(�I � T ) est dense mais distinct de E, on dit
que � appartient au spectre continu de T, on note �c(T ). En�n, si (�I � T ) est
injectif et Im(�I � T ) n�est pas dense dans E, on dit que � appartient au spectre
résiduel de T , on note �r(T ).

- On appelle valeur résolvante de T tout scalaire � 2 K tel que (T��I) est bijec-
tive (donc inversible). On appelle ensemble résolvant de T , on note �(T ) l�ensemble
des valeurs résolvantes de T .

Donc: �(T ) = f� 2 K; (T � �I) est bijective de E sur Eg = K n �(T ):
Si � 2 � (T ) on note R �= (�I � T )�1 2 L(E) la résolvante de T .

Definition 38. Soit T un opérateur linéaire dont le domaine est dense et soit
� 2 C.

Pour l�opérateur S = (T � �I) : D(T )! H, on a l�arbre d�alternatives suivant
:

� Si S n�est pas injectif, on dit que � est une valeur propre de T , on parle de
spectre ponctuel de T qu�on notera �P (T ) ;

� sinon si S est injectif et;

1: �si S n�est pas surjectif et si l�image de S est dense dans H, on parle de
spectre continu de T qu�on notera �cont(T ) ;

- si l�image de S n�est pas dense dans H, on parle de spectre résiduel de T qu�on
notera �res(T ) ;

2: �sinon S est bijectif et
- si S�1 n�est pas borné, on parle de spectre résiduel de type 2 de T qu�on notera

�0res(T ) ;
- sinon S�1 est borné et � 2 � (T ) est un point résolvant de T .

Definition 39. Soit A une algébre de Banach unitaire complexe; la quan-
tité

r(a) = max fj�j : � 2 �(a)g
s�appelle le rayon spectral de a 2 A. On a déja remarqué que le spectre

de a est contenu dans le disque de C centré en 0 et de rayon kak, donc:

r(a) � kak

On va obtenir au théorème suivant à une formule importante qui précise cette
remarque simple et qui permet d�estimer, sinon de calculer, ce le rayon spectra.
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Theorem 33. Soient A une algèbre de Banach unitaire complexe et a 2 A ;
la suite (kank

1
n ) est convergente et on a:

r(a) = lim
n!1

kank
1
n

Proof. On démontre d�abord que:

r(a) � lim sup
n

kank
1
n ;

remarquons tout de suite que:

kank
1
n � kak

pour tout n�1, donc ce que nous devons démontrer est un ra¢ nement de l�estimation
r(a) � kak

que nous avons déja vue ; on obtiendra ce ra¢ nement en reprenant les arguments
déja employés; si b2 A est tel que

� = lim sup
n

kbnk
1
n � 1;

choisissons t réel tel que � � t � 1 ; on aura alors kbnk
1
n � t; pour n grand, donc:

kbnk
1
n � tn;

donc la série
P

kbk sera normalement convergente, donc convergente dans le Banach
A, et la démonstration déja vue pour le lemme 1.1 nous dira que 1A-b est inversible;
si on écrit comme avant:

a� �1A = ��(1A � a�);
cet élément sera inversible dés que b = a

�̧ véri�era

lim sup
n

kbnk
1
n � 1;

ce qui se produit quand:

lim sup
n

kank
1
n � j�j

Ceci signi�e qu�aucun nombre complexe �̧ tel que:

j�j � lim sup
n

kank
1
n

ne peut être dans le spectre de a, c�est à dire que:

r(a) � lim
n!1

kank
1
n :

La démonstration de l�inégalité inverse demande de se
rappeler le cours de fonctions holomorphes ; si g(z) : B(0; R) ! C est holomorphe
(valeur R = +1 admise), alors elle est développable en série entiére

P1
k=0 ckz

k

dans ce disque ouvert B(0; R) ; pour tout � tel que 0 � � � R la formule de Cauchy
appliquée au cercle � de rayon r donne pour tout n � 0

�ncn =
1

2i�
�n
Z
r

g(z)

zn+1
dz =

Z 2�

0

g(�ei�)ein�
d�

2�

ce qui fournit les inégalités de Cauchy.
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Considérons la fonction vectorielle

f(z) = (1A � za)�1;
elle est dé�nie pour tout complexe z tel que 1=z ne soit pas dans le spectre de a,
ce qui est le cas lorsque:

jzj < R = �(a)�1;

de plus z!f(z) est holomorphe de B(0; R) dans A. Par ailleurs, pour z assez petit
on sait que

f(z) =
1X
k=0

zkak

(lemme 1.1), donc:

g(z) =
1X
k=0

zkx�ak

; par l�unicité des coe¢ cients de Taylor il résulte que

cn = x�(an) pour tout n:

Puisque kx�k �1, on a:
jg(z)j � jf(z)j ;

ce qui entraine que:
M(r; g) �M0(r)

;les inégalités de Cauchy, appliquées à g, donnent jx�(an)j � M0(�)
rn ; pour tout n

et toute x� 2 A� telle que kx�k =1 ; pour chaque n �1 donné on peut choisir par
Hahn-Banach (corollaire 4.2.7) une forme linéaire x� telle que

kx�k = 1et x�(an) = kank ;
on obtient ainsi

kank �
M0(�)

�n
; pour tout n � 1;

ce qui implique

lim sup
n

kank
1
n � 1

�
, d�où:

lim sup
n

kank
1
n � r(a)

en faisant tendre r vers R = 1
r(a) . La

convergence de la suite (kank
1
n ) résulte immédiatement du lemme qui suit et du

fait que pour tous p; q �1, on a kap+qk � kapk kaqk � �
Lemma 14. Le spectre de tout opérateur T 2 L(H) est un compact non vide de

C.

Proof. Le spectre de T est borné car si � 2 C véri�e:j�j � kTk ; alors T � �I
est inversible. D�où �(T ) � D(0; kTk). Pour montrer que �(T ) est fermé,

considérons l�application f : C! L(H); dé�nie par f(�) = �I� T . Alors f est
continue et

�(T ) = f�1(Inv(L(H)):

Où Inv(L(H)) est l�ensemble des éléments inversibles de L(H):
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Ainsi �(T ) est un ouvert comme image réciproque d�un ouvert par une fonction
continue. Nous pouvons en conclure que �(T ) est un compact de C.

Véri�ons que �(T ) est non vide. Pour cela nous allons utiliser la théorie des
fonctions analytiques à valeurs vectorielles.

Considérons; g : �(T )! L(H) dé�nie par g(�) = (T � �I)�1.
Remarquons tout d�abord que la fonction g est continue sur �(T ). De plus,

pour �0 2 �(T ) et � proche de �0, on a:
g(�)� g(�0)
�� �0

= g(�)g(�0):

Donc par continuité de g, on obtient:

lim
�!�0

g(�)� g(�0)
�� �0

= (g(�0))
2
:

Ainsi g est holomorphe sur �(T ) et on a

g0(�0) = g(�0)
2:

Supposons maintenant que �(T ) = ; ; donc �(T ) = C. Ainsi g est une fonction
entiére. Montrons que g est bornée.

Pour cela remarquons que pour j�j � kTk on a:

kg(�)k =
(T � �I)�1 =

1

j�j


�
T � 1

�
I

��1 � 1

j�j � kTk :

Ainsi cela prouve que lim
j�j!+1

g(�) = 0. Par conséquent g est bornée. Le

théorème de Liouville pour les fonctions analytiques à valeurs vectorielles implique
que g est constante. Comme g tend vers 0 en l�in�ni, on en déduit que g � 0, ce
qui est absurde. �

Example 32. Trouvons les valeurs propres de la matrice A =
�
1 4
1 1

�
Le polynôme caractéristique de A est pA(�) =

���� 1� � 4
1 1� �

���� = (1� �)2 � 4
Les valeurs propres sont les racines de l�équation:

(1� �)2 � 4 = 0
donc � = �1 et � = 3
Trouvons maintenant les vecteurs propres correspondants.

Soit v =
�
x1
x2

�
; Av = �v

si � = �1�
1 4
1 1

��
x1
x2

�
=

�
�x1
�x2

�
=)�

x1 + 4x2 = �x1
x1 + x2 = �x2

()
�

4x2 = �2x1
x1 + x2 = �x2

=) 2x2 = �x1; x1 = 0 =)
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�2x2
x2

�
v1 =

�
�2
1

�
est un vecteur propre correspondant à � = �1

si � = 3;�
1 4
1 1

��
x1
x2

�
=

�
3x1
3x2

�
=)

�
x1 + 4x2 = 3x1
x1 + x2 = 3x2

()
�
4x2 = 2x1
x1 = 2x2

=) x1 = 2x2;

�
2x2
x2

�

v2 =

�
2
1

�
est un vecteur propre correspondant à � = 3:

Remark 18. 1)les éléments de � (A) sont dits valeurs spectrales.
2)�p (A) = f� 2 C; (A� �I) n�est pas injectifg :
3)En dimension �nie � (A) = �p (A) :
4)� (A�) =

�
��;� 2 � (A)

	
:

5)r(A) = limn kA�k
1
n :

6) Si � 2 � (A) ; alors j�j 6 kAk :
7) r(A) 6 kAk :
8) Le spectre est un ensemble non vide et compact (borné et fermé).
9) Si P est un polynôme alors :

�(P (A)) = P (�(A)) = fP (�); � 2 � (A)g:

Example 33. Soit A =
�
2i 0
0 �i

�
un opérateur normal.

1) � (A) = �p (A) = f�i; 2ig :
2)� (A) = Cn f�i; 2ig :

3)R� (A) = (A� �I)�18� 2 � (A) i.e R� (A) =
� 1

2i�� 0

0 1
�i��

�
:

4) r (A) = sup fj�j ; � 2 � (A)g = 2:

Proposition 34. Si A 2 L(H) est auto-adjoint, alors, �p(A) 2 R:

Proof. Soit � 2 �p(A); alors il existe x 2 H�f0g; tel que Ax = �x:

� hAx; xi = h�x; xi = hAx; xi = hx;Axi = hx; �xi = �� hx; xi :
�

Proposition 35. Soit H un espace de Hilbert, A 2 L(H) normal, alors
8n 2 N�; kAnk = kAkn et r (A) = kAk :

Nous dirons alors que T1 et T2 sont unitairement conjugués . La relation «être
unitairement conjugué » est encore une relation d�équivalence sur L(E1). Si deux
opérateurs continus T1 2 L(E1) et T2 2 L(E2) sont conjugués,

alors ils ont le même spectre, le même spectre ponctuel, et le même spectre
résiduel:

�(T1) = �(T2);

V p(T1) = �(T2);

�r(T1) = �r(T2)):
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En e¤et, si v est une conjugaison unitaire entre T1 et T2, alors T1 -�I est
inversible (respectivement injectif, non injectif d�image non dense) si et seulement
si

v � (T1 � �I) � v�1 = T2 � �I
est inversible (respectivement injectif, non injectif d�image non dense).

Proposition 36. Soient E un espace de Banach complexe et T 2 L(E); on a:
�(tT) =�(T).

Proof. Il su¢ t de remarquer que
t(T � �IE) =t T � IE�

pour tout nombre complexe �. �

Proposition 37. Soient T1; T2 2 L(E); alors:
�(T1T2) = �(T2T1):

Proof. Basée sur le fait que, si I- T1T2 est inversible d�inverse U, alors:

(I + T2UT1)(I � T2T1) =

I � T2T1 � T2UT1T2T1 + T2UT1 =

I � T2T1 + T2U(I � T1T2)T1 = I:

De même:
(I � T2T1)(I + T2UT1) = I;

et donc I - T2T1 est inversible. �

Remark 19. Si T est une isométrie partielle de H sur un sous-espace propre
de H, alors

�(T �T ) = f1g 6= �(TT �) = f0; 1g :

Example 34. On se place dans H = L2([0; 1];C). On considére alors l�opérateur
T�2 dé�ni par:

D�2 =

�
' 2 C0([0; 1] ;C)=9 2 H;8x 2 [0; 1] : ' (x)� ' (0) =

xR
0

 (y) dy

�
et T�2' := i . Tout d�abord, T�2 est bien dé�ni par le théorème de densité de

Lebesgue, de plus, il est clair que C1([0; 1];C) � D�2 et que si: ' 2 C1([0; 1] ;C);
alors T�2' = i ddx':

On dé�nit alors d�autres opérateurs T�1; T1; T0 et T2 en posant:
D�1:= f' 2 D�2 =' (0) = 0g
D1 := f' 2 D�2 =' (1) = 0g
D0 := f' 2 D�2 =' (0) = ' (1)g
D2 := f' 2 D�2 =' (0) = ' (1) = 0g
et Tk := T�2jDk

.
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On a: T2 �

8<: T�1
T0
T1

9=; � T�2

et KerT�2 = KerT0 = C:
KerT�1 = KerT1 = KerT2 = f0g
ImT�2 = ImT�1 = ImT1 = H

ImT0 = ImT2 =

�
 2 H :

1R
0

 (y) dy = 0

�
= 1?:

Donc, �(T�2) = �P (T�2) = C
�(T1) = �(T�1) =?
�(T0) = �P (T0) = 2�Z
�(T2) = �res(T2) = C.

Proof. � Pour � 2 C, on pose '�(x) := e�i�x. Alors '� 2 D�2 et

T�2'� = �'�;

donc � 2 �P (T�2).
� Soit � 2 C, (T�1��I) est clairement injectif (car les seules fonctions propres

éventuelles sont les multiples de '�, qui n�appartient pas à D�1). En outre, si,
pour � 2 H, on pose:

(S� )(x) := �i
xZ
0

ei�(y�x) (y) dy

on a (S� )(0) = 0, S� est continue (donc L2) en tant que produit d�une
exponentielle par une fonction 1

2 -hölderienne et, d�aprés le théoréme de Fubini,

�i
xZ
0

[�(S� ) (y) +  (y)] dy

= �i
xR
(
0

yR
0

�
�i�ei�(z�y) (z) dz

�
dy �i

xR
0

 (y) dy

= �i
xR
(
0

xR
z

� i�ei�(z�y) dy) (z) dz �i
xR
0

 (y) dy

= �i
xR
0

(�ei�(z�y) � 1) (z) dz �i
xR
0

 (y) dyt = (S� ) (x)

donc S� 2 D�1 et T�1S� = �S� + . Autrement dit (T�1 � �I) est
surjectif. En�n

jS� (x)j2 �
xR
0

(e�2��(y�x) dy
xR
0

j (y)j2 dy � e2j��j k k2 ;

donc
(T�1 � �I)�1 = S�

est borné.
� Si � 2 2�Z, '� 2 D0 donc 2�Z � �P (T0); Par ailleurs, soit � 2 (C� 2Z).
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(T0 � �I) est clairement injectif. De plus, si  2 H et C 2 C, on a
(S� + C'�) 2 D-2

et;

(T�2 � �I)(S� + C'�) = (T�2 � �I)S� + C(T�2 � �I)'� =  :

Il su¢ t donc de voir qu�on peut choisir C( ) de façon à avoir (S� +C'�) 2
D0 pour obtenir que (T0 � �I) est surjectif. Or, on a:

[S� + C ( )'�] (0) = [S� + C ( )'�] (1),

C( ) = �i
1Z
0

ei�(y�1)  (y) dy + C ( ) e�i� ,

�
1� e�i�

�
C( ) = ie�i�

1Z
0

ei�y  (y) dy ,

C( ) =
i

1� e�i�

1Z
0

ei�(y�1)  (y) dy:

En�n, �1� e�i� �C( ) � ej��j
�

k'�k
1� e�i�

�
k k ;

donc (T0 � �I)�1 est borné.
� Soit � 2 C, (T2 � �I) est clairement injectif.
Soit ' 2 D2, on a:


(T2 � �I)';'�
�
=


'; (T�2 � �I)'�

�
= 0;

ainsi Im(T2 � �I) � '?
�
et �res(T2) = C. �

Lemma 15. Soit T un opérateur linéaire fermé, alors �res(T ) = ;:

Proof. C�est une conséquence du théorème * �
Lemma 16. Soit T un opérateur linéaire. Si T n�est pas fermé; alors �(T ) =

C (ou, de maniére equivalente, si �(T ) 6= ;; alors T est fermé

Proof. Supposons que �(T ) 6= ;; et soit z 2 �(T ). (T � zI)�1 est borné donc
fermé et il en va de même pour (T � zI) et T . �

Remark 20. Si E est de dimension �nie, alors, (�IE-A) est inversible si et
seulement si Ker(�IE- A) = {0}. En particulier, on d´ eduit �p(A) = �(A).En
e¤et, si E est un espace vectoriel normé de dimension �nie, alors, tout opérateur
lin´ eaire A sur E peut être représenté par une matrice carée A, et que l�opérateur
linéaire (�IE- A) est inversible quand la matrice (�IE- A) est inversible. Il est clair
que pour tout � 2 |, l�un des cas suivants doit apparaître :
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(i) � est une valeur propre de A,
(ii) la matrice (�IE- A) est inversible, i.e. la matrice (�IE- A)�1 existe. Il en

résulte que le spectre �(A) = �p(A) est l�ensemble des valeurs propres de la matrice
A, et la dimension de l�espace vectoriel propre correspondant à toute valeur propre
est �nie. Le spectre d�un opérateur linéaire dans un espace de dimension �nie a
une structure simple, mais pour un opérateur général dans un espace de dimension
in�nie, le spectre peut être di¤érent et plus complexe.

Example 35. Soit IH l�opérateur identité de l�espace de Hilbert H. Il est clair
que �(IH) = f1g, car �IH - IH = (� - 1)IH est inversible si � - 1 6= 0. De même,
si � 2 |, alors, �(�IH) = f�g.

Example 36. Soit H = L2([0, 1],R). On considére l�opérateur de multiplication
A : H ! H dé�ni par:

Af(t) = tf(t); t 2 [0; 1]
Alors, on a �(A) = [0 ; 1 ]. De plus, l�opérateur A n0a pas de valeurs propres. En
e¤et, soient � 2 R, f 2 H, t 2 [0 ; 1 ], on a:

(�IH �A)f (t) = (�� t)f (t):

On distingue deux cas:
Si � =2 [0 ; 1 ], alors, la fonction t 7! 1

� � t est borne, et l0op�erateur (�IH -
A)�1 dé�ni par:

(�IH� A)
�1
g(t) =

1

� � t
g(t); g 2 H :

est un opérateur borné.
Si � 2 [0 ; 1 ], alors, la fonction t 7! 1

��t
n�est pas dans H, car il y a la singularité non
intégrable en t = �. Il résulte que (�IH- A) n�est pas inversible et tous les �

sont des points singuliers. D�où, on déduit que �(A) = [0 ; 1 ].
On suppose maintenant que � soit une valeur propre de A et f le vecteur propre

associé
dans H. Alors, on a:

(�� t)f(t) = 0; t 2 [0 ; 1 ] :
Il s�en suit que f � 0 dans H. D�où, A n�a pas de valeurs propres et �p(A) = ;.

Lemma 17. Soit T 2 L(E); on a:

1- r(T ) = inf
n2N�

kTnk
1
n = lim

n!1
kTnk

1
n :

la valeur r(T ) est appellée rayon spectral de T .
2- Le spectre �(T ) est une partie compacte de | et �(T ) � B(0; r(T )) �

B(0; kTk)
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Proof. 1- On a:
r(T ) � lim

n!1
inf kTnk

1
n ;

soit " > 0 et n0 2 N�; tel que:

kTn0k
1
n0 � r(T ) + ":

Pour tout n 2 N; on ecrit n = pnn0 + qn avec qn 2 [0; n0 � 1] de sorte que
kTn0kpn � kTkqn .

Du moment que: qnn = 0 et pnn = n0 il en resulte que:

lim sup kTnk
1
n � kTn0k

1
n0 � r(T ) + ":

2- L�application '(�) = �I� T est continue de K dans E, donc �(T ) = '�1 (U)
est un ouvert et, par conséquent, �(T ) est un fermé.

Soit � 2 K tel que j�j � r(T ) et soit r 2 ]r(T ); j�j[. Il existe n0 tel que: 8
n � n0 on ait kTnk � rn (puisque r > r(T )).

La serie
1P
n=0

��n�1Tn converge donc normalement. Donc � 2 � (T ) et

B(0; r(T ))c � � (T ) :

Ainsi
�(T ) � B(0; r(T ))

est borné. �

Corollary 8. L�equation;

T1T2 � T2T1 = I

n�a pas de solution parmi les opérateurs bornés.

Proof. On a:
1 + T2T1 = T1T2;

donc:

1 + �(T2T1) = �(T1T2);

ou encore:

(1 + �(T2T1)) [ f0g = �(T2T1) [ f0g ;
mais il n�y a pas de compact non-vide �(T2T1) véri�ant cette équation. En fait il y
a des solutions, mais avec des opérateurs non bornés, �(T2T1) n�est plus forcément
compact, par exemple �(T2T1) = Z. �

À présent nous allons etablir le théorème spectral suivant:

Theorem 34. Soit T 2 L(H).

1. Si T est inversible, alors:

�(T�1) =

�
1

�
;� 2 �(T )

�
:

2. �(p(T )) = p(�(T )) pour tout polynôme p 2 C [X] :



70 4. THÉORIE SPÉCTRALE

Proof. 1. Soit � 2 �(T�1). Comme T�1 est inversible, alors on a nécessaire-
ment � 6= 0. Comme T�1 � �I est non inversible et comme

T�1 � �I = �T�1
�
1

�
I � T

��1
;

l�opérateur
�
1
�I � T

��1
est non inversible, i.e. 1

� 2 �(T ):

On a donc montré que:

�(T�1) � �(T )�1 :=

�
1

�
;� 2 �(T )

�
:

En echangeant le rôle de T et T�1 on obtient l�inclusion réciproque �(T )�1 �
�(T�1), ce qui achéve la preuve de la premiére assertion.

2. Montrons tout d�abord que:

p(�(T )) � �(p(T )):

Soit � 2 �(T ). Comme le polynôme p(X)�p(�) s�annule en �, il existe un polynôme
q tel que:

p(X)� p(�) = (X � �)q(X);
ce qui donne

p(T )� p(�)I = (T � �I)q(I):
Si p(T )�p(�)I etait inversible, (T��I) serait aussi inversible, d�inverse (p(T )�

p(�)I)�1q(T ), ce qui est contraire aux hypothéses.
On obtient donc que p(�) 2 �(p(T )), montrant que p(�(T )) � �(p(T )).
Montrons ensuite que �(p(T )) � p(�(T )). Si p est constant, l�inclusion est

véri�ée.
On suppose donc dans la suite que p n�est pas un polynôme constant. Soit

� 2 �(p(T )). On factorise dans C[X] le polynôme p(X)� � sous la forme:
p(X)� � = �(X � �1):::(X � �n);

où les i; i = 1; :::; n désignent les racines de p(X)� �, tel que � 6= 0; car p n�est pas
constant. Si pour tout i = 1; :::; n l�opérateur T � �iI est inversible, p(T )� �I est
aussi inversible, ce qui est absurde.

Par conséquent il existe un indice i 2 f1; :::; ng tel que (T � �iI) est non
inversible, i.e. �i 2 � (T ). On en déduit que

� = p(�i) 2 p((T ));
prouvant que �(p(T )) � p(�(T )): �

Lemma 18. Soit T un opérateur linéaire. Si T n�est pas fermé; alors �(T) =
C (ou, de maniére equivalente, si �(T) 6= ;); alors T est fermé.

Proof. Supposons que �(T) 6= ;; et soit z 2 �(T). (T - zI)�1 est borné donc
fermé et il en va de même pour (T - zI) et T. �

Proposition 38. Soient E un espace de Banach complexe et T 2 L(E);on a;
�r(T ) = �p(

tT )��p(T ) et �c(tT )�c(T ):

Si E est rézexif, on a l�égalité �c(tT) = �c(T).
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Proof. On a: � 2 �r(T) si et seulement si � est une valeur propre de tT, mais
n�est pas une valeur propre de T, d�où la premiére assertion.

Si � 2 �c(tT), on sait que tT - �IE est injectif à image dense, donc T -�IE est
injectif à image dense, et puisque

�c(
tT ) � �(tT ) = �(T ));

on a � 2 � (T), par conséquent � 2 �c(T). Dans le cas où E est rézexif, T s�identi�e
à: tT, et il en résulte que �c(T) � �c(tT). Plus précisément, on véri�e que

T = J�1E �t (tT ) � JE ;
où JE désigne l�isomorphisme de E sur E (on devra remarquer que si U est un
isomorphisme de E sur F et si T 2 L(F), toutes les notions de spectre introduites
sont les mêmes pour les deux opérateurs T et U�1TU 2 L(E)). �

Remark 21. On peut généraliser la notion d�opérateur adjoint au cas d�espaces
de Banach E. Pour f 2 E�et x 2 E, on note hf; xiE0;E au lieu de f(x) et on
appelle h:; :iE0;E le crochet de dualité de E�,E. Le crochet h:; :iE0;E est similaire au
produit scalaire d�espace de Hilbert. En
particulier, si A 2 L(E, F), alors, il existe A� 2 L(F�,E�) tel que 8x 2 E, 8f 2 F�
:

hA�f; xiE0;E = hf;AxiF 0;F :
Il s�agit d�une généralisation car si E est un espace de Hilbert

alors, E�peut être identi�é avec E d�aprés le théorème de représentation de Riesz.
Le crochet de dualité h:; :iE0;E est alors le produit scalaire de E.

Lemma 19. Soient E un espace de Banach complexe, T 2 L(E) et soit � 2
@�(T) (la frontiére du spectre de T). Il existe une suite (xn) � E de vecteurs de
norme 1 telle que (T - � IE)(xn) tende vers 0.

Proof. En posant S = T - �IE , on se raméne à montrer que si 0 2 @�(S),
il existe une suite (xn) � E de vecteurs de norme 1 telle que S(xn) tende vers 0.
Puisque �(S) est fermé, sa frontiére est contenue dans �(S), donc 0 2 �(S) et S n�est
pas inversible. Si on ne pouvait pas trouver la suite
(xn), on aurait kS(x)k � c kxk pour un c� 0 et tout x 2 E , donc S(E) serait fermé,
et S(E) 6= E puisque S n�est pas inversible. On pourrait
alors trouver y =2 S(E) ; puisque 0 est à la frontiére du spectre de S, il existe une
suite (�n) hors du spectre et qui tend vers 0 ; alors S - �nIE est inversible pour
tout n. Il existe donc un vecteur zn 2 E tel que

(S � �nIE)(zn) = y:

Si (zn) était bornée, on aurait �nzn ! 0 et y serait limite de la suite (S(zn)) � S(E),
ce qui est impossible puisque S(E) est supposé fermé et y =2 S(E). Il

existe donc une sous-suite (z
0

n ) telle que
z0n tende vers +1; en posant

xn =
z0n� z0n;

on voit que

S(xn)� �nxn =
z0n�1 y ! 0

donc S(xn) ! 0. �
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Example 37. Exemple de valeurs propres approchées: soit S le shift à droite
sur l2(N) ; on sait que le spectre de S est ´ égal au disque unité fermé, sa frontiére
est donc le cercle unité T. Soit ¸ de module 1 un point quelconque de @�(S) ; on
considére pour tout n � 1 le vecteur de norme 1 de l2

xn = n
�1
2 (1; ��1; ��2; ::::: ��n+1; 0; ::::)

et on note que

kS(xn)� �xnk � 2n
�1
2 ! 0

ce qui donne des presque vecteurs propres
pour la valeur � 2 T.

Proposition 39. Soient T1; T2 2 L(E); alors:

�(T1T2) = �(T2T1)

Proof. Basée sur le fait que, si I- T1T2 est inversible d�inverse U, alors:

(I + T2UT1)(I � T2T1) =

I � T2T1 � T2UT1T2T1 + T2UT1 =
I � T2T1 + T2U(I � T1T2)T1 = I:

De même
(I � T2T1)(I + T2UT1) = I;

et donc I - T2T1 est inversible. �

Remark 22. Si T est une isométrie partielle de H sur un sous-espace propre
de H, alors:

�(T �T ) = f1g 6= �(TT �) = f0; 1g :

Lemma 20. Soit T un opérateur linéaire fermé, alors �res(T) = ;.

Proof. C�est une conséquence du théorème * �

Proposition 40. Soit T un opérateur linéaire. Si T n�est pas fermé; alors
�(T) = C (ou, de maniére equivalente, si �(T) 6= ;); alors T est fermé.

Proof. Supposons que �(T) 6= ;; et soit z 2 �(T). (T - zI)�1 est borné
donc fermé et il en va de même pour (T - zI) et T. �

Theorem 35. Soit T 2 L(E); on a:

r(T ) = inf
n2N

kTnk
1
n = lim

n!+1
kTnk

1
n :

la valeur r(T) est appellée rayon spectral de T.
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Proof. On a:

r(T ) � lim
n!+1

inf kTnk
1
n

soient " � 0 et n0 2 N ;tel que:

kTn0k
1
n0 � r(T ) + ":

Pour tout n 2 N; on ecrit n = pnn0 +qn avec qn 2 [0;n0 � 1] de sorte que:

kTn0kpn � kTkqn

Du moment que: qnn = 0 et pnn = n0
il en resulte que:

lim
n!+1

sup kTnk
1
n � kTn0k

1
n0 � r(T ) + ":

�

Proposition 41. Soient E un espace de Banach complexe et T 2 L(E); on a:

�r(T ) = �p(
tT )��p(T ) et �c(tT ) � �c(T ):

Si E est rézexif, on a l�égalité �c(tT ) = �c(T ):

Proof. On a: � 2 �r(T) si et seulement si est une valeur propre de tT, mais
n�est pas une valeur propre de T, d�où la premiére assertion. Si � 2 �c(tT),
on sait que tT - IE est injectif à image dense, donc T - IE est injectif à image dense,
et puisque

�c(
tT ) � �(tT ) = �(T )

on a: � 2 �(T), par conséquent � 2 �c(T). Dans le cas où E est rézexif, T s�identi�e
à: tT, et il en résulte que �c(tT ) � �(tT ). Plus précisément, on véri�e
que

T = J�1E �t (tT )JE ;
où JE désigne l�isomorphisme de E sur E (on devra remarquer que si U est un
isomorphisme de E sur F et si T 2 L(F), toutes les notions de spectre introduites
sont les mêmes pour les deux opérateurs T et U�1TU 2 L(E)). �

0.1. Décomposition du spectre d�un opérateur borné.

Proposition 42. Soient E et F deux espaces de Banach et soit T 2L(E; F);
les conditions suivantes sont équivalentes: (i)
l�application T est injective d�image fermée; (ii)
il existe un nombre c > 0 tel que pour tout x 2 E on ait kT (x)k � c kxk ;
(iii) il n�existe pas de suite (xn) dans E telle que kxnk = 1 et limn kT (xn)k =
0.
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Proof. Si (i) est satisfaite, T détermine une application continue bijective T1
de E sur l�espace de Banach im(T). Par le théorème des isomorphismes, T1 est un
isomorphisme: on obtient (ii) avec

c =
T -11 �1 :

Il est évident que (ii) implique (iii) ; montrons que (iii) ) (ii) : si (ii) n�est pas
satisfaite, il existe pour tout entier n � 1 un vecteur yn 2 E tel que

n�1 kynk � kT (yn)k ;
si on pose

xn = kynk�1 yn;
on a kxnk = 1 et

kT (xn)k �
1

n
;

donc (iii) n�est pas satisfaite. Si (ii) est satisfaite, il est clair que
T est injective ; si (yn) est une suite dans im(T) qui converge vers y 2 F, écrivons
yn = T(xn) avec xn 2 E ; on a:

kxn � xmk � c�1 kyn � ymk ;
donc la suite (xn) est de Cauchy, donc convergente vers x 2 E puisque E est complet
; alors la suite yn = T(xn) converge vers T(x), donc y = T(x) est dans im(T), qui
est donc fermée dans l�espace F. �

Si un opérateur borné T de E dans F est inversible, il posséde les deux propriétés
suivantes :

(1) Il existe une constante c � 0 telle que kTxk � c kxk pour tout x 2 E.
(2) On a T (E) = F.

La deuxiéme propriété est une forme faible de surjectivité: l�image de T est
dense dans

F ; c�est évidemment vrai quand T est inversible, puisqu�alors T est surjectif.
De plus, lorsque T est inversible, la propriété (1) est vraie avec c =

T -1�1
� 0; en e¤et, on a

pour tout x 2 E, lorsque T�1 existe dans L(F; E)

kxk =
T -1 (Tx) � T -1 : kTxk :

Lemma 21. Soient E et F deux espaces de Banach ; un opérateur T 2 L(E; F)
est inversible si et seulement s�il véri�e 1 et 2.

Proof. On a déjà vu une des directions : si T est inversible, il véri�e les deux
conditions. Inversement, supposons que 1 et 2 soient vraies ; on sait alors que T(E)
est fermé par la proposition 1, et dense d�aprés 2, donc T(E) = F. Si T(x) = T(x0)
on aura x = x0 puisque 0 = kT (x-x0)k � c kx� x0k : d�aprés 1. Cela
permet de dé�nir une application (linéaire) S de F = T(E) sur E en posant S(y) =
x 2 E si et seulement si y 2 F et T(x) = y. En traduisant A, on obtient kS(y)k �
c�1 kyk pour tout y 2 F, ce qui montre que S est continue. Pour �nir il est clair
que S est l�inverse de T. �
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0.2. Spectre et transposition dans L(E). On va maintenant s�intéresser

au rapport entre le spectre d�un opérateur borné T 2 L(E) et celui de son transposé
tT 2 L(E�). Ce rapport sera trés simple : les deux spectres sont égaux.

Proposition 43. Soient E, F deux espaces de Banach et soit T 2 L(E; F);
l�opérateur transposé tT 2L(F�;E�) est inversible si et seulement T est inversible.

Proof. Si T est inversible, comme T�1T = IE et TT�1 = IF , on trouve
tT t(T�1) = I�E et t(T�1)tT = I�F ;

donc tT est inversible et (tT�1) = t(T�1). Supposons inversement que T ne soit
pas inversible. On sait que, ou bien T ne véri�e pas la condition 2, ou bien il ne
véri�e pas 1. Si T ne véri�e pas 2, l�image T(E) n�est pas dense, donc tT
n�est pas injective par le lemme 2.11, ce qui implique que tT n�est pas inversible.
Si T ne véri�e pas A, il existe d�aprés la proposition 1 une suite (xn) � E de vecteurs
de norme un telle que T(xn) ! 0. Considérons pour tout entier n l�opérateur Rn
de K dans E, dé�ni par Rn(�) = �xn. Sa norme est égale à kxnk = 1, et T� Rn
tend vers 0. En transposant, tRn � tT tend vers 0, alors que ktRnk = kRnk = 1
pour tout n, ce qui entraine encore que tT ne peut être inversible. �

On en déduit immédiatement de la proposition précédente le corollaire suivant:

Corollary 9. Soient E un espace de Banach complexe et T 2 L(E) ; on a:
�(tT) = �(T).

Proof. Il su¢ t de remarquer que t(T -�IE) = tT -�IE� pour tout nombre
complexe �. �

Dans le cas hilbertien, on préfére le plus souvent exprimer le résultat précédent
en utilisant

l�adjoint T� 2 L(H) plutot que la transposée tT 2 L(H�). Le seul petit piége à
éviter est que

(T � �IE)� = T � � �IH :

Corollary 10. Soient H un espace de Hilbert complexe et T 2 L(H); le spectre
de l�adjoint T� est formé des complexes conjugués des éléments du spectre de T,

� (T �) =
�
� 2 C=� 2 � (T )

	

1.
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Spectre de l�adjoint d�un opérateur

Proposition 44. Soient H un espace de Hilbert complexe et A 2 L(H).

1. Le spectre de l�adjoint A� de A est l�ensemble des conjugués des éléments
du spectre de A: �(A� ) = �(A) =

�
� 2 C : � 2 �(A)

	
; et

�(A�) =
�
� 2 C : � 2 �(A)

	
.

2. Pour tout � 2 �(A�); on a:

R�(A
�) = (R�(A))

�

Proof. 1. On a: (A� -�I)� = A - �I donc;
�(A�) = f� 2 C : (A� � �I) est inversibleg
=
�
� 2 C : (A� �I) est inversible

	
=
�
� 2 C : � 2 �(A)

	
De plus,

�(A�) = C��(A�);
ce qui donne le résultat.

2. Si � 2 �(A�); alors:
R�(A

�) = (A� � �I)�1 = (
�
A� �I

��
)�1

=(
�
A� �I

��1
)� = (R�(A))

� �

Example 38. Soit A=
�

i 0
0 i

�
; A� �I =

�
i� � 0
0 i� �

�
1
��i

det (A -�I) = 0, (i� �)2 = 0) � = i
alors, �(A) =fig ) �(A�) =f�ig

�(A) =C� fig ) �(A�) =C� f�ig :
Si � 2 C� f�ig ;alors:

R� (A�) =
� 1

i+� 0

0 1
i+�

��
=

� 1
��i 0

0 1
��i

�
Commençons par énoncer un résultat général, dont nous ne démontrerons qu�un

corollaire.

Theorem 36. (théorème de Phillips) Soient E un espace de Banach com-
plexe, T 2 L(E)

et T � 2 L(E�) l�adjoint de T , alors;
�(T �) = �(T ) et 8� 2 �(T ); R�(T

�) = R�(T )
�:

Ce résultat a comme conséquence immédiate, dans le cas particulier où E = H
est un espace de Hilbert complexe.

Proposition 45. Soit H un espace de Hilbert complexe, T 2 L(H) et T � 2
L(H) l�adjoint hilbertien de T . Alors:

�(T �) = �(T )� = f�n� 2 �(T )g et 8� 2 �(T ); R�(T
�) = R�(T )

�:
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1. � (A�) =
�
� 2 C; � 2 � (A)

	
et � (A�) =

�
� 2 C; � 2 � (A)

	
:

77

2. Pour tout � 2 � (A�) ; R� (A�) =
�
R� (A)

��
:

Proof. 1. On a: (A� � �I)� = A� �I donc;
� (A�) = f� 2 C; (A� � �I) est inversibleg =�

� 2 C; A� �I est inversible
	

=
�
� 2 C; � 2 � (A)

	
:

De plus, � (A�) = Cn� (A�) ; ce qui donne le résultat.
2. Si � 2 � (A�) alors;

R� (A
�) = (A� � �I)�1 =

��
A� �I

����1
=

��
A� �I

��1��
=
�
R� (A)

��
:

�

2. Spectre des opérateurs auto-adjoints

Les propriétés élémentaires principales des opérateurs auto-adjoints sont ré-
sumées dans les propositions suivantes.

Proposition 48. Soient H un espace de Hilbert complexe et T 2 L(H).

(1) Si T est auto-adjoint, et si F est un sous-espace vectoriel de H invariant
par T (c�est-à-dire tel que T(F) �F), alors F? est aussi invariant par T.

(2) Supposons que H 6= f0g. Si T est auto-adjoint, le spectre d�un hermitien
est réel si

M = sup
kxk=1

hT (x);xi et m = inf
kxk=1

hT (x);xi ;

alors m et M sont les bornes extrêmes de son spectre � (T ) � [m;M ] :
Et

r(T ) = kxk = sup
kxk=1

hT (x);xi = max fM;�mg

En particulier, le rayon spectral de T est égal à sa norme, et si �(T) = f0g,
alors T = 0.

(3) Si T est auto-adjoint, alors son spectre résiduel est vide: �r(T) =;.
(4) (Critère de Weyl) L�ensemble �(T) des � 2 C tels qu�il existe une suite

(xn)n2N dans H telle que kxnk = 1 et
lim

n!+1
kT (xn)� xnk = 0;

est contenu dans le spectre de T.
Si T est auto-adjoint, alors cette inclusion est une égalité, la propriété que:

�(T ) = kTk
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implique en particulier qu�un opérateur auto-adjoint est nul si et seulement si son
rayon spectral est nul, donc si et seulement si son

spectre est égal à f0g. Mais il existe des opérateurs continus non nuls de spectre
réduit à 0 (qui ne sont pas auto-adjoint, donc), comme l�opérateur de matrice�
0 1
0 0

�
dans la base canonique de l�espace de Hilbert C2.

Proof. (i) L�opérateur continu T -�I est inversible si et seulement si son ad-
joint, qui est T� -�I, est inversible. Si T est inversible, alors 0 n�appartient ni au
spectre de T ni à celui de T�1; de plus, pour tout nombre complexe non nul �,
l�opérateur continu T�1 -�I est inversible si et seulement si:

T � 1

�
I =

1

�
T
�
T�1 � �I

�
est inversible.

(ii) Nous avons x 2 T(H)? si et seulement si hT (y);xi = 0 pour tout y dans H
, si et seulement si

hy; T �(x)i = 0
pour tout y dans H , donc si et seulement si x 2 Ker(T*). La seconde égalité
de (ii) découle de la première en remplaçant T par T* et en utilisant la propriété
d�involution de T*. �

On s�intéresse dans la proposition suivante aux valeurs propres des opérateurs
auto-adjoints.

Proposition 49. Soit A 2 L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors, on a:

1. �p(A) � R:
2. � 2 �p(A) si et seulement si Im(�IH �A) 6= H:
3. Si �; � 2 �p(A); � 6= �, alors, Ker (�IH �A) ? Ker (�IH �A), i.e., les

sous-espaces propres de A sont orthogonaux deux à deux.

Proof. 1. Si � 2 �p(A); alors il existe x 2 Hnf0g; tel que Ax = �x. D�où:

� =
h�x; xi
kxk2

=
hAx; xi
kxk2

2 R:

2. Soit � 2 �p(A). D�aprés la proposition (3:4), on a:

Im(�IH �A) =
�
Ker (�IH �A)�

�?
=�

Ker
�
�IH �A

��?
:

Comme �p(A) � R, � 2 �p(A) si et seulement si � 2 �p(A), ce qui équivaut à

Ker
�
�IH �A

�
6= f0g ;

soit encore �
Ker

�
�IH �A

��? 6= H:

On déduit que � 2 �p(A) si et seulement si Im(�IH �A) 6= H.
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3. Si x 2 Ker (�IH �A) et y 2 Ker (�IH �A), alors, Ax = �x et Ay = �y:
Comme A = A� et � 2 R, on obtient

(�� �) hx; yi = h�x; yi � hx; �yi = hAx; yi � hx;Ayi = 0:
Il résulte : hx; yi = 0 car � 6= �. D�où,

Ker (�IH �A) ? Ker (�IH �A) :
La démonstration de la proposition est ainsi terminée. �

Les propriétés spectrales des opérateurs auto-adjoints sont réunies dans le
théorème suivant:

Theorem 37. Soit A 2 L(H) un opérateur auto-adjoint. On pose
l = inf

kxk=1
hAx; xi et L = Sup

kxk=1
hAx; xi .

Alors, on a:
1. l; L 2 [�kAk ; kAk] � R.
2. l; L 2 �(A).
3. �(A) � [l; L]:

4. k A k= supfj hAx; xi j : x 2 H et k x k= 1g. En particulier, kAk =
max(jlj; jLj):

Les points 2., 3. et 4. entraînent le corollaire suivant:

Corollary 11. 1. Soit A 2 L(H) un opérateur auto-adjoint, alors, kAk = max j�j
�2�(A).

2. Soit A un opérateur auto-adjoint sur H. Si �(A) = f0g; alors A = 0.

Proposition 50. Soit T 2 L (H), un opérateur auto adjoint alors:

1. Le rayon spectral de T est égale à la norme de T : r (t) = kTk :
2. Le spectre de T est réel. et on a la majoration:

8� 2 CnR; kR� (T )k � I /jIm�j
3. Le spectre résiduel de T est vide.
4. Si � 2 � (T ) n�a (T ) ; alors � est une valeur propre de T �:
5. Si T est un opérateur auto-adjoint alors; � (T ) = �a (T ) :

Proof. Puisque T est un opérateur auto-adjoint donc

kTT �k = kTk2 ;
implique que: T 2 = kTk2 :
D�où par récurrence:

8n 2 N;
T 2n = kTk2n

D�où

r (t) = lim
T 2n2�n = kTk :

Puisque
T = T �; hTx; xi = hx; Txi = hTx; xi;
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on a: hTx; xi 2 R; et donc:

Im ((T � �)x; x) = � Im� kxk2

Il en résulte:

8x 2 H; jIm�j jxj2 � jh(T � �)x; xij � k(T � �)xk kxk

En divisant par kxk ; on en déduit que (T � �I) est injectif d�image fermée si
� n�est pas réel.

2. Mais l�image de T��I est dense. Sinon, soit y 6= 0 orthogonal à cette image:

8x 2 H; h(T � �)x; yi =


x;
�
T � �

�
y
�
= 0

Donc � est une valeur propre de T , avec pour tout vecteur propre y, et

hTy; yi = � kyk2 ;

ce qui est absurde (le premier membre est réel, et pas le seconde).
T � �I est donc inversible, ce qui prouve le point 2.
3. Si � est dans le spectre résiduel, prouve que � est valeur propre de T ; et

puisque � est réelle (car dans le spectre de T ), � serait valeur propre de T , et donc
n�appartiendrait pas au spectre résiduel.

4. Si � n�appartient pas à �a (T ) ; alors il existe C > 0 avec :

8u 2 H; kuk � C k(�I � T )uk

Si un tel C n�existait pas on trouverait en e¤et une suite un de norme 1 avec

1 � n k(T � �)unk :

ce qui fournirait � 2 �a (T ) :
On en déduit comme dans la preuve de la proposition (4:7) que soit � est dans

l�ensemble résolvant de T , soit � une valeur propre de T �.
Le point 5. en découle immédiatement puisque le spectre de T = T � est réel. �

Example 41. Soit f 2 H; T (f)(x) = xf(x); x 2 [a; b].

T est un opérateur auto-adjoint de H; calculons �(T ):
On a:

T �(f)(x) = xf(x):

Donc T � = T . D�où T est auto-adjoint.
Si � =2 [a; b]; l�opérateur R� dé�ni par:

R�(f)(x) = (x� �)�1f(x)

est un opérateur linéaire continu sur H et on a:

R�T = TR� = I:

Par conséquent �(T ) � [a; b].
Supposons qu�il existe � 2]a; b[ telle que (T��I) soit un isomorphisme bicontinu

de H dans H.
Il existerait alors C > 0; tel que 8f 2 L2(a; b), on ait:Z b

a

jf(x)j2dx � C

Z b

a

jx� �j2 jf(x)j2 dx
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Soit � > 0; tel que � < �� a. Testons l�inégalité précédente avec

f(x) =
I[a;���](x)

jx� �j1=2
:

On obtient alors: Z ���

a

dx

�� x � C(b� a)2;8� > 0:

On obtient une contradiction en faisant tendre � vers 0.
Le spectre étant fermé on en déduit que �(T ) = [a; b].

3. Propriétés spectrales des opérateurs auto-adjoints

Proposition 51. (Valeurs propres des opérateurs auto-adjoints). Soit
A 2 L (H) un opérateur auto-adjoint; Alors:

1. V p (A) � R:
2. � 2 V p (A) si et seulement si Im (A� �I) 6= H:
3. Si �; � 2 V p (A) ; � 6= �; alors ker (A� �I)? ker (A� �I) ; i.e. les sous-

espaces propres de A sont orthogonaux deux à deux.

Theorem 38. (Propriétés spectrales des opérateurs auto-adjoints). On
suppose H 6= 0: Soit A 2 L (H) un opérateur auto-adjoint. On pose

m = inf
kxk=1

(Ax; x) et M = sup
kxk=1

(Ax; x) :

Alors,
1. m;M 2 [�kAk ; kAk] � R:
2. m;M 2 � (A) :
3. � (A) � [m;M ] :
4. kAk = sup fj(Ax; x)j ; x 2 H et kxk = 1g : En particulier, kAk = max (jmj ; jM j) :

Corollary 12. 1) Si A 2 L (H) est un opérateur auto-adjoint, alors
kAk = max

�2�(A)
j�j

2) Un opérateur auto-adjoint A sur H est positif si et seulement si: � (A) �
R+:

Corollary 13. Soit A un opérateur auto-adjoint dans L (H) telle que � (A) =
f0g : Alors A = 0:

Theorem 39. Soient H un espace de Hilbert complexe et T 2 L(H) hermitien
; posons K = �(T). Il existe un et un seul homomorphisme d�algébres de Banach
unitaires complexes 'T : C(K)! L(H) tel que 'T (iK) = T. L�homomorphisme 'T
est isométrique. Si on note

f(T ) = 'T (f);

on a:
f(T )� = f(T )

et f(T) commute avec tout opérateur S qui commute avec T (donc f(T) est normal),
pour toute fonction f continue sur K. On a de plus

�(f(T )) = �(f) = f(�(T ))

Si f est réelle continue sur K et g continue sur f(K), on a (g � f)(T) = g(f(T)).
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Proof. On a vu que K = �(T) est contenu dans R. Désignons par A l�ensemble
des fonctions continues f sur K de la forme f : s ! P(s) pour un P 2 C[X] (fonc-
tions polynomiales). D�aprés le théorème de Weierstrass, les fonctions polynomi-
ales à coe¢ cients complexes sont uniformément denses dans l�espace C([�a; a])
des fonctions complexes continues sur [�a; a], pour tout a � 0 ; il en résulte que
l�ensemble A est dense dans C(K), puisque K � [�a; a] lorsque par exemple a =
jT j.

Montrons d�abord l�unicité de 'T . Si ' est un homomorphisme d�algébres
unitaires de C(K) dans L(H) tel que '(iK) = T, on aura nécessairement par les
propriétés d�homomorphisme que l�image de la fonction t 2 K ! P(t) est égale à
P(T) : par dé�nition, on a

'(i0K) = '(1) = IH = T0; et'(i
k
K) = Tk

pour tout k �1(la fonction ikK est la fonction monome s!sk) ; il en résulte puisque
' est deplus linéaire que pour toute fonction polynomiale f : s! P(s), l�image '(f)
est

P (T ) = 'T (f):

Par conséquent, ' est uniquement déterminé sur A. Comme un homomorphisme
d�algébres de Banach est continu par dé�nition, et que A est dense dans C(K), il en
résulte que ', s�il existe, est uniquement dé�ni sur C(K) : si (Pn) tend uniformément
vers f sur K, on aura

'(f) = limn'(Pn) = limnPn(T ):

Montrons maintenant l�existence, en commencant par la dé�nition d�un homo-
morphisme Ã sur A : pour toute f 2 A l�élément Ã(f) peut etre dé�ni de facon
unique puisque si

f = P1 = P2sur K;

kP1(T )-P2(T )k = kP1-P2kC(K) = 0

d�aprés le lemme 1 (si le spectre K est un ensemble in�ni, la véri�cation précé-
dente est inutile, puisque le polynome formel P1 - P2 sera nul s�il a une in�nité de
racines ; mais le spectre de T pourrait etre �ni). On posera donc  (f) = P(T), où
P est n�importe quel polynome qui représente la fonction f sur K. De
plus, on a k (f)k = kfk1. L�ensemble A est dense dans C(K), et on a un homo-
morphisme isom´etrique  de A dans L(H) ; d�aprés le lemme 1.4.1, il existe un
prolongement unique 'T de  en application linéaire continue de C(K) dans L(H).
Posons f(T) = 'T (f) pour toute f 2C(K). Pour toute suite (Pn) de polynomes qui
converge uniformément sur K vers la fonction f, la suite (Pn(T)) tend en forme dans
L(H) vers f(T), puisque 'T est continu. Il en résulte par continuité de la norme
que:

kf (T )k = limn kPn(T )k = limn kPnkC(K) = kfkC(K)
ce qui montre que l�application

'T : f 2 C(K)! f(T ) 2 L(H)

est isométrique. Par construction on a
'T (i

K) = T puisque la fonction iK correspond au monome X dont l�image est T en
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calcul polynomial. Il reste à voir que 'T est un homomorphisme. Si (Pn) converge
uniformément vers f sur K et (Qn) converge uniformément vers g sur K, alors

f(T )g(T ) = lim(PnQn)(T ) = (fg)(T )

(utiliser la continuité du produit par rapport au couple de variables), donc 'T est
un homomorphisme d�algébres de Banach unitaires complexes, isométrique. Il en
résulte que

�f(T ) = f(K);

d�aprés un principe général sur C(K) Si

ST = TS;

on en déduit que
SPn(T ) = Pn(T )S

pour tout n, donc
Sf(T ) = f(T )S

par continuit´e du produit par S, à droite et à gauche. Ainsi f(T) commute avec
tout opérateur borné S qui commute avec T. Posons '1(f) = f(T)

� pour toute f 2
C(K). On véri�e que '1 est un homomorphisme d�algébres de Banach unitaires de
C(K) dans L(H), et '1(i

K) = iK(T) (parce que K � R, on a iK = iK) donc

'1(i
K) = T � = T

parce que T est hermitien. D�aprés l�unicité, on déduit '1 = 'T , ce qui signi�e que

f(T ) = f(T )�

pour toute f 2C(K). Il en r´esulte que
f(T )�f(T ) = (ff)(T ) = (ff)(T ) = f(T )f(T )�

donc f(T ) est normal. Supposons que fsoit une fonction r´eelle continue sur

K = �(T ):

Alors f(T) est hermitien puisque

f(T )� = f(T ) = f(T );

ce qui permet d�appliquer ' a f(T) le calcul fonctionnel dé�ni précédemment.
L�ensemble

L = f(K) � R
est compact, et c�est le spectre de f(T). L�application

g 2 C(L)! g � f 2 C(K)
est un homomorphisme � d�algébres de C(L) dans C(K), qui transforme iL en f(T)
; d�aprés l�unicité, la composition 'T �� est égale à l�homomorphisme 'f(T ) associé
à l�opérateur hermitien f(T). On a donc (g � f)(T) = g(f(T)) pour toute fonction
continue g sur L. �

Corollary 14. Soient H un espace de Hilbert complexe, T 2 L(H) hermitien

et f une fonction continue sur K = �(T) ; si f est réelle sur K, alors f(T) est
hermitien ; si f est réelle et positive sur K, alors f(T) est hermitien positif. Si jf j=
1 sur K, f(T) est unitaire.
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Proof. On a déjà vu le premier point : quand f est réelle, on peut écrire

f(T )� = f(T ) = f(T ):

Si de plus f � 0 sur K, on peut considérer
g(s) =

p
f(s)

qui est une fonction réelle continue sur K. Alors g(T) est hermitien et f(T) = (g(T))2

est hermitien positif. Pour �nir, supposons que

jf j = 1
sur K et posons U = f(T ) ; on a

U�U = f(T )f(T ) = (ff)(T ) = 'T (1) = IH ;

et le méme calcul donne UU� = IH , donc U est unitaire. �

Example 42. 1. Supposons que T soit diagonal dans une base orthonormée,
avec coe¢ cients diagonaux (�n) réels ; l�opérateur T est alors hermitien. Pour
toute fonction continue f dé�nie sur R, l�opérateur f(T) est l�opérateur diagonal de
coe¢ cients (f(�n)) ; d´ emonstration : passer à la limite à partir du cas polynomial.
2. Supposons que T soit l�opérateur

M' : L2(0; 1)! L2(0; 1)

de multiplication par une fonction ' réelle continue. On voit que pour tout polynome
P l�opérateur P(M') est l�opérateur de multiplication par la fonction

s 2 [0; 1]! P ('(t));

donc à la limite f(M') est l�opérateur de multiplication par s ! f('(s)), c�est à
dire que f(M') = Mf�'. On peut aussi raisonner en disant que f ! Mf�' est bien
l�unique homomorphisme décrit dans le théorème 4. Le cas hermitien sur un espace
réel. Soit H un espace de Hilbert réel, dont le produit scalaire sera noté x . y
pour éviter les confusions avec le produit scalaire dans le complexi�é ; le complexi�é
de H est l�espace HC = H + iH de tous les vecteurs z = x + iy où x; y 2 H ; cette
écriture est simplement une écriture symbolique commode pour un couple (x; y) 2
H � H. Si � = a + ib 2 C, on pose

�z = (ax� by) + i(by + ax):
On véri�era les axiomes d�espace vectoriel complexe. On dé�nit le produit scalaire
(complexe) sur HC en posantD

x+ iy;x
0
+ iy

0
E
= (x+ iy) � (x

0
� iy

0
) = (x � x

0
+ y � y

0
) + i(y � x

0
� x � y

0
)

Lorsque z = x+iy, on voit que

hz; zi = x � x+ y � y = kxk2 + kyk2 ;
ce qui donne un produit scalaire sur HC dont la norme associée est

kzk =
�
kxk2 + kyk2

� 1
2

:

Si z = x + i0, on a:kzk =kxk. A tout opérateur T 2 L(H) on associe l�application
TC de HC dans lui-m eme dé�nie par

TC(x+ iy) = T (x) + iT (y);
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on véri�e facilement que TC est C-linéaire. On peut montrer que : l�application T
! TC est un homomorphisme isométrique de R-algébres de Banach unitaires. De
plus, (T�)C = (TC)� et TC est inversible si et seulement si T est inversible. Il est
clair que l�application T ! TC est R-linéaire, que

(ST )C = SCTC ; (IH)C = IHC
;

si z = x + iy,

kTC(z)k2 = kT (x)k2 + kT (y)k2 � kTk2
�
kxk2 + kyk2

�
= kTk2 kzk2 ;

donc kTCk� kTk ; l�inégalit´ e inverse est claire en regardant les vecteurs z = x+i0.
Pour l�adjoint,

hT (x) + iT (y);x0 + iy0i = (T (x) + iT (y)) � (x0 � iy
0
);

En développant, chaque produit scalaire T(u)�v0 , avec u = x,y et v
0
= x

0
,y

0
sera

transformé en u �T�(v0) et il n�y a plus qu�à remonter les morceaux. Véri�ons que
le complexi�é TC est inversible dans L(HC) si et seulement si T est inversible dans
L(H). S�il existe S 2 L(H) tel que ST = TS = IH il en résulte que SCTC = TCSC
= IHC

, donc TC est inversible. Inversement, supposons TC inversible ; alors T
est injectif : si T(x) = 0H , alors TC(x + i0H) = 0HC

, donc x + i0 = 0,
donc x = 0H ; de plus T est surjectif ; pour tout x 2 H il existe z = x0 + iy0 tel que
TC(z

0
) = x+i0, ce qui donne T(x0) = x ; on en déduit que l�inverse est continu, soit

par le théorème des isomorphismes, soit en utilisant la norme de (TC)�1. Si P 2
R [X], il résulte de la propriété d�homomorphisme unitaire que (P(T))C = P(TC).
Il en résulte aussi que pour tout � 2 R, l�opérateur T- IH est inversible si et seule-
ment si TC - � IHC

est inversible. Si on introduit le spectre réel de T en posant

�R(T ) = f� 2 R : T - �IH non inversibleg
on voit que �R(T ) = R��(TC). Cette notion de spectre réel n�est pas trés in-
téressante en général, car il est possible que �R(T) soit vide et ne donne aucune
information. Mais dans le cas où T est hermitien, on sait que TC est hermitien
aussi, donc son spectre est réel et �R(T) = �(TC) dans ce cas. Passons au calcul
fonctionnel continu pour les hermitiens réels. Si P est un polynome réel et si T 2
L(H) est hermitien, on a TC hermitien, P(TC) hermitien, donc

kP (T )k = k(P (T ))Ck = kP (TC)k = kPkC(�(TC)) :

Si on pose K = �(TC) = �R(T) et si f est une fonction réelle continue sur K, on
a dit qu�il existe un polynome P 2 C[X] tel que jf(s)� P (s)j � "; pour tout s 2
K. Comme s est réel, il est clair que si Q 2 R[X] est le polynome obtenu à partir
de P en prenant comme coe¢ cients les parties réelles des coe¢ cients de P, alors
Q(s) = ReP (s); donc;

jf(s)� Q(s)j = jRe(f(s)� P (s))j � j(f(s)� P (s))j � ":

On voit donc que l�algébre AR des fonctions polynomiales à coe¢ cients réels est
dense dans CR(K). On continue la démonstration comme avant. On obtient donc
le resultat.

Corollary 15. Soient H un espace de Hilbert réel et T 2 L(H) hermitien ;
désignons par K le spectre de T. Il existe un et un seul homomorphisme d�algébres de
Banach unitaires réelles 'T : CR(K)! L(H) tel que 'T (iK) = T. L�homomorphisme
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'T est isométrique. Si on note f(T) = 'T (f), on a que f(T)* = f(T) est hermitien
pour toute f (forcément réelle dans ce contexte) continue sur K et f(T) commute
avec tout opérateur S qui commute avec T. On a �R(f(T)) = f(�R(T)): Si f est
continue sur K et g continue sur f(K), on a (g � f)(T) = g(f(T)).

4. Spectre des opérateurs isométriques

Le spectre d�un opérateur isométrique est inclus dans f�1;+1g et de ce fait on
peut diagonaliser A comme la di¤érence des projecteurs (I+A)

2 (espace propre de

+1) et (I�A)2 (espace propre de -1).

Proposition 52. Si A est une isométrie et � 2 �p(A), alors j�j = 1:

Proof. Si A est une isométrie; alors kAxk = kxk ; et si � 2 �p(A); alors: 9
x 2 H tel que:

Ax = �x

donc
kAxk = k�xk = j�j kxk = kxk ;

i.e. j�j = 1: �

Proposition 53. Si E est de dimension �nis, alors, (�IE �A) est inversible
si et seulement si

Ker(�IE �A) = f0g. On déduit que �p(A) = �(A).

Proof. En e¤et, si E est un espace vectoriel normé de dimension �nie, alors,
tout opérateur linéaire A sur E peut être représenté par une matrice carée A, et
que l�opérateur linéaire (�IE � A) est inversible quand la matrice (�IE � A) est
inversible. Il est clair que pour tout � 2 |, l�un des cas suivants doit apparaître:

(i) � est une valeur propre de A,
(ii) la matrice (�IE �A) est inversible, i.e., la matrice (�IE �A)�1 existe.
Il en résulte que le spectre

�(A) = �p(A)

est l�ensemble des valeurs propres de la matrice A, et la dimension de l�espace
vectoriel propre correspondant à toute valeur propre est �nie. �

5. Spectre des opérateurs unitaires

Le spectre d�un opérateur linéaire dans un espace de dimension �nie a une
structure simple, mais pour un opérateur général dans un espace de dimension
in�nie, le spectre peut être di¤érent

et plus complexe.

Lemma 22. Soit U un opérateur unitaire de L (H). Alors �(U) � fz 2 C; jzj = 1g

Proof. On a: kUk = 1. Il en résulte que: si jzj > 1; alors z 2 �(U). On
applique cela à U�1. Si jzj > 1; alors z 2 �(U�1) donc z�1 2 �(U). On en déduit
que

�(U) � fz 2 C; jzj = 1g
. �
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Proposition 54. Soient H un espace de Hilbert complexe, T est un opérateur
positif, son spectre est contenu dans [0;+1[.

6. Spectre des opérateurs normaux

Theorem 40. Soit A un opérateur normal de L(H); alors:

1. En dimension �nie �(A) = �p(A).
2. Si � 2 �(A) ; alors j�j � kAk :
3. r(A) = kAk :

Proposition 55. Le spectre résiduel d�un opérateur normal est vide.

Proof. Soit T 2 L(H) un opérateur normal, pour tout scalaire
8� 2 C; T� = T � �IH

est normal, si � est dans le spectre, ou bien T� n�est pas injectif et � 2 �p(T ), ou
bien T� est injectif, donc à image dense et � 2 �p(T ).

- Soit d�abord A un élément hermitien; on a:A2 = kA�Ak = kAk2
on en déduit par récurrence que;A2n = kAk2n ;8n � 0;
donc r(A) = kAk. Soit maintenant T un élément normal de L(H) ; par récurrence
sur n, on a:

(T �T )n = (T �)nTn

donc
k(T �T )nk = kTnk2 et r(T �T ) = r(T )2:

Or A = T�T est hermitien, donc;

r(T )2 = r(T �T ) = kT �Tk = kTk2 :
�

Proposition 56. Soit H un espace de Hilbert complexe, le rayon spectral de
tout élément normal T de L(H) est égal à sa norme, r(T ) = kTk.

Proof. Soit A un élément hermitien, on a
A2 =

kA�Ak = kAk2 ;
on en déduit par récurrence queA2n = kAk2n ;8n � 0;
donc r(A) = kAk. Soit maintenant T un élément normal de L(H), par récurrence
pour n, on a:

(T �T )n = (T �)nTn

donc
k(T �T )nk = kTnk2 et r(T �T ) = r(T )2:

Or A = T �T est hermitien, donc

r(T )2 = r(T �T ) = kT �Tk = kTk2 :
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�

Proposition 57. Le spectre d�un opérateur normal est l�ensemble de ses valeurs
propres approchées.

Example 43. Soit A =
�
2i 0
0 �i

�
;tel que A est normal) (A� �I) =

�
2i� � 0
0 �i� �

�
det (A� �I) = 0, (2i� �) (�i� �) = 0)

� = �i; � = 2i

alors;

� (A) = f�i; 2ig = �p (A)

� (A) = Cn f�i; 2ig
Si � 2 Cn f�i; 2ig ; alors

R� (A
�) = sup fj�j ; � 2 � (A)g = f2g

Definition 40. Un homomorphisme d�algébres de Banach unitaires est une
application linéaire continue ' : A ! B entre deux algébres de Banach unitaires
A et B, telle que '(ab) ='(a)'(b) pour tous a; b 2 A et que '(1A) = 1B. Si a
est inversible dans A, son image est inversible dans B et l�inverse de l�image est
l�image de l�inverse. De plus '(a -�1A) = '(a) -�1B. Il en résulte que �('(a)) �
�(a).

On dira qu�on a un plongement isométrique de A dans B si ' est de plus
isométrique. On écrira parfois A � B dans ce cas. Même dans ce cas de plongement,
il est possible qu�un élément non inversible dans A devienne inversible dans B.

Example 44. exercice. Soit A la sous-algébre de B = C(T) engendrée par
les fonctions (zn)n�0; montrer que la fonction z n�est pas inversible dans A (alors
qu�elle le devient dans B; indication: utiliser la norme L2 est la base de Fourier).

Il y a cependant un cas où un élément a non inversible dans A ne peut jamais
avoir une

image inversible '(a), par un plongement isométrique ' de A dans B, disons
que a est

un diviseur de zéro approché (à gauche) dans A s�il existe une suite (un) dans
A telle que

kunk = 1 pour tout n, mais aun !0 (on peut aussi considérer la propriété
analogue à droite).

Il est clair qu�un d.z.a. ne peut pas être inversible, et que l�image d�un d.z.a.
par une isométrie est encore un d.z.a. Dans l�algébre C(K), il est facile de voir que
les non-inversibles sont exactement les d.z.a.

Il en résulte que pour tout homomorphisme isométrique ' de C(K) dans une
algébre de

Banach B, on a �('(f)) = �(f).

Example 45. Posons H = L2([0; 1]) ; pour toute fonction f 2 H et s 2 [0; 1],
on pose

V (f)(s) =

Z s

0

f(t)dt:
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Puisque
L2([0; 1]) � L1([0; 1]);

la fonction f est intégrable et on en d´ eduit que V(f) est continue (appliquer par
exemple le théoréme de Lebesgue à une suite de la forme (1[0;sn] f) pour une suite
(sn) tendant vers s). En appliquant Cauchy-Schwarz au produit (1[0;sn] f) on voit
que

jV (f)(s)j �
p
s kfk2 ;

ce qui implique que

kV (f)(s)k22 � kfk
2
2

Z 1

0

sds =
1

2
kfk22 ;

donc V dé�nit une application linéaire continue notée V2 de L2([0; 1]) dans lui-
même. Soit f 2 H telle que kfk2 � 1 ;
on a montré que

jV (f)(s)j �
p
s kfk2 � 1

pour tout réel s 2 [0; 1]; on en déduit que

jV (V (f)) (s)j =
����Z s

0

V (f(t)) dt

���� � s

puis, par récurrence sur n, que��V n+1(f)(s)�� � sn
n!

donc V n+1(f)(s)2
2
� 1

(n!)
2

Z 1

0

s2nds � 1

(n!)
2 ;

ce qui donne; V n+12

 � (n!)�1:
Comme

lim
n
(n!)

�1
n = 0;

il s�ensuit que le rayon spectral de V2 est nul, donc

�(V2) = f0g :

Lemma 23. Si un opérateur normal T 2 L(H) est injectif, il est à image dense.
Si l�opérateur normal T véri�e (Il existe une constante c � 0 telle que kTxk � ckxk
pour tout x 2 E.), alors il est inversible.

Proof. Si T est normal et injectif, on a T(H) = H d�aprés la proposition1.6,
c�est à dire que l�image est dense. Si T véri�e la propriété 1, il est injectif, donc on
a 1 et 2, par conséquent T est inversible. �

Example 46. a. Soient K un espace compact métrique, E = C(K) et soit f
2 E ; on a vu dans l�exemple 2.2 que l�application T = Mf de multiplication par f
véri�e �(T) = f(K) ; on a vu aussi que s�il existe s 2 K tel que f(s) = �, l�image
de T-�IE n�est pas dense, donc

� 2 �p(T ) \ �r(T ):
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Remarquons quȩ est une valeur propre de T si et seulement s�il existe g 2 E non
nulle telle que T(g) = �g, c�est à dire (f -�)g = 0. L�ensemble des s2 K tels que
g(s) 6= 0 est alors un ouvert non vide U de K et f est ´ égale à � sur U. Supposons
inversement qu�il existe un ouvert non vide U de K tel que f soit égale à � sur U ;
notons g 2 E la fonction qui à s 2 K associe sa distance au complémentaire de U.
On a

(T � �IE)(g) = 0:
En résumé, le spectre de T est l�ensemble

�(T ) = ff(s) : s 2 Kg ;
le spectre ponctuel de T est l�ensemble des � 2 C tels que l�intérieur de f�1(f�g)
soit non vide, le spectre continu de T est vide et le spectre résiduel de T est �(T)
� �p(T). b. Soit S 2 L(l2) l�application de décalage à droite ; on a vu que
�(S) est le disque unité fermé

f� 2 C : j�j � 1g :
Soient � = (xn)n�0 2 l2 et � 2 C tels que S(�) = �� ;on trouve alors �x0 = 0 et,
pour tout n � 1, �xn = xn�1 ; si � 6= 0, on trouve alors par récurrence sur n que
xn = 0 pour tout n � 0 ; si � = 0, on trouve, pour tout n � 1, xn�1 = 0. Dans
les deux cas, � = 0. Donc �p(S) = ;. On a vu que tout � tel que j�j � 1 est une
valeur propre de tS. Supposons que j�j = 1 et soit
� = (xn)n�0 2 l2 tel que tS(�) = ��; alors, pour tout n � 0, on a xn+1 = �xn ; il
s�ensuit alors que xn = �nx0; comme la suite (�

n)n�0 n�est pas dans l2 (vu que j�j
= 1), on a nécessairement x0 = 0, et en�n, �= 0 ; donc

�p(
tS) = f� 2 C : j�j � 1g
Il résulte alors de la proposition 7 que

�r(S) = f� 2 C : j�j � 1g
on a alors pour terminer

�c(S) = f� 2 C : j�j = 1g

c. Posons H = L2([0; 1]) et l�opérateur V = V2 dé�ni par:
V(f)(s) =

R s
0
f(t) dt, pour f 2 H et s 2 [0; 1].

On a montré que le rayon spectral de V est
nul, donc �(V) = f0g. Remarquons que l�application qui à une fonction con-

tinue associe
sa classe dans L2([0; 1]) est injective ; donc si V(f) = 0, alors V(f)(s) = 0 pour

tout
s 2 [0; 1], ce qui signi�e que f est orthogonale à toutes les fonctions 1[0;s], donc

à toutes
les fonctions en escalier. Comme celles-ci forment un sous-espace dense dans

L2([0; 1]) il
s�ensuit que V est injective. Il est clair que l�image de V contient l�ensemble

des fonctions
continues, linéaires par morceaux nulles en 0. Or celles-ci forment un sous-

espace dense
de L2([0; 1]). On a montré que

�p(V ) = �r(V ) = ;;
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et

�c(V ) = �(V ) = f0g :
Valeurs propres approchées.

7. Spectre des opérateurs compacts

La théorie spectrale des opérateurs compacts
est pour l�essentiel la création du mathématicien hongrois F. Riesz, aux alen-

tours de 1910. Le théorème 4.4.2 (avec son corollaire) est l�un des points-clés de
cette théorie.

Lemma 24. Soit K 2 L(E) un opérateur compact, et posons T = IE -K ; si
F est un sous-espace fermé de E tel que T soit injectif de F dans E, il existe une
constante c � 0 telle que kT (x)k � c kxk pour tout x 2F ; il en résulte que l�image
T(F) est fermée.

Proof. En cas contraire, on pourrait trouver une suite (xn) � F de vecteurs
de norme 1 telle que T(xn) ! 0. Puisque K est compact, on peut trouver une
soussuite (xnk ) telle que K(xnk ) converge ; mais

T (xnk) = xnk �K(xnk)! 0;

donc xnk converge vers un vecteur x 2F (puisque F est fermé) tel que kxk= 1, et à la
limite T(x) = 0, ce qui contredit l�hypothése T injectif sur F. Désignons
par T1 la restriction de T à F ; on a vu dans que la minoration

kT1(x)k � c kxk

(pour tout x 2 F, et avec c � 0) implique que im(T1) = T(F) est fermée. �

Proposition 58. Soit K 2 L(E) un opérateur compact, et posons T = I -K ;
le noyau de T est de dimension �nie et l�image T(E) est fermée.

On remarquera, en utilisant la formule du binôme et la propriété d�idéal de
K(E),

que Tn = (I-K)n est de la forme I-Kn, avec Kn compact, donc les images de
Tn sont fermées pour tout n � 0 (et leurs noyaux sont de dimension �nie).

Proof. Le noyau de T est le sous-espace propre de l�opérateur compact K
pour la valeur propre 1, il est donc de dimension �nie d�aprés le théorème de Riesz
. Soit F un sous-espace fermé de E tel que

E = ker(T )� F ;

alors T est injectif sur F, donc T(E) = T(F) est fermé. �

Lemma 25. Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, avec F fermé et
F 6= G, F � G, on peut trouver pour tout " � 0 un vecteur y 2 G tel que kyk = 1
et d(y; F) � 1 -".



7. SPECTRE DES OPÉRATEURS COMPACTS 93

Proof. Puisque F 6= G, on peut trouver un premier vecteur y0 2 G � F.
Puisque F est fermé et y0 2 F, on a

� = d(y0;F ) � 0:

On peut trouver x0 2 F tel que

� = ky0-x0k �
�

1� " :

Alors y = ��1(y0 - x0) 2 G convient. �

Lemma 26. Soit K 2 L(E) un op´ erateur compact, et posons T = I-K ; il
n�existe pas de chaine in�nie (Fn)n�0(resp : (Fn)n�0) de sous-espaces vectoriels
fermés de E telle que:

Fn � Fn+1; Fn 6= Fn+1 et T (Fn+1) � Fn

pour tout n � 0 (resp : n � 0).

Proof. Traitons le cas n � 0, le cas n � 0 est identique. Supposons au
contraire que Fn � Fn+1 pour tout n � 0 ; d�aprés le lemme précédent, on peut
trouver pour tout n � 0 un vecteur xn+1 2Fn+1 tel que xn+1 = 1 et

dist(xn+1;Fn) � 1� ":

Puisque

T (Fn+1) � Fn � Fn+1

et K = I-T, on a

K(Fn+1) � Fn+1:

Soient alors k; l deux entiers tels que 0 � k � l ; le vecteur T(xl) est dans Fl�1 et

K(xk) 2 Fk � Fl�1;

donc

T (xl) +K(xk) 2 Fl�1;
donc

kxl-(T (xl) +K(xk))k � dist(xl;Fl�1) � 1� "
Mais cette quantité est égale à

kK(xl)�K(xk)k :

L�image K(BE) contiendrait donc une suite in�nie de points dont les distances
mutuelles seraient � 1� ", ce qui contredirait la compacité de K. �

Corollary 16. Soit K 2 L(E) un opérateur compact, et posons T = I-K ; la
suite croissante des noyaux (ker(Tn))n�0 est stationnaire. La suite d´ ecroissante
des images (im(Tn))n�0 est stationnaire.
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Proof. Posons
Fn = ker(Tn):

On a bien Fn fermé,
Fn � Fn+1

et de plus
T (Fn+1) � Fn

pour tout n�0 ; si la suite n�́ etait pas stationnaire, elle contredirait le lemme
précédent. Pour le cas des images on posera

Fln = im(Tn) pour n � 0;
on a vu que toutes ces images sont fermées. �

Corollary 17. Soit K 2 L(E) un op´ erateur compact, et posons T = I-K ;
si T est surjectif, alors ker(T) = f0g ; si T est injectif, alors im(T) = E.

Proof. Si l�opérateur T est surjectif et si ker(T) 6= f0g, on montre par récur-
rence que

ker(Tn) � ker(Tn+1)

pour tout n �1; si
x 2 ker(Tn+1)�ker(Tn);

on a:
Tn+1(x) = 0 et Tn(x) � 0:

Puisque T est surjectif, il existe y tel que

T (y) = x:

Il en r´esulte que
Tn+2(y) = Tn+1(x) = 0

mais
Tn+1(y) = Tn(x) 6= 0:

Ceci est impossible quand T = I-K, avec K compact, par le corollaire précédent. Si
T est injectif et T(E) 6= E, on véri�e que

im(Tn+1) 6= im(Tn)

pour tout n�0, ce qui est à nouveau impossible quand T = I-K, avec K compact. �

Theorem 41. Alternative de Fredholm. Soient E un espace de Banach et T 2
L(E) un opérateur borné de la forme T = I-K, avec K compact ; l�image de T est
fermée et de codimension �nie et l�on a

codim im(T ) = dimker(T )

Pour un opérateur T à image fermée et à noyau de dimension �nie, la di¤érence

codim im(T )� dimker(T )
s�appelle l�indice de l�opérateur T et se note ind(T). Le théorème dit que I-K est
d�indice nul pour tout opérateur compact K.
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Proof. On a vu que ker(T) est de dimension �nie et im(T) fermée. On doit
montrer de plus que

codim im(T )� dimkerT (E);
c�est à dire que l�indice de T est nul. On va procéder par récurrence sur la dimension
de ker(T). Si dim ker(T) = 0, on sait que
T est surjectif d�apr�es le corollaire 7, donc l�indice est nul dans ce cas ; on suppose
donc que n est un entier � 0 et que ind(T0) = 0 pour tout opérateur T0 = I-K0, où
K0 est compact et dim ker(T0) � n. Soit
T = I-K avec K compact et

dimker(T ) = n � 0;
d�aprés le corollaire 7, on a im(T) 6= E ; soit donc y0 =2 im(T) ; on note que

Ky0 � T (E)
est une somme directe. On va construire T0 de la forme I-K0 tel que

ind(T0) = ind(T )

et
dimker(T0) � dimker(T );

d�aprés l�hypothése de récurrence, on aura

0 = ind(T0) = ind(T );

ce qui donnera le résultat. On écrit

E = ker(T )� E1
en utilisant le lemme 1 ; soit x1; .... ; xn une base de ker(T). On dé�nit un opérateur
T0 2 L(E) en posant pour tout x 2 E, représenté sous la forme

x = �1x1 + :::::+ �nxn + y;

avec y 2 E1

T
0
(�1x1 + :::::+ �nxn + y) = �1y0 + T (y)

Si T
0
(x) = 0, il en résulte que

T (y) = 0E et �1y0 = 0E ;

donc
y 2 ker(T ) \ E1

entra¬ne y = 0E ; d�autre part �1 y0 = 0E entra¬ne �1 = 0 puisque le vecteur y0
est non nul. Il en résulte que

ker(T 0) = V ect(x2; ::::;xn)

est de dimension n- 1. Par ailleurs, l�opérateur R = T
0
-T est

de rang un : en e¤et (T
0
-T)(x) = �1y0 pour tout x, donc l�image de R est contenue

dans Ky0 ; on peut écrire par conséquent T
0
= I-K0 avec K0 = K-R compact, et

on a alors ind(T0) = 0 d�aprés l�hypothése de récurrence, ce qui montre déjà que
codim im(T

0
) est �nie. Il est clair que

im(T
0
) = Ky0 � T (E)
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a exactement une dimension de plus que T(E), donc

codim im(T ) = codim im(T
0
) + 1

, et
ind(T ) = ind(T

0
) = 0:

�

Formulation classique de l�alternative de Fredholm. A l�époque de l�article de
Fredholm

(1903), il n�y avait pas plus d�espaces de Banach que de théorie de Riesz des
opérateurs

compacts. Cependant, quelques années aprés, sous l�in�uence de F. Riesz, on
est arrivé

à peu de chose prés à la formulation �classique�suivante : soit K un opérateur
compact

de E. On rappelle que tK est compacte de E� dans E�. On a l�alternative
suivante :

�ou bien les deux équations

x�K(x) = y; x� �t K(x�) = y�

admettent pour tous seconds membres y 2 E, y� 2 E� une solution unique x 2 E,
x� 2 E�.

�ou bien les équations homogénes

x� K(x) = 0; x� �t K(x�) = 0
admettent un même nombre �ni k � 0 de solutions indépendantes, x1; :::::;xk et
x�1; :::::;x

�
k: Dans ce

cas, pour que l�́ equation x-K(x) = y admette une solution x 2 E, il faut et il
su¢ t que

x�1(y) = x�2(y) = ::::: = x�k(y) = 0;

et pour que l�équation
x� � tK(x�) = y�

admette une solution x� 2 E�, il faut et il su¢ t que
y�(x1) = y�(x2) = ::::: = y�(xk) = 0:

Pour ce point de vue classique, on pourra consulter le livre de F. Riesz (Leçons
d�Analyse Fonctionnelle).

Lemma 27. Soient A un opérateur compact et � 2 C�tel que (A� �I) n�est pas
inferieurement borné. Alors � 2 �p(A):

Proposition 59. Le spectre d�un opérateur compact est constitué du 0 et des
valeurs propres de l�opérateur
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Example 47. Soit T = diag(cn); où c1 = 1 et cn = 0 pour n � 2, alors T est
compact

et �(T ) = f0; 1g :

Example 48. On Consider l�opérateur de Volterra V sur C [0; 1] comme suit:

V f(x) =

xZ
0

f(t)dt; 0 � x � 1:

Cet opérateur est inversible et son spectre est f0g ; V est injectif et son image
n�est pas fermé.

Theorem 42. Soit A 2 K(E).

1. Si E est de dimension in�nie alors; 0 2 �(A).
2. �p(A)nf0g = �(A)nf0g et pour tout � 2 �(A)nf0g, le sous-espace vectoriel

propre associé Ker(�IE �A) est de dimension �nie.
3. �(A) est dénombrable. De plus, s�il est in�ni, les éléments de �(A)nf0g

forment une suite (�n)n de | telle que:

8n 2 N : j�n+1j � j�nj et lim
n�!+1

�n = 0:

Proof. 1. Si 0 =2 �(A), alors, A est inversible dans L(E) et IE = A�1A 2
K(E), d�après la Proposition (3:12), l�opérateur identité de E est compact si et
seulement si E est de dimension �nie.

2. On a � 2 �(A)nf0g si et seulement si � 6= 0 et �IE �A est non inversible
dans L(E), ce qui est équivalent à, � 6= 0 et IE � ��1A est non inversible dans
L(E). appliqué à ��1A, IE � ��1A n�est pas inversible dans L(E) si et seulement
si IE ���1A n�est pas injectif. D�où, � 2 �(A)nf0g si et seulement si � 6= 0 et � 2
�p(A). De plus, Ker(IE � ��1A) est de dimension �nie, donc Ker(�IE �A) est de
dimension �nie.

3. D�après (2), pour tout " > 0 l�ensemble

f� 2 �(A) : j�j � "g
est �ni. Soit n 2 N� �xé. Alors, l�ensemble�

� 2 �(A) : j�j � 1

n

�
est �ni. Soient �0; :::; �n0 ses éléments classés de la façon suivante

j�0j � ::: � j�
n0
j � 1

n

De même, l�ensemble

Ln =

�
� 2 �(A) : 1

n+ 1
� j�j < 1

n

�
est �ni. On pose

Ln = f�n0+1; :::; �n1g
où les �i sont classés de la façon suivante

1

n+ 1
� j�n1 j � ::: � j�n0+1j <

1

n
� j�n0 j � ::: � j�0j:
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En procédant ainsi par récurrence, on peut ranger les éléments de �(A)nf0g en
une suite (�n)n qui décroît en module vers 0.

Ce qui achève la démonstration du théorème. �
Remark 23. Etant donnée une suite réelle (�n)n; telle que: lim�n

n!1
= 0: On

peut construire un opérateur compact A tel que

�(A) = f�ngn2N [ f0g :
Soit H = l2(N;R), il su¢ t de considérer l�opérateur A sur H dé�ni par

A((xn)n) = (�nxn)n:

Cet opérateur est compact car il existe une suite (An)n d�opérateurs de rangs �nis
telle que kAn �Ak tend vers 0: On remarque ici que 0 peut appartenir, ou ne pas
appartenir à �p(A). Si 0 2 �p(A), l�espace propre associé Ker(A) peut être de
dimension in�nie.



8. EXERCICES 99

8. Exercices

Exercise 35. Soit (en)n�0 la base orthonormale canonique de l2(N). Soit
S l�opérateur dé�ni sur l2(N) par: S(en) = en+1; n 2 N. On appelle S le shift
unilatéral. 1. Déterminer le spectre de
S . 2. Montrer que le spectre de S est le disque unité fermé.
3. Est-ce que S posséde des valeurs propres?

Exercise 36. Montrer que le spectre ponctuel de l�opérateur de Volterra est
vide.

Exercise 37. Soit T un opérateur compact sur un espace de dimension in�nie.
Montrer que 0 2 �(T). A-t-on forcément 0 2 �p(T)?

Exercise 38. Soit T un opérateur compact normal. Montrer que T �0 si et
seulement si toutes les valeurs propres de T sont réelles positives.

Exercise 39. Soit H = l2(N,R) l�espace des suites réelles u = (un)n2N telles

que
P
n2N

junj2 � +1 muni de la norme kuk2 =
�P
n2N

junj2
� 1

2

.Soit (�n)n une suite

réelle bornée quelconque. On dé�nit l�application A de H dans H par: A((un)n)
= ( nun)n. 1. Montrer que A est bien dé�nie et
continue. Calculer sa norme. 2. Déterminer le
spectre de A. 3. Donner un exemple de suite (�n)n pour laquelle
�(A) = [0; 2].

Exercise 40. Soit l�espace de Hilbert H = l2(Z,C) des suites complexes (in-
dexées par les entiers relatifs) de carré sommable. Soit (en)n2Z la base hilbertienne
canonique de H, i.e., la suite (en)n a tous ses termes nuls, sauf le n-i�eme qui vaut
1. Soit S l�opérateur de décalage sur H d´ e�ni par

S(en) = en + 1pour tout n 2 Z:
1. Quel est l�adjoint de S ?

2. Quel est le spectre ponctuel de S ?
3. Quel est le spectre de S ?

Exercise 41. Soit H un espace de Hilbert complexe. 1. Soient B et
C deux opérateurs sur H. Montrer que les opérateurs BC et CB ont le même rayon
spectral.

2. Soit A 2 L(H) un opérateur inversible tel que kAk � 1 et
A�1 � 1. On

dé�nit l�ensemble M par M = f� 2 C : j�j = 1g. Montrer que �(A) � M, et que A
est unitaire.

Les deux parties de cet exercice sont indépendantes

Exercise 42. Soient E un espace de Banach et A 2 L(E). Le but de cet ex-
ercice est de montrer l�́ equivalence des deux assertions suivantes: (i) Il existe un
opérateur B 2 L(E) tel que IE-AB et IE- BA sont compacts. (ii)
Ker(A) est de dimension �nie et Im(A) est un sous-espace fermé de codimension
�nie. 1. En supposant (i), montrer que Ker(BA) est de dimension �nie, Im(AB)
de codimension �nie, et en d´ eduire (ii).2. Soit F E un sous-espace ferm´ e.
Montrer que F admet un compl´ ementaire si et seulement s�il existe P 2 L(E)
véri�ant P2 = P et Im(P) = F. 3. Démontrer l�implication (ii) ) (i).
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Exercise 43. Soit H = L2(]0; 1[,R). On d´ e�nit l�opérateur A sur H par:
8f 2 H, 8x 2 ]0; 1[, Af(x) =

R 1
0
ex+tf(t)dt. 1. Montrer

que A est un opérateur borné de rang �ni. 2.
Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres associés. En déduire �(A).
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