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 ملخص
 الدالةتعتبر عادة ما.حساب وضيفة التقسيم الخاصة به هو نيالحرارية لنظام مع تتمركز الدراسة الديناميكية

خصائص  علىفيمكن الحصول  معروفةه الأخيرة فإذا كانت هذدالة التوزيع ) لدرجة الحرارةوهي دالة (التقسيم 
  .منهاالديناميكا الحرارية الأخرى 

تقنيات رياضية مختلفة من قبل العديد من الباحثين في حساب وضيفة التقسيم وطريقة الحل الأكثر  استخدامم ت
  . لورانيلر ماكصيغة التجميع لإ هيشيوعا مؤخرا 

لوران في حساب دالة التقسيم يلر ماكلإصيغة التجميع من الباقي  حـدا العمل قمنا بدراسة تأثير في هذ
بالإضافة إلى وظائفها الديناميكية الحرارية  وهيدرير الليثيومالاهتزازية للجزيئات ثنائية الذرة كلور الهيدروجين 

 .ثلاثية الأبعـاد المحتملة لطاقة مورس

جزيئات  ؛مورس ثلاثية الأبعاد ؛ صيغة أ يلر ماكلورين للكمونوظيفة التقسيم؛ الحالات المرتبطة  :الكلمات المفتاحية
  .ثنائية الذرة
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ABSTRACT 
 

The calculation of the partition function is the key step in understanding the 
thermodynamic characteristics of a particular system. The distribution function, which is 
typically thought of as the partition function because it depends on temperature, can be used 
to determine other thermodynamic features. 

Many academics have used various mathematical methods to evaluate partition 
functions, but the Euler Maclaurin summation formula is the most widely accepted approach. 

In this dissertation, the influence of the remainder term R k of the Euler Maclaurin 
summation formula is investigated, along with its thermodynamic functions for the 
computation of the ro-vibrational partition functions of the diatomic molecules hydrogen 
chloride and lithium hydride. 

 

Keywords:Partition function; Bound states of three-dimensional Morse potential; the Euler-
Maclaurin formula; diatomic molecules. 

  



Résume 
 
 

 
 

VI 
 

RESUME 
 

Le calcul de la fonction de partition est l'étape clé dans la compréhension des 
caractéristiques thermodynamiques d'un système particulier. La fonction de distribution, qui 
est généralement considérée comme la fonction de partition car elle dépend de la température, 
peut être utilisée pour déterminer d'autres caractéristiques thermodynamiques. 

Nombreuses études académiques ont utilisé diverses méthodes mathématiques pour 
évaluer les fonctions de partition, mais la formule de sommation d'Euler Maclaurin est 
l'approche la plus largement utilisée. 

Dans cette thèse, l'influence du terme de reste R k de la formule de sommation d'Euler 
Maclaurin est étudiée, ainsi que ses fonctions thermodynamiques pour le calcul des fonctions 
de partition ro-vibrationnelles des molécules diatomiques de chlorure d'hydrogène et 
d'hydrure de lithium. 

Mots clés : Fonction de partition ;Etats liés de potentiel Morse tridimensionnel ; la formule 
d'Euler-Maclaurin ; les molécules diatomiques. 
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Introduction générale 

La thermodynamique statistique est essentiellement l’application de la mécanique 

statistique au calcul des grandeurs thermodynamiques. Elle part d’une connaissance des 

structures et des interactions à l’échelle moléculaire pour atteindre des grandeurs importantes 

pour la chimie, l’ingénierie, les sciences de l’environnement et du vivant. Elle tente de faire 

un lien entre le monde microscopique et le monde macroscopique, Ce qui fait que des lois 

macroscopiques complexes peuvent s’expliquer à partir des lois microscopiques.  

Les grandes évolutions des dernières années ont été la montée en puissance de la chimie 

quantique, qui est la base pour décrire les interactions moléculaires, et de la simulation 

moléculaire, qui permet d’étudier le comportement collectif de plusieurs milliers de 

particulesdans l'étude des systèmes constitués de nombreuses particules, la mécanique 

statistique a pu interpréter et prédire plusieurs propriétés macroscopiques grâce à la moyenne 

de quantités dynamiques sur un nombre spécifique de particules. 

Pour obtenir les variables macroscopiques, il faut tenir compte du fait que pour les systèmes 

macroscopiques réels, les transitions entre leurs états quantiques se produisent de manière 

aléatoire et rapide ; pour cette raison, ces observables macroscopiques dépendent de la 

moyenne des valeurs dynamiques attendues [1, 2]. 

Une étude détaillée pour toute molécule devrait considérer toutes les contributions à 

l'énergie, car dans la plupart des systèmes on remarque que les mouvements intrinsèques 

(vibrations, rotations, etc.) sont indépendants les uns des autres, alors on procéder à leur 

étude séparément [3, 4]. 

Les expériences basées sur la spectroscopie montrent qu'il existe des anharmonicités dans les 

systèmes réels de vibrations moléculaires [4, 5], il est donc essentiel de connaître le modèle 

algébrique du potentiel et la technique utilisée pour résoudre l'équation de Schrödinger. Par 

exemple, les anharmonicités sont généralement introduites dans certains modèles comme une 

perturbation de l'oscillateur harmonique [6, 7]. La caractéristique fondamentale de ces 

potentiels anharmoniques consiste en un spectre d'énergie fini. 

En thermodynamique statistique le calcul des fonctions thermodynamiques tel que l’entropie, 

l’énergie libre, l’énergie moyenne, et la chaleur spécifique d’un système moléculaire, nous 
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conduira à introduire une notion fondamentale, qui est la fonction de partition. Suivant sa 

définition, la fonction de partition vibrationnelle moléculaire peut être calculée par 

sommation directe sur tous les niveaux d’énergie vibrationnel possible.  

De nombreux efforts ont été faits pour acquérir des expressions explicites de la fonction de 

partition pour les modèles d'énergie potentielle moléculaire dans les molécules diatomiques 

et poly atomiques. 

Récemment, une approche de calcul de la fonction de partition a été proposée : basée sur la 

formule d'Euler-Maclaurin [8,9], les résultats trouvés sont prometteurs. 

Dans ce travail, on a essayé d’étudier l’influence du terme de reste de la formule d’Euler 

Maclaurin (qui n’a pas été pris dans les calculs avant) sur la fonction de partition, ainsi que 

sur les fonctions thermodynamiques. 

Notre travail est organisé comme suit : 

Dans le chapitre 1 : Les solutions de l'état lié pour le potentiel de type Morse sont obtenues 

pour les équations de Schrödinger àtrois dimensions, en utilisant la méthode Pekeris via la 

transformée de Laplace 

Dans le chapitre 2 : nous nous somme basés sur la présentation de quelques notions 

fondamentales de la thermodynamique statistique. 

Le chapitre 3 : sera consacréà l’étude de l’influence du terme du reste R୩ de la formule 

d’Euler Maclaurin sur le calcul de la fonction de partition et par la suite les propriétés 

thermodynamiques telles que l'énergie moyenne, la chaleur spécifique, l'énergie libre 

moyenne et l'entropie pour le potentiel de Morse.  

A la fin, nous avons clôturé ce travail par une conclusion générale. 
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I .1 - Equation de Schrödinger pour le potentiel de Morse avec la correction 
de rotation : 

L'étude des mouvements de rotation des molécules diatomiques pour un potentiel 
donné est un sujet de grande importance. Le potentiel de Morse a été l'un des modèles les plus 
utiles et les plus pratiques. 

 En tant que potentiel empirique, le potentiel de Morse donne une excellente 
description de l'interaction entre les deux atomes d'une molécule diatomique. On sait que, 
pour ce potentiel, l'équation de Schrödinger peut être résolue pour l'état vibrationnel ou le 
nombre quantique l=0. Dans cette solution, l'énergie de rotation d'une molécule diatomique 
est beaucoup plus petite que celle du vibrationnel et donc dans un modèle potentiel de Morse 
pur que l'énergie de rotation de la molécule a été omise.  

Cependant, dans certains cas, il est nécessaire d'inclure certaines approximations, si 
l'onveut obtenir des solutions analytiques ou semi analytiques à l'équation de Schrödinger, 
donc il est souvent nécessaire de déterminer les états l ≠ 0, de sorte qu'une procédure 
analytique serait avantageuse.  

Plusieurs approximations ont été développées pour trouver de meilleures formules 
analytiques pour le potentiel de Morse rotatif, Parmi lesquels la méthode de 
factorisation[1,2,3], la formulation intégrale du chemin [4,5,6], et l'approche de Nikiforov- 
Uvarovo [7,8]. 

 L'une des méthodes les plus efficaces pour résoudre l'équation Schrödinger avec 
différentes sortes de potentiels symétriques sphériques est la méthode de transformée de la 
Laplace [9]. L'avantage de cette méthode est qu'une équation différentiellede second ordre se 
réduit à une équation différentielle de premier ordre. C'était Schrödinger qui a utilisé cette 
technique pour la première fois afin de résoudre la fonction radiale de l'atome d'hydrogène 
[10]. La méthode est devenue la plus couramment utilisée pour résoudre divers types de 
potentiels à symétrie sphérique. 

L'équation de Schrödinger indépendante du temps pour un potentiel arbitraire V(r) est 
donnée par : 

 
ି௛మ

ଶ௠ 
∆ψ (r, θ, Φ ) = ( E − v( r , θ, Φ)) ψ ( r, θ, Φ )  ……(1.1) 

 

Pour le potentiel à symétrie sphérique, la fonction d'onde ψ (r;θ,Φ) peut être séparée 
comme[11] 

 

Ψ (r,θ,Φ) =ଵ
௥

ܴ௟(r)Y ݈
݉

(θ, Φ)… (2.1) 

 

En substituant l'équation2.1dans l'équation1.1, l'équation de la fonction d'onde radiale 
devient : 
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ି௛మ

ଶ௠
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௥మ ቃ ܴ௟(ݎ) = ௟ܧ] −  (3.1)…(ݎ)௟ܴ[(ݎ)ܸ

 

Pour une molécule diatomique avec une masse réduite μ, le potentiel de Morse peut être écrit 
comme 

 

V(r) = Dൣeିଶ௔(୰ି୰బ) − 2eି௔(୰ି୰బ)൧ ;   (D > 0 , ܽ > 0)…(4.1) 

 

Où  

D : est l'énergie de dissociation de la molécule diatomique,  

r0 : est la distance internucléaire d’équilibre, 

ܽ : est un paramètre contrôlant la largeur du puits de potentiel. 

 Les vibrations d'une molécule à deux atomes peuvent être parfaitement décrites par ce type 
de potentiel et les états liés résolus pour l = 0[12]. Si on veut obtenir la solution pour l ≠ 0, le 
terme centrifuge doit être attaché au potentiel dans l’équation radiale de Schrödinger. Dans ce 
cas, la forme du potentiel total devient la suivante : 

 

V୲୭୲ୟ୪ୣ(r) = Dൣeିଶ௔(୰ି୰బ) − 2eି௔(୰ି୰బ)൧ +
hଶl(l + 1)

2μr଴
ଶ  … … . . (5.1) 

 
Avec un potentiel de Morse[12,13]. L’équation3.1peut s'écrire comme suit : 

 

ቊ
dଶ

drଶ −
l(l + 1)
(r + 1)ଶ −

2μ
hଶ r଴

ଶൣDൣeିଶ௔(୰ି୰బ) − 2eି௔(୰ି୰బ)൧ − E୬,୪൧ቋ R୬,୪(r) = 0 … … . . . (6.1) 

 

Où 

n est l : sont les nombres quantiques de vibration-rotation  

 .௡,௟: est la valeur propre de l'énergie appropriéeܧ

Une solution analytique exacte de cette équation différentielle ne peut être trouvée sans une 
approximation. Pour ce cas, nous décrivons dans ce qui suit la procédure de Pekeris[14,15]. 
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I.1.1Présentation de l'approximation de Pekeris : 

L'approximation est basée sur l'expansion de la barrière centrifuge dans une série 
d'exponentielles en fonction de la distance internucléaire, en gardant les termes jusqu'au 
second ordre, cette approximation n'est valable que pour des états d'énergie vibrationnelle 
plus faibles. On peut donc prendre en compte le terme rotationnel de la manière suivante : 

 En utilisant l'approximation de Pekeris , nous simplifions d'abord la partie centrifuge 
de l’équation.1.1 par changement de coordonnées 

x =
(r − r଴)

r଴
… … … . (7.1) 

Autour de x=0. Par conséquent, il peut être étendu en une série de puissances comme :  

V =
y

(1 + xଶ) = y(1 − 2x + 3xଶ − 4xଷ + ⋯ ) … … … (8.1) 

Avec 

y =
hଶ

2μ
l(l + 1)

r଴
ଶ  … … … . (9.1) 

Nous remplaçons maintenant le terme de rotation par le potentiel,  

 

V෩୰୭୲(x) = y(D଴ + Dଵeି஑୶ + Dଶeିଶ஑୶) … … (10.1) 

Où 

α = ar଴ : est un paramètre de Morse, et 

D୧ : sont des coefficients avec (i=0, 1,2). 

 En ce point, l'expression d’équation  10.1 peut être étendue jusqu'aux termes ݔଶ 

 

෨ܸ௥௢௧(ݔ) = ݕ ቆ(ܦ଴ + ଵ(1ܦ − ݔߙ +
ଶݔଶߙ

2! −
ଷݔଷߙ

3! + ⋯ ଶ(1ܦ+( − ݔߙ2 +
ଶݔଶߙ4

2! −
ଷݔଷߙ8

3!

+ ⋯ )൰ 

V෩୰୭୲(x) = y(D଴ + Dଵ + Dଶ − x(Dଵα + Dଶα) + xଶ ቆDଵ
αଶ

2 + 2Dଶαଶቇ − 

xଷ ቀDଵ
஑య

଺
+ Dଶ

ସ஑య

ଷ
+ ⋯ ቁ…(11.1) 
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Par la combinaison de puissances égales de l’équation 6.1 et équation 11.1, onobtient les 
relations entre les coefficients D୧et le paramètre α comme suit : 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
= ଴ܦ⎧ 1 − ଷ

஑
+ ଷ

ఈమ

= ଵܦ ସ
஑

− ଺
ఈమ

= ଶܦ − ଵ
஑

+ ଷ
ఈమ

�…(12.1) 

 

Nous pouvons maintenant prendre le potentiel de rotation effectif V෩୰୭୲(x) et résoudre 
l'équation de Schrödinger pourl ≠ 0. 

En substituant équation  12.1 dans l'équation. équation6.1et par la suite résoudre l'équation de 
Schrödinger équation5.1 avec ce potentiel, elle devient alors 

ቀ ୢమ

ୢ୶మ − ηଶeିଶ஑୶ + 2ξଶeି஑୶ − βଵ
ଶቁ R୪(x) = 0……(13.1) 

 

Avec : 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧βଵ

ଶ =  − ଶஜ୰బ
మ

୦మ E୪ + l(l + 1)D଴

ξଶ = ଶஜ୰బ 
మ ୦మ

ୈ
− ୪(୪ାଶ)

ଶ
Dଵ

ηଶ = ଶஜ୰బ
మ୦మ

ୈ
+ l(l + 1)Dଶ

�……(14.1) 

 
L'équation 13.1 est une équation de Schrödinger à trois dimensions avec le potentiel de Morse 
dans l'approximation de Pekeris. On remarque que la validité de cette approximation dépend 
de l'ordre de grandeur de la distance relative x et de la force du paramètre α (puits de 
potentiel). Par conséquent, on peut conclure que l'approximation de Pekeris n'est pas fiable 
pour des valeurs plus élevées de l. [16] 

I.2Résolution de l'équation de Schrödinger à trois dimensions : 
L'équation13.1prend en considération le cas le plus général l ≠ 0, qui contient en plus 

des modes vibrationnels, les énergies de rotation. Les valeurs propres et les fonctions propres 
de ce cas peuvent être obtenues via des transformées de Laplace.[17] 

Tout d'abord, nous définissons une nouvelle variable comme : 
 

y = ଶ஗
஑

eି஑୶…(15.1) 
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Introduisant cette nouvelle variable dans l’équation13.1, l'équation suivante résulte  

ቈyଶ dଶ

dyଶ + y
d

dy −
1
4 yଶ +

k
2 y − βଶ቉ R୪(y) = 0 … … … (16.1) 

Avec 

k =
2ξଶ

ηα ;     β =
βଵ

α … … … (17.1) 

La fonctionR୪(y) converge, pour des valeurs de y →∞(c.à.d. avoir des solutions finie), et pour 
cette raison il faut prendre les solutionssuivantes : 

Ψ௟(ݕ) = (ݕ)ఉܴ௟ିݕ … … … (18.1) 

 
Donc l'équation16.1se transforme en : 

 

ቈݕ
݀ଶ

ଶݕ݀ − ߚ2) − 1)
݀

ݕ݀ −
1
4 ݕ +

݇
2

቉ Ψ௟(ݕ) = 0 … … . (19.1) 

 
L’équation19.1 estune équation différentielle ordinaire du premier ordre et sa solution est 
simplement donnée par intégration : les solutions de cette équation peuvent être trouvée via 
les transformées de Laplace. 

En appliquant la transformée de Laplace suivante : 

 

F(s) = ℒ{f}(s) = න eିୱ୲f(t)dt. … … . (20.1)
ஶ

଴
 

 

L’équation19.1sera définie comme : 

 

൬pଶ −
1
4൰

d
dp F(p) + ൤(2β + 1)p −

k
2൨ F(p) = 0 … … . . (21.1) 

 

Qui est une équation différentielle du premier ordre et ses solutions sont sous la forme : 
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F(s) = N ൬s +
1
2൰

ି(ଶஒାଵ)

ቌ1 −
1

s + ଵ
ଶ

ቍ

[ౡష(మಊశభ)]
మ

… … . . (22.1) 

 

Dont N est la constante de normalisation et   ቆ1 − ଵ
ୱାభ

మ
ቇ

[ౡష(మಊశభ)]
మ

est une fonction à valeurs 

multiples : pour avoir une fonction unique, nous imposant que : 

 

k − (2β + 1) = 2n, n = 0,1,2, … . .    (23.1) 

 

I.2.1-Energie des états liés : 

Considérant maintenant les équations. 14.1,17.1et23.1,les valeurs propres des états liés 
peuvent être obtenues comme : 

 

E୬,୪ =
hଶ

2μr଴
ଶ ቈl(l + 1)D଴ − αଶ ቆn +

1
2 −

ξଶ

ηαቇ቉ … … . (24.1) 

 

Ces solutions sont basées sur l'approximation de Pekeris et leur validité liée à l’évolution du 
nombre quantique rotationnel l, elle n'est donc pas valide pour des valeurs plus élevées de l, 
La valeur la plus proche de la valeur maximale autorisée peut être déterminée en posantla 
condition. 

ܧ݀
݀݊ = 0 

 

A partir de cette condition le nombre maximum des niveaux d'énergies est donné par : 

 

[݊௠௔௫] =
ଶߦ

ߙߟ −
1
2 … … … (25.1) 

 

A l'aide de l'expression24.1et en donnant des valeurs adéquates aux paramètres D , α et r଴ , le 
spectre d'énergie de rotation de toutes les molécules diatomiques peut être calculé par 
l'approximation de Pekeris. 
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I.2.2 Application à la molécule diatomique 

Dans cette étude, nous représentons les énergies de rotation du potentiel de Morse 
pour les molécules HCl et LiH pour différentes valeurs de n et l. Les paramètres 
spectroscopiques de ces molécules sont regroupés dans le tableau 1[18]. 

Tableau I.1  : Paramètres spectroscopiques des molécules diatomiques  
Molécule μ (uma) D (ev) a (A° ିଵ )  r 0 (A°) 

HCl 0.9801045 4.61907  2.38057  1.2746  

LiH 0.8801221 2.515287 1.7998368 1.5956  

 

La figure I.1 représente l’évolution des énergies des deux molécules en fonction du 
nombre quantique rotationnel l pour quelque valeurs sélectionnés de n=0, 5, 10,15 ,19 où on a 
tiré quelques remarques 

 Pour la valeur de n = 0, on constate que l’énergie n’est pas nul cela nous confirme que 
la molécule ne s’arrête jamais de vibrer même dans l’état énergétique le plus bas 

 Pour n de plus en plus élever, ces courbes se rapproches et elle tend à atteindre un 
comportement presque linéaire. 

 Les courbes des deux moléculesHCl, et LiH sont assez similaires. 

La figure I.2 nous montre la variation de l’énergie des molécules sélectionnées enfonction du 
nombre quantique vibrationnel n, pour quelques valeurs de l =0, 10, 20, 30on remarque que : 

 

 Les courbes de deux molécules sont similaires, où on constate que pour différent 
valeurs des nombres l les courbes sont très proche.  

 A partir de ces courbes on peut estimer la valeur de n୫ୟ୶  des molécules pour 
différentes valeurs du nombre quantique rotationnel l. 

 On voit bien que le nombre des niveaux quantiques est fini, et démine avec 
l’augmentation du nombre l . 
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Fig.I.1 : Variation de  l’énergie enfonction dunombre quantique rotationnel l 
desmolécules a- HCl etb- LiH pour n=0, 5,10, 15, 19 
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Fig.I.2 : Variation  de l’énergie en fonction du nombre quantique vibrationnel n des 
molécules a- HCl et b- LiH, pour l =0, 10, 20, 30 
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II.1. Introduction : 
La thermodynamique moléculaire est essentiellement l’application de la mécanique 

statistique au calcul de grandeurs thermodynamiques et de transport de fluides ou de 
matériaux. Par rapport à la thermodynamique classique, qui est générale et macroscopique, 
elle part d’une connaissance des structures et des interactions à l’échelle moléculaire pour 
atteindre des grandeurs importantes pour la chimie, l’ingénierie, les sciences de 
l’environnement et du vivant. Les grandes évolutions des dernières années ont été la montée 
en puissance de la chimie quantique, qui est la base pour décrire les interactions moléculaires, 
et de la simulation moléculaire, qui permet d’étudier le comportement collectif de plusieurs 
milliers de particules.  

II.2. Notions de théorie de l’information [1] : 
En mécanique statistique on s’intéresse à l’information contenue dans unsystème 

probabiliste. Avant de faire une étude statistique, nous introduisant deux notions essentielles : 

II.2.1. Etats microscopiques, et états macroscopiques d’un système [1] : 

Une macro état est l’état d’un système observé à l’échelle macroscopique. Un micro 
état est la description microscopique exhaustive de ce même système. À une macro état donné 
correspondent un très grand nombre de micro états, autrement dit l'état macroscopique soit 
comme une moyenne sur de nombreux systèmes microscopiques identiques soit comme une 
moyenne sur un ensemble de mesures sur le même système à des instants différents. 

À l’échelle microscopique, c’est la mécanique quantique qui régit le comportement 
des particules : les états possibles pour un système donné forment un ensemble discret, 
dénombrable. Les calculs statistiques se feront au moyen de signes sommes. Chaque état 
possible est appelé micro état. Il faut, pour le définir, connaître l’état individuel de chaque 
particule (sa position, sa vitesse et son état quantique ”interne”) 

L’état macroscopique d’un système est défini en thermodynamique par la donnée de 
quelques grandeurs extensives (E, V, N, etc.). Correspond à un ”état moyen”, moyenne faite 
sur l’ensemble des micros états accessibles 

II.2.2. Grandeurs extensives et intensives : 
Si on jette la moitié d’un système macroscopique à pression et température fixées (on 

vide une bouteille d’eau, par exemple), sa masse est divisée par deux, ainsi que son volume, 
son énergie interne, son entropie, etc. : ces quantités sont dites extensives. À l’opposé, la 
température et la pression ne varient pas ; ce sont des grandeurs qui ne dépendent pas de la 
quantité macroscopique de matière considérée. Ce sont des quantités dites intensives[2]. 

II.2.3. Equilibre thermodynamique [1] : 
L'hypothèse de l’équilibre thermodynamique permet de simplifier très nettement les 

calculs et de déterminer plus simplement des grandeurs macroscopiques. Dans un système 
isolé à l’équilibre l’énergie devrait être répartie uniformément entre les diverses parties du 
système, ce qui signifie aussi une distribution uniforme de la température, de même, dans un 
système isolé (en l’absence de forces extérieures), la pression devrait aussi être uniformément 
répartie à l’équilibre. 
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II.3. La théorie des probabilités : 
La mécanique statistique étudie les systèmes ayant un grand nombre d'éléments en 

interaction. Comme les molécules dans un gaz (de l'ordre de nombre d'Avogadro). Ces 
systèmes sont appelés systèmes complexes car leur étude présente une si grande complexité 
qu'il devient impossible de les étudier de façon exacte. La théorie des probabilités apporte une 
description probabiliste de ces systèmes. Elle rend leur étude possible en abandonnant 
certaines informations. Ce manque d’information est mesuré par un concept fondamental de la 
physique statistique, à savoir l’entropie [2]. 

II.4. Principe d'ergodicité : 
La mesure de la densité de probabilité revient à faire une moyenne temporelle, cela pose un 
problème de relation entre la moyenne temporelle et la moyenne d'ensemble. L'hypothèse 
d'ergodicité stipule que la valeur moyenne au cours du temps est identique à la valeur 
moyenne prise sur un ensemble. En dehors de quelques modèles très simples, il est impossible 
de démontrer l'ergodicité d'un système. 

L'hypothèse d'ergodicité stipule que la moyenne dans le temps sur une durée Δt d’une variable 
mécanique d’un système thermodynamique est égale à la moyenne de cette même variable sur 
un ensemble statistique construit à partir du système, dans la limite où Δt et le nombre N de 
systèmes constituant l’ensemble statistique sont suffisamment grands[3]. 

II.5.Entropie statistique : 
La mécanique statistique repose sur une fonction fondamentale, l'entropie. La notion 

d’entropie provient de la mécanique statistique par l’intermédiaire de la théorie de 
l’information. Une description probabiliste comporte intrinsèquement un certain manque 
d’information. Ce défaut d’information peut être mesuré par l’entropie statistique associée à 
une loi de probabilité (permet de quantifier cette information manquante)[4]. 

L’entropie d’un système thermodynamique à l’équilibre est identifiée, à un 
facteur multiplicatif près, son entropie statistique est définie par : 

ܵ = − ෍ ௠݈ܲ݊ ௠ܲ ………(ଵ.ଶ)

ఆ

௠ୀଵ

 

Où la somme s’effectue sur tous les micros états accessibles du système (Ω est leur nombre), 
et Pm est la probabilité du micro état (événement) m se produise. Les probabilités sont ainsi 
normalisées :  

෍ ௠ܲ = 1
ఆ

௜ୀଵ

… … . . (2.2) 

Le facteur multiplicatif reliant l’entropie statistique (s ) à l’entropie thermodynamique (S) est 
le facteur de Boltzmann : 

ܵ( ଵܲ, ଶܲ, ଷܲ … … … ఆܲ) = ݇஻ݏ = −݇஻ ෍ ௠ܲ ln ௠ܲ

ఆ

௠ୀଵ

… … . . (3.2) 
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Cette équation joue un rôle crucial en mécanique statistique et toutes les applications de la 
mécanique statistique la font intervenir de façon implicite. Pour que cette définition donnée de 
S convient pour la mesure du manque d'information concernant un système, elle doit satisfaire 
les propriétés suivantes : 

 Pour tout {Pm} vérifiant les conditions de normalisation, S est définie positive :  

S ≥ 0 

 Toute permutation des Pm laisse S inchangée : c.à.d. S est totalement symétrique :  

S ( P1 , P2 , P3 ,....... PΩ) =S (P3, P1,P2...) 

 Les événements avec une probabilité nulle ne modifient pas l'entropie.  

S ( P1 , P2 , P3,....... PΩ ) =S( P3 , P1 ,....... PΩ, 0) 

 S est additive : considérons deux ensembles indépendants d’événements possibles, 
auxquels correspondent les deux ensembles de probabilités { Pm } et { P௠ᇲ

ᇱ } , Une 
expérience “double” dans laquelle se produisent un événement em , et e௠ᇲ

ᇱ  :  

P୫,୫ᇱ = P୫P୫ᇱ … … . (4.2) 

L’entropie statistique associée à cette expérience double est :  

S = ൫൛P୫,୫ᇲ ൟ൯ = −k୆ ෍ ෍ P୫,୫ᇲ

୑ᇲ

୫ᇲୀଵ

୑

୫ୀଵ

ln P୫,୫ᇲ … … . (5.2) 

D’où on obtient  

S൛P୫,୫ᇲ ൟ = S({P୫}) + S({P୫ᇲ }) … … . (6.2) 

Le manque d’information dans l’expérience double est ici la somme des manques 
d’information sur chacun des deux ensembles indépendants. 

 L’entropie statistique s’annule lorsque l’une des probabilités vérifie P௠బ =1 : 

S( 0,0,0,1,0,0,0 ) =0 

Cette valeur est un minimum absolu, ce qui signifie que l’information est complète 

 Le maximum de S correspond à la configuration d’équilibre thermodynamique, 
comme Pm est une probabilité avec 

0≤ Pm ≤1, 

L’entropie statistique est une fonction positive ou nulle. 



Chapitre II:Notions élémentaires de la Thermodynamique statistique 

 

 
 

15 
 

II.6. Distribution des états moléculaires : 

II.6.1. Distribution de Maxwell-Boltzmann: 

Le deuxième principe de la thermodynamique nous permet de déterminer le sens 
d’évolution des systèmes avec grand nombre de particules (gaz) et leur état d’équilibre final.  

Pour un système isolé subit des transformations irréversibles et évolue vers un état 
d’équilibre stable, correspondant à la macro état possédant le nombre maximal de micro états 
accessibles.  

Pour déterminer les distributions correspondant à une telle situation, il faut prendre en 
considération les contraintes concernant le nombre total des particules N et l’énergie totale du 
système E. [1] 

N1+N2+..........+Np=N 

Nଵeଵ + Nଶeଶ + ⋯ + N୮e୮ = E … … … (7.2) 

 

L’énergie totale du système E, qu’on appelle aussi énergie interne, est égale à la 
somme des énergies individuelles Nm, em , avec m=1,2, p, et p est le nombre des cases de 
l'espace de phase du système.  

En tenant compte de ces contraintes, nous devons trouver la configuration qui produit 
le maximum de la fonction Ω, qui n'est que le nombre de micro états correspondant à la 
répartition du système. 

Ω =
N!

Nଵ! Nଶ! … … . N୮! … … … (8.2) 

Nous comprenons alors que ces contraintes rendent les variations des N୧ non-
indépendantes mathématiquement. Une méthode élégante pour rétablir cette indépendance est 
d'introduire les multiplicateurs de Lagrange en nombre égal au nombre de contraintes, c’est 
une méthode utile permettant de retrouver l'extrémum d'une fonction sous certaines 
contraintes.  

Les méthodesconsistent à traiter toutes les variables du problème comme 
indépendantes et d’une façon symétrique au prix de l’introduction dans le problème des 
variables ou des paramètres supplémentaires, appelés ‘ multiplicateurs de Lagrange’. 
Posant : 

ℎଵ = ଵܰ + ଶܰ + ⋯ + ௣ܰ − ܰ = 0 ;  ℎଶ = ଵܰ݁ଵ + ଶܰ݁ଶ + ⋯ + ௣ܰ݁௣ − ܧ = 0 … … . (9.2) 

 

D’autre part, on peut déterminer le maximum de l'entropie au lieu le maximum du 
nombre de micro états, car les deux quantités sont équivalentes. 

 
ௌ
௞

= ߗ݈݊ = ln ܰ! − ∑ ln (ܰ௠!௣
௠ୀଵ )……… (10.2) 
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Comme N et les Nm sont des quantités grandes, on peut utiliser l’approximation de Stirling 

ܵ
݇ = ݈ܰ݊ܰ − ܰ − ෍ (ܰ௠

௉

௠ୀଵ

ln ܰ௠ − ܰ௠) … … … . (11.2) 

On introduit deux multiplicateurs de Lagrange, qu’on d´désignera par ‘ ln α’ et ‘- β’ et qui 
multiplient h1et h2, la nouvelle fonction à maximisé est : 

S෨
k =

S
k + lnα. hଵ − βhଶ … … … . (12.2) 

 

En tenant compte du fait que N et E sont des constantes, on trouve l'équation 

 

d ቆ
S෨
kቇ = − ෍ (lnN୫ − lnα + βe୫)dN୫ + ൭ ෍ N୫

୔

୫ୀଵ

− N൱  dlnα − ൭ ෍ N୫e୫

୔

୫ୀଵ

− E൱ dβ
୔

୫ୀଵ
= 0 … … … (13.2) 

D’où on montre la distribution la plus probable vérifie : 

 

lnN୫ − lnα + lnβe୫ = 0, m = 1, … … . , P, … … . . (14.2) 

 

Ces équations donnent des Nm, exprimées en fonction de α, β et em : 

 

N୫ = αexp(−βe୫) … … . (15.2) 

 

L’expression de α peut être obtenue comme : 

 

෍ N୫

୔

୫ୀଵ

= N = α ෍ exp(−βe୫)
୔

୫ୀଵ

… … . . (16.2) 

D’où 

α =
N

∑ exp(−βe୫)୔
୫ୀଵ

… … … (17.2) 

 

Le dénominateur dans l’expression de α est désigné par le symbole Z. 
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Z = ෍ exp(−βe୫) … … . (18.2)
୔

୫ୀଵ

 

Cette quantité est appelée somme des états ou ‘‘fonction de partition’’ d'une particule, 
et le paramètre ‘‘β’’ est identifié à l'inverse de la température 

β =
1

k୆T … … … . (19.2) 

 

k୆ :  Constante de Boltzmann = ୖ
୒

= 1.38. 10ିଶଷJ/k 

R : Constante des gaz parfait 

N : Nombre d’Avogadro 

II.6.2.Fonction de partition: 

La fonctionde partition résume de façon mathématique commode la façon avec 
laquelle l’énergie d’un système de molécules est répartie parmi les individus moléculaires. 

On peut décrire les molécules en termes géométriques, mais aussi en termes de 
niveaux d’énergie de rotation, de vibration et de niveaux électroniques.Chacun de ces niveaux 
est diversement peuplé.La molécule peut donc accumuler de l’énergie dans l’un ou l’autre de 
ces niveaux qui joue le rôle de réservoir énergétique [5]. 

Pour calculer la fonction de partition d'une molécule hétéro nucléaire associée à 
certains degrés de liberté particuliers (appelés aussi modes) comme une excitation 
électronique, translation, vibration et rotation, il faut que l’énergie totale de ce système E, soit 
égale à la somme des énergies associées à chacun des modes étudiés : 
 

ܧ = ௘ܧ + ்ܧ + ௩ܧ +  ோ………(20.2)ܧ

 

Où ܧ௘ ௩ܧ , ்ܧ ,  et ܧோ  sont respectivement les énergies électroniques, de translation, de 
vibration et de rotation. L’équation 20.2signifie physiquement que chaque mode est 
indépendant des autres, c.à.d. qu’il n’y a pas d’interaction entre eux. C’est une approximation 
qui peut être souvent suffisante pour décrire une situation réelle. Dans ce cas, la fonction de 
partition du système s’écrit : 

 

ܼ = ෍ ௘ܧ)ߚ−]݌ݔ݁ + ்ܧ + ௩ܧ + [(ோܧ … … . (21.2)
{ெ}

 

ܼ = ෍ ෍ ෍ ෍ ௘ܧ)ߚ−]݌ݔ݁ + ்ܧ + ௩ܧ + [(ோܧ … … … (22 .2)
ோ௩௧௘
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Où l’on somme sur tous les micro-états {M} possibles du système. Par suite de 
l’additivité des énergies associées aux différents modes, on obtient : 

 

ܼ = ൭෍ [(௘ܧ)ߚ−]݌ݔ݁
௘

൱ ൭෍ [(்ܧ)ߚ−]݌ݔ݁
௧

൱ ൭෍ [(௩ܧ)ߚ−]݌ݔ݁
௏

൱ ൭෍ [(ோܧ)ߚ−]݌ݔ݁
ோ

൱ 

ܼ =  ܼ௘்ܼܼ௏ܼோ … … . . (23.2) 

 

La fonction de partition totale Z, peut être factorisée en un produit de quatre fonctions 
de partition correspondant aux différents modes calculer séparément. D'où on peut conclure 
que lorsque on peut séparer l’énergie totale d'un système en une somme de plusieurs 
contributions indépendantes, correspondant à des modes plus simples, on peut factoriser la 
fonction de partition et l’on ramène alors la résolution d’un problème complexe à celle de 
plusieurs problèmes plus simples[1]. 

II.7. Grandeurs thermodynamiques  
La fonction de partition est un outil mathématique simple qui permet de relier (et donc 

de déduire) les caractéristiques moléculaires, dont ses niveaux d’énergie, aux principales 
fonctions thermodynamiques que sont l’enthalpie, l’entropie, l’énergie libre [6,7]...etc. 

II.7.1-  Energie libre (F) : 

L'énergie libre de Helmholtz est une fonction d’état utilisée en thermodynamique pour 
représenter l'énergie libre dans une transformation isotherme (à température et volume 
constants). 

Partant de (Z, T, V, N) il est donc normal de chercher à calculer l’énergie libre F dont 
les variables naturelles sont précisément T, V et N, si l’énergie peut fluctuer, nous avons vu 
que l’énergie interne doit être identifiée à la valeur moyenne de l’énergie U du système, qui 
s’écrite :  

 

U = ෍ P୧ E୧   … … . (24.2) 

S = −Kୠ ෍ P୧lnP୧………(25.2) 

F = U − TS = ෍ P୧ E୧ + KୠT ෍ P୧lnP୧ … … … (26.2) 

 

Il suffit alors d’expliciter l’expression de la loi de probabilité canonique (distribution de 
Maxwell-Boltzmann), soit : 

lnP୧ = −βE୧ − lnZ … … … . (27.1) 
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ܨ = ܷ − ܶܵ = ∑ ௜ܲ ௜ܧ + ௕ܶܭ ∑ ௜ܲ(−ܧߚ௜ − ݈ܼ݊) = ௕݈ܼܶ݊ܭ− ∑ ௜ܲ … … …(28.2) 

Soit : 

F = −KୠTlnZ … … . (29.2) 

 

Ainsi, une fois calculée Z, on peut en déduire F(T, V, N) grâce à l’expression ci-dessus. 

 

II.7.2. Entropie S : 

L’entropie est la plus mystérieuse des grandeurs physiques (température, pression, volume, 
énergie interne, entropie) définissant l’état d’un système thermodynamique, c'est-à-dire d’un 
ensemble matériel délimité capable d’échanger de la chaleur et du travail avec le milieu 
extérieur. 

Entropie = (consonante de Boltzmann K) multiplier par logarithme du nombre d'états 
possibles  

 

S =
U − F

T = kୠlnZ −
1
T ൬

∂lnZ
∂β ൰

୳,୬
= kୠβ ൬

∂lnZ
∂β ൰

୳,୬
… … … (30.2) 

 
Les unités d'entropie dans le système international sont les joules/kelvin (J/K) ou Clausius. 

 
II.7.3. Energie interne(U) : 

L'énergie interne U est l'énergie qu'un système peut stocker sans modification de mouvement 
ou d'altitude du système. C'est la somme de toutes les énergies microscopiques liées à sa 
structure moléculaire et atomique. Ces énergies sont l'énergie cinétique microscopique 
(l'agitation thermique) et l'énergie potentielle d'interaction entre les particules.  

Pour calculer U en fonction de Z, on utilise la relation : 

〈E〉 = U = ෍ P୧ E୧  … … . (31.2) 

Et calculer directement cette somme. C’est toute fois inutile si la fonction de partition est 
connue. En effet, reportons : 

௜ܲ =
1
ܼ exp(−ܧߚ௜)    … … . (32.2) 

 
Dans l’expression de U : 
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ܷ = ෍
௜ܧ

ܼ exp(−ܧߚ௜) … … ..  (33.2) 

Et notons que : 

exp(−ܧߚ௜) ௜ܧ = −
߲ ∑ exp(−ܧߚ௜)

ߚ߲  … … ….  (34.2) 

 
Cette dérivée partielle étant effectuée à V et N constants. Ceci implique : 

U = −
1
Z ൬

∂Z
∂β൰

୚,୒
= − ൬

∂lnZ
∂β ൰

୚,୒
… … ….  (35.2) 

 

Ainsi, U se déduit directement de Z ou plus précisément de lnZ, grandeur extensive. 

 D’autre part, c’est β plutôt que T qu’il faut utiliser comme variable pour faire ce calcul 
simple. 

 On notera que U valeur moyenne de l’énergie E s’exprime comme Z en fonction de T, V, et 
N, fixer T revient donc à fixer U = < E >, V et N étant fixés. 

II.7.4. La chaleur spécifique (La capacité thermique) (Cv) : 

La chaleur spécifique est une propriété liée à l’énergie interne qui est très importante en 
thermodynamique. La capacité thermique (anciennement capacité calorifique) d'un corps est 
une grandeur qui mesure la chaleur qu'il faut lui transférer pour augmenter sa température 
d'un kelvin. Inversement, elle permet de quantifier la possibilité qu'a ce corps d'absorber ou de 
restituer de la chaleur au cours d'une transformation pendant laquelle sa température varie. 

 

௩ܥ = ൬
ܧ߲
߲ܶ൰

௩,௡
=

߲
߲ܶ ൤−

߲݈ܼ݊
ߚ߲ ൨ = ଶߚ ߲ଶ݈ܼ݊

ଶߚ߲ … … . (36.2) 
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III.1. Fonction de partition ro-vibrationnelle : 
La fonction de partitionro-vibrationnelle est exprimée en fonction du nombre 
quantique vibrationnel n, et le nombre quantique rotationnel l  
 

ܼ = ∑ ݁ିఉ(ா೙,೗ିாబ.೗)௡೘ೌೣ
௡ୀ଴ ……(1.3) 

Dont 

௡,௟ܧ = ௛మ

ଶఓ௥బ
మ ቂ݈(݈ + ଴ܦ(1 − ଶߙ ቀ݊ + ଵ

ଶ
− కమ

ఎఈ
ቁቃ  ….(2.3) 

 

ߚ  = ଵ
௞್்

, ݇௕estla constante de Boltzmann, et T la température, et 

⎩
⎨

⎧ξଶ =
2μr଴ 

ଶ hଶ

D −
l(l + 2)

2 Dଵ

ηଶ =
2μr଴

ଶhଶ

D + l(l + 1)Dଶ

� … … (3.3) 

Et  

⎩
⎪
⎨

⎪
= ଴ܦ⎧ 1 −

3
α +

3
ଶߙ

= ଵܦ
4
α −

6
ଶߙ

= ଶܦ −
1
α +

3
ଶߙ

� … … … (4.3) 

 

 

Pourobtenir lafonction de partition ro-vibratoire de potentiel de Morse nous insérons 
l’énergie ro-vibratoire de l’expression (2.3) dans (1.3),d’oùl’expression de la fonction de 
partition prend la forme : 

 

ܼ = ∑ ݁ିఉ(೓మಉమ

మഋೝబ
௡మି೓మಉమ

మഋೝబ
൬ଵିమಖమ

ಏಉ ൰௡)௡೘ೌೣ
௡ୀ଴ …… (5.3) 

 

Avec 

n୫ୟ୶ =
ξଶ

ηα −
1
2 

 



Chapitre III:Calculs statistiques des propriétés thermodynamique des molécules 
diatomiques : chlorure d’hydrogène et Hydrure de lithium 
 

 
 

24 
  

Différentes techniques mathématiques ont été utilisées par de nombreux chercheurs 
pour évaluer la fonction de partition, telles que la formule de sommation de Poisson [1,2],la 
méthode d'expansion commuant[3],et la formulation de Wigner-Kirkwood[4]. 

Dans notre cas nous avons évalué la fonction de partition par la formule d’Euler 
Maclaurin, selon cette approche, la somme infinie se transforme en intégrale comme suit [5] 

෍ (ݔ)݂ =
1
2

ஶ

௡ୀ଴

݂(0) + න ݔ݀(ݔ)݂ − ෍
ܾଶ௣

!(݌2) ݂(ଶ௣ିଵ)
ஶ

௣ୀଵ

ஶ

଴
(0)

− න
௞(1ܤ − (݌2

!݌2

ஶ

଴
݂(ଶ௣)݀ݔ … … … (6.3) 

Avec 

ܴ௞ = න
௞(1ܤ − (݌2

!݌2

ஶ

଴
݂(ଶ௣)݀ݔ … … . (7.3) 

ܴ௞  : Est le terme résidu tend vers zéro pour certaines valeurs de p, et 

bଶ୮ : sont les nombres deBernoulli, la formule est souvent écrite avec l'indiceque ne prenant 
que des valeurs paires puisque les nombres impairs de Bernoulli sont nuls à l'exception debଵ.  

En peut citer quelque nombre : 

ܾଶ = ଵ
଺ ;   ܾସ = ିଵ

ଷ଴ ,   ;       ܾ଺ = ଵ
ସଶ

  ;     ଼ܾ = ିଵ
ଷ଴

 ;     ܾଵ଴ = ହ
଺଺  … .etc. 

Et ݂(ଶ௣ିଵ)est le dérivé d’ordre (2p-1).  

Dans le terme de résidu les  B୩sont les polynômesdeBernoulli. 

Le choix de cette approche est basé sur quelques arguments qu’on peut citer[5] : 

 La formule Euler-Maclaurin fournit un lien puissant entre intégrales et sommes, 
 

  Les formules d'Euler-Maclaurin sont utilisées pour donner des estimations de haute 
précision des intégrales dans les méthodes d'analyse numérique standard, 
 

 La convergence de la formule d’Euler-Maclaurin est plus rapide que celle de Poisson 
(cette méthode esttrès utilisée dans l’évaluation de la fonction de partition surtout pour 
les chimistes). 

 

L’utilisation de cette formule nous a permis d’accéder à la fonction de partition Z de 
notre 

problème, et par suite aux propriétés thermodynamiques en appliquant les formules 
bien connues, telles que l’énergie libre interne F, l’énergie interne U, l’entropie S, et lachaleur 
spécifique à volume constant Cvdonnés dans le chapitre précèdent. 
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Dans ce travail en a essayé de tester l’influence de terme résidu sur le calcul dela fonction de 
partition et par la suite sur les propriétés thermodynamiques des moléculesdiatomiques.  

III.2. Calcul de la fonction de partition et les fonctions thermodynamiques 
en se limitant à l’ordre p=2 : 

Limitons-nous à l'ordre p = 2, la fonction de partition Z sera alors : 
 

,ߚ)ܼ ݈) = ෍ ݁ିఉ൫ா೙,೗ିாబ,ಽ൯ =
1
2

௡೘ೌೣ

௡ୀ଴

+ න ݁ିఉ൫ா೙,೗ିாబ,ಽ൯
௡೘ೌೣ

଴
݀݊

− ൭
ܾଶ

2! ݂(ଵ)(0) +
ܾସ

4! ݂(ଷ)(0)൱ … … (8.3)  

 
Si on pose : 

ܣ =  ଵ
ଶ

− ஞ
ఈ

ܤ;  = ߙ − 2ξ ;ξ = ටଶஜୈ
ћమ ܦ  ;    = ஻√஻

ଶ√஺
ܯ  ;    = √஻(஻ାଶ஺[௡೘ೌೣ])

ଶ√஺
 

Nous arrivons à l'expression de la fonction de partition suivante : 

,ߚ)ܼ ݈) =
1
2 +

ߚଶܾܤ
2 +

1
24 ܾସ(6ߚܤܣଶ − (ଷܤ  ଷߚ

+
exp(ܦଶ    )√[ܯ]݂ݎܧ) ߨ − ([ܦ]݂ݎܧ

ܤ√ܣ√2
… … (9.3) 

 

La fonction d'erreur imaginaire, notée Erf, est définie comme[6] : 

(ݔ)݂ݎܧ = (ݔ݅)݂ݎܧ݅− =
2

ඥ∏
න ݁௧మ݀ݐ … . . (10.3)

௫

଴
 

Introduisant Z dans les expressions des fonctions thermodynamiques, telles que l'énergie 
libre, l'entropie, l'énergie totale et la chaleur spécifique, nous obtenons : 

III.2.1. L’énergie libre F : 

L’énergie libre interne F est directement liée à la fonction de partition Z par la relation 

ܨ = −
1
ߚ ݈ܼ݊  

,ߚ)ܨ ݈) = −
1
ߚ

ln ቆ
1
2

+
ߚଶܾܤ

2
+

1
24

ܾସ(6ߚܤܣଶ − (ଷܤ  ଷߚ

+
exp(ܦଶ    )√[ܯ]݂ݎܧ) ߨ − ([ܦ]݂ݎܧ

ܤ√ܣ√2
ቇ … … . (11.3)  
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ܨ = −
1
ߚ

݈݊ ቆ
1
2

+
ߚଶܤܤ

2
−

1
24

ܾସ(6ߚܤܣଶ − ଷߚଷߚ +
݁஽మ

[ܦ]݂ݎܧ−)ߨ√ + [ܯ]ݎܧ
ܤ√ܣ√2

ቇ … … (12.3) 

III.2.2. L’énergie interne U : 

ܷ = −
݀

ߚ݀ ݖ݈݊ = −
1
ܼ

ܼ݀
 ߚ݀

ܷ = −
1
ܼ

ܼ݀
 ߚ݀

ܷ =
− ൭ቀ஻஻మ

ଶ
− ଵ

ଶସ
ߚܤܣସ(12ܤ − ቁߚଷܤ3 − 2ܦ݁

[ܯ]ݎܧ+[ܦ]݂ݎܧ−)ߨ√

ߚܣ√4
3
2

൱

൬(1 + ஻஻మఉ
ଶ

− ଵ
ଶସ

ܾସ(6ߚܤܣଶ − (ଷߚଷܤ + 2ܦ݁)
[ܯ]ݎܧ+[ܦ]݂ݎܧ−)ߨ√

ܤ√ܣ√2
)൰

 

 

+

ቌ஻మ௘ವమ
√గ(ିா௥௙[஽]ାா௥[ெ]

଼஺
య
మඥఉ

+
௘ವమ

√గቆି షಳ೐ವమ

య√ಲ√ഏ√ಳ
ା೐ಾమ

ಾ
√ഏഁ

ቇ

ଶ√஺ඥఉ
ቍ

൬(1 + ஻஻మఉ
ଶ
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[ܯ]ݎܧ+[ܦ]݂ݎܧ−)ߨ√

ܤ√ܣ√2
)൰

… . . (13.3) 

 

III.2.3. L'entropie S : 

 

ܵ = ݈ܼ݊ − ߚ
݈ܼ݀݊
ߚ݀  

ܵ = −
ߚ ln[ߚ]

ln ൤1 + ஻஻మఉ
ଶ

− ଵ
ଶସ

ܾସ(6ߚܤܣଶ − (ଷߚଷܤ + 2ܦ݁
[ܯ]ݎܧ+[ܦ]݂ݎܧ−)ߨ√

ܤ√ܣ√2
൨

+ ݈݊ ൥1 +
ߚଶܤܤ

2 −
1

24 ܾସ(6ߚܤܣଶ − (ଷߚଷܤ

+ (
2ܦ݁

[ܦ]݂ݎܧ−)ߨ√ + [ܯ]ݎܧ
ܤ√ܣ√2

቉ … … (14.3) 

 

III.2.4. Chaleur spécifique à volume constante : 

௩ܥ = ଶߚ ݀ଶ݈ܼ݊
ଶߚ݀  
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…….(15.3) 

 

III.3. Applications aux moléculesHCl et LiH 
Dans cettepartie, nous allons représenter la fonction de partition ainsi que les 

fonctionsthermodynamiques F,U,S, et Cv , en fonction du paramètre de température  β, pour 
différent valeurs de nombre quantique rotationnel l,  en utilisant les paramètres 
spectroscopiques regroupés dans le tableau I.1. 

Tableau I.1 : Paramètres spectroscopiques des molécules sélectionnées utilisées dans le 
présent calcul 

Molécule μ (uma) D (ev) a (A° ିଵ )  r 0 (A°) 

HCl 0.9801045 4.61907  2.38057  1.2746  

LiH 0.8801221 2.515287 1.7998368 1.5956  
 

Les différentes courbes de la fonction de partition, ainsi que les différentes propriétés 

Thermodynamiques sont données par les figures 1,2,3,4,5 

 Comme le montre la figure 1, les courbes de fonction de partition diminues à mesure 
que ߚaugmente, cela est vue pour différente valeurs du nombre quantique l. 

 Pour les courbes qui représentent l’énergie libre F, on remarque l’augmentation de F 
avec l'inverse de la température jusqu'à ce qu'elle atteigne une valeur constante. 

 Les courbes de l’énergie interne U prend des valeurs non nulles pour des valeurs de 
 nulles, et augmente d’une façon monotoneߚ

 L’entropie relative aux deux molécules, décroit avec l’augmentation de ߚet s’annule 
pour une valeur de β =1. Ce comportement, de l’entropie, semble être assez logique 
car à des faibles températures, seul le niveau d'énergie le plus bas est occupé, 
l'entropie est donc nulle. 

 On observe sur les figures de la chaleur spécifique qu’elle augmente jusqu’à une 
valeur maximale pour une valeur de β = βୡ (Le maximum est atteint lorsque ces 
derniers occupent l'état énergétique avecn୫ୟ୶ ) puis elle décroît. Cela est dû au 
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l 0 l 10 l 20 l 30 l 50 l 70 l 0 l 10 l 20 l 30 l 50 l 70

nombre fini d'états du modèle algébrique, ceci signifie pour un système composé de 
molécules diatomiques dont l'énergie potentielle est du type Morse, il a une valeur de 
température critique dans laquelle le système devient saturé et ne peut plus absorber 
plus d'énergie car tous ses états excités sont occupés [5]. 

Coubes : 

 

 a (HCl)  b (LiH) 

Fig.Ш.1 : Variation de la fonction de partition Z, en fonction de ߚdes molécules: a-HCl, b-
LiH, pour des valeurs de ݈ = 0, 10, 20, 30, 50, 70 

 

 a (HCl) b (LiH) 

Fig.Ш.2 :Variation de l’énergie libre F, en fonction de ߚdes molécules: a-HCl, b-LiH,pour 
des valeurs de ݈ = 0, 10, 20, 30, 50, 70 

l 0 l 10 l 20 l 30 l 50 l 70

l 0 l 10 l 20 l 30 l 50 l 70 l 0 l 10 l 20 l 30 l 50 l 70
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l 0 l 10 l 20 l 30 l 50 l 70 l 0 l 10 l 20 l 30 l 50 l 70

 

 a (HCl) b (LiH) 

Fig.Ш.3 : Variation de l’énergie interne U, en fonction de ߚdes molécules: a-HCl, b-LiH, 
pour des valeurs de ݈ = 0, 10, 20, 30, 50, 70 

 

 

 a (HCl) b (LiH) 

Fig.Ш.4 : Variation de la chaleur spécifiqueܥ௩, en fonction de ߚdes molécules: a-HCl, b-LiH, 
pour des valeurs de ݈ = 0, 10, 20, 30, 50, 70 
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 a (HCl) b (LiH) 

Fig.Ш.5 : Variation de l’entropie S, en fonction de ߚdes molécules: a-HCl, b-LiH, pour des 
valeurs de ݈ = 0, 10, 20, 30, 50, 70 

 

III.3.1.Calcul de la fonction de partition et les fonctions thermodynamiques 
en tenant compte du terme de reste: 

Dans cette partie on a étalé les calculs de la fonction de partition en utilisant la 
formuled’Euler Maclaurin en se limitant à des ordres des nombres de Bernoulli 
supérieurs à 1, cela pour différentes valeurs du nombre quantique rotationnel l, le 
calcul est procédé de la manière suivante : 

On aétudié le comportementde la fonction de partition ainsi que les fonctions 
thermodynamiquesà l’aide de la formule d’Euler Maclaurin,en différentes ordres (p=1, 3, 10), 
et pour différentes valeurs du nombre quantique l. 

 
4.1-L’ordre p=1 : 

La formule d’Euler Maclaurin est donnée par : 

෍ ݂(݊) =
1
2

ஶ

௡ୀ଴

݂(0) + න ݂(݊)݀݊ −
1
2

௡

଴
 ଶ݂(ଵ)(0)ܤ

D’où la fonction Z aura la forme : 

 

ܼଵ = ෍ ݁ିఉ൫ா೙,೗ିாబ,ಽ൯ =
1
2

௡೘ೌೣ

௡ୀ଴

݂(0) + න ݁ିఉ൫ா೙,೗ିாబ,ಽ൯݀݊ −
1
2

௡೘ೌೣ

଴
 ଶ݂(ଵ)(0)ܤ
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4.2-L’ordre p=3 : 

 

෍ ݂(݊) =
1
2

ஶ

௡ୀ଴

݂(0) + න ݂(݊)݀݊ −
1
2

௡

଴
ଶ݂(ଵ)(0)ܤ −  

1
4! ସ݂(ଷ)(0)ܤ −

1
6!  ଺݂(ହ)(0)ܤ

 

D’où la fonction Z aura la forme : 

 

ܼଶ = ෍ ݁ିఉ൫ா೙ିாబ,ಽ൯ =
1
2

௡೘ೌೣ

௡ୀ଴

݂(0) + න ݁ିఉ൫ா೙ିாబ,ಽ൯݀݊ −
1
2

௡೘ೌೣ

଴
ଶ݂(ଵ)(0)ܤ −

1
4! ସ݂(ଷ)(0)ܤ

−
1
6!  ଺݂(ହ)(0)ܤ

 

4.3- L’ordre p=10 : 

෍ ݂(݊) =
1
2

ஶ

௡ୀ଴

݂(0) + න ݂(݊)݀݊ −
1
2

௡

଴
ଶ݂(ଵ)(0)ܤ −  

1
4! ସ݂(ଷ)(0)ܤ −

1
6! ଺݂(ହ)(0)ܤ  

−  
1
8! (0)(଻)଼݂ܤ −

1
10! ଺݂(ଽ)(0)ܤ −  

1
12! ଵଶ݂(ଵଵ)(0)ܤ −

1
14! ଵସ݂(ଵଷ)(0)ܤ  

−  
1

16! ଵ଺݂(ଵହ)(0)ܤ −
1

18! 18݂(ଵ଻)(0) −
1

20! 20݂(ଵଽ)(0) 

 

 

D’où la fonction Z aura la forme : 

 

ܼଷ = ෍ ݁ିఉ൫ா೙ିாబ,ಽ൯ =
1
2

௡೘ೌೣ

௡ୀ଴

݂(0) + න ݁ିఉ൫ா೙ିாబ,ಽ൯݀݊ −
1
2

௡೘ೌೣ

଴
ଶ݂(ଵ)(0)ܤ −

1
4! ସ݂(ଷ)(0)ܤ

−
1
6! ଺݂(ହ)(0)ܤ −  

1
8! (0)(଻)଼݂ܤ −

1
10! ଺݂(ଽ)(0)ܤ −  

1
12! ଵଶ݂(ଵଵ)(0)ܤ

−
1

14! ଵସ݂(ଵଷ)(0)ܤ  −  
1

16! ଵ଺݂(ଵହ)(0)ܤ −
1

18! 18݂(ଵ଻)(0) −
1

20! 20݂(ଵଽ)(0) 
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III.3.2. Représentation des fonctions de partition etles fonctions 
thermodynamiques, pour l=0; 5; 10; 20: 

Les fonctions thermodynamiques en utilisant les fonctions departitionsܼଵ, ܼଶ, ܼଷ sont: 

 L’énergie libre 

−=ଵܨ ଵ
ఉ

݈݊Zଵ 

−=ଶܨ ଵ
ఉ

݈݊Zଶ 

−=ଷܨ ଵ
ఉ

݈݊Zଷ 

 

 L’énergie interne 

ଵܷ=− ଵ
୞భ

ௗ௓ଵ
ௗఉ

 

ଶܷ=− ଵ
୞మ

ௗ௓ଶ
ௗఉ

 

ଷܷ=− ଵ
୞య

ௗ௓ଷ
ௗఉ

 

 L’entropie S 

ଵܵ=݈݊Zଵ − ߚ ௗ௟௡௓ଵ
ௗఉ

 

ܵଶ=݈݊Zଶ − ߚ ௗ௟௡௓ଶ
ௗఉ

 

ܵଷ=݈݊Zଷ − ߚ ௗ௟௡௓ଷ
ௗఉ

 

 Chaleur spécifique۱࢜ 

C௩ଵ=ߚଶ ௗమ௟௡୞భ
ௗఉమ  

C௩ଶ=ߚଶ ௗమ௟௡୞మ
ௗఉమ  

C௩ଷ=ߚଶ ௗమ௟௡୞య
ௗఉమ  

III.3.3.Représentation des fonctions de partitions et les fonctions 
thermodynamiques, pour l=0: 

 Les courbes de Z 
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 a (HCl) b (LiH) 

Fig. Ш.6 : Variation des  fonctions de partitionZଵ, Zଶ, Zଷ, en fonction ߚdes molécules: a-HCl, 
b-LiH pour ݈ = 0. 

 

 Les courbes de 
  

 a (HCl) b (LiH) 

Fig. Ш.7 : Variation des énergies libresFଵ, Fଶ, Fଷ, en fonction ߚdes molécules : a-HCl, b-LiH 
pour ݈ = 0. 
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 a (HCl) b (LiH) 

Fig. Ш.8 :Variation des énergies internes Uଵ, Uଶ, Uଷ, en fonction ߚdes molécules : a-HCl, b-
LiH pour ݈ = 0. 

 

 Les courbes de S 

 

 a (HCl) b (LiH) 

Fig. Ш.9 :Variation des entropies Sଵ, Sଶ, Sଷ, en fonction ߚdes molécules : a-HCL, b-LIH pour 
݈ = 0. 
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 Les courbes de ۱࢜ 

 

 a (HCl) b(LiH) 

Fig. Ш.10 :Variation des chaleurs spécifiquesC୴ଵ , C୴ଶ, C୴ଷ, en fonction ߚdes molécules : a-
HCl, b-LiH pour ݈ = 0. 

III.3.4.  Représentation des fonctions de partitions et les fonctions 
thermodynamiques, pour l=5 : 

 Les courbes de Z 
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Fig. Ш.11 :Variation des  fonctions de partitionZଵ, Zଶ, Zଷ, en fonction ߚdes molécules : a-
HCl, b-LiH pour ݈ = 5. 

 Les courbes de  

 a (HCl) b (LiH) 

Fig. Ш.12 : Variation des énergies libresFଵ, Fଶ, Fଷ, en fonction ߚdes molécules : a-HCl, b-
LiH pour ݈ = 5. 

 Les courbes de U 
 

 

 a (HCl) b (LiH) 

Fig.Ш.13 : Variation des énergies internes Uଵ, Uଶ, Uଷ, en fonction ߚdes molécules : a-HCl, b-
LiH pour ݈ = 5. 
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 Les courbes de S 
 

 a (HCl) b (LiH) 

Fig. Ш.14 :Variation des entropies Sଵ, Sଶ, Sଷ, en fonction ߚdes molécules : a-HCl, b-LiH pour 
݈ = 5. 

 Les courbes de Cv 

a (HCl) b (LiH) 

Fig. Ш.15 : Variation des chaleurs spécifiques C୴ଵ , C୴ଶ, C୴ଷ, en fonction ߚdes molécules : a-
HCl, b-LiH pour ݈ = 5. 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
0

1

2

3

4

S
HC

l

0 1 2 3 4 5 6

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

Cv
HC

l

S1HCl S2HCl S3HCl S1LiH S2LiH S3LiH

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
0

1

2

3

4

S
Li

H

0 2 4 6 8

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

Cv
Li

H

Cv1LiH Cv2LiH Cv3LiHCv1HCL Cv2HCL Cv3HCL



Chapitre III:Calculs statistiques des propriétés thermodynamique des molécules 
diatomiques : chlorure d’hydrogène et Hydrure de lithium 
 

 
 

38 
  

III.3.5. Représentation des fonctions de partitions et les fonctions 
thermodynamiques, pour l=10 : 

 Les courbes de Z 

 

    a (HCl) b (LiH) 

Fig. Ш.16 :Variation des  fonctions de partitionZଵ, Zଶ, Zଷ, en fonction ߚdes molécules : a-
HCl, b-LiH pour ݈ = 10. 
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Fig. Ш.17 :Variation des énergies libresFଵ, Fଶ, Fଷ, en fonction ߚdes molécules : a-HCl, b-LiH 
pour ݈ = 10. 

 

 Les courbes de U 

 

 a (HCl) b (LiH) 

Fig. Ш.18 :Variation des énergies internes Uଵ, Uଶ, Uଷ, en fonction ߚdes molécules : a-HCl, b-
LiH pour ݈ = 10. 
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Fig. Ш.19 :Variation des entropies Sଵ, Sଶ, Sଷ, en fonction ߚdes molécules : a-HCl, b-LiH pour 
݈ = 10. 

 

 Les courbes de Cv 
 

 a (HCl) b (LiH) 

Fig. Ш.20 : Variation des chaleurs spécifiques C୴ଵ , C୴ଶ, C୴ଷ, en fonction ߚdes molécules : a-
HCl, b-LiH pour ݈ = 10. 

III.3.6. Représentation des fonctions de partitions et les fonctions 
thermodynamiques, pour l=20 : 
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 a (HCl) b (LiH) 

Fig. Ш.21 : Variation des  fonctions de partitionZଵ, Zଶ, Zଷ, en fonction ߚdes molécules : a-
HCl, b-LiH pour ݈ = 20. 

 Les courbes de F 

  

 a (HCl) b (LiH) 

Fig. Ш.22 :Variation des énergies libresFଵ, Fଶ, Fଷ, en fonction ߚdes molécules : a-HCl, b-LiH 
pour ݈ = 20. 
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Fig. Ш.23 :Variation des énergies internes Uଵ, Uଶ, Uଷ, en fonction ߚdes molécules : a-HCl, b-
LiH pour ݈ = 20. 

 Les courbes de S 

 

 a (HCl) b (LiH) 

Fig. Ш.24 :Variation des entropies Sଵ, Sଶ, Sଷ, en fonction ߚdes molécules : a-HCl, b-LiH pour 
݈ = 20. 
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a(HCl) b (LiH) 

Fig. Ш.25 : Variation des chaleurs spécifiques C୴ଵ , C୴ଶ, C୴ଷ, en fonction ߚdes molécules : a-
HCl, b-LiH pour ݈ = 20. 
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III.4.Discussions des résultats : 
Les figures si dessus décrivent la variation de la fonction de partition, ainsi que les 

fonctions thermodynamiques en fonction de l’inverse de la températureβ , pour différents 
ordres des termes de Bernoulli  p =3, p =10, en comparaissent avec la courbe de l’ordre 

p =1, ces représentations sont effectuées pour différentes valeurs du nombre quantique 
rotationnel l.  

Selon les résultats obtenus on peut tirer les points suivants : 

 On remarque un comportement similaire des différentes courbes pour différentes 
valeurs du nombre quantique rotationnel l. 

 Les courbes de Z, F, U, S, Cv en fonction de β pour les ordres  p=3, p=10, chevauches 
avec la courbe de p=1, cela pour des petites valeursdeβ, par contre pour des valeurs de 
β  grande, la séparation de ces courbes devient visible. 

 On remarque la superposition de toutes les courbes d’ordre p > 1, d’où on peut 
constater qu’on peut arrêter àl’ordre p=3, sans aller plus loin dans les calculs. 

Donc on peut conclure qu’à partir des courbes de HCl et de LiH, la méthode d’Euler 
Maclaurin du cas de potentiel de Morse tridimensionnel, reste toujours efficace même sans 
l’ajout du reste R୩qui représente le calcul d’erreur de la méthode. 
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Conclusion générale 
Dans ce mémoire nous avons passé en revue le calcul de la fonction partition qui est la 

base dans les calculs statistiques des fonctions thermodynamiques des molécules, tel que 
l’enthalpie, l’énergie libre, l’entropie, l’énergie interne, et la chaleur spécifique etc. On a 
essayé de l’a calculé à l’aide de la formule d’Euler Maclaurin, où nous avons étalé le calcul au 
terme du reste, et cela pour tester l’influence de ce dernier sur le calcul de la fonction Z.  

Le premier chapitre de ce mémoire a été consacré aux calculs des états liés de 
l’équation de Schrödinger àtrois dimensions, en utilisant le potentiel de Morse, la résolution 
est donnée par la méthode de Pekeris via la transformée de Laplace. 

Dans le deuxième chapitre nous avons rappelé les énoncés et les principes 
fondamentaux de la thermodynamique et ses grandeurs. 

Dans le dernier chapitre nous avons réalisé le calcul de la fonction de partition par la 
méthode d’Euler-Maclaurin, en premier temps sans le terme   R௞ , ensuite le calcul a été 
étendu au plusieurs itérations de terme de reste. L’application de cette méthode de calcul sur 
les deux molécules diatomiques HCl, et LiH a révélé les conclusions suivantes : 
 
 Les courbes représentatives de la fonction de partition, ainsi que les fonctions 

thermodynamiques des deux molécules citéesau-dessus ont un comportement 
similaire, cela concorde avec la littérature car on a affaire à des molécules de type AH 
(la différence dépend seulement de l’électronégativité de l’atome A). 
 

 La présence du terme de resteR௞ , influe sur le calcul de la fonction de partition Z, 
ainsi sur les fonctions thermodynamiques, où l’erreur dans les calculs est remarquée 
avec des valeurs de  ߚ  élevées.  

 
 les courbes tracées de la fonction de partition, ainsi que les fonctions 

thermodynamiques à partir des nombres de Bernoulli  ݌ ≥ 3 sont toutes superposées. 
 

 L'ensemble des résultats obtenus montrent qu'il est possible de calculer la fonction de 
partition en étalons le terme du reste juste à  ݌ = 3 sans aller plus loin dans les calculs. 

 
 En fin, on peut dire que  la thermodynamique statistique restera une discipline à la fois 
théorique, basée sur la mécanique statistique, expérimentale, avec des techniques 
macroscopiques et microscopiques, et liée aux applications, en génie chimique, dans les 
sciences de l’environnement et du vivant, entre autres. 
 

 

  


