
République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministère de l’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

Université 

Faculté des Sciences Exactes et Sciences de la Nature et de la Vie

Département 

Présentée en vue de l’obtention du diplôme de 
En

Option : 

 

 
ZARAI Abderrahmane  Professeur 

MESSAOUDENE Hadia Professeur 

BOUZENADA Smail  Professeur 

MANSOUR Abdelouahab Professeur 

MESLOUB Fatiha   MCA 

BELOUL Said  MCA 
HANACHI Fareh  MCA 

 

Étude de la finitude des opérateurs
espace de Hilbert de dimension infinie

République Algérienne Démocratique et Populaire 

Ministère de l’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

Université Larbi Tebessi –TEBESSA– 

Faculté des Sciences Exactes et Sciences de la Nature et de la Vie

Département de mathématiques et informatique 

 

Thèse 
 

ue de l’obtention du diplôme de Doctorat
En : MATHÉMATIQUES 
: Analyse fonctionnelle appliquée 

 
Par : MESBAH NADIA 

Intitulée: 

  

 
 
 
 
 
 

Devant le jury : 

Professeur Université Larbi Tebessi – Tébessa

Professeur Université Larbi Tebessi – Tébessa 

Professeur Université Larbi Tebessi – Tébessa 

Professeur Université Hamma Lakhdar – El O

MCA Université Larbi Tebessi – Tébessa

MCA Université Hamma Lakhdar – El O

MCA Université Larbi Tebessi –Tébessa

   Date de soutenance : 26/06/2022  

Étude de la finitude des opérateurs
espace de Hilbert de dimension infinie

Ministère de l’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique 

Faculté des Sciences Exactes et Sciences de la Nature et de la Vie 

 

octorat LMD 

 

 

ébessa Président  
ébessa Rapporteuse  

Tébessa Co-Rapporteur 

El Oued Examinateur 

Tébessa Examinatrice 

Oued Examinateur 
Tébessa Examinateur 

 
 
 

Étude de la finitude des opérateurs dans un 
espace de Hilbert de dimension infinie 



Remerciements 
 

    Je tiens tout  d'abord à rendre grâce à  ALLAH, Le Clément, Le Miséricordieux, 

qui m'a donné la santé et beaucoup de persévérance et de volonté pour accomplir ce 

modeste travail. 

    En premier lieu, un vif remerciement à ma directrice de thèse, madame 

MESSAOUDENE Hadia professeur à l'université de Tébessa, qui m'a donné 

beaucoup de conseils et m'a dirigé du mieux qu'elle pouvait. Je remercie 

chaleureusement sa disponibilité et ses précieux conseils. Sans elle, ce travail n'a pu 

être mené à bien. 

    Je remercie le professeur BOUZENADA Smail  pour ses précieux conseils qui 

m'ont beaucoup aidé. 

    J'exprime mes sincères remerciements au professeur ZARAI Abderrahmane qui 

m’a honoré en acceptant de présider le jury de cette thèse. 

    J'exprime ma reconnaissance à monsieur MANSOUR Abdelouahab professeur à 

l'université de El Oued, monsieur BELOUL Said maître de conférence à l'université 

de El Oued, madame MESLOUB Fatiha maître de conférence à l'université de 

Tébessa et monsieur HANACHI Fareh maître de conférence à l'université de 

Tébessa pour avoir accepté de participer au jury de cette thèse et pour l'intérêt 

qu'ils ont porté à ce travail. 

    Enfin, je remercie mes collègues du département de mathématiques de la faculté 

des sciences exactes. 

     

 

 



 



 



 



TABLE DES MATIÈRES

Notations 1

Introduction 3

1 Notions préliminaires 6

1.1 Quelques notions de base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.1.1 Espace de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.1.2 Opérateurs linéaires bornés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1.3 Spectres d�un opérateur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2 Image numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2.1 Image numérique d�un opérateur dans un espace de Hilbert . . . . 12

1.2.2 Image numérique d�un élément d�une algèbre de Banach . . . . . 14

1.3 Commutateur et trace d�un opérateur linéaire . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.3.1 Commutateur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.3.2 Trace d�un opérateur linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.4 Dérivations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.4.1 Dérivation intérieure induite par un opérateur . . . . . . . . . . . 19

1.4.2 Dérivation généralisée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.4.3 *-Dérivation de Jordan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.5 Quelques classes d�opérateurs dans B(H) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2 Classi�cation des opérateurs �nis 28

i



Table des matières

2.1 Opérateurs �nis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.1.1 Dé�nitions et propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.1.2 Quelques classes d�opérateurs �nis . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.2 Opérateurs �nis généralisés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.2.1 Dé�nition et caractérisation des opérateurs �nis généralisés . . . . 35

2.2.2 Nouvelles classes d�opérateurs dans GF(H) . . . . . . . . . . . . . 41

2.2.3 Étude de l�orthogonalité de l�image au noyau d�une dérivation . . 43

3 Opérateurs *-�nis et opérateurs *-�nis généralisés 46

3.1 Opérateurs *-�nis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.1.1 Dé�nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.1.2 Opérateurs *-�nis sous perturbation spectrale . . . . . . . . . . . 49

3.2 Opérateurs *-�nis généralisés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.2.1 Dé�nition et propriétés de base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.2.2 Quelques paires d�opérateurs *-�nis généralisés . . . . . . . . . . . 54

Conclusion 57

Bibliographie 59

Table des matières
ii



Notations

H : Espace de Hilbert séparable complexe de dimension in�nie.

B(H) : Algèbre des opérateurs linéaires bornés sur H:

kAk : Norme de l�opérateur A:

h:; :i : Produit scalaire.

I : Opérateur identité.

A� : Adjoint de l�opérateur A.

A�1 : Inverse de l�opérateur A:

� : Somme directe.


 : Produit tensoriel.

fAg
0

: Ensemble des commutants de A:

fAg00 : Ensemble des bicommutants de A:

R (A) : Image de l�opérateur A:

ker (A) : Noyau de l�opérateur A:

�A : Dérivation intérieure induite par l�opérateur A:

R (�A) : Image de la dérivation �A:

T r (A) : Trace de A:

� (A) : Spectre de A:

�p (A) : Spectre ponctuel de A:

1



Notations 2

�a (A) : Spectre approché de A:

�ar (A) : Spectre approché réduisant de A:

r (A) : Rayon spectral de A:

W (A) : Image numérique de A:

@W (A) : Frontière de l�image numérique de A:

! (A) : Rayon numérique de A:

fxng : Suite des vecteurs unitaires

A� : Espace dual topologique de A:

f : État.

JA;B : *-Dérivation généralisée de Jordan .

RA;B : Image de JA;B:

M? : Complément orthogonal deM:

M : Adhérence deM:

Notations



Introduction

Soient H un espace de Hilbert complexe, séparable de dimension in�ni et B(H) l�al-

gèbre des opérateurs linéaires bornés sur H.
Pour A;B 2 B(H), la dérivation intérieure induite par A notée �A, la dérivation

généralisée induite par les opérateurs A;B notée �A;B et la *-dérivation généralisée de

Jordan notée JA;B sont dé�nies successivement comme suit :

�A : B(H)! B(H); �A(T ) = AT � TA; 8T 2 B(H):

�A;B : B(H)! B(H); �A;B(T ) = AT � TB; 8T 2 B(H):

JA;B : B(H)! B(H); JA;B(T ) = TA�BT �; 8T 2 B(H):

Ces opérateurs ont plusieurs applications, on cite comme exemples :

� La mécanique quantique pour représenter des grandeurs physiques, les observables,...

� La théorie de perturbation des opérateurs linéaires.

La classe des opérateurs �nis, notée F (H), est la classe des opérateurs pour laquelle

la distance de l�opérateur identité I et l�image de l�opérateur dérivation �A est maximale

i.e.

F (H) = fA 2 B (H) : kAT � TA� Ik � 1; 8T 2 B (H)g:

Cette classe a été introduite pour la première fois par J. P. Williams [45], il a étudié

le critère de �nitude et a posé plusieurs questions dans le contexte, comme il a prouvé

que la classe des opérateurs �nis contient les opérateurs normaux, hyponormaux et les

opérateurs satisfaisant à une équation quadratique.

3



Introduction 4

De nombreux auteurs ont étendu ces résultats aux opérateurs non normaux (voir par

exemple [11], [16], [38]).

S. Mecheri [25] a introduit une nouvelle classe appelée classe d�opérateurs �nis géné-

ralisés, notée GF(H) et dé�nie par :

GF (H) = f(A;B) 2 B (H)� B (H) : kAT � TB � Ik � 1;8T 2 B (H)g :

L�auteur a aussi montré que la classe des opérateurs �nis généralisés est uniformément

fermée.

S. Mecheri [27] et S. Bouzenada [8] ont présenté quelques paires d�opérateurs appar-

tenant à GF(H).
Sur la base de l�étude des opérateurs �nis et de la *-dérivation intérieure de Jordan,

N. Hamada [21] a introduit une nouvelle classe appelée la classe des opérateurs *-�nis,

notée F� (H) et dé�nie par :

F� (H) = fA 2 B (H) : kTA� AT � � �Ik � j�j ;8� 2 C;8T 2 B(H)g :

Dans [22], l�autrice a présenté quelques propriétés des opérateurs *-�nis et a prouvé que

les opérateurs paranormaux sous certaines perturbations scalaires sont des opérateurs

*-�nis.

Motivé par les travaux de recherche de J. P. Williams [45] et N. Hamada [21] sur les

opérateurs �nis et *-�nis, H. Messaoudene et N. Mesbah [35] ont introduit une nouvelle

classe d�opérateurs appelée opérateurs *-�nis généralisés notée GF� (H), qui est la classe

d�opérateurs A;B 2 B (H) où la distance entre l�image de la *-dérivation généralisée de

Jordan et l�opérateur �I; � 2 C; est maximale, c�est-à-dire :

GF� (H) = f(A;B) 2 B (H)� B (H) : kTA�BT � � �Ik � j�j ;8T 2 B (H) ;8� 2 Cg :

L�objectif de notre travail est : tout d�abord, l�étude des classes d�opérateurs : F (H) ;

GF (H) ; F� (H) et GF� (H) et de donner quelques propriétés algébriques de base de ces

classes d�opérateurs.

Par la suite, on se concentre sur la présentation de quelques opérateurs appartenant

aux classes cités auparavant.

Cette thése est composée d�une introduction et trois chapitres ainsi qu�une conclusion

et une liste de références bibliographiques.

Introduction



Introduction 5

Au premier chapitre nous évoquons une synthése bibliographique indispensables concer-

nant les opérateurs bornés et leurs propriétés et les di¤érents types des spectres.

Nous avons aussi évoqué brièvement le concept de l�image numérique d�un opérateur

qui sera utilisée plus tard. Nous présentons les propriétés principales des commutateurs,

des dérivations (interne, généralisée et de Jordan) ainsi que certains théorèmes à propos

de ces notions importantes.

Le deuxième chapitre est consacré aux classi�cation des opérateurs �nis, il comprend

deux sections. Dans la premiére section, nous étudions la classe des opérateurs �nis et

nous présentons quelques propriétés fondamentales et importantes de cette classe. Nous

prouvons aussi l�appartenance de quelques classes d�opérateurs à F (H) :
Dans la deuxiéme section, nous traitons la classe des opérateurs �nis généralisés et

nous présentons de nouvelles paires d�opérateurs dans GF (H) :
Nous étudions aussi l�orthogonalité de l�image au noyau de la dérivation généralisée,

et nous allons généraliser certains travaux existants.

Dans le troisième chapitre, nous présentons les opérateurs *-�nis et *-�nis généralisés.

Ce chapitre est divisé en deux grandes parties. Dans la première, on a commencé par

la dé�nition des opérateurs *-�nis et on a donné des exemples d�opérateurs non *-�nis

mais sous une perturbation du spectre approché réduisant sont des opérateurs *-�nis.

Dans la deuxième partie, nous introduisons une nouvelle classe d�opérateurs dite la

classe des opérateurs *-�ni généralisés et nous donnons un aperçu sur cette classe d�opé-

rateur (dé�nition, propriétés algébriques et topologiques).

En�n, nous présentons quelques paires d�opérateurs *-�nis généralisés.

Introduction



CHAPITRE 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons des notions préliminaires concernant les notions

d�opérateur borné dans un espace d�Hilbert, spectre, image numérique, dérivation et

d�autres dé�nitions et résultats que nous allons utiliser dans notre travail.

1.1 Quelques notions de base

Dans tout ce qui suit, on désignera par H un espace de Hilbert complexe séparable

de dimension in�nie muni d�un produit scalaire noté par h:; :i :

1.1.1 Espace de Hilbert

Dé�nition 1.1.1 On dit qu-un espace normé X est complet si toute suite de Cauchy a

une limite dans X:

Dé�nition 1.1.2 Un espace préhilbertien est la donnée d�un espace vectoriel E com-

plexe et d�une forme sesquilinéaire h:; :i, i.e. linéaire en la première variable :

h�x+ �0x0; yi = � hx; yi+ �0 hx0; yi ; 8x; x0; y 2 E; 8�; �0 2 C;

et anti-linéaire en la seconde :

hx; �y + �0y0i = � hx; yi+ �0 hx; y0i ; 8x; y; y0 2 E; 8�; �0 2 C:

6



Chapitre 1. Notions préliminaires 7

Cette forme sesquilinéaire est de plus hermitienne : hy; xi = hx; yi et strictement positive

i.e. :

hx; xi � 0 et hx; xi = 0 si et seulement si x = 0:

On appelle cette forme le produit scalaire sur E.

Proposition 1.1.1 [17] Dans un espace préhilbertien E, l�application k:k : E �! R

donnée par :

kxk =
p
hx; xi; pour tout x 2 E;

est une norme pour E:

Dé�nition 1.1.3 Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet par rapport

à la norme induite par un produit scalaire.

Théorème 1.1.1 [17] (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Pour tous x; y 2 H on a : jhx; yij � kxkH kykH :

Dé�nition 1.1.4 Deux vecteurs x, y dans H sont dits orthogonaux si hx; yi = 0, on

note x ? y.

Dé�nition 1.1.5 Soit J = f1; 2; :::; ng (n 2 N):Une famille de vecteurs fxi; i 2 J; xi 2 Hg

est dite orthogonale si pour tous i; j 2 J tels que i 6= j on a : hxi; xji = 0.

Dé�nition 1.1.6 Une famille de vecteurs fxi; i 2 J; xi 2 Hg est dite orthonormée (or-

thonormale) si :

hxi; xji = �i;j =

8<: 1 ; si i = j

0 ; si i 6= j
:

Dé�nition 1.1.7 Une famille de vecteurs fxi; i 2 J; xi 2 Hg est dite totale (ou com-

plète) dans H si le sous-espace engendré par cette famille est dense i.e. :

fxi; i 2 J; xi 2 Hg? = f0g :

Dé�nition 1.1.8 [17] Une suite orthonormée totale d�un espace de Hilbert est appelée

base orthonormée (ou base Hilbertienne).

1.1. Quelques notions de base
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Théorème 1.1.2 Un espace de Hilbert de dimension in�nie est séparable si et seulement

s�il possède une base orthonormée.

Dé�nition 1.1.9 Soit M un sous-ensemble de H, le complément orthogonal de M

(noté parM?) est dé�ni par :

M? = fy 2 H; hx; yi = 0; 8x 2Mg :

Théorème 1.1.3 [17] Si M est un sous-espace fermé de H ; alors H est la somme

directe orthogonale deM etM?, notée par H =M�M?.

Dé�nition 1.1.10 On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet

pour la métrique associée à la norme .

Dé�nition 1.1.11 Une algèbre A sur un corps commutatif | est un |�espace vectoriel

A muni d�une opération binaire � (c�est-à-dire que le "produit" x� y de deux éléments

de A est un élément de A) bilinéaire, ce qui signi�e que pour tous vecteurs x; y; z 2 A

et tous scalaires a; b 2 |, les égalités suivantes sont vraies :

1) (x+ y)� z = x� z + y � z;

2) x� (y + z) = x� y + x� z;

3) (ax)� (by) = (ab)(x� y):

Les deux premières égalités traduisent la distributivité de la loi � par rapport à la loi

+:

Dé�nition 1.1.12 Une algèbre de Banach est une algèbre complexe normée A qui est

complète et véri�ant :

kabkA � kakA kbkA pour tout a; b 2 A:

Dé�nition 1.1.13 Une *-algèbre de Banach est une algèbre de Banach complexe A

munie d�une involution antilinéaire continue � (appelé adjoint).

Pour tout a; b dans A et � dans C; on a :

(a+ b)� = a� + b�; (�a)� = �a�;

(a�)� = a; (ab)� = b�a�:

1.1. Quelques notions de base
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Dé�nition 1.1.14 Une C�-algèbre est une *-algèbre de Banach avec une condition sup-

plémentaire sur la norme :

ka�akA = kak
2
A pour tout a 2 A:

1.1.2 Opérateurs linéaires bornés

Dé�nition 1.1.15 Une application A : H �! H est appelée opérateur linéaire si A

satisfait les deux propriétés suivantes :

1) A(x+ y) = A(x) + A(y); 8x; y 2 H:
2) A(�x) = �A(x); 8x 2 H;8� 2 C:

Dé�nition 1.1.16 Soit A un opérateur linéaire. On dit que A est borné, s�il existe un

nombre réel positif c, tel que :

kAxkB(H) � c kxkH ; 8x 2 H:

De plus, la norme de l�opérateur A est dé�nie par :

kAkB(H) = sup
n
kAxkB(H) ;x 2 H : kxk = 1

o
:

Notation 1.1.1 B(H) désigne l�algèbre des opérateurs linéaires bornés dé�nis et à va-

leurs dans H:

Dé�nition 1.1.17 Soit A 2 B (H) ; l�image de A; notée par R (A), est dé�nie par :

R (A) = fAx : x 2 Hg :

Le noyau de A; noté ker (A) est l�ensemble dé�ni par :

ker (A) = fx 2 H : Ax = 0g :

Dé�nition 1.1.18 Un opérateur P 2 B(H) est dit projecteur si P 2 = P .

Dé�nition 1.1.19 Soit A 2 B(H):
(1) Un sous-espace fermé E de H est invariant par A lorsque A(E) � E.

1.1. Quelques notions de base
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(2) Si un sous-espace fermé E de H est invariant par A et admet un supplémentaire

topologique qui est aussi invariant par A; on dit que E est réduisant pour A. Ce qui est

équivaut à l�existence d�un projecteur P sur H tel que :

R(P ) = E et AP = PA:

Dé�nition 1.1.20 Une suite d�opérateurs fAng de B(H) converge uniformement (en

norme) vers un opérateur A 2 B(H) si :

kAn � AkB(H) �! 0; quand n �!1:

Dé�nition 1.1.21 L�opérateur adjoint d�un opérateur A 2 B(H) est l�unique opérateur

A� 2 B(H) tel que :

8x; y 2 H; hAx; yi = hx;A�yi :

Proposition 1.1.2 [17] Soit A 2 B(H): Alors :
(i) kA�kB(H) = kAkB(H) :
(ii) kA�AkB(H) = kAA�kB(H) = kAk

2
B(H) :

(iii) ker(A�) = (R(A))?:

(iv) R(A�) = (ker(A))?:

Dé�nition 1.1.22 Soit F un sous-espace fermé de H. La projection orthogonale de H

sur F est l�opérateur noté PF dé�ni par :

8x 2 H : x = x1 + x2; x1 2 F et x2 2 F?; PF (x) = x1:

Proposition 1.1.3 [17] Un opérateur P 2 B(H) est une projection orthogonale si et

seulement si P 2 = P = P �:

Dé�nition 1.1.23 Si F est un sous-espace fermé deH, la compression de A sur F; notée

AjF ; est la restriction de l�opérateur PFA sur F , (où PF est la projection orthogonale

sur F ).

1.1. Quelques notions de base
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1.1.3 Spectres d�un opérateur

Soit A 2 B(H); alors :

� Le spectre de A est dé�ni par :

�(A) = f� 2 C : (A� �I) est non inversibleg :

- Tout scalaire � 2 �(A) est dit valeur spectrale.

� Le rayon spectral de A; noté par r(A); est dé�ni par :

r(A) = sup fj�j ; � 2 �(A)g = lim
n!1

kAnk
1
n

B(H)

et on a toujours: r(A) � kAkB(H) : Si �(A) = ;; alors, r(A) = 0:

� Un nombre � 2 C est une valeur propre de A; s�il existe un vecteur non nul x 2 H;

tel que : Ax = �x.

Chaque vecteur non nul x 2 H satisfaisant l�égalité précédente s�appelle vecteur propre

de A associé à la valeur propre �.

� Le spectre ponctuel de A est l�ensemble :

�p(A) = f� 2 C : � valeur propre de Ag = f� 2 C : (A� �I) n�est pas injectifg :

- Une valeur propre de A est une valeur spectrale et on a toujours �p(A) � �(A).

On appelle espace propre associé à la valeur propre � 2 �p(A), le sous-espace vectoriel

ker(A� �I) 6= f0g.

� L�ensemble résolvant de A est le complémentaire dans C du spectre de A, on le note

�(A) et il est donné par :

�(A) = f� 2 C : (A� �I) est inversibleg :

� La résolvante de A est l�application qui à tout � 2 �(A) associe :

R�(A) = (A� �I)�1 2 B(H):

� Le spectre approché de A est l�ensemble :

�a (A) =
n
� 2 C;9 fxng � H; kxnkH = 1 : limn!1 (A� �I)xn = 0

o
:

1.1. Quelques notions de base
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� Le spectre approché réduisant de A est l�ensemble :

�ar (A) =

�
� 2 C : 9 fxng�H: kxnkH= 1; limn!+1

(A� �I)xn= 0 ; lim
n!+1

(A� �I)� xn= 0
�

=
n
� 2 C : 8" > 0; 9x 2 H : kxkH = 1; kAx� �xkB(H) < " et

A�x� �xB(H) < "o :
� On a :

�p (A) � �a (A) et �ar (A) � �a (A) :

1.2 Image numérique

1.2.1 Image numérique d�un opérateur dans un espace de Hil-

bert

Dé�nition 1.2.1 Soit A un opérateur linéaire borné sur H: L�image numérique de A

est l�ensemble dé�ni par :

W (A) = fhAx; xi : x 2 H; kxkH = 1g :

Dé�nition 1.2.2 Soit A un opérateur linéaire borné sur H: Le rayon numérique de A

est le réel positif dé�ni par :

!(A) = sup fj�j ; � 2 W (A)g = sup fjhAx; xij : x 2 H; kxkH = 1g :

Proposition 1.2.1 [20] Soient A;B 2 B (H) : Alors pour tout opérateur unitaire U ,

pour tout sous-espace ferméM de H et pour tous �; � 2 C on a :
1. W (U�AU) =W (A):

2. W (�A+ �I) = �W (A) + �:

3. W (AjM) � W (A):
4. W (A�) =

�
�; � 2 W (A)

	
:

5. W (A+B) � W (A) +W (B):
6. W (Re(A)) = ReW (A) et W (Im(A)) = Im(W (A))( où Re(A) (Im(A)) est la partie

réelle (partie imaginaire) de A.

Théorème 1.2.1 [37] L�image numérique d�un opérateur A 2 B (H) est un ensemble

non vide et borné.

1.2. Image numérique
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Preuve. 1) Soit x 2 H, tel que x 6= 0: Alors
D
A x
kxkH

; x
kxkH

E
2 W (A); identiquement;

W (A) 6= ;:
2) Soit � 2 W (A); alors il existe x 2 H; kxkH = 1; tel que � = hAx; xi

j�j = jhAx; xij � kAxkB(H) kxkH � kAkB(H) kxk
2
H = kAkB(H) :

Donc pour tout � 2 W (A); j�j � kAkB(H) :

Théorème 1.2.2 Soit A 2 B (H) ; alors :
1: �p (A) � W (A) :

2: � (A) � W (A); où W (A) est la fermeture de l�image numérique de A.

Preuve. 1: Soient � 2 �p (A) et x 2 H : kxkH = 1; Ax = �x; alors : h(A� �)x; xi = 0:

Donc � = hAx; xi ; d�où � 2 W (A) :

2: On sait que @�(A) � �a(A) [25] (@�(A) est la frontière du spectre de A) et que

W (A) est convexe (voir théorème de Toeplitz-Hausdor¤ [19]). Il su¢ t de montrer que

�a(A) � W (A):

Soient � 2 �a (A) et fxng une suite des vecteurs unitaires telles que :

k(A� �I)xnkB(H) �! 0:

En appliquant l�inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

jh(A� �I)xn; xnij � k(A� �I)xnkB(H) �! 0;

ainsi ;

hAxn; xni �! �:

D�où ;

� 2 W (A).

Proposition 1.2.2 Soit A un élement de B (H) ; alors :

1

2
kAkB(H) � ! (A) � kAkB(H) :

Preuve. Soient x; y 2 H, on a :

jhAx; xij � kAxkB(H) kxkH � kAkB(H) kxk
2
H :

1.2. Image numérique



Chapitre 1. Notions préliminaires 14

Donc ;

! (A) � kAkB(H) :

D�après une des propriétés de l�image numérique on a :

jhAx; yij � 4! (A)
�
kxk2H + kyk

2
H
�
:

Comme ;

kAkB(H) = sup fjhAx; yij : kxkH = kykH = 1g :

D�où ;

kAkB(H) � 2! (A) :

Théorème 1.2.3 Si ! (A) = kAkB(H) ; alors r(A) = kAkB(H) :

Preuve. Si ! (A) = kAkB(H) = 1; alors il existe une suite des vecteurs unitaires fxng

telle que :

hAxn; xni �! � 2 W (A); j�j = 1;

et comme ;

jhAxn; xnij � kAxnkB(H) � 1;

alors ; on obtient : kAxnk �! 1: Donc :

k(A� �I)xnk2B(H) = kAxnk
2
B(H) � jhAxn; �xnij � jh�xn; Axnij+ kxnk

2
H �! 0;

d�où ; � 2 �a(A) et donc r(A) = 1:

1.2.2 Image numérique d�un élément d�une algèbre de Banach

Soit A une C�-algèbre avec identité e:

Dé�nition 1.2.3 Une fonctionnelle linéaire f sur A est dite positive si f(a�a) � 0;

8a 2 A (on note f � 0), f est dite état si f � 0 et kfk = 1: L�ensemble d�états de A

noté P est dé�ni par :

P = ff 2 A : f(e) = kfkA = 1g :

1.2. Image numérique
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Proposition 1.2.3 Pour f 2 P ; alors :
1. f � 0) f = f �; kfkA = f (e) :
2. Pour a 2 A : kakA = sup fjf (a)j : f 2 Pg :

Dé�nition 1.2.4 Pour a 2 A; l�ensemble ;

W0(a) = ff(a) : f 2 Pg

est appelé image numérique de a:

Proposition 1.2.4 Pour a 2 A, W0(a) est un ensemble non vide, convexe, compact et

contient le spectre de a ; �(a); où

�(a) = f� 2 C : (a� �e) est non inversibleg :

Remarque 1.2.1 Si A = B(H) ; alors W0(a) =W (A):

Lemme 1.2.1 Soit a 2 A: Alors ; 0 2 W0(a) si et seulement si 8� 2 C : j�j � ka� �k :

Preuve. Supposons que 0 2 W0(a) et soit f0 2 P : f0(a) = 0: Alors f0(a � �) = ��;

d�où ;

j�j � kf0kA ka� �k = ka� �k ; 8� 2 C:

Réciproquement, si j�j � ka� �k ;8� 2 C; alors si a n�est pas un opérateur scalaire, en

appliquant le théorème de Hahn-Banach [13, p. 64], on peut choisir fa 2 A� tel que :

fa(a) = 0; fa(1) = 1 et kfakA =
fajV ect(a;1)A :

Pour �; � 2 R�; on a :

fa(�a+ �) = �; k�a+ �k = j�j
a� (���1�) � j�j �����1��� = j�j :

Donc ;

jfa(�a+ �)j
k�a+ �k � 1;

kfakA = 1 = fa(1);

i.e., fa 2 P et 0 = fa(a) 2 W0(a):

1.2. Image numérique
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1.3 Commutateur et trace d�un opérateur linéaire

Soient H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in�nie, feigi2N une

base orthonormée dans H et B(H) l�algèbre des opérateurs linéaires bornés dé�nis et à

valeurs dans H.

1.3.1 Commutateur

Dé�nition 1.3.1 Un élément X 2 B(H) est un commutateur s�ils existent A et B de

B(H) tels que : X = AB �BA: On note AB �BA par [A;B] :

Dé�nition 1.3.2 Soit A 2 B(H):
(i) Le commutant de A; noté fAg0 est dé�ni par :

fAg0 = fB 2 B(H) : AB = BAg :

(ii) Le bicommutant de A; noté fAg00 ; est dé�ni par :

fAg00 =
�
C 2 B(H) : CB = BC; 8B 2 fAg0

	
:

Lemme 1.3.1 Pour A 2 B(H); on a:
i) ffAgg00 =

�
fAg0

	0
:

ii) fAg0 est une sous-algèbre de B(H):
iii) fAg00 est une sous-algèbre commutative de B(H):

Théorème 1.3.1 L�opérateur identité I n�est pas un commutateur.

Preuve. On suppose que I est un commutateur, donc ils existent A;B 2 B (H) ; tels

que :

I = AB �BA:

Multiplions à gauche et à droite par A :

A = A2B � ABA;

A = ABA�BA2:

En additionnant les deux relations on trouve :

2A = A2B �BA2;

1.3. Commutateur et trace d�un opérateur linéaire
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et en suivant la même méthode on trouvera :

nAn�1 = AnB �BAn: (1.1)

Supposons que (1.1) est vraie pour k 2 N et prouvons la pour k + 1, on a :

Ak+1B �BAk+1 = A(AkB �BAk) + (AB �BA)Ak

= AkAk�1 + Ak

= (k + 1)Ak:

Donc ;

8n 2 N : nAn�1 = AnB �BAn:nAn�1B(H) � kAnB �BAnkB(H) � 2 kBkB(H) kAnkB(H) :
Pour kAn�1k 6= 0, on aura :

n � 2 kBkB(H) kAkB(H) :

Pour un entier n1; où n1 > 2 kBkB(H) kAkB(H) ; on a kAn1kB(H) = 0: Par conséquent :

kAn1kB(H) =
An1�1


B(H)

= ::::: = kAkB(H) = 0;

donc A = 0: D�où I = AB � BA = 0; qui est une contradiction. D�où I n�est pas un

commutateur.

Corollaire 1.3.1 [20] L�unique commutateur sous forme d�un scalaire dans B (H) est

l�opérateur nul.

1.3.2 Trace d�un opérateur linéaire

Dé�nition 1.3.3 Soit A 2 B (H) avec
P
i2N
hjAj ei; eii < 1 (où jAj := (A�A)

1
2 ); pour

toute base orthonormée feigi2N : On dé�nit la trace de A par :

Tr : B (H)! C

Tr (A) =
X
i2N

hAei; eii :

1.3. Commutateur et trace d�un opérateur linéaire
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On appelle opérateur à trace un opérateur A; tel que Tr(jAj) soit �ni. On dé�nit un

produit scalaire sur B (H) par :

hA;Bi = Tr (B�A) :

C�est le produit scalaire auquel on associe la norme de H :

kAk2B(H) = hA;A�i :

Proposition 1.3.1 La trace dé�nit une forme linéaire sur l�ensemble des opérateurs de

classe trace.

Preuve. Pour tous A;B 2 B (H) avec Tr(jAj) <1 et Tr(jBj) <1; 8�; � 2 C; on a :

Tr (�A+ �B) =
X
i2N

h(�A+ �B) ei; eii

=
X
i2N

h�Aei + �Bei; eii

= �
X
i2N

hAei; eii+ �
X
i2N

hBei; eii

= �Tr (A) + �Tr (B) :

Remarque 1.3.1 Les opérateurs à trace forment un sous-espace vectoriel de B (H) ; qui

est complet pour la norme de B (H) :

Proposition 1.3.2 [10] Pour tous opérateurs à trace A et B, on a :

� Tr (A�) = Tr (A); où Tr (A) est le conjugué de Tr (A) :
� jTr (A)j � kAkB(H).
� jTr (AB)j � kAkB(H) kBkB(H).
� Tr (AB) = Tr (BA) :

En dimension in�nie la trace est la somme des valeurs propres, en dimension �nie

la trace d�un opérateur est la somme des coe¢ cients diagonaux de la représentation

matricielle de cet opérateur.

1.3. Commutateur et trace d�un opérateur linéaire
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1.4 Dérivations

Soit A une algèbre de Banach sur un corps commutatif |:

Dé�nition 1.4.1 On appelle dérivation toute application linéaire continue d : A ! A

satisfaisant la propriété :

d (xy) = d (x) y + xd (y) ;

pour tout x; y 2 A.

1.4.1 Dérivation intérieure induite par un opérateur

Dé�nition 1.4.2 On appelle dérivation intérieure induite par a 2 A, l�application

linéaire �a dé�nie par :

�a : A �! A

t 7! at� ta:

Proposition 1.4.1 Soit A un élément de B (H) ; l�application :

�A : B (H) �! B (H)

T 7! AT � TA

est une dérivation dite dérivation intérieure induite par A; linéaire et continue pour

la norme de B (H) :
Preuve. � En e¤et, on a :

8T; S 2 B (H) ; �A (T + S) = A (T + S)� (T + S)A

= AT + AS � TA� SA

= �A (T ) + �A (S) :

Et ;

�A (�T ) = A (�T )� (�T )A = ��A (T ) ; 8T 2 B (H) ;8� 2 C�:

D�où A est linéaire.

On a :

k�A (T )kB(H) = kAT � TAkB(H) � 2 kAkB(H) kTkB(H) ;

1.4. Dérivations
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donc il existe M = 2 kAkB(H) tel que k�A (T )kB(H) � M kTkB(H) ; ainsi on a prouvé que

�A est bornée donc continue pour la norme de B (H) :
� Prouvons que : �A (TS) = �A (T )S+ T�A (S) :

�A (TS) = ATS � TSA

= ATS � TSA+ TAS � TAS

= (AT � TA)S + T (AS � SA)

= �A (T )S + T�A (S) :

Proposition 1.4.2 Une dérivation intérieure �A sur B (H) possède les propriétés sui-

vantes :

1. k�AkB(H) = 2 inf
n
kA� �IkB(H) : � 2 C

o
:

2. �A+B = �A+ �B:

3. Soient A;B 2 B (H) ; alors �A = �B si B = A+ �I; � 2 C:

Preuve. 1. Remarquons que �A = �A��I : En e¤et, on a pour tout T 2 B (H) :

�A��I (T ) = (A� �I)T � T (A� �I)

= AT � TA

= �A (T ) :

k�AkB(H) = k�A��IkB(H)

= k(A� �I)T � T (A� �I)kB(H)

� 2 kA� �IkB(H) kTkB(H) :

D�où ; k�AkB(H) = 2 inf
n
kA� �IkB(H) : � 2 C

o
:

2. On a, pour tout T 2 B (H) :

(�A + �B) (T ) = AT � TA+BT � TB

= (A+B)T � T (A+B)

= �A+B (T ) :

3. Si B = A+ �I; alors �B = �A+�I = �A (d�après 1).

1.4. Dérivations



Chapitre 1. Notions préliminaires 21

Proposition 1.4.3 Soit B (E) l�algèbre des opérateurs dé�nis sur un espace de dimen-

sion n, muni d�un produit scalaire trace ; alors on a :

� (�A)� = �A� :
� R (�A) =

�
fA�g

0
�?
:

Preuve. � Soient X; Y 2 B (E) ; on a :

hX; (�A)� Y i = h�AX; Y i = Tr (�A (X)Y �)

= Tr(AXY � �XAY �)

= Tr(XY �A)� Tr (XAY �)

= Tr(X(AY � � Y �A))

= hX; �A� (Y )i ;

d�où ; (�A)
� = �A� :

� Il est connu que R (�A) = (ker (�A)�)? : D�après la première partie de cette propo-

sition on trouve :

R (�A) = (ker (�A�))
? =

�
fA�g

0
�?
:

1.4.2 Dérivation généralisée

Dé�nition 1.4.3 Une application � de A dans A qui associe à tout élément t de A son

image

�a;b(t) = at� tb;

où a et b sont des éléments de A, est appelée dérivation généralisée induite par a et

b:

Remarque 1.4.1 Soient A;B 2 B (H) : Si A = B ; on note alors �A;B = �A.

1.4.3 *-Dérivation de Jordan

Dé�nition 1.4.4 Soit A une *-algèbre de Banach.

1.4. Dérivations
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1) Une application d : A ! A est dite dérivation de Jordan si :

d(a2) = ad(a) + d(a)a; pour tout a 2 A:

2) Une application linéaire J : A ! A est dite *-dérivation de Jordan si pour tout

a; b 2 A :

i) J(a+ b) = J(a) + J(b); (1.2)

ii) J(a2) = aJ(a) + J(a)a�; (a� est l�adjoint de a). (1.3)

3) La *-dérivation intérieure de Jordan associée à a 2 A est dé�nie par :

Ja(t) = ta� at�; 8t 2 A:

Remarque 1.4.2 Il est clair que toute dérivation est une dérivation de Jordan, l�inverse

ne semble pas être vrai en général. Cependant, comme résultat remarquable, il a été

démontré que toutes les dérivations de Jordan sur B(X ), où X est un espace de Banach

réel ou complexe, sont des dérivations [24].

Proposition 1.4.4 Soit A = B(H). Alors pour A 2 B(H); l�application :

J(T ) � JA(T ) : B(H) �! B(H)

T 7�! TA� AT �

est une *-dérivation intérieure de Jordan.

Preuve. En e¤et on a :

J(S + T ) = (S + T )A� A(S + T )� = SA+ TA� AS� � AT � = J(S) + J(T );

et ;

J(T 2) = T 2A� AT �2

TJ(T ) + J(T )T � = T 2A� TAT � + TAT � � AT �2 :

1.4. Dérivations
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Remarque 1.4.3 La *-dérivation généralisée de Jordan est de la forme :

JA;B(T ) = TA�BT �; pour tous A;B; T 2 B(H);

son image notée par RA;B est dé�nie par :

RA;B = fTA�BT �;T 2 B(H)g:

On note RA;A par RA:

Théorème 1.4.1 Soient A une *-algèbre de Banach et J : A ! A une application

additive. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) J est une *-dérivation de Jordan.

(ii) Pour tout a 2 A inversible ;

J(a) = �aJ(a�1)a�: (1.4)

(iii) Pour tous a; b 2 A;

J(aba) = abJ(a) + aJ(b)a� + J(a)b�a�: (1.5)

Preuve. (ii) ) (i); (1.4) donne J(1) = 0: Si a est inversible et kak < 1; alors 1 + a;

1� a; 1� a2 sont aussi inversibles, de plus : (a� 1)�1� (a2� 1)�1 = (a2� 1)�1a: On va

montrer que pour un tel a on a :

J(a2) = aJ(a) + J(a)a�:

En e¤et ;

J(a) + a�1J(a)a��1 = J(a)� J(a�1) = J(a� a�1) = J(a�1(a2 � 1))

= �a�1(a2 � 1)J((a2 � 1)�1a)(a�2 � 1)a��1

= �a�1(a2 � 1)J((a� 1)�1)(a�2 � 1)a��1

+a�1(a2 � 1)J((a2 � 1)�1)(a�2 � 1)a��1

= a�1(a+ 1)J(a� 1)(a� + 1)a��1 � a�1J(a2 � 1)a��1

= (a�1 + 1)J(a)(1 + a��1)� a�1J(a2)a��1:

Par conséquent, 0 = a�1J(a) + J(a)a��1 � a�1J(a2)a��1; d�où J(a2) = aJ(a) + J(a)a�:

1.4. Dérivations
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Considérons maintenant un élément inversible a de norme supérieure à 1: Alors pour

un entier positif n; n�1a est inversible de norme inférieure à 1 et on a : a = n(n�1a):

Comme J est additive, (1.3) reste vraie dans ce cas. Maintenant, soit a arbitraire. Choi-

sissons un entier n > kak ; on trouve :

J(a2)� 2nJ(a) = J((a� n)2) = (a� n)J(a) + J(a)(a� � n);

d�où (1.3) est également valable pour ce a:

(i)) (iii): En remplaçant a par a+ b dans (1.3) on trouve :

J(ab) + J(ba) = bJ(a) + aJ(b) + J(a)b� + J(b)a� (1.6)

pour tous a; b 2 A. Soit x = J(a(ab+ ba) + (ab+ ba)a): En utilisant (1.6) ; on obtient :

x = aJ(ab+ ba) + (ab+ ba)J(a) + J(ab+ ba)a� + J(a)(b�a� + a�b�)

= 2abJ(a) + a2J(b) + aJ(a)b� + 2aJ(b)a� + baJ(a)

+bJ(a)a� + 2J(a)b�a� + J(b)a�2 + J(a)a�b�:

D�autre part,

x = 2J(aba) + J(a2b) + J(ba2) = 2J(aba) + bJ(a2) + a2J(b) + J(a2)b� + J(b)a�2

= 2J(aba) + baJ(a) + bJ(a)a� + a2J(b) + aJ(a)b� + J(a)a�b� + J(b)a�2:

En comparant les deux expressions de x on arrive à (1.5).

(iii)) (ii): Prendre b = a�1 en (1.5) pour obtenir le résultat recherché.

Théorème 1.4.2 [21] Soit J : B(H) �! B(H) une *-dérivation de Jordan. Alors il

existe un unique opérateur A 2 B(H), tel que J(T ) = TA� AT �; pour tout T 2 B(H):

Preuve. Pour l�unicité de A; supposons qu�il existe B 2 B(H) tel que TA � AT � =

TB � BT �; pour tout T 2 B(H): Donc, T (A � B) = (A � B)T �: Si on prend T = iI;

alors on a : 2i(A�B) = 0; i.e. A = B:
Pour l�existence, choisissons A = � i

2
J(iI): Alors ; d�après le théorème 1.4.1 (iii); on

obtient :

J(�T ) = J((iI)T (iI)) = iTJ(iI) + J(T )� iJ(iI)T �:

1.4. Dérivations
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Donc ;

J(T ) = T (� i
2
J(iI))� (� i

2
J(iI))T �;

d�où ; J(T ) = TA� AT �; pour tout T 2 B(H):

Corollaire 1.4.1 Toute *-dérivation de Jordan sur B(H) est continue.

Corollaire 1.4.2 Toute *-dérivation de Jordan J sur B(H) véri�e J(BC) = BJ(C) +

J(B)C� pour tous opérateurs B;C qui commutent.

Preuve. D�après le théorème 1.4.2, il existe un opérateur T 2 B(H) tel que ; J(T ) =

TA� AT �. Ainsi ; si B;C 2 B(H) tels que BC = CB; alors :

J(BC) = (BC)A� A(BC)� = BCA� AB�C�;

et

BJ(C) + J(B)C� = B(CA� AC�) + (BA� AB�)C� = BCA� AB�C�:

Proposition 1.4.5 [40] Toute *-dérivation de Jordan additive sur B(H) est réelle et

linéaire ; où H est un espace de Hilbert complexe .

Preuve. Pour T un opérateur de B(H) et r un réel arbitraire, en utilisant le corollaire

1.4.2, on obtient :

J(rT ) = J((rI)T ) = rJ(T ) + J(rI)T �:

D�autre part ;

J(rT ) = J(T (rI)) = TJ(rI) + rJ(T ):

Donc J(rI)T � = TJ(rI); pour tout T 2 B(H). En particulier ; lorsque T = iI, on a :

J(rI) = 0; pour tout r 2 R. Par conséquent ; J(rT ) = rJ(T ); pour tout T 2 B(H):

1.4. Dérivations
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1.5 Quelques classes d�opérateurs dans B(H)

Un opérateur A 2 B(H) est dit :

�Compact : Si l�image par A de la boule unité de H est compacte au sens de la

topologie de la norme. Les opérateurs compacts véri�ent : lim
n!+1

hAxn; xni = 0; pour

toute suite orthonormée fxng 2 H. La classe des opérateurs compacts est notée par

K (H) :

�De rang �ni : Si R (A) est de dimension �nie.

�Auto-adjoint : Si A = A�; où A� est l�adjoint de A.

�Positif : Si hAx; xi � 0; pour tout x 2 H, on note A � 0:
On a : jAj = (A�A)

1
2 et [A�; A] = A�A� AA� = jAj2 � jA�j2 :

� Isométrique : Si A�A = I;
�
kAxkB(H) = kxkH ;8x 2 H

�
.

�Unitaire : SiA�A = AA� = I;
�
kAxkB(H) = kA�xkB(H) = kxkH ; pour tout x 2 H

�
.

�Normal : Si AA� = A�A:

�Quasi normal : Si A( A�A) = (A�A)A:

�Hyponormal : Si A�A� AA� � 0() kAxkB(H) � kA�xkB(H) ;8x 2 H:

� p-hyponormal : Si (AA�)p � (A�A)p ;( 0 < p � 1).

� log-hyponormal : Si A est inversible et véri�e : log (A�A) � log (AA�) :

Il est connu que :

fopérateur p� hyponormal inversibleg =) fopérateur log�hyponormalg ;

mais l�inverse n�est pas vrai [44].

� (p; k)�quasihyponormal : Si A�k jA�j2pAk � A�k jAj2pAk; où k 2 N et 0 < p � 1:

�Dominant : Si pour tout � 2 C : R(A � �I) � R(A � �I)� , il existe un réel

M� � 1; tel que :

k(A� �I)�xkB(H) �M� k(A� �I)xkB(H) ;8x 2 H:

On peut facilement véri�er que :

hyponormal � dominant

et ;

normal � hyponormal � (p; k)� quasihyponormal.

1.5. Quelques classes d�opérateurs dans B(H)
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� A est de la classe A si : jA2j � jAj2 � 0:

�Posinormal : Si AA� � c2A�A; pour c > 0: A est posinormal s�il existe un opéra-

teur positif P 2 B(H) tel que : AA� = A�PA

� (�; �)�normal : Si �2A�A � AA� � �2A�A; tel que (0 � � � 1 � �):

�Totalement (�; �)�normal : Si A� � est (�; �)�normal pour tout � 2 C:

� A est de la classe (Y�) (� � 1) s�il existe un nombre positif k tel que :

jAA� � A�Aj� � k2�(A� �I)�(A� �I);8� 2 C: (*)

� A est de la classe (Y) si Y =
S
��1

Y� et véri�e (*).

�Paranormal : Si kAxk2B(H) � kA2xkB(H) ; pour tout x 2 H ; tel que kxkH = 1:

� p � ��paranormal : Si kjAjp U jAjp xkB(H) � kjAjp U�xk2B(H) ; pour tout vecteur

unitaire x 2 H; où A = U jAj est la décomposition polaire de A:

�Quasi���n�paranormal : Si kA2+nxk
1

1+n

B(H) kAxk
n

1+n

B(H) � kA�AxkB(H) ; 8n 2 N;8x 2

H:

�Normaloïde : Si kAkB(H) = r(A); où r(A) est le rayon spectral de A tel que :

r(A) = lim
n�!+1

kAnk
1
n

B(H) , kAnkB(H) = kAk
n
B(H) :

�Transaloïde : Si (�� A) est normaloïde ; pour tout � 2 C:

�Convexoïde : Si W (A) = co�(A); (co�(A) est l�enveloppe convexe de �(A)).

� Spectraloïde : Si r(A) = !(A); tel que !(A) = sup f� : � 2 W (A)g :

Remarque 1.5.1 On a :

f p� hyponormalg �! f classe Ag

%

flog�hyponormalg

et

Classe A � paranormal � normaloïde � spectraloïde.

Transaloïde � convexoïde � spectraloïde:

Remarque 1.5.2 Dans le reste de cette thèse, on met k:kB(H) = k:k pour l�abréviation.

1.5. Quelques classes d�opérateurs dans B(H)



CHAPITRE 2

Classi�cation des opérateurs �nis

Le concept d�opérateur �ni a été présenté par J. P. Williams [45] en 1970, il a étudié

les critères de �nitude et a posé plusieurs questions dans le contexte.

J. P. Williams a prouvé que la classe des opérateurs �nis est uniformément fermée et

contient les opérateurs normaux, hyponormaux et les opérateurs dominants.

S. Mecheri [25] et H. Messaoudene [33] ont géneralisé les travaux de J. P. Williams

pour des classes d�opérateurs plus générales que les opérateurs normaux et hyponormaux,

comme les opérateurs paranormaux et normaloïdes.

Dans la première partie de ce chapitre, nous présentons les opérateurs pour lesquels la

distance de I àR (�A) vaut l�unité (opérateurs �nis) et les résultats les plus fondamentaux

sur la classe d�opérateurs �nis.

La deuxiéme partie de ce chapitre est consacrée à l�étude de la classe des opérateurs

�nis généralisés où la distance entre l�image de dérivation généralisée et l�opérateur iden-

tité est maximale. Cette classe a été introduite par S. Mecheri [25]. S. Mecheri [27] et S.

Bouzenada [8] ont présenté quelques paires d�opérateurs appartenant à cette classe.

Après avoir donné une courte dé�nition et caractérisation des opérateurs �nis généra-

lisés, nous présentons des nouvelles classes d�opérateurs �nis généralisés. Nous donnons

aussi des nouveaux résultats concernant l�orthogonalité de l�image au noyau de la déri-

vation généralisée.

28
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Soient H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in�nie et B(H) l�al-

gèbre des opérateurs linéaires bornés dans H:

2.1 Opérateurs �nis

2.1.1 Dé�nitions et propriétés

Dé�nition 2.1.1 Un opérateur A 2 B(H) est dit opérateur �ni si la distance entre

l�opérateur identité et l�image de l�opérateur de dérivation induite par A vaut l�unité

i.e. :

kAT � TA� Ik � 1;8T 2 B(H):

La classe des opérateurs �nis est notée par F(H):

Théorème 2.1.1 [45] Soit A 2 B(H). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1) kAT � TA� Ik � 1;8T 2 B(H):
2) 0 2 W (AT � TA); pour tout T 2 B(H); où W (AT � TA) est la fermeture de

W (AT � TA) :
3) Il existe un état f de B(H); tel que : f(AT � TA) = 0.

Dans ce qui suit nous allons étudier les propriétés algébriques des opérateurs �nis.

Remarquons tout d�abord qu�il est aisé de véri�er que l�opérateur nul et l�opérateur

identité sont des opérateurs �nis.

Proposition 2.1.1 Soit A 2 F(H) ; alors :
1. �A 2 F(H); 8� 2 C:
2. (A� �I) 2 F(H); 8� 2 C:
3. Si A est inversible ; alors A�1 2 F(H):
4. A� 2 F(H):
5. A2

m 2 F(H); pour tout m 2 N:

Preuve. 1. Soit A 2 F (H) ; alors :

kAT � TA� Ik � 1;8T 2 B(H):

2.1. Opérateurs �nis
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Posons T = �Y ; 8� 2 C� ; 8Y 2 B(H); donc :

k(�A)Y � Y (�A)� Ik � 1;8Y 2 B(H);

d�où ; �A 2 F (H) :
2. On a : AT � TA = (A� �I)T � T (A� �I): Donc ;

k(A� �I)T � T (A� �I)� Ik = kAT � TA� Ik � 1;8T 2 B(H):

3. Soit A un opérateur inversible de F (H) : Alors ; kAT � TA� Ik � 1; 8 T 2 B(H).
Pour T = (�A�1Y A�1) ; on trouve :A�1Y � Y A�1 � I � 1;8Y 2 B(H):
4. Si A 2 F (H) ; on a :

1 � kAT � TA� Ik = k(T �A� � A�T � � I�)�k

= kT �A� � A�T � � Ik

= kA� (�T )� � (�T )�A� � Ik :

Donc A� 2 F (H) :
5. Soit A 2 F (H) ; alors il existe un état f de B (H) ; tel que : f (AT � TA) = 0;

pour tout T 2 B (H) :
On prouve la relation par réccurence :

Pour m = 0 (évidente).

Supposons qu�il existe un état f de B (H) tel que :

f
�
A2

m

T � TA2m
�
= 0; pour tout m 2 N:

Alors ;

f
�
A2

m �
A2

m

T
�
�
�
A2

m

T
�
A2

m�
= 0 et f

�
A2

m �
TA2

m�� �TA2m�A2m� = 0;
pour tout T 2 B (H) :
Par conséquent,

f
�
A2

m+1

T � TA2m+1
�
= 0 ; 8T 2 B (H) :

2.1. Opérateurs �nis
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Théorème 2.1.2 [26] Soient A;B des éléments de B(H) tels que : An = I et Bn = I;

pour un entier n, alors : kAT � TB � Sk � kSk ; pour tout T 2 B(H) et tout opérateur

S tel que AS = SB:

En utilisant le théorème précédent, mettons A = B et S = I on trouvera :

Corollaire 2.1.1 Soit A un opérateur de B(H) tel que An = I; pour un entier n ; alors :

kAT � TA� Ik � 1; pour tout T 2 B(H) (i. e. A est �ni).

Théorème 2.1.3 Soient A 2 F(H) et W un opérateur inversible de B(H) ; alors A 


W 2 F(H
H).

Preuve. Soit A 2 F(H) ; alors :

1 � kAT � TA� Ik = k(AT � TA� I)
 Ik

= kAT 
 I � TA
 I � I 
 Ik

=
AT 
WW�1 � TA
W�1W � I 
 I


=

(A
W ) �T 
W�1�� �T 
W�1� (A
W )� I 
 I :
Pour Y = T 
W�1; on a :

k(A
W )Y � Y (A
W )� I 
 Ik � 1:

Ce qui prouve que A
W est un opérateur �ni.

2.1.2 Quelques classes d�opérateurs �nis

Dans ce paragraphe, on va présenter quelques nouvelles classes d�opérateurs �nis

contenant les classes des opérateurs normaux et hyponormaux, en les classi�ant par

rapport à la classe des opérateurs normaloïdes, ou en prouvant leurs appartenance à la

classe R1:

Dé�nition 2.1.2 Soit A un élément de B(H), la classe R1 est dé�nie par :

R1 = fA 2 B(H); �ar(A) 6= �g :

2.1. Opérateurs �nis
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Lemme 2.1.1 [25] Soit A 2 B(H); alors l�intersection de la frontière de l�image nu-

mérique et le spectre de A est inclue dans le spectre approché réduisant de A; i. e. :

@W (A) \ �(A) � �ar(A):

Théorème 2.1.4 Soit A 2 B(H). Si A 2 R1; alors A 2 F(H):

Preuve. Soit A 2 R1 ; alors �ar(A) 6= �: Donc, ils existent � 2 C et une suite fxng 2 H;

tels que : (A� �I)xn ! 0 et (A� �I)� xn ! 0: On a :

kAT � TA� Ik2 = k(A� �I)T � T (A� �I)� Ik2

= jh((A� �I)T � T (A� �I)� I)xn; ((A� �I)T � T (A� �I)� I)xnij

� jhT (A� �I)xn; xni � hxn; (A� �I)Txni+ Ij

� hT (A� �I)xn; xni � hxn; (A� �I)Txn + Ii

= jh(A� �I)xn; T �xni � h(A� �I)� xn; Txni+ Ij :

Quand n! +1; on obtient : kAT � TA� Ik � 1. D�où A 2 F (H) :

Théorème 2.1.5 Soit A un opérateur totalement (�; �)�normal ; alors A est �ni.

Preuve. Comme ker(A��) = ker((A��)�) (voir [11]) et A�� est (�; �)�normal ; pour

tout � 2 C; on obtient �a(A) = �ar(A): Et comme @�(A) � �a(A); on a : �ar(A) 6= ;:

D�où A est �ni d�après le théorème 2.1.4.

Théorème 2.1.6 Soit A 2 B(H): Si A est normaloïde ; alors A 2 R1:

Preuve. Soit A un opérateur normaloïde ; alors kAk = r (A) i.e. il existe � 2 � (A) ; tel

que kAk = j�j : Comme � est dans la frontière de �(A); alors k(A� �I)xnk ! 0: Par

conséquent, k(A� �I)� xnk ! 0; d�où A 2 R1:

Lemme 2.1.2 Si A est un opérateur quasi���n�paranormal ; alors A est normaloïde.

Preuve. On peut voir à partir de la dé�nition de l�opérateur quasi� � �n�paranormal

que : An+2x kAxkn � kA�Axkn+1
pour tout x 2 H:

2.1. Opérateurs �nis
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Remplaçant x par Ak�1x ; alors :An+1+kxAkxn � A�Akxn+1
est vrai pour tout entier k � 1, donc ;An+1+kAkn � A�Akn+1 : (2.1)

Supposons maintenant que
Ak = kAkk ; pour certain k � 1 (ce qui est vrai tautologi-

quement pour k = 1).

Alors ;

kAk(k�1)(n+1)
An+1+k kAkkn �

A�(k�1)n+1 An+1+kAkn
�

A�(k�1)n+1 A�Akn+1
�

A�kAkn+1
=

Ak2(n+1)
= kAk2k(n+1) ;

et donc ; Ak+(n+1) = kAkk+(n+1) :
D�où ; par récurrence,

Ak+(n+1)j = kAkk+(n+1)j pour tout j � 1: Ce qui donne une sous-
suite fAnjg de fAng ; où Anj = A1+(n+1)j; tel que limj kAnjk

1
nj = limj

�
kAknj

� 1
nj
= kAk :

Notez que fjjAnjj 1ng est une suite convergente qui converge vers r(A), où r(A) est le

rayon spectral de A, il s�ensuit que r(A) = jjAjj. Donc A est normaloïde.

Théorème 2.1.7 Soit A 2 B(H) un opérateur quasi� � �n�paranormal ; alors A est

�ni.

Preuve. L�hypothèse implique que A est normaloïde d�après le lemme 2.1.2. D�où le

résultat requis découle du théorème 2.1.6 et du théorème 2.1.4.

Théorème 2.1.8 Soit A 2 B(H) un opérateur spectraloïde ; alors A est �ni.

Preuve. On a : r(A) = !(A); alors il existe � 2 �(A) � W (A); tel que j�j = !(A); d�où

� 2 @W (A); i.e. @W (A) \ �(A) 6= ;; d�où �ar(A) 6= � (voir Lemme 2.1.1). Il en résulte

que A est �ni.

2.1. Opérateurs �nis
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Théorème 2.1.9 Soit A 2 B(H): Si A est un opérateur p���paranormal ; alors A est

�ni.

Preuve. Comme tout opérateur p � ��paranormal est un opérateur normaloïde [29],

donc A est un opérateur spectraloïde ; d�où A est �ni d�après le théorème 2.1.8.

Corollaire 2.1.2 Les opérateurs : auto-adjoints, isométriques, unitaires, normaux, quasi-

normaux, hyponormaux, p-hyponormaux, classe (A) ; log-hyponormaux, paranormaux

sont des opérateurs de la classe R1; donc des opérateurs �nis.

Lemme 2.1.3 Soit A un opérateur posinormal de B(H); alors A 2 R1:

Preuve. Soit A un opérateur posinormal de B(H); alors :

k(A� �I)� xk2 = h(A� �I) (A� �I)� x; xi

= h(A� �I)� P (A� �I)x; xi

=
Dp
P (A� �I)x;

p
P (A� �I)x

E
=

pP (A� �I)x2 � pP2 k(A� �I)xk2 :
D�où ;

k(A� �I)� xk �
pP k(A� �I)xk :

Pour � 2 �a (A) ; on trouve que (A� �I)� xn ! 0: Donc � 2 �ar (A) ; d�où A 2 R1:

Corollaire 2.1.3 Soit A un opérateur posinormal de B(H); alors A 2 F(H):

2.2 Opérateurs �nis généralisés

Dans cette section on étudie la classe des opérateurs �nis généralisés. C�est une classe

plus générale que la classe des opérateurs �nis, elle est obtenue par l�orthogonalité de

l�image d�une dérivation généralisée et l�opérateur identité. On présente aussi des nou-

velles paires des opérateurs appartenant à cette classe.

2.2. Opérateurs �nis généralisés
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2.2.1 Dé�nition et caractérisation des opérateurs �nis généra-

lisés

Dé�nition 2.2.1 La paire (A;B) 2 B(H)� B(H) est dite �nie généralisée si :

kAT � TB � Ik � 1;8T 2 B(H):

On note par GF(H) la classe des opérateurs �nis généralisés.

Théorème 2.2.1 GF(H) est fermée dans B(H):

Preuve. Soit (An; Bn)n2N une suite dans GF(H) qui converge vers (A;B) : On a pour

tout T 2 B(H) :

1 � kAnT � TBn � Ik � kAT � TB � Ik+ kAn � Ak kTk+ kBn �Bk kTk :

On a :

8" > 0;9N";8n > N" : kAn � Ak < " et kBn �Bk < ";

alors ; par le choix de n > N" on obtient :

1� 2" kxk < kAT � TB � Ik ;

d�où ;

kAT � TB � Ik � 1;

i.e. (A;B) 2 GF(H): Donc GF(H) est fermée dans B(H):

Théorème 2.2.2 Pour A;B 2 B(H); les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) 0 2 W (AT � TB); 8T 2 B(H);
(ii) kAT � TB � Ik � 1;8T 2 B(H);
(iii) Il existe un état f; tel que : f(AT ) = f(TB);8T 2 B(H):

Preuve. [(i) =) (ii)] En appliquant le lemme 1.2.1 pour AT � TB au lieu de A on

obtient 0 2 W0(AT � TB) si est seulement si : kAT � TB � �Ik � j�j ; pour tout

� 2 C: Comme A;B 2 B(H); la remarque 1.2.1 implique que : kAT � TB � Ik � 1;8T

2 B(H):

2.2. Opérateurs �nis généralisés
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[(ii) =) (iii)] Soit M = fAT � TB;T 2 B(H)g: Il est clair que M est une variété

linéaire de B(H): D�après le théorème de Hahn-Banach [13, p. 64], il existe un élément f

de P = ff 2 A�; f(I) = kfk = 1g; tel que f(I) = 1; kfk = 1
infT kAT�TB�Ik et f(Y ) = 0;

pour tout Y 2M; i.e. f(AT ) = f(TB); pour tout T 2 B(H):
[(iii) =) (i)] D�après la dé�nition 1.2.4, l�hypothèse implique que ; 0 2 W0(AT�TB):

Donc, d�après la remarque 1.2.1 on a : 0 2 W (AT � TB); 8T 2 B(H); i.e. (A;B) est

�nie généralisée.

Proposition 2.2.1 Pour (A;B) 2 GF(H); on a :
(1) (�A+ �; �B + �) 2 GF(H); pour tout �; � 2 C:
(2) Si A et B sont des opérateurs inversibles ; alors (A�1; B�1) 2 GF(H).
(3) (B�; A�) 2 GF(H):
(4) (A2

m
; B2

m
) 2 GF(H); pour tout m 2 N:

(5) �(A)\ �(B) 6= �:

Preuve. (1) Si (A;B) 2 GF(H); alors d�après le théorème 2.2.2, il existe un état f ; tel

que : f(AT ) = f(TB);8T 2 B(H): Comme f est linéaire on a :

8�; � 2 C : f((�A+ �)T ) = f(T (�B + �))

pour tout T 2 B(H):
(2) Soit f un état de B(H); tel que : f(AT ) = f(TB); pour tout T 2 B(H): Alors :

f(A�1T ) = f((A�1TB�1)B) = f(A(A�1TB�1)) = f(TB�1);8T 2 B(H):

(3) Soit f un état de B(H); tel que f(AT ) = f(TB); pour tout T 2 B(H): Donc on

a :

f �(B�T ) = f(B�T )� = f(T �B)

= f(AT �) = f(TA�)�

= f �(TA�);8T 2 B(H):

Comme l�adjoint d�un état est un état aussi ; on a : (B�; A�) 2 GF(H):
(4) Soit f un état de B(H); tel que : f(AT � TB) = 0; pour tout T 2 B(H): On a

par récurrence ;
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Pour m = 0; (A2
0
; B2

0
) = (A;B) 2 GF(H):

On suppose ; pour tout m 2 N; qu�il existe un état f de B(H); tel que :

f(A2
m

T � TB2m) = 0; 8T 2 B(H):

Alors :

f(A2
m

(A2
m

T )� (A2mT )B2m) = 0 et f(A2m(TB2m)� (TB2m)B2m) = 0;

d�où ;

f(A2
m+1

T � TB2m+1) = 0:

(5) Supposons que, �(A)\ �(B) = ;: M. Rosenblum [39] a prouvé que �(�A;B) �

�(A) � �(B); alors �A;B est inversible. Par conséquent, il existe T 2 B(H) pour lequel

on a : k�A;B(T )� Ik < 1; contradiction.

Lemme 2.2.1 Soient A;B;C etD quatre opérateurs di¤érents dans B(H): Si (A;B); (C;D) 2

GF(H) ; alors :
(1) (CA;DB) 2 GF(H):
(2) (A+ C;B +D) 2 GF(H):

Preuve. (1) Si (A;B); (C;D) 2 GF(H) ; alors d�après le Théorème 2.2.2 ils existent

deux états f; g tels que f(AT � TB) = 0 et g(CT � TD) = 0; pour tout T 2 B(H):

D�où :

f(CAT � CTB) = 0 et g(CTB � TDB) = 0:

Donc ;

(f + g)(CAT � TDB) = 0; 8T 2 B(H):

(2) Soient f; g deux états sur B(H) véri�ant : f(AT � TB) = 0 et g(CT � TD) = 0 ;

pour tout T 2 B(H): Soit h = f + g: Puisque f et g sont linéaires ; on a :

0 = f(AT � TB) + g(CT � TD)

= (f + g)(AT + CT � TB � TD)

= h((A+ C)T � T (B +D)); 8T 2 B(H):
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Proposition 2.2.2 GF(H) est invariante par équivalence unitaire.

Preuve. Supposons que (A;B) 2 GF(H) et U est un opérateur unitaire. On a :

kAT � TB � Ik � 1; 8T 2 B(H):

Puisque l�application T 7! U�TU est surjective ; pour tout T 2 B(H); il existe S 2 B(H);

tel que : T = U�SU: Alors ;

k(U�AU)T � T (U�BU)� Ik = k(U�AU)U�SU � U�SU (U�BU)� U�Uk

= kU�(AS � SB � I)Uk

= kAS � SB � Ik

� 1:

D�où ; ((U�AU) ; (U�BU)) 2 GF(H).

� Soit

SGF(H) = f(A;B) 2 GF(H); S(A;B) � GF(H)g

où S(A;B) est l�orbite de similitude de (A;B),

S(A;B) =
��
T�1AT; T�1BT

�
: T 2 B(H) est inversible

	
:

Il est bien connu [45, Theorem 8] que le nilpotent N(A); dé�ni sur B(H0) par N(A) =0BBB@
0 0 0

I 0 0

A I 0

1CCCA ; où H0= H(3) = H�H �H; est �ni si et seulement si A est �ni.

Dans le théorème suivant, on montre que GF(H) * SGF(H):

Théorème 2.2.3 Le couple d�opérateurs �nis généralisés dé�ni sur B(H0)� B(H0) par :

(N(0); N(0)) =

0BBB@
26664
0 0 0

I 0 0

0 I 0

37775 ;
26664
0 0 0

I 0 0

0 I 0

37775
1CCCA ;

où H0= H(3) = H�H �H; n�est pas dans SGF(H
0
).
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Preuve. Il su¢ t de montrer l�existence d�un couple d�opérateurs semblable à (N(0); N(0))

qui n�est pas dans GF(H0):

On sait que GF(H) 6= B(H): Soient A;B 2 B(H); tels que : (A;B) =2 GF(H): Alors ;

(N(A); N(B)) =

0BBB@
26664
0 0 0

I 0 0

A I 0

37775 ;
26664
0 0 0

I 0 0

B I 0

37775
1CCCA =2 GF(H0):

On dé�nit le couple d�opérateurs (S(A); S(B)) par :

(S(A); S(B)) =

0BBB@
26664

I 0 0

�A I 0

0 0 I

37775 ;
26664
I 0 0

0 I 0

0 �B I

37775
1CCCA :

Donc ;

([S(A)]�1 ; [S(B)]�1) =

0BBB@
26664
I 0 0

0 I 0

A 0 I

37775 ;
26664
I 0 0

0 I 0

0 B I

37775
1CCCA

et

([S(A)]�1N(0)S(A); [S(B)]�1N(0)S(B)) =

0BBB@
26664
0 0 0

I 0 0

A I 0

37775 ;
26664
0 0 0

I 0 0

B I 0

37775
1CCCA

= (N(A); N(B)):

Ainsi ; (N(A); N(B)) est un couple d�opérateurs semblable à (N(0); N(0)) n�appar-

tenant pas à GF(H); i.e. (N(0); N(0)) =2 SGF(H): Il en résulte que GF(H) n�est pas

invariant par similitude.

Théorème 2.2.4 Soient A;B 2 B(H): S�il existent une suite normale fxngn�1 2 H et

un scalaire � tels que :

k(A� �I)�xnk ! 0 et k(B � �I)xnk ! 0;

alors (A;B) 2 GF(H):
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Preuve. Soit T 2 B(H): Alors ;

kAT � TB � Ik = k(A� �I)T � T (B � �I)� Ik

� jh[(A� �I)T � T (B � �I)� I]xn; xnij

= jhTxn; (A� �I)�xni � h(B � �I)xn; T �xni � 1j :

Par passage à la limite; on obtient kAT � TB � Ik � 1; pour tout T 2 B(H):

� Soit e�A;B l�image de �A;B par la projection canonique de B(H) dans l�algèbre de
Calkin =(H) = B(H)=K(H) =

n eA; A 2 B(H)o (où eA = fA+K; K 2 K(H)g et

K(H) est l�idéal des opérateurs compacts de B(H)), dé�nie par :

e�A;B(eT ) = eAeT � eT eB:
Théorème 2.2.5 Soient A;B 2 B(H): S�il existent une suite normale (xn)n�1 2 H et

un scalaire � tels que :

k(A� �I)�xnk ! 0 et k(B � �I)xnk ! 0;

alors :
 eAeT � eT eB � I � 1; 8T 2 B(H):

Preuve. Soit K un opérateur compact, donc Kxn ! 0: Alors pour tout T 2 B(H) et

tout � 2 C; la compacité de K entraîne que :

kAT � TB � I �Kk � jh[(A� �I)T � T (B � �I)� I �K]xn; xnij

= jhTxn; (A� �I)�xni � h(B � �I)xn; T �xni � 1� hKxn; xnij

Par passage à la limite, on a :

kAT � TB � I �Kk � 1;

et comme K est arbitraire alors ; eAeT � eT eB � I � 1:

2.2. Opérateurs �nis généralisés



Chapitre 2. Classi�cation des opérateurs �nis 41

2.2.2 Nouvelles classes d�opérateurs dans GF(H)

Dé�nition 2.2.2 La classe R2
1 est la classe de tous les couples (A;B) 2 B(H)� B(H);

tels que A et B admettent un sous-espace réduisant de dimension 1; E1(A;B); véri�ant

AjE1
(A;B)

= BjE1
(A;B)

:

Théorème 2.2.6 Soient A;B 2 B(H). Si (A;B) 2 R2
1 ; alors (A;B) 2 GF(H).

Preuve. Si (A;B) 2 R2
1, alors ils existent une suite orthonormale fxng 2 H et � 2

�ar(A;B); tels que :

lim
n
(A� �I)xn = 0; lim

n
(A� �I)�xn = 0

et

lim
n
(B � �I)xn = 0; lim

n
(B � �I)�xn = 0;

avec kxnkH = 1. Donc ;

kAT � TB � Ik = k(A� �I)T � T (B � �I)� Ik

� jh(A� �I)Txn � T (B � �I)xn � xn; xnij

� j1� hTxn; (A� �I)�xni+ h(B � �I)xn; T �xnij :

Si n �!1, on obtient kAT � TB � Ik � 1.

Proposition 2.2.3 [6] (Technique de Berberian). Soit H un espace de Hilbert complexe ;

alors ils existent un espace de Hilbert H0 � H et un isomorphisme *-isométrique ;

' : B(H)! B(H0); tel que, pour tout A;B 2 B(H) et tout �; � 2 C;
(i) '(A�) = '(A)�; '(IH) = '(IH0); '(�A + �B) = �'(A) + �'(B); '(AB) =

'(A)'(B); k'(A)k = kAk ; '(A) � '(B) si A � B.
(ii) �(A) = �('(A)); �a(A) = �a('(A)) = �p('(A)):

Lemme 2.2.2 Soit A une C�-algèbre; et soient a; b 2 A: Si (a; b) 2 R2
1 ; alors (a; b) est

�nie généralisée:

Preuve.D�après la proposition 2.2.3, il existe un espace de HilbertH et un isomorphisme

*-isométrique ' : A ! B(H). Donc ; pour t; a; b 2 A; on a :

kat� tb� ekA = k' [at� tb� e]k

= k'(a)'(t)� '(t)'(b)� Ik :
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Comme (a; b) 2 R2
1; alors ('(a); '(b)) est aussi dans R2

1; donc ('(a); '(b)) est �nie

généralisée d�après le théorème 2.2.6. Il en résulte que :

kat� tb� ek = k'(a)'(t)� '(t)'(b)� Ik � 1;

i.e. (a; b) 2 GF(H).

Théorème 2.2.7 Soit (A;B) 2 R2
1 et soit K un opérateur compact: Si R = A +K et

S = B +K; alors la paire (R;S) est �nie généralisée.

Preuve. Comme l�algèbre de Calkin B(H)=K(H) est une C�- algèbre. Si R = A+K et

S = B+K; alors (R;S) 2 R2
1: Ainsi, la proposition 2.2.3 montre qu�ils existent un espace

de Hilbert H et un isomorphisme *-isométrique ; ' : B(H)=K(H)! B(H): En utilisant

le lemme 2.2.2, on obtient que ('(R); '(S)) est �nie généralisée. D�où ; (R;S) 2 GF(H).

Lemme 2.2.3 Si A;B 2 F(H) ; alors (A;B) 2 GF(H).

Preuve. Soient A;B 2 F(H): Alors d�après le théorème 2.2.2 ils existent deux états f

et g sur B(H) véri�ant :

f(AT � TA) = 0 et g(BT � TB) = 0; pour tout T 2 B(H):

La linéarité de f et g implique que :

(f + g)(AT � TB) = (f + g)(AT � TA+ TA� TB +BT �BT )

= f(AT � TA) + g(BT � TB)� (f + g)(BT � TA)

= �(f + g)(BT � TA):

Puisque f + g est une fonctionnelle positive normalisée ; alors (f + g)(AT � TB) = 0.

Ce qui termine la démonstration.
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2.2.3 Étude de l�orthogonalité de l�image au noyau d�une déri-

vation

Orthogonalité de l�image au noyau d�une dérivation

Dé�nition 2.2.3 Soit F un espace de Banach. On dit qu�un élément a 2 F est ortho-

gonal à b 2 F au sens de Birkho¤, si :

ka+ �bk � kak ;8� 2 C:

On note a ? b.

Dans [2], les auteurs ont montré que si A et B sont des opérateurs normaux et S

2 ker(�A;B) (noyau de �A;B) ; alors :

k�A;B(T )� Sk � kSk ; 8T 2 B(H):

D�où, l�image de �A;B et son noyau sont orthogonaux. En particulier ; si k�A(T )� Sk �

kSk ; alors R(�A) et ker(�A) sont orthogonaux au sens de Birkho¤. Il est facile de prouver

que si R(�A) ? ker(�A) ; alors A est �ni. En e¤et, on a S = I 2 ker(�A).
Des études détaillées de l�orthogonalité de l�image au noyau de la dérivation généralisée

�A;B on été faites ces dernières années (voir par exemple : [1], [3], [12] et [30]).

Orthogonalité de l�image au noyau pour une classe d�opérateur R1

Lemme 2.2.4 Soient A; S 2 B(H): Si A 2 R1 et S normal, tel que : SA = AS ; alors

pour tout � 2 �p(S) ( le spectre ponctuel de S) ;

j�j � jjS � (AT � TA)jj; 8 T 2 B(H):

Preuve. Soient A 2 R1 et S; T 2 B(H). Soient � une valeur propre de S etM� l�espace

propre associé à �. Comme S est normal et d�aprés le théorème de Fuglede [15], il en

résulte que : S�A = AS�. D�oùM� est réduisant pour A et pour S.

Selon la décomposition H =M� �M?
� ; on peut écrire S;A et T comme suit :

S =

0@ � 0

0 T2

1A ; A =
0@ A1 0

0 A2

1A et T =

0@ T1 T2

T3 T4

1A :
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Comme la restriction d�un opérateur de classe R1 sur un sous-espace invariant est de

classe R1, on a :

jjS � (AT � TA)jj =


0@ �I � (A1T1 � T1A1) �

� �

1A
� k�I � (A1T1 � T1A1)kB(H)

� j�j
I � �A1�T1�

�
�
�
T1
�

�
A1

�
� j�j :

Nous étudions maintenant l�orthogonalité de l�image au noyau de la dérivation interne

�A induite par un opérateur A de classe R1 et un opérateur normal S.

Théorème 2.2.8 Soient A; S 2 B(H): Si A 2 R1 et S est un opérateur normal tel que ;

SA = AS; alors :

kSk � jjS � (AT � TA)jj; pour tout T 2 B(H):

Preuve. Soit � 2 �(S) = �a(S) [20]. D�après la proposition 2.2.3 : '(S) est normal,

'(A) 2 R1, '(A)'(S) = '(S)'(A) et � 2 �p('(S)): En utilisant le lemme 2.2.4 on

obtient :

j�j � k'(S)� ('(A)'(T )� '(T )'(A))k = kS � (AT � TA)k ; 8T 2 B(H):

D�où ;

sup
�2�('(T ))

j�j = k'(S)k = kSk � kS � (AT � TA)k ; 8T 2 B(H):

Théorème 2.2.9 Soient A;B 2 B(H): Si A est un opérateur (p; k)�quasihyponormal

injectif et B� est un opérateur dominant ; alors :

kS � (AT � TB)k � kSk ;

pour tout T 2 B(H) et tout S 2 ker �A;B:
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Preuve. Soit S 2 ker �A;B: Alors S 2 ker �A�;B� [4, Theorem 2.3]: Par conséquent,

ASS� = SBS� = SS�A: Comme tout opérateur (p; k)-quasihyponormal est �ni d�après

[33, Corollary 3.5], SS� est normal et A (SS�) = (SS�)A; le théorème 2.2.8 implique

que :

kSk2 = kSS�k � kSS� � (ATS� � TS�A)k

= kSS� � (ATS� � TBS�)k

� kS�k kS � (AT � TB)k :

D�où ; kSk � kS � (AT � TB)k.
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CHAPITRE 3

Opérateurs *-�nis et opérateurs *-�nis généralisés

N. Hamada [21] a introduit une nouvelle classe d�opérateurs appelée la classe des

opérateurs *-�nis. La motivation de l�étude des opérateurs *-�nis est en raison de deux

approches, d�une part, de nombreux auteurs se sont intéressés à l�étude de l�image de la

*-dérivation intérieure de Jordan J(T ):

D�autre part, introduire le concept de l�opérateur *-�ni est également motivé par

l�étude d�opérateurs �nis donnés par J. P. Williams dans [45].

H. Messaoudene et N. Mesbah [35] ont introduit une nouvelle classe d�opérateurs

appelée opérateurs *-�nis généralisés notée GF� (H), qui est la classe d�opérateurs A;B 2

B (H) où la distance entre l�image de la *-dérivation généralisée de Jordan et l�opérateur

�I; � 2 C; est maximale.
Le but de ce chapitre est d�étudier ces types d�opérateurs en donnant leurs dé�ni-

tions et quelques propriétés algébriques et topologiques. On présente aussi des exemples

d�opérateurs *-�nis et *-�nis généralisés.

3.1 Opérateurs *-�nis

3.1.1 Dé�nitions

Dans ce paragraphe, nous donnons la dé�nition de l�opérateur *-�ni avec quelques

propriétés de base.

46
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Dé�nition 3.1.1 Un opérateur A 2 B(H) est *-�ni si :

0 2 W (TA� AT �);8T 2 B(H):

La classe des opérateurs *-�nis est notée F�(H):

Proposition 3.1.1 [21] Soit A 2 B(H): Alors A est *-�ni si et seulement si :

kTA� AT � � �Ik � j�j ;8� 2 C;8T 2 B(H):

Exemple 3.1.1 Il est claire que l�opérateur nul est un opérateur *-�ni, mais l�identité

n�est pas un opérateur *-�ni ; par ailleurs 0 2 W (T � T �); pour tout T 2 B(H), en

particulier si T = iI, 0 2 W (2iI) = f2ig ; c�est une contradiction.

Proposition 3.1.2 Soient A 2 F�(H) et � 2 C: Alors �A 2 F�(H):

Preuve. Si � = 0; ceci est évident. Dans le cas ou � 2 C�; soit " > 0; pour tout

T 2 B(H), il existe x 2 H; tel que :

jh(TA� AT �)x; xij < "

j�j :

Par conséquent,

jh(T (�A)� (�A)T �)x; xij < ";

i.e. 0 2 W (T (�A)� (�A)T �):

Proposition 3.1.3 Soit A 2 B(H): Alors ;

A 2 F�(H)()A� 2 F�(H):

Preuve. Comme (A�)� = A; il su¢ t de prouver une implication. Supposons que 0 2

W (TA� AT �); pour tout T 2 B(H) et que " > 0 ; alors il existe un vecteur unitaire x

tel que :

jhAx; T �xi � hT �x;A�xij < ":

Mais,

jhA�x; T �xi � hT �x;Axij = jhA�x; T �xi � hT �x;Axij = jhAx; T �xi � hT �x;A�xij :

Donc 0 2 W (TA� � A�T �) ; pour tout T 2 B(H):
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Proposition 3.1.4 F�(H) est invariante par équivalence unitaire.

Preuve. Soit A 2 F�(H) et soit U un opérateur unitaire dans B(H): On a :

kTA� AT � � �Ik � j�j ; 8� 2 C;8T 2 B(H):

Comme l�application : T 7�! U�TU est surjective ; 8T 2 B(H); il existe S 2 B(H) ; tel

que : T = U�SU: Alors ;

kT (U�AU)� (U�AU)T � � �Ik = k(U�SU)(U�AU)� (U�AU)(U�S�U)� �U�Uk

= kU�(SA� AS� � �I)Uk

= kSA� AS� � �Ik

� j�j :

D�où ; U�AU 2 F�(H): On en déduit que : U(F�(H)) � F�(H); où U(F�(H)) est l�orbite

unitaire de F�(H); i.e.

U(F�(H)) = fU�AU ; A 2 F�(H) et U un unitaire de B(H)g :

Proposition 3.1.5 F�(H) est fermé dans B(H) sous la topologie uniforme.

Preuve. Soit fAng une suite d�opérateurs *-�nis tel que : An �! A: Pour � 2 C; alors :

kTAn � AnT � � �Ik �! kTA� AT � � �Ik :

D�où ;

inf
T
kTAn � AnT � � �Ik �! inf

T
kTA� AT � � �Ik ;

i.e. j�j �! kTA� AT � � �Ik : Cela implique que : inf
T
kTA� AT � � �Ik = j�j ; pour

tout T 2 B(H): Donc, kTA� AT � � �Ik � j�j pour tout T 2 B(H): Par conséquent, A

est *-�ni et F�(H) est fermé dans B(H).

Proposition 3.1.6 F�(H) n�est pas dense dans B(H) sous la topologie uniforme.

Preuve. D�aprés la proposition précédente F�(H) est fermé dans B(H) ; Il su¢ t de

prouver que F�(H) 6= B(H). Ceci est claire puisque I n�est pas un opérateur *-�ni.
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3.1.2 Opérateurs *-�nis sous perturbation spectrale

Dans ce paragraphe on va présenter des opérateurs non *-�nis mais sous une pertur-

bation du spectre approché réduisant sont des opérateurs *-�nis.

Lemme 3.1.1 Soit A 2 B(H) un opérateur paranormal. Alors �ar(A) 6= ;:

Preuve. Si A est un opérateur paranormal ; alors A est normaloïde. D�où kAk = r(A); ce

qui implique qu�il existe � 2 �(A) tel que ; j�j = kAk : Comme � est dans la frontière de

�(A); alors pour tout " > 0 il existe un vecteur unitaire x 2 H tel que ; kAx� �xk < ":

Alors
A�x� �x < " car j�j = kAk :

Théorème 3.1.1 Soit A 2 B(H) un opérateur paranormal. Alors ; (A� �I) est *-�ni ;

pour tout � 2 �ar(A):

Preuve. Comme A est paranormal ; alors d�après le lemme 3.1.1, il existe � 2 �ar(A):

La dé�nition du spectre approché réduisant implique que : 8" > 0; ils existent un vecteur

unitaire x 2 H et un opérateur non nul T 2 B(H) tels que :

kAx� �xk < "

2
:
1

kTk ;

et A�x� �x kTk < "

2
:

En utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwarz ; on obtient :

jhAx; T �xi � h�x; T �xij � kAx� �xk kTk < "

2
;

et ��hT �x;A�xi � 
T �x; �x��� � A�x� �x kTk < "

2
:

Alors ; en additionnant les deux dernières inégalités ; on trouve :

jhT (A� �I)� (A� �I)T �x; xij < ":

Donc, 0 2 W (T (A� �I)� (A� �I)T �): Par conséquent A� �I est *-�ni.

3.1. Opérateurs *-�nis
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Corollaire 3.1.1 Les opérateurs suivants sous perturbation du spectre approché rédui-

sant sont des opérateurs *-�nis.

1) Opérateurs hyponormaux.

2) Opérateurs p-hyponormaux.

3) Opérateurs log-hyponormaux.

Remarque 3.1.1 On a montré dans l�exemple 3.1.1 que l�opérateur identité I ( qui est

un opérateur paranormal), n�est pas un opérateur *-�ni ; alors que I est trivialement un

opérateur �ni.

3.2 Opérateurs *-�nis généralisés

Motivé par l�étude de la classe des opérateurs *-�nis introduite par N. Hamada, où

elle a fourni quelques propriétés de ces opérateurs, H. Messaoudene et N. Mesbah [35] ont

introduit une nouvelle classe d�opérateurs, plus large que les opérateurs *-�nis, appelée la

classe des opérateurs *-�nis généralisés. Le but de cette partie est d�étudier cette classe

et donner ces propriétés algébriques de base, également de présenter quelques paires

d�opérateurs appartenant a cette classe.

3.2.1 Dé�nition et propriétés de base

Dé�nition 3.2.1 Soient A;B 2 B(H). Le couple (A;B) est dit *-�ni généralisé si :

kTA�BT � � �Ik � j�j ;8� 2 C;8T 2 B(H):

On note par GF�(H) la classe des opérateurs *-�nis généralisés i.e :

GF�(H) = f(A;B) 2 B(H)� B(H) : kTA�BT � � �Ik � j�j ;8� 2 C;8T 2 B(H)g :

Théorème 3.2.1 Soient A;B 2 B(H): Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) 0 2 W (TA�BT �); 8T 2 B(H);
(ii) kTA�BT � � �Ik � j�j ; 8� 2 C; 8T 2 B(H):

Preuve. Dans [45], l�auteur a montré que pour tout opérateur A; on a : 0 2 W (A) si et

seulement si : kA� �Ik � j�j ; pour tout � 2 C. En remplaçant A par TA � BT �; on

3.2. Opérateurs *-�nis généralisés
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obtient :

0 2 W (TA�BT �); ssi : kTA�BT � � �IkB(H) � j�j ;8� 2 C;8T 2 B(H):

Remarque 3.2.1 (0; I) n�est pas un couple d�opérateurs *-�nis généralisés. Sinon 0 2

W (�T �); pour tout T 2 B(H): De plus, si T = iI; on obtient : 0 2 W (iI) = fig; c�est

une contradiction.

Remarque 3.2.2 La condition (ii) ci-dessus signi�e que : inf
T
kTA�BT � � �Ik = j�j ;

pour tout � 2 C:

Dans ce qui suit, nous donnons quelques propriétés de base de la classe des opérateurs

*-�nis généralisés.

Proposition 3.2.1 Soient (A;B) 2 GF�(H). Alors (�A; �B) 2 GF�(H); pour tout

� 2 C:

Preuve. Il est clair que la paire d�opérateurs nuls est une paire d�opérateurs *-�nis

généralisés. Soit � 2 C�; étant donné " > 0; alors il existe x 2 H tel que :

jh(T (�A)� (�B)T �)x; xij � j�j jh(TA�BT �)x; xij < j�j "j�j ;

pour tout T 2 B(H): Donc :

jh(T (�A)� (�B)T �)x; xij < ";

i. e. 0 2 W (T (�A)� (�B)T �):

Proposition 3.2.2 Si (B;A) 2 GF�(H); alors (A�; B�) 2 GF�(H):

Preuve. Supposons que (B;A) 2 GF�(H): Alors :

kTB � AT � � �Ik � j�j ;8� 2 C;8T 2 B(H):

Puisque l�application : B(H)! B(H) : T ! T � est surjective ; alors :

k(TB � AT � � �I)�k � j�j ;8� 2 C;8T 2 B(H):

3.2. Opérateurs *-�nis généralisés
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D�où ; TA� �B�T � � �I � j�j ;8� 2 C;8T 2 B(H);
i. e. (A�; B�) est *-�ni generalisé:

Proposition 3.2.3 Si (A;B); (C;D) sont des paires d�opérateurs *-�nis généralisés ;

alors (A+ C;B +D) est aussi *-�ni généralisée.

Preuve. Soient (A;B), (C;D) 2 GF�(H): Pour " > 0; il existe x 2 H tel que :

jh(TA�BT �)x; xij < "

2
et jh(TC �DT �)x; xij < "

2
;

pour tout T 2 B(H): Donc :

jh(T (A+ C)� (B +D)T �)x; xij � jh(TA�BT �)x; xij+ jh(TC �DT �)x; xij

< ":

Proposition 3.2.4 Il existe (A;B) 2 GF�(H); tel que :

(A� �I;B � �I) =2 GF�(H); pour tout � 2 C�:

Preuve. Supposons que (A� �I;B � �I) 2 GF�(H): Alors ;

0 2 W (T (A� �I)� (B � �I)T �);

pour tout T 2 B(H): Posons (A;B) = (0; 0) et T = iI, donc 0 2 W (�2�iI) = f�2�ig ;

pour tout � 2 C�. C�est une contradiction.

Théorème 3.2.2 Soit H = H1�H2 et soient A;B 2 B(H) des opérateurs de la forme :

A =

0@ A11 0

0 A22

1A et B =

0@ B11 0

0 B22

1A :
Si pour tout i; i = 1; 2 : (Aii; Bii) 2 GF�(Hi); alors (A;B) 2 GF�(H):

Preuve. On a pour tout T 2 B(H);

T =

0@ T11 T12

T21 T22

1A et I =

0@ I11 0

0 I22

1A :
3.2. Opérateurs *-�nis généralisés
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Alors ; pour tout � 2 C, on a :

kTA�BT � � �Ik =


0@ T11A11 �B11T �11 � �I11 T12A22 +B11T

�
21

T21A11 +B22T
�
12 T22A22 �B22T �22 � �I22

1A
� max

i=1;2
kTiiAii �BiiT �ii � �Iik

� j�j :

Théorème 3.2.3 GF�(H) est fermé dans B(H) sous la topologie uniforme.

Preuve. Soit fAn; Bngn2N� une suite dans GF
�(H); telles que : An ! A et Bn ! B:

Alors :

j�j � kTAn �BnT � � �Ik

� kTA�BT � � �Ik+ kAn � Ak kTk+ kBn �Bk kTk

pour tout T 2 B(H) et tout � 2 C.
Passons à la limite quand n! +1, on obtient :

kTA�BT � � �Ik � j�j :

D�où ; (A; B) 2 GF�(H):

Proposition 3.2.5 GF�(H) n�est pas dense dans B(H) sous la topologie uniforme.

Preuve. D�aprés le théorème 3.2.3 et la remarque 3.2.1, GF�(H) ne peut pas être dense

dans B(H) sous la topologie uniforme puisque GF�(H) 6= B(H):

Proposition 3.2.6 La classe GF�(H) est invariante par équivalence unitaire.

Preuve. Soient (A;B) 2 GF�(H) et U un opérateur unitaire. Alors d�aprés le théorème

3.2.1 on a :

(A;B) 2 GF�(H), 0 2 W (TA�BT �);8T 2 B(H)

, 0 2 W (U�(TA�BT �)U);8T 2 B(H)

, 0 2 W (U�(TUU�A�BUU�T �)U);8T 2 B(H)

, 0 2 W (S(U�AU)� (U�BU)S�);8S 2 B(H)

, ((U�AU); (U�BU)) 2 GF�(H):
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3.2.2 Quelques paires d�opérateurs *-�nis généralisés

Lemme 3.2.1 Soient A;B des opérateurs de rang �ni ; alors (A;B) est *-�ni généralisé.

Preuve. Pour tout opérateur T 2 B(H), TA � BT � est aussi de rang �ni. Puisque 0

appartient au spectre de chaque opérateur de rang �ni, alors ;

0 2 �(TA�BT �) � W (TA�BT �);

pour tout T 2 B(H): Par conséquent (A;B) est *-�ni généralisé.

Théorème 3.2.4 Soient A; B 2 B(H): S�ils existent une suite normée (xn)n�1 � H et

un scalaire � véri�ant :

k(A� �I)xnk ! 0 et k(B � �I)�xnk ! 0;

alors (A� �I;B � �I) est *-�ni généralisé.

Preuve. On a pour tout T 2 B(H) :

kT (A� �I)� (B � �I)T � � �Ik � jh[T (A� �I)� (B � �I)T � � �I]xn; xnij

= jh(A� �I)xn; T �xni � hT �xn; (B � �I)�xni � �j :

Pour n! +1, on obtient kT (A� �I)� (B � �I)T � � �Ik � j�j ; pour tout T 2 B(H)

et tout � 2 C:

Corollaire 3.2.1 Si A 2 B(H) ; alors pour tout � 2 �a(A) et pour tout C 2 B(H);

(C(A� �I); (A� �I)�) 2 GF�(H):

Preuve. Soit � 2 �a(A): Alors il existe une suite normée fxngn�1 dans H véri�ant :

k(A� �I)xnk ! 0:

Si R = A� �I et S = CR avec C 2 B(H); alors :

k((R� 0)�)�xnk = k(A� �I)xnk ! 0

3.2. Opérateurs *-�nis généralisés
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et

k(S � 0)xnk = k(C(A� �I)xnk ! 0:

Donc ;

(C(A� �I); (A� �I)�) = (S;R�) 2 GF�(H):

Proposition 3.2.7 Soient A;B 2 B(H) des opérateurs paranormaux ; alors (A��I;B�

�I) 2 GF�(H); pour tout � 2 �ar(A) \ �ar(B):

Preuve. Soient A;B 2 B(H) des opérateurs paranormaux. Alors d�après le lemme 3.1.1

ils existent � 2 �ar(A) \ �ar(B) et une suite normée (xn)n�1 dans H véri�ant :

k(A� �I)xnk ! 0, k(A� �I)�xnk ! 0 et k(B � �I)xnk ! 0; k(B � �I)�xnk ! 0:

Par conséquent, d�après le théorème 3.2.4 ; on obtient (A� �I;B � �I) 2 GF�(H):

Corollaire 3.2.2 Pour toutes les paires (A;B) suivantes, la paire (A� �I;B � �I) est

*-�nie généralisée pour tout � 2 �ar(A) \ �ar(B).
(i) A et B sont des opérateurs hyponormaux,

(ii) A et B sont des opérateurs p-hyponormaux,

(iii) A et B sont des opérateurs de class A,
(iv) A et B sont des opérateurs log-hyponormaux.

Proposition 3.2.8 Soient A;B 2 B(H): Si RA;B ne contient pas d�opérateur inversible ;

alors (A;B) 2 GF�(H):

Preuve. Soit C 2 RA;B (i.e. C = TA � BT �). Par hypothèse, C est un opérateur non

inversible. Donc, d�après [23, p.162] on a : kC � �Ik � j�j ; 8� 2 C: D�où, (A;B) 2

GF�(H):

Proposition 3.2.9 Si (A;B) 2 GF�(H); alors RA;B (la fermeture de RA;B) ne contient

aucun opérateur scalaire non nul.

Preuve. Supposons qu�il existe � 2 C� : �I 2 RA;B; alors on peut trouver une suite

fTng dans B(H) véri�ant :

kTnA�BT �n � �Ik ! 0:

3.2. Opérateurs *-�nis généralisés
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Comme (A;B) 2 GF�(H); on a : j�j � kTnA�BT �n � �Ik ! 0; c�est une contradiction.

3.2. Opérateurs *-�nis généralisés



Conclusion

S. Mecheri [25] a introduit une classe plus générale que la classe des opérateurs �nis

appelée classe d�opérateurs �nis généralisés dé�nie par :

GF(H) = f(A;B) 2 B(H)� B(H) : kAT � TB � Ik � 1;8T 2 B(H)g :

La conclusion de l�étude de la classe des opérateurs �nis généralisés dans notre travail

est que GF(H) n�est pas invariante sous orbite de similitude et qu�on peut étendre

l�orthogonalité de l�image de la dérivation généralisée et son noyau aux opérateurs non

normaux, y compris les opérateurs (p; k)-quasihyponormaux et opérateurs dominants.

Dans une autre partie, nous avons introduit une nouvelle classe d�opérateurs appelée

la classe des opérateurs *-�nis généralisés. Pour A;B 2 B(H) � B(H), le couple (A;B)

est dit opérateur *-�ni généralisé s�il est un élément de GF�(H), où :

GF�(H) = f(A;B) 2 B(H)� B(H) : kTA�BT � � �Ik � j�j ;8T 2 B(H); � 2 Cg :

La classe des opérateurs *-�nis généralisés est une généralisation de la classe des

opérateurs *-�nis.

Nous avons donné une condition nécessaire et su¢ sante pour pour qu�une paire d�opé-

rateurs appartient à GF�(H), nous avons présenté quelques propriétés algébriques de

GF�(H) et nous avons prouvé que la classe des opérateurs *-�nis généralisés est fermée

pour la topologie uniforme. Aussi, nous avons prouvé que GF�(H) est invariante par

équivalence unitaire.

Nous avons alloué la dernière partie pour présenter quelques couples d�opérateurs

57
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(A;B) 2 GF�(H) et d�autres couples d�opérateurs non *-�nis généralisés mais sous une

perturbation du spectre approché réduisant sont des opérateurs *-�nis généralisés.

3.2. Opérateurs *-�nis généralisés
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