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Résumé

Cette mémoire comporte des résultats d’existence et multiplicité des solutions non triviales
d’une équations elliptique non-locale avec condition sur la frontiére de Steklov Neumann de la
forme suivante

(—=A)p@yu + a(z) |u|p($)_2 u= f(x,u) dans €,

L, du

5 +b(2) |u'™ 2y = g (z,u) sur 09,

|Vu|p(m)

0
ou Q C RY (N >2), est un domaine borné avec une frontiére lipschitzienne 92, — est la

_ ov
dérivée suivant la normale, p (z) € C (Q),q(z) € C(0Q),p(z),q(z) > 1,p(z) # q(y) ,pour

toute x € Q,y € 09,
f:OXxR =R, g:00xR — R sont des fonctions carathéodory satisfaisant certaines hypothéses
appropriées. Les fonctions a et b sont continues telles que

a1 <a(zr) <agetbh <b(x)<by,

pour certaines constantes positives aq, a27b1, by..



Abstract

This memory includes results of existence and multiplicity of non-trivial solutions of a non-local
elliptic equations with condition on the Steklov Neumann frontier of the following form

(—A)p@yu + a(x) ]u\p(m)_Qu = f(x,u) on £,
— b () [u]™ 2y = g (z,u) in 09,

0
where QO C RV (N >2), is a bounded domain with a Lipschitzian boundray 0, p™ is the
v

derivative according to the normal, p(z) € C(Q),q(z) € C(9Q),p(z),q(z) > 1,p(z) #
q(y) for all x € Q,y € 99,

f: QxR — Rg: 002 xR — Rare carathéodory functions satisfying certain appropriate
hypotheses. The functions a and b are continuous such that

a1 <a(x) <agetb <b(x)< by,

for some positive constants aq, as by, bs..
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0.1 INTRODUCTION

L’étude de divers problemes avec exposant variable a recu une attention considérable au cours
des derniéres années. Ces problémes sont intéressants dans des applications telles que la mo-
délisation de 1’électro-rhégologiefuids [36], traitement d’image [14], et soulévent de nombreux
problémes mathématiques difficiles. Nous nous référons aux documents de synthese [19] [37],
pour les avancées et les références dans ce domaine. L’étude de la variation des problémes de
croissance non standard est un nouveau sujet intéressant voir [15] [17].

Dans cette mémoire, nous fournissons des résultats d’existence pour la classe suivante d’équation

elliptique non locales avec condition sur la frontiére de Steklov Neumann

(—=A)pyu + a(z) ’U‘p(x)_2u = f(z,u) dans Q,
(0.1.1)
— +b(x) |u|q(x)_2u = g (z,u) sur 012,

ou Q C RY(N >2), est un domaine borné avec une frontiére lipschitzienne 0, % est la
dérivée normale, p(z) € C () ,q(z) € C(09Q),p(z),q(z) > 1,p(x) # q(y) ,pour toute z €
Q,y € 09,

f:OxR - R, g:00xR — R,sont des fonctions carathéodory satisfaisant certaines hypothéses

appropriées. Les fonctions a et b sont continues telles que
a1 < a(x) <agetb <b(x)<by,

pour certaines constantes positives ai, as,by, bo. (—A) ) u = —div <|Vu|1’J (@)-2 Vu) est appelée
p (z)-Laplacienne.

Lorsque p (z) = p (une constante), p (z)-Laplacien est ’habituel p-laplacien. Le p(z)-laplacien
posséde des non-linéarités plus compliquées que le p-laplacien (voir [26]).

Jusqu’a ces jours, de nombreux résultats ont été obtenus pour des solutions aux équations liées
a la p(z)-laplacien. Précisément, de nombreux auteurs ont étudié de maniére approfondie les
problémes de valeurs aux limites non linéaires impliquant cet opérateur. Nous n’indiquerons

dans cette introduction que les résultats qui sont liés a ceux-la.
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Dans ce qui passe, un certain nombre de variantes du probléme ont été étudiées dans
la littérature lorsque p(z) est une constante. Voir, par exemple, [3], [4], [10],[24], [31], [32],[33],
[34], [41], [42].

En particulier, si a(z) = b(x) = 1,p(z) = p et ¢(x) = ¢ (une constante), le probleme (0.1.1)

devient

{ (—A)pu+ a(x) ’u‘p_2 u = f(z,u) dans Q, (0.1.2)

|Vl %+ b(x) lul" % u = g (x,u) sur OQ,
Bonder et Rossi [10], ont considéré 'existence de solutions non triviales du probleme (0.1.2))
lorsque f(z,u) = 0 et différents cas discutés ou g(x, u) est sous-critique, critique et supercritique
avec respect a u. Plus tard, Martinez et Rossi [31], ont étudié I'existence de solutions lorsque p =
q et les termes de perturbation f(z,u) et g(z,u) satisfont aux conditions de type Landesman-
Lazer. Plus tard, J. H. Zhao et P. H. Zhao [44] ont étudié le probléme des valeurs aux limites non
linéaires(0.1.2) lorsque f(z,u) et g(x, u) satisfont a la condition de type Ambrosetti-Rabinowitz
et ont obtenu des résultats de multiplicité.
Ces derniéres années, des problémes de type(1.1) impliquant le p(z)-laplacien (voir [2],[3],[4],
[8], [9], [22], [41], [42]) a été intensivement étudié par de nombreux auteurs.
Dans [22], Ekincioglu et Ayazoglu, ont considéré le probléme (0.1.1]) avec b(x) = 0. Ils ont étudié
I’existence de solutions du probléme avec méthode variationnelle. sous des conditions
convenables sur f et g, ils ont prouvé que le probléme (0.1.1) a au moins dans ce cas une
solution faible non triviale u € W@ (Q). Aussi, dans [42], Z.Y ucedag a étudié¢ le probléme
(0.1.1) avec a(z) =1, b(x) = 1 et g(x,u) = 0 et a prouvé que le probléme dans ce cas a
au moins une solution faible non triviale u € Wr@) (),
Inspiré des résultats ci-dessus et grace & un récent principe de concentration-compacité pour
le Immersion de trace de Sobolev avec des exposants variables obtenus dans [5], [15], [17],
[25], [35], [41],]42], (voir Section 2 pour plus de détails), nous étudions le probléme de Steklov
pondéré (0.1.1)), qui généralise, améliore et étend les références mentionnées ci-dessus dans
d’autres conditions appropriées. Cela donne et fait importance et signification de ce projet.

Notez que nous avons besoin d’une méthode variationnelle, lemme du col de montagne et le
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principe d’Ekeland [I7], pour atteindre notre objet.

A savoir, nous considérons le probléme dans les deux cas, premiérement, avec f(z,u) =
v1(x)hy(u), et pour certaines hypothéses et en utilisant la méthode variationnelle et le théoréme
du col de montagne nous montrons 'existence d’une solution faible non triviale du probleme
. Deuxiémement, avec f(z,u) = vi(x)hy(u)+ A \UW("E)% u, et pour certaines hypotheses
et en utilisant le théoréme du col de montagne combiné au principe variationnel d’Ekeland,
nous prouvons l’existence de deux solutions non triviales.

Ce travail est organisé comme suit. Dans le chapitre 2, nous présentons quelques connaissances
préliminaires nécessaires sur les espaces de Lebesgue et de Sobolev & exposants variables. Le
chapitre 3 contient notre premier théoréme et son preuve. Dans le chapitre 4, nous donnons et

prouvons notre deuxiéme résultat.
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1.1 Rappels sur les espaces de Sobolev

Dans cette section, on fait un bref rappel sur les espaces de Sobolev. Pour une présentation
plus compléte de ces espaces, on pourra consulter par exemple I'ouvrage de H. Brezis [I] ou
R. A. Adams [12].

Soit p un réel avec 1 < p < oo et un ouvert de RY. On désigne par D(f2) I'espace des fonctions

de classe C! sur 0, a support compact inclus dans 2.

Définition 1.1.1 On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur €2 ’espace

Whr(Q) = {u € Lr(Q): gu €L Vi=1,2, N} ,

Z;

ol

désigne la dérivée partielle de u au sens des distributions. En d’autres termes, une
i

fonction u € LP(QY) est dans WYP(Q) s’il existe N fonctions vy, ...vx € LP(2) tels que

/ugfdx = —/visﬁdx,Vgo € D(N),Vie{l,2,...,N}.
Q ! a

0
On note v; = a—u,W =12,...,N.
L’espace W'P(Q) est muni de la norme

ou
T

‘31'

N
lullyrogey = Nl oy + :
i=1 Lr(Q)

Pourp =2 W' (Q) = H'(Q) est muni du produit scalaire

N/ ou ov
(u,v) g1 = (u,v) 20 —|—E (—,—)
H L2(Q) — ox; O @)

N 2 %
2
[ull 1 (g = <HuHL2(Q) +) )
i=1 Lr(Q)

Proposition 1.1.1 L’espace W'?(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < oo, il est réflexif

et de la norme associée

ou
ox

i

pour 1 < p < oo et séparable pourl < p < 0.
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L’espace (H(2), ||.]|;1) (est un espace de Hilbert séparable).
Définition 1.1.2 Soit 1 < p < 1, W, ?(Q) désigne l'adhérence de D(Q) dans W'P().

L’espace WyP(Q) muni de la norme induite par WP(Q) est un espace de Banach séparable, il

est de plus réflexif pour tout réel p vérifiant 1 < p < 1.
Théoréme 1.1.1 On suppose que est de classe C*. Soit

u € WHP(Q) avec 1 < p < 00
Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) u=0 sur I' =00

(i) u € W, P(Q).

Théoréme 1.1.2 (Inégalité de Poincaré voir [1|])

Soit p un réel avec 1 < p < 1, et Q un ouvert borné de RN alors

30>0Nuewﬁﬂmﬂwm<CWVW(

Lp(ﬂ))N .

De plus, Uapplication u — |[Vul| 1, gy~ €st une norme sur Wy (Q) qui est équivalente  celle

induite par WP(Q).

Théoréme 1.1.3 L’espace <I/V01’p(Q)7 ||.||W(},p(9)> est uniformément conveze.

Définition 1.1.3 Soit p et q deux réels vérifiant, 1 < q < oo et ;1] + % = 1. On désigne par

Wh4(Q) Uespace dual de W, ().

Proposition 1.1.2 (voir[3(]) Soit Q un ouvert borné de RN p et q deux réels,1 < p < +o0 et

1 1

T4 =1
p q

Alors lopérateur défini sur LP(Q)) par

u— |ulPu

a des valeurs dans L1(Q2), de plus il est continu.
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1.1.1 Théoréme d’injection de Sobolev

Enoncons les théorémes "d’injection" continue, ou compacte établis pour les espaces de Sobolev

définis sur un ouvert €2 de RV.

Définition 1.1.4 On dit qu’un espace de Banach X s’injecte de facon continue dans un espace

de Banach'Y et on note X — Y st :

(a) X est un sous-espace de Y .

(b) 3C > 0 tel que pour tout v € X : ||u|y < C|luf -

Définition 1.1.5 On dit qu’un espace de Banach X s’injecte de fagon compacte dans u en

espace de Banach'Y et on note X — Y si :

(1) X s’injecte de fagon continue dans Y .

(ii) Toute suite faiblement convergente dans X converge fortement dans Y .

Théoréme 1.1.4 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) Soit 1 < p < N alors

. 1 1 1
WPRN) ¢ LF" (RY) ou p* est donné par — = = — —,
®Y) c ¥ (®RY) L1

et il existe une constante C' = C(p, N) telle que

lell oy < C 190l . Ve € WHP(RY),

Soit 1 < p < N. Alors
WP (RY) — LYR"Y),Vq € [p,p*],

et pour le cas limite p = N, on a
WEN (RN — LYRN), Vg € [N, o0] .

Corollaire 1.1.1 Soit un ouvert de RN de classe C*, avec T = 09 borné, soit 1 < p < 0o, on

a

z|=

1 Sil1<p< N alors WP(Q) — L (Q) o ;% =

T =
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2 Sip= N alors W'?(Q) — L%(Q)Vq € [p, +oo[,
3 Sip> N alors W'P(Q) — L>®(Q).
De plus, si p > N alors on a pour tout u € W1?(Q)
u(z) —u(y)] < Cllullwivg) e —y["pp 2,y € Q
N . o \ =
avec @« = 1 — — et C' dépend seulement de €2, p et N. En particulier W'?(Q2) C C(2).
p

Théoréme 1.1.5 (Rellich-Kondrachov) Soit ) un ouvert borné de classe C*. On a :

1. Sip < N alors W'?(Q) —— L1(Q)Vq € [1, p*[ ou ]% = =~

D=

(Q
2. Si p= N alors WhP(Q) < L1(Q)Vq € [1, +00]
3. Sip> N alors WP(Q) —— C(Q)

En particulier W'P(Q) << LP(Q), pour tout p.

1.2 Espaces de Sobolev d’exposants variables

Nous rappelons maintenant certaines propriétés nécessaires des espaces d’exposants variables.
Nous référons le lecteur a [[15], [17], [25], [41], [42]] et les références qui y figurent pour plus de

détails. Laisser étre un domaine borné R, N > 2. Nous considérons ’ensemble
Cy () ={peC(Q).p(x)>1vVre}.
Pour tout p € C. (), nous définissons,

p = igfp(a?),p+ = sup p(z).
Q

On peut noter C'y (09) et p~, p™ pour tout p(z) € C(9N). Nous définissons,
P®) () =< u:Q — R, mesurable : /\u(x)]p(x) dr < oo p ,
Q

et

LP@ (9Q) = { u : 0Q — R, mesurable : /|u ()" do < o0} |
89
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avec des normes sur LP®) (Q) et LP®)(9€2) définies respectivement par

p(z)
@ e <1
1

’u|Lp<w)(Q) =infd pu>0: /
Q
et

p(z)
do <13,

u ()
1

|U|Lp(z>(am =infdpu>0: /

otl do est la mesure de surface sur 092. Les espaces (L") (Q), |- Lot (@)) €t (LP®)(09), |- o) 602))
deviennent des espaces de Banach, que nous appelons espaces de Lebesgue & exposants variables.

Définissons ’espace
W@ (Q) = {u € LP)(Q) : |Vu| € LFD(Q)},

équipé a la norme

' u(z) p(x) Vu (z) p(z)
HuHWlm(z)(Q) = inf {M >0: /Q ( " + p dr <1,
pour u € W1HP®) (Q) si nous définissons
p(z) p(z)
||u|| = inf ,u>0:/<a(x) u () +b(z) Vu(z) >dx§1 7
p pu
Q

puis, & partir des hypothéses sur les fonctions a et b, ||u||est une norme équivalente sur W@ () .

Dénoter par Wy "™ () la fermeture de CS° () dans W) (Q) .

Proposition 1.2.1 (voir [15], [17]).
— Lespace (LP@(2), ].] 1pw) (Q)) est un espace de Banach séparable, uniformément conveze, et
son conjugué est l’espace Lp’(’“")(Q) ot zﬁ + zﬁ = 1. De plus, l'inégalité de Hélder plus

ancienne est vraie, c’est-a-dire pour tout u € LP® (Q) et v € LP'@ (Q), on a

< 1 L
qudx < Z? + ) |u|p(x) |U|p’(1‘)'
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~ Si p1,p2 € C 4(Q), avec pi(x) < po(x), pour tout x € Q, alors LP*®(Q) — LP2@)(Q) et

["injection est continue.

Proposition 1.2.2 (Voir [{1)], [{2]).
~ WEeE) (Q) et Wo™'™) (Q) sont deux espaces de Banach. séparables et réflexifs
- Sig e Cy(Q) avec q(z) < p*(x), pour tout x € Q , alors, Uinjection de W'*) (Q) dans

L1®) (99)), est compacte et continue, ot

Np(x)
pi(z) =4 N —plz)
0o, sip(x)> N.

, sip(x) <N,

- Siq € Cy(09) avec q(x) < p(x) pour tout x € O, puis,’injection de trace & partir de
W) (Q) dans L™ (0S2) , est compacte et continue, ot

(N — 1) p(z)
p@) =4 N —pla)
oo, sip(x) > N.

, sip(r) <N,

Pour simplifier, nous désignons
P(u) = / VU@ + a(z) [ul@ dz.
Q

Proposition 1.2.3 (voir [[1)], [42]) Il existe des constantes positives £, &,, de telle sorte que :
- Si T(u) 2 Lalors, & [|ul” < T(u) < & ul”™
~ SiT(u) < Lalors, & |ull’” < T(u) < & |l ,

P z1(=1L<) e [u 21(=1,<1)

posons
pla) = [ Julw)P d.

FEnsuite, nous avons le résultat suivant.

Proposition 1.2.4 (voir [15], [T7], [25]) Pour tous u € LP™(Q), on a
= Nulppor ) < Llresp=1,>1) & p(u) < 1(resp =1,> 1),
- +
- |u’LP(T)(Q) > 1= |u’ip(z)(ﬂ) S p(u) S |u‘ip(z)(g)>
+ —
- |u’LP(z)(Q) <l= |u’ip(x)(g) <p(u) < |u‘1£p(w)(g)7
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Posons aussi

po(1s) = / ) do.

Proposition 1.2.5 (voir [15], [17], [25]) Pour tous u € LP®(0N), on a
+
|U|LP(1)(dQ) >1= |U|Lp<z )(69) = <p(u) < |U|]2p<z>(asz)7

|u|LP @) (0Q) <l= |U|Lp(z )(6Q) = p(u) S |u|ip(r)(ag)‘

Proposition 1.2.6 (voir [15], [17], [25]) Si p et q sont des fonctions mesurables, telles que
p € L®RY) et 1 < p(x).q(z) < oo, pour tout = € RN, alors, pour tout u € L@ (RN), avec
u#0, ona

oy = Pl

P ) < [l

- |“’p(:c>q<x> > 1= ’u\imq@;) < )IU\”(‘”)

q(x) |u|p($)Q(I) ’

Définition 1.2.1 Soit X un espace de Banach et ¢ € C*(X,R),c € R. Nous disons que

satisfait o la (PS). condition au niveau ¢ si une suite (u,) C X, telle que
o (up) — ¢, et @' (u,) — 0, dans X*, quand n — oo,

contient une sous-suite convergente.

1.3 L’opérateur p-Laplacien

L’opérateur p-Laplacien est un opérateur aux dérivées partielles quasi-linéaire elliptique du

second ordre défini par

Apu = div (|Vul"~ 2Vu)*|Vu|p 4{|Vu]p Au+ (p+2) Z

7]7

ou ou  O%u
Ox; Ox; 0,01,

Avec 1 < p < +00, cet opérateur sous forme divergence est dégénéré lorsque p # 2 et pour

p = 2, le p-Laplacien coincide avec le Laplacien usuel A.

1.3.1 Propriétés de opérateur p-Laplacien

Considérons maintenant ’opérateur p-Laplacien défini sur I’espace de Sobolev I/VO1 P(Q2) dans

son dual W~14(Q2) o est un ouvert borné de R, p et ¢ deux réels, 1 < p < 1 et % + é =1L
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Pour tout u de I/VO1 P(Q), pour tout i,1 < ¢ < N, on déduit de la proposition m que

p—2
‘ % % appartient a L?(£2), d’ott on peut définir 'application suivante sur(I/V(jl P (Q))2
N -2
ou "% Ou Ov
— = dx.
) atue) = [ |8 Gt
Q =

Théoréme 1.3.1 Pour tout u de Wy (Q), Uapplication
WyP(Q) — R, v — a(u, v)

est une forme linéaire continue, d’ot il existe un unique élément, noté A(u) de (Wol’p(ﬂ))/, tel
que

a(u,v) = (A(u),v), Yo € W, P(Q).

L’application A : Wy*(Q) — (W()l’p(Q))l ,u— A(u), est notée

N —2
0 == o
—Ap(u) = _Z Oz ( 8:1:4) :
i=1 " E

Proposition 1.3.1 L’opérateur —A, est borné de Wy (Q) dans W=19(€).

ou
81’1-

Théoréme 1.3.2 Soit Q un ouvert borné de RY.
—A, WP (Q) — WH4(Q) est uniformément continu sur tout ensemble borné de W, 7(Q).
(=2, Wh9(Q) — Wy P(Q)est continu.
L opérateur composé (—A,) ™" :

WHI(Q) — Wy "(Q) — L1(Q)

Np
N—p

est compact si 1 < q <

Théoréme 1.3.3 Soit Q un ouvert borné de RY, avec N > 3. Pour p €]1,+o0[, nous définis-

sons la fonctionnelle : Wy (Q) — R par
1
U(u) = —/ |Vul? dz,
PJa
alors West différentiable sur W,'(Q) et

(W (u), v) = /Q YVl VuVods = (—Aju,v)
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Théoréme 1.3.4 (La convergence dominée de Lebesgue) Soit (f,), une suite de fonc-
tions de L'(Q) convergeant presque partout vers une fonction mesurable f. On suppose qu’il

eziste g € LY(Q) telle que pour tout n > 1 on ait ||f.|| < g p.p sur Q alors f € LY(Q) et

i 1y = 71 =0, [ f@)de = tim_ [ fua)d

Proposition 1.3.2 Soit (f,), une suite de LP(Q)) et f € LP(R), telle que||f, — fHLP(Q) —0
alors, il existe une fonction g € LP(Y) et une sous-suite extraite (f,,); telles que :
fni (@) — f(x) p.p sur Q.

| fr;(@)] < g(z) pour tout i et p.p sur Q.

1.4 Quelques éléments de la théorie des points critiques

1.4.1 Différentiabilité et points critiques

Définition 1.4.1 (Dérivée directionnelle) Soit w une partie d’un espace de Banach X et
J 1w — R une fonction a valeurs réelles. St u € w et v € X sont tels que pour t > 0 assez
petit on a u — tv € w, on dit que J admet (au point u) une dérivée dans la direction v si

lim J(u+ tv) — J(u)

t—0t t

existe. On notera cette limite par J)(u).

Définition 1.4.2 (Différentiabilité au sens de Gateaux) On dit que la fonction J d’un
ouwvert w d’un espace de Banach X, a valeurs réelles, est différentiable au sens de Gdteaux (ou
G-différentiable) en u € w, s’il existe p € X' tel que dans chaque direction v € X ot J (u+tv)
existe pour t > 0 assez petit, la dérivée directionnelle J(u) existe et on a

lim J(u+tv) — J(u)

t—s0t t

= {p,v)

L’application ¢ est appelée la différentielle de J au sens de Géteaur au point u (ou la G-

différentielle de J au point u), on note J'(u) = ¢
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Proposition 1.4.1 (voir [29])Soit J une fonction continue de w dans R et G-différentiable
dans un voisinage de u € w. On désigne par J'(v) la G-différentielle de J en v et on suppose

que Uapplication v —— J'(v) est continue au voisinage de u. Alors,
J() = J(u) + (J'(u),v —u) + o(v — u),
c’est a dire que J est différentiable au sens de Fréchet et sa différentielle coincide avec J'(u).

Définition 1.4.3 Soient X un espace de Banach, w C X un ouvert et J € C*(w,R). On dit
que u € w est un point critique de J si J'(u) = 0. Avec J'(u) est la G-différentiellede J au
point u. St u n’est pas un point critique alors, on dit que u est un point régqulier de J. Si c € R,
on dit que c est une valeur critique de J, sl existe u € w tel que J(u) = ¢ et J'(u) = 0. Si c

n’est pas une valeur critique donc, on dit que c est une valeur réquliere de J.

Définition 1.4.4 Soient X un espace de Banach, F et J € CY(X,R) et un ensemble de
contraintes

S={veX,Fv=0}

Nous supposons que F'v # 0 pour tout v € S. On dit que ¢ € R est valeur critique de J sur S

sl existe u € S, et A € R tels que
J(u) =c et J'(u) — AF'(u) =0

Le point u est un point critique de J et le réel est appelé multiplicateur de Lagrange pour la

valeur critique ¢ ou bien le point critique u.

1.4.2 Semi continuité inférieure

Définition 1.4.5 Soit X un espace de Banach et w est une partie de X. Une fonction J :
w — R est dite faiblement séquentiellement semi-continue inférieurement (s.c.i) si pour toute

suite (up), de w convergeant faiblement vers u € w on a J(u) < lim, o inf J(u,).

Proposition 1.4.2 (voir [29]) Soit X un espace de Banach réflexif, K C X un convexe

fermé et J : K — R une fonction faiblement séquentiellement s.c.i. De plus, si K est non
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borné, on suppose que pour toute suite (uy,), de K telle que ||u,| — oo, on a J(u,) — 0.
Alors J est bornée inférieurement et elle atteint son minimum i.e

Ju € k,J(u) = inf J(u) = min J(v)

vEk vek

Définition 1.4.6 Soit (X,d) un espace métrique. Une fonction f définie de X dans RU{+o0}

est dite semi-continue inférieurement, si
Ve > 0,3n > 0,V € B(xg,n), f(xo) — e < f(x).

Proposition 1.4.3 Une fonction f : X — R U {+o0} est semi continue inférieurement en

To St est seulement si

f(x0) < lim inf f(2)

T—T0

Théoréme 1.4.1 (voir [21]) Soient (X, d) un espace métrique complet et f : X — RU{+o0}
une fonction semi continue inférieurement et bornée inférieurement. Soit ¢ > 0 et x € X tel
que,

J(x) < inf f(x) + 3,

alors VA > 0,dx, € X tel que

- flen) < f(2)
- d(xk,f) <§A

— Pour tout © € X avec x £ T, f(x)) < f(x) + %d(x,m)

Théoréme 1.4.2 Soit X un espace de Banach, ¢ : X — RU {400} une fonction semi conti-
nue inférieurement et bornée inférieurement. On suppose de plus que @ est Gateauz différentielle

en tout point u € X, alors
Ve > 0,Ju. € X tele que u, < igl(fg0+e

et
[ Dp(uc)| < e.
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2.1 Le TPM a dimension finie

Dans cette section, nous présenterons deux TPM, a partir d’un TPM unidimensionnel qui aidera
a comprendre la généralisation aux dimensions supérieures. Nous introduirons également une
condition de compacité connue sous le nom de Palais-Smale, qui, comme nous le verrons, est

nécessaire pour la TPM (dimensionnelle infinie) d’Ambrosetti et de Rabinowitz.

2.1.1 Le TPM unidimensionnel

Nous commengons par énoncer un lemme bien connu, celui de Rolle.

Lemme 2.1.1 (Théoréme de Rolle) .Soit f € C'([z1,22),R) avec 1 et 2 € R tel que

x1 # xo. Si f(x1) = f(x2) alors, il existe au moins un x3 € (x1,x9) tel que :
f'(z3) = 0.
Comme conséquence du théoréme de Heine-Borel rappelons que, l'intervalle fermé
(21, 23] € R est compact, (2.1.1)

et aussi puisque f est continue, il y atteint & la fois son mazximum et son minimum par le théo-
réme des valeurs extrémes. Maintenant, si f est constante dans [r1,xs] avec f(x1) = f(xo)M
alors, bien str f(x) = 0 pour tout © € [x1,xz3]. Donc si f n'est pas constante dans [z, z5], le

théoreme des valeurs extrémes et la condition

f(x1) = flx2) (2.1.2)

implique qu’au moins un des extremum de f se produit en un point intérieur xs de [r1,xs],
donc, x3 est un point critique de f. Une conséquence du théoréme de Rolle est le col de

montagne suivant théoréme dans R, [29, , p. 48].

Théoréme 2.1.1 (TPM dans R) Soit x; < x3 < x5 sont des nombres réels distincts et f €
CY(R). Si
f(xs3) > max {f(z1), f(v2)}, (2.1.3)
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alors, il existe un point critique ¢ de f dans (r1,x2) tel que

f— p— 1 f
J(e) = max [ = Inf meax f(z)

ou

I'={[a,b] tga <z <z <Db}.
Remarque 2.1.1 On remarque qu’on peut écrire I' sous la forme suivante :
I'={X C R, X compact et connecté avec x1,x5 € X} . (2.1.4)

Preuve. Si nous supposons que f(x1) < f(xe) (l'inverse fonctionne aussi bien), alors le théo-

réeme du valeur moyenne implique que
Il y a un point zzzN’l € [z1,23)tq f(a:N’l) = f(x9). (2.1.5)

St nous appliquons maintenant le théoréme de Rolle , au plus petit nombre x'y satisfaisant
la condition (2.1.5), on serait assuré de lexistence d’un mazimum dans [z}, x5]. Il découle

maintenant de que :

max f > max f > f(x3) > max {f(xy), f(z2)}

[z1,22] [z ,22]

et depuis [xq1,x9) € T

max f = inf max f(xz).
[a:l,a:Q}f [a,b]ef‘xe[a,b}f< )

2.1.2 Le TPM N-Dimensionnel

Rappelons la condition de compacité (2.1) que nous avons indirectement utilisée dans le TPM
unidimensionnel. Il n’est pas surprenant qu’une condition de compacité soit également requise
dans des dimensions plus élevées, en effet si nous écrivons la dimension supérieure (finie) I' de

ci-dessus comme suite

I'= {Z C RY, Y compact et connecté avec x1, x5 € E}
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et notons que dans les dimensions supérieures, il n’y a aucune garantie que

infmaxf = ¢
el %

est un maximum donc on ne pouvons pas dire que c est critique. Nous en montrerons un exemple
plus tard, mais d’abord quelques définitions.
Tout au long de ce travail, les dérivées @', ®”, etc... seront les dérivées généralisées de Frechét

définies comme suit.

Définition 2.1.1 Supposons que X et'Y sont des espaces de Banach, €2 est un sous-ensemble
ouvert de X, cartes en'Y, et a € Q. S’il existe A € B(X,Y) (I’espace de Banach de tous les

mappages linéaires bornés de X en'Y ) tel que

liqu) (a+x)—®(a) — Az _

0, (2.1.6)
2—0 ]

alors A est appelé le dérivé de Frechét de ® en a, on le note par ®' (a), ou parfois par D® (a).
Définition 2.1.2 (Suite de Palais-Smale) Soit X un espace de Banach et
d: X —-R

une fonctionnelle C'. On appelle une suite u,, € X une suite de Palais-Smale (la suite PS) sur
X si ®(uy,) est borné et ' (u,) — 0. Sl arrive que (u,) — ¢ pour certains ¢ € R la suite PS
sera appelée une suite PS.

Nous pouvons maintenant, & l'aide de la définition ci-dessus, définir ce que l’on entend par la

condition de Palais-Smale.

Définition 2.1.3 (La condition de Palais-Smale) Soit ® et X comme ci-dessus (2.1.9),
on dit que satisfait la condition de Palais-Smale sur X et on la note par (PS), si chaque suite

PS a une sous suite convergente.

Remarque 2.1.2 La condition (PS) est forte que (PS). dans le sense que si (PS) est vérifiée,

alors (PS). est satisfaite pour tout ¢ € R, tandis que l'inverse n’est pas nécessairement vrai.
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Example 1 Supposons que ® : R™ — R est un polynoéme quadratique
d (I’) = Z Qi ;LT 5 + Z blflfl +c (28)
ij=1 i=1

en x = (x1,...,2,) € R", qui est non dégénéré dans le sens o

" (33) = (ai,j)1§i,jgn
induit la carte linéaire inversible R — R™. Alors ® satisfait (PS).

Courant a prouvé le T'PM de dimension finie, travaillant sur la théorie des surfaces minimales
instables, en utilisant un lemme de déformation et I’hypothése que ® devient infini & la frontiére
du domaine considéré. Voici une version moderne (voir [3, ch. 5] et [17, ch. II] par exemple) de

celle ot nous supposons plutot que ® est coercitif, c-a-d qu’il tend vers 400 lorsque ||z|| — +o0.

Théoréme 2.1.2 (MPT dans RY) Supposons que ® € C*(RY R) est coercitive et posséde
deux minimums relatives stricts et séparées xq et xo. Il posséde alors un troisiéme point critique
r3 qui n'est pas un minimiseur relatif et donc distinct de xq et xo, il est caractérisé par le

principe de minmax

®(z3) = inf max & (z),

Yel zex
ol

I' = {E C RN, S compact et connecté avec x1,xs € E} .

est la classe des « chemins » reliant x1 et xo.

Remarque 2.1.3 Nous allons sauter la preuve de ce théoréme mais mentionner que dans la
prewve originale [16], Courant utilise une déformation ou les points P € 3 sont déplacés vers
P’ €% suivant la direction du gradient ® tel que ®(P') < ®(P), ou X et ¥’ sont "minimisant
les ensembles de connexion" connectant x; & xo. Pour d’autres preuwves, voir [39],[29]. Tout
d’abord, il faut se demander ou réside toute condition de compacité dans ce qui précéde le
théoréme, car mous n'avons rien mentionné concernant la compacité en l’énongant (sauf en
relation avec). En fait, comme on le voit dans la démonstration de ce théoréme dans [39], la
compacité est induite par la coercivité de la proposition suivante également jette un peu de

lumiére sur cette question.
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Proposition 2.1.1 Soit X = RY dans la définition et donc ® € CYHRY,R) dans la

méme définition. Si la fonction
|®| + ||®'|| : RY — Rest coercitive, (2.1.7)
puis © satisfait (PS).

Preuve. Cela découle du théoréeme de Bolzano-Weierstrass qui implique que tout suite de
Palais-Smale bornée contient une sous-suite convergente. La limite de la suite de Palais-Smale
découle de notre hypothese que |®| + [|®|| : RY — R est coercitive. Notant que puisque X est

de dimension finie, il est localement compact (cf. chapitre un de [39]). =

Corollaire 2.1.1 Soit X et ® comme dans la proposition 2.2.1, et remplacant la condition
avec ce qui suit :
®:RY — R est coercitive, (2.1.8)

puis © satisfait (PS).

Remarque 2.1.4 On voit ainsi qu’en dimensions finies, la coercivité de ® implique que ®
satisfait (PS), mais dans les espaces de dimension infinis la coercivité de ® se traduit par une
compacité bornée (et pas nécessairement (PS) voir@ et une certaine incompatibilité (concernant

® € CY(X) pour un certain espace de Banach X, cf. [39]).

Example 2 (Coercivité # (PS) (en générale) dans les espaces de dimension infinis)
Pour montrer que ® peut étre borné inférieure et coercitive mais ne parvient toujours pas & sa-
tisfaire (P.S) dans un espace de Banach de dimension infinie X, considérons l’exemple suivant
([14, p. 107]). Laisser

g: Rt — R

Remarque 2.1.5 Sik est I’ensemble de tous les points critiques de ® dans X, et la restriction

® |p d'un ensemble B C k est uniformément borné, alors, B est relativement compacte.
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2.2 Le principe variationnel d’Ekeland et le TPM

Cette section est dédiée a deux résultats célébres, a savoir : variationnel d’Ekeland principe dont
nous donnerons une preuve approfondie et que nous utiliserons pour prouver le autre résultat,
qui est le théoreme des cols d’Ambrosetti et Rabinowitz [6], qui généralise le TPM de Courant
(théoréeme les espaces de Banach & une dimension infinie .

Il y a plusieurs maniéres de prouver le théoréme : par exemple par diverses déformations les
lemmes tels que dans [6], [7], [23], [39], [29], mais on peut aussi utiliser un théoréme di a I.
Ekeland [20] connu sous le nom de principe variationnel d’Ekeland ou le e-principe. Nous allons

utilisez le dernier résultat mentionné et pour cela nous avons besoin de quelques définitions.

2.2.1 Principe variationnel d’Ekeland

Définition 2.2.1 Soit X un espace de Banach et ® : X — R une fonctionnelle bornée infé-
rieur, c-a-d

inf ® > —oo0.
On dit que la suite (x;); est une suite minimisante si

lim ®(z;) = inf ®(z). (2.2.1)

J reX
La fonctionnelle ® : X — R est dite semi-continue (faiblement) inférieur si a chaque fois

lim;x; = x fortement (faiblement) il vient

lim inf ®(z;) > ®(x). (2.2.2)

Jj—oo
De plus on dit que la fonctionnelle ® : X — R est séquentiellement faiblement continue si

chaque fois que limjx; = x faiblement, il vient

lim ®(z;) > ®(x). (2.2.3)

J—o0
Considérons un espace métrique complet X et une fonctionnelle semi-continue inférieure ® :
X — RU {400} qui est borné par Uinférieure. Si (x;); est une suite minimisante, alors pour

tout € > 0 il existe jo tel que pour j > jo

P(x;) < i&f P +e.
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On appelle x un point e-minimum de P si
O(z) < i&f@ +e.

De l’existence d’un tel e-minimum, Ekeland a trouvé un certain nombre d’autres propriétés dont
D trois sont énoncés dans le théoréme suivant, dont la preuve nous donnerons, d’autres preuves

peuvent étre trouvées dans [20], [40],[18].

Théoréme 2.2.1 (Principe variationnel d’Ekeland) Soit X une espace métrique compléte
et ® : X — RU{oo} une fonctionnelle semi-continue inférieure, non identique égal & +00 (® 2 +00)
qui est borné a linférieur (inf & > —o0).

Soient € > 0 et x € X tels que

d(x) < in}f{ O (u) + €, (v est un € — minimum de D).
ue

Alors, pour tout § > 0 il existe y = y(e) € X tel que :

O(z) < D(y), (2.2.4)
dist(z,y) <0, (2.2.5)

et
D(y) < D(u) + gdist(u,y),‘v’u € X, tqu#y. (2.2.6)

2.3 Le théoréme des cols de montagne.

Nous avons vu dans le TPM unidimensionnel qu’il y a non seulement une condition de compacité
nécessaire mais aussi une condition géométrique condition, cf. équation (2.2). De méme
ici, nous avons besoin non seulement du Palais-Smale condition de compacité mais aussi une
condition géométrique que nous allons introduire maintenant :

mais définissons d’abord la classe de tous les chemins joignant © = 0 et u = e,

= {y e C([0,1],X,7(0) = 0,7(1) = e}, (2.3.1)
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ou

eec X, el >r>0. (2.3.2)

Clairement, I' # () | puisque ~(¢) = te est dans I'. Ensuite, nous supposons que la condition

géométrique
uei;gp) ®(u) > max {y(0),v(e)} (2.3.3)
est satisfait pour tous
ue S0,p)={ueX:|lu-0|<p}. (2.3.4)

Notez que ® cela peut étre illimité par le bas, mais nous exigeons seulement qu’il soit limité

ci-dessous sur S(0, p) pour certainsp > 0.
Théoréme 2.3.1 (Le théoréme des cols de montagne) Soit X un espace de Banach et
¢: X —-R

une fonctionnelle C* satisfaisant a la condition de Palais-Smale (PS). De plus, supposons qu il
existe e, r satisfaisant et que la condition géométrique est remplie. Puis, il existe

une valeur critique

c> inf ®(u)
ueS(0,p)
de ® caractérisé par
c=inf max O(u), (2.3.5)

yer uev([O,l])

avec S et I'donnés respectivement par (?7) et (?7).

Preuve. Si nous considérons de (2.3.1) comme un espace normé pour la topologie uniforme

générée par la norme

— t el
[led] ggﬁ\v()!,pourv :

et dene ¥V :I' — R par
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Ensuite, est semi-continue inférieure comme la limite supérieure d’une famille de semi-continue

inférieure les fonctions. Il est également délimité par le bas depuis
c= igf‘l’ > max {® (0),P (e)},
par conséquent, nous pouvons utiliser le principe variationnel d’Ekeland. C’est & dire. pour tout

e > 0, il existe un chemin v, € T" tel que

{ U(y,) <c+eet (2.3.6)
U(y) > ¥(y,) — €|y = vellp pour tous vy € I, -

laisser

M) = {t[o, 11, 0(7, (1)) = max ¢><%<s>>} ,

s€[0,1]

alors, (12.3.6) implique qu’il existe un t. € M (e) tel que
19 (ve (t))Il < e.

La condition (PS). avec séquence Palais-Smale x, = 7, ,,(t1 ) alors faites le travail pour

terminer la preuve. m
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons énoncer et prouver le premier résultat principal du travail. Plus

précisément, nous allons considérez le probléme 1.1 dans le cas

f(x,u) = vi(z)h(u), et g(x,u) = va(x)ha(u),

ou v1, hy, vy et hy, sont des fonctions mesurables satisfaisant & certaines conditions d’intégrabi-

lité, précisément, nous supposons les hypothéses suivante.

(A;) Tl existe ¢; > 0,a, S € C' + (92), tel que pour tout (z,u) € 2 x R on a
73(_3;) a(z)—1
vi(z) € L@@ (), hi(u) < 1 [ul )
et
1 <a(z) < s(x) < p'(x). (3.1.1)
(Ag) Tl existe co > 0,5,T € C(99), tel que pour tout (z,u) € I x R, on a
()
vy € LTO70 (9Q2), ha(u) < e [uf 7,
1 < f(z) <T(z) < p.(z),qx) < p.(z). (3.1.2)
(As) Il existe M; > 0, 6; > p™ tel que pour tout x € Q, on a
0 < brv(z)Hi(u) < vi(z)hy(u)u, [u] > My,

ot Hy(t) = [} ha(s)ds.
(Ay) I existeMs > 0,0 5 > pT tel que pour toutx € 09,

0 < Oyva(x)Hay(u) < vo()ho(u)u, |u| > Ms,
ott Hy(t) = [y ha(s)ds.

Définition 3.1.1 On dit que u € X := W'P®)(Q), est une solution faible pour le probléme

0.1.1), si pour tout v € X, nous avons

Ja (|Vu|p($)_2 VuVv + a(z) [uP™ 2 uv) dx — [, v1(z)hi(u)vdz

+ [0 0(x) |u| "2 yudo — Joq v2(x) ha(u)vdo = 0.

Nous donnons ci-dessous le premier résultat principal que nous allons prouver.
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3.2 Reésultat principal

Théoréme 3.2.1 Si min(a—,37) > p*, et min(Ay,65) > ¢*, alors, sous ’hypothése (A;) —
(A4),le probleme a une solution non triviale.

La preuve du théoréme [3.2.1] est divisée en plusieurs lemmes. Tout d’abord, nous définissons

la fonctionnelle ¥ : X — R, associé¢ au probléme(0.1.1)), comme suite :

U(u) = I(u) + J(u) = o(u),

ou

VP 4 () [ b [l
1= (@) dx’J(“)‘/aQ d

et

b(u) = /Q on (@) Hy () dar + / v () Ha (w)dor

o9
On rappelle de [41], que I € C'(X,R), d’ailleurs, pour tout u,v € X, nous avons

<I,(u), v> = / IVul 2 VuVo + a(z) |ul/“ " wodz.
Q
De plus, la fonctionnelle I’ satisfait aux propriétés suivantes.

Proposition 3.2.1 [/1]
~ [(i)] I' : X — X* est un opérateur continu, borné et strictement monotone.
— [(ii)] I est une application de type (S.), c’est-a-dire si u, — u dans X et limsup < I (u,) —

n—o0o

I'(w), u, —u ><0, alors, u, — u fortement dans X.
Proposition 3.2.2 (voir [{1], [42]) J € C*(X,R) et pour tout u,v € X, on a

(J'(w).v) = /@ RO

De plus, J : X — R et J : X — X*, sont séquentiellement faiblement-fortement continus, &

savoir, u, — u dans X implique que J(u,) — J(u) et J (u,) — J (u).
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Remarque 3.2.1 [l n’est pas difficile de le prowver & partir de (A1), (As), Propositions

et | inégalité de Hélder, on a ¢ € CH(X,R) et pour tout u,v € X, nous obtenons

(¢/'(w),v) = /Q (@) b (u (2))o(x)da + / v (2)ha(u ()0 (2)do.

o0
Notons qu’a partir des propositions 3.1,3.2 et de la remarque 3.1, on voit que ¥ € C1(X,R) et

pour tout u,v € X ,on obtient
<\IJ'( > / <|Vu\p 2VuVo + a(z) [ul/™ 2 uv) dx
b(z) [u|"? wodo — / v1(z)hy(u (z))v (z) dx
o9 Q

/ va(2)ha(u (2))v () do.

onN

\

Ainsi, les solutions faibles du probléme ( , correspondent aux points critiques de la fonc-

tionnelle W.

Lemme 3.2.1 Supposons que min(a~,37) > p*, et (A1) — (Az) sont satisfaits. Alors, il existe

m,r > 0 tel que, pour u € X
si ||u|| = r, alors, W (u) > m.

Preuve. Soit u € X, avec||u|| < 1. alors, I'hypothése (A;) implique que pour tout = € €2, on a

C1

Hy(u) < Ju| ™). (3.2.1)

a(r)

et ’hypothése(As) implique que pour tout = € 92, on a

Hy(u) < ()

Par conséquent, & partir des propositions [1.2.1]1.2.6| et de I'inégalité Holder, nous obtenons

(3.2.2)

1
U(u) > Tf(u)—/vl(x)Hl(u)da:—/ vo(x)Ho(u)do
p 0 0
> Lrw -2 [ @ @ de— 2 [ @) [ do
p « Q o4 0N
1 1 a(x) B(x)
> —I'(u)— — v sz ‘ U v z ‘ U
z 3 (u) a_| 1|Ls(w)gg(w)(ﬂ) |ul » 5_| 2|Lm b o) |ul o
@) (@) LB@) (a0)
> () - Ly (s S5y
—T(u) — —|v s(@ max(|ulF s ulS se
- p+ a= s (m)(—(i(w)( Q) ps (@ LS( @)

- +
2) maX(\“’iT(z)(am ’ ’u|§T(I)(6Q)>

V2
6* ’ ’Lm(ag)
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Puisque 1 < S(x) < p*(z),1 < T(z) < p«(x), et d’aprés la proposition 2.2, il existe c3, ¢4 > 0,
tel que

|ul s () < esllull, [ulpre aa) < callull- (3.2.3)
Donc, en utilisant la proposition 2.3, nous obtenons pour ¢ = min (6, 05),

lvsl el
BT T LT@-5@ (aq)

51 + C3 a~
U(u) > >=|ullf — == (e U —
@ 2 Sl - Ll el

+ 51 C3 o — + C4 ,8_7 +
> ullP [ - = | sz U LT . U P
> P (S 2l e B = ]l )
+ (& il —pt B——p+
>l (£ = g,
C C
N = —|u| _ + || 1w
o Ls@—@ (@) [ LT@-5@) (90)

En utilisant le fait que o=, 8~ > p™, on peut choisir ||u|| = r, assez petit pour que

Lemme 3.2.2 Simin (61,02) > ¢, et (A1) —(A4) sont satisfaits, alors, U satisfait la condition

(PS).
Preuve. Soit {u,} une suite dansX, telle que
U(u,) — ¢, et \IJ/(un) — 0,dans X*, quand n — oo,

ol ¢ est un constante positif.

Depuis ¥(u,) — ¢, alors, il existe M; > 0, tel que

U (u,)| < M. (3.2.4)
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D’autre part, le fait que ¥'(u,) — 0 en X*, implique que < ¥'(u,), u, >— 0, en particulier,

< W' (u,),u, > est borné. Ainsi, il existe My > 0, tel que
(O (), un )| < M. (3.2.5)

Nous affirmons que la séquence {u,, } est bornée. Si ce n’est pas vrai, en passant a une sous-suite,
si nécessaire, nous pouvons supposer que ||u,| — oo. Sans perte de généralité, nous supposons

que [Ju,|| > 1 : De (3.2.4)) et (3.2.5)), on obtient pour 6 := min (6, 6s)

My > | U(un)| = I(un) + J () — dlun) (3.2.6)
i U i 2) 1w, 9% do — & (u
> () o [ ) [ do = o ()
> P ) = [ b) [ual™ do — 6 (u).

pt 0 0

et
My > — (W (). 0,) = T () - /mb(x) 0l dr (& (1) 1) ) (3.2.7)

Par combinaison de (3.2.6)), (3.2.7), et l'utilisation de proposition nous donnons

)r (1) = 06 (1) + (& (1n) , (1))

OM, + My > (+
p

> ( ’ )51 Joll” + [ 01 (5) (s () 10— 01, (1)

p+—1

+ 02 (2) () tn = Ol () o

Par conséquence, les hypothéses (Az) — (A4) implique,

0 _
el

Notons que § = min (6, 6;) > p*. Donc en laissant n tend vers oo, nous obtenons une contra-

oM, + My > (
b

diction.

Par conséquence, {u,} est borné dans X. Ainsi, jusqu’a une sous-suite, il existe u € X tel que,
{u,} converges faiblement vers v dans X.

Puisque ¢ (z) < p« (z) et S (z) < p* (z), on en déduit par la proposition cette

u,, — u, fortement dans L@ ()
u, — u, fortement dans L1® (Q).
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Pour compléter la preuve, il reste & montrer que u,, — u, fortement dans X. Pour cette, on a

(I' (up) s up —uy = — (¥ (u,),u, —u) + /BQ b () [un| " 2w, (u, — u) do

~ [ o () =) = [ ) ) (1, = )

o0

On utilisant 'inégalité de Holder et la proposition [1.2.2} [1.2.6] nous obtenons

/ b () [un] ™ up —uldz < by [ty — ul g "))
on La(@)—1

IN

+_ -
b2 ’un - u‘Lq(I) max (|un|(]iq(z)1 ) |un’%q(z)1>

+_ —-—_
< e =l max (Jluall” " )
alors, nous obtenons

lim b () un| " 2w, (u, — u) dz = 0. (3.2.8)

D’autre part, en utilisant (A;), proposition et I'inégalité de Holder,

/Qvl () hy (uy) (u, — u) dx

< / 1oy () |un|0‘(x)_l |t — ul dx
Q

< B ) a(z)—1 .
= |un u|LS(w) |U1 (x)|LS<I§£2(I> ‘|u"| Lak(gm(jz1
+_1 ——1
< un = ufpse 0 (x)|Ls<xS)(f;(m) fax (|un|a LS@) [ LS(I))

+_ -
< fun = ulpso o1 @)]_sea ma ([ flun 7).
[ S(z)—a(zx)

Alors, on obtient

lim [ vy (z)hy (un) (uy, —u) do = 0. (3.2.9)
n—oo Q

De méme, nous avons
lim vg () hg (un) (uy, — u) do = 0. (3.2.10)

= Joq

Par combinaison ({3.2.8))-(3.2.10)), et en utilisant le fait que (¥ (u,),u, —u) — 0, on conclure

cette

(I ()t — 1) = / (1Y 1 ¥ (1, = ) + @ (2) P (10 = ) ) dar = 0,

Q
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En passant a la limite lorsque n tend vers oo, et on utilisant le fait que u,, converge faiblement
vers u, on obtient

(I' (u) ,up, — u) — 0.
Par conséquence

lim (I' (u,) — I' (u) ,up, — u) = 0.

Puisque I’ est de type (S voir proposition |1.2.1]), on en déduit que u,, — u fortement dans
y +

X. ceci compléte la preuve. m

Lemme 3.2.3 Simin (01,05) > q", et (A3), (Ay) tenir. Alors, il existe eq € X tel que
lleol| > 7, et W (eg) <O,

ou r est donné par le lemme|3.2. 1.

Preuve. Par (A3), (Ay), il existe my > 0,my > 0, tel que, pour tout (z,t) € Q@ x R, on a

vy (@) Hy (t) > mq |t pour tout (z,t) € Q x R.
(3.2.11)
vy (x) Hy (t) > mo |t|™ , pour tout (z,t) € Q x R.

Soit e € X, tel que fQ |e|91 dx > 0, et soit t > 1,assez large. Ensuite nous avons

_ IV (te) ") + a (x) [te|"™ B Ite| 7@
U (te) = /Q ") dx_/mb(x) o do

_/Qvl (x) hy (te) dx—/ vy () hs (te) do.

o0

Donc, a partir de |3.2.11] nous obtenons

w* a* (=)
U (te) = _p_/\V(e)yf’(f)+a(x)|e|f’<f>dx+—q_bz/ 1(e)]"™ do
Q

o0
—mltel/ le|”* dx — m2t02/ le|? do.
Q o0

Puisque min (01, 05) > max (¢, p™) ,puis, on concluons que

U (te) — —o0,si t — oo.
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ensuite, on peut choisir ¢y > 0, ey = tpe,tel que ||eg]| > r et U(ep) <0 m
Preuve. [preuve du théoréme (3.2.1)] A partir du lemme [3.2.3] il existe e € X avec [leg > 7
, pour certains r > 0, et

U (e) < 0= T (0). (3.2.12)

D’un autre coté, le lemme |3.2.1] implique que

inf ¥ (u)>m>0=1V(0). (3.2.13)

En combinant les équations (3.2.12), (3.2.13)) avec le lemme [3.2.2] nous en déduisons que toutes

les conditions du théoréme de col de montagne sont satisfaits.
Ainsi, & partir du théoréme nous déduisons I’existence d’un point u de ¥, qui est une
solution faible pour le probleme (0.1.1)). De plus, I’équation (3.2.13) implique que u n’est pas

trivial. La preuve du théoréeme est maintenant terminée. m
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4.1 Introduction

Une question naturelle est de savoir si le probléme ((0.1.1]) a des solutions s’il est affecté par une
petite perturbation. Pour cela, nous considérons (0.1.1)) dans le cas

£, ) = va(@)ha () + A2, and. g(z, u) = va(a)ho(u),
ol A est un paramétre positif, et v € O, (Q) est telle que
1<y <Ayt <p.

Maintenant, nous énongons les hypothéses sur le terme de perturbation f(z,u) et g(z,u) pour

le probléme ((0.1.1) comme suit :
(As) lexiste 1 < dy < p~ , tel que

on(@)Hi(u) + 525 "

lir% inf m le(x) > 0 uniformément,pour x € 2.
u— u
(Ag) Il existe 1 < dy < ¢ tel que,
H
lim inf M >0

uniformément,pour x € 0f).

4.2 Reésultat principal

Théoréme 4.2.1 Supposons que min(a~, 57) > pt, et (A1) — (Ag) tiennent. Alors, il existe
Ao > 0 tel que pour chaque A € (0,)\y), le probléme a au moins deuxr solutions non
triviales.  La fonctionnelle associée au probléme est donnée par :

|u|v(w)

Oy (u) = U(u) — A dx.

o V()

ot Wy est donné dans la section 3.

Remarque 4.2.1 On a &\ € CYX,R). De plus, les solutions faibles du probléeme (m

correspondent a des points critique du fonctionnel @)
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Lemme 4.2.1 Supposons que min(a~,57) > pt, et (A1), (A2) sont maintenus. Ensuite, il

existe trois positifs constantes m,r et g, tels que, pour tout u € X et tout A € (0, \g),
si||ul| = r, alors, ®x(u) > m.

Preuve. Soit u € X avec |lu|| < 1. Ensuite, a partir de (3.2.1)), (3.2.2), I'inégalité Holder et la
proposition [1.2.6] on obtient

1 c oz A - c .
®M)ZFUM~%/MMM”M—F/MWM—% ()] [l do
Q

1
> ST (w) - Lo o] 2ol _rey |l
- opt o et oz — L5 (an) .
L e 5 T
——/ lul” @) dx
> Lrw) - Ly max([]%5co g » 1laren) — —= ([l » [ )
- pt o s(2) L L L Lv@)(Q) Lv(=)(Q)

Ls(@)—a(@) (o)

c
i |va] () max(

B~ Bt
B W(a ) ‘u’LT@)(BQ) ’ ’“|LT<2>(39))

Maintenant, en utilisant le fait que
1 < min(s(z),v(z)) < max(s(z),y(x)) < p*(z),et 1 < T'(z) < ps(x).

Alors, par la proposition [1.2.2, X est continuellement incorporé dans L5®)(Q), L7X)(Q) et
T@)(9€). Alors, La proposition [1.2.3} implique que

Py (u)
£ + A _
> =l = —=fo] Jlufl™ |vz| ||U||ﬁ — —cs|ul”
P s( T A 7 (90 7y
Ls@)—al@) (@)
- _ C1 -7 -7 A
o = P e
« @ B LT@-PG 2) (69)
Ls(@)—alz) ()
5 - C1 Co e~ A
2 ||u||’Y = || ||p I |U1| + —— |U2| T(x) ||u|| - —C3
pt (6] _s(@) 15} LTG5 (9Q) v
| Ls@)—a@) (@)
- 5 +_7 k—~— A
>l [ -l - e
p Y
>

- A
" <¢HM+———@),
Y
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ol k = min(a—, 3" ), C est donné par

C
C=—|v — —= |vg]
@)

s(x) 57

Ls@)—a(@) (o)

T (=) )
LT@)=B(=) (99)
et west une fonction continue sur [0, c0), définie par

§ an th=7"
p(t) = p—i il = Cllull™

Mettre

(R

il est facile de voir que

max ¢(t) = p(r) > 0.

>0

Mettre

- - A

ho= Pt =07 (o) — 2ey). (4.2.1)
€3 v
Ensuite, il est facile de voir que si ||u|| = r, alors, pour tous les A € (0, \g), nous avons
Oy (u) >m > 0.

|

Lemme 4.2.2 Supposons que(Asz) et (Ay) tiennent. Alors, pour tout A > 0, il existe eg € X,
tel que

lleol| > 7 et ®x(eo) < 0.

Preuve. Soit e € X, tel que [ \e|91 dx > 0, et soit t > 1, assez grand, alors, a partir de (3.13),
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nous avons

p(z p(z) q(x)
Dy (te) = /Q|V(t6)| )—i-a(a:)’(te)’ dx"’/aﬂ b(x) |(te)] o

p(z) q(z)

)Y@
—/Q (Ul(I)H1<t6) + A%) dr — /89 vo(z)Hy(te)do

[V (te I’””)+a( ) |(te)[" b(x) |(te)"™
: / p(a) " *fm 0 J e
‘H‘ dCU—/ x)Hs(te)d
<

botP"
v / V() + az) e do + 2 / o] do
q N

—m1t91/ le|®* da — m2t92/ le|? do
0 G

puisque ¢t < p™ < min(fy, #5), alors, on voit que
®,(te) — —o0, quand t — oo.
Ainsi, nous pouvons trouver ty > 0 suffisamment grand pour que
lleo]| > r,et @y(eg) < O,
ol eg = tpe. Ceci termine la démonstration du lemme [ |

Lemme 4.2.3 Supposons que (Al) — (A4) tiennent. Ensuite, pour tout X > 0, ®\ satisfait la
condition (PS).

Preuve. Soit {u,} C X une suite telle que
Dy (1) — ¢, @) (u,) — 0,dans X*, quand n — oo,

ol c¢ est un constante positif.
Comme dans la preuve du lemme [3.2.2] on peut trouver deux constantes positifs M; et Ms,
telles que

Oy (un) < My, (4.2.2)
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et

(5

Nous affirmons que la suite {u, }est bornée. Si ce n’est pas vrai, en passant a une sous-suite si

< M. (4.2.3)

nécessaire, nous pouvons supposer que ||u,|| — oo. Sans perte de généralité, nous supposons

que|lu,|| > 1. De (4.2.2) et (4.2.3), nous obtenons

D(u,) = I(uy) + J(up) — P(uy) (4.2.4)
1 1 q(x
> E”“"”E/mb(z) a1 dor — ().
ol § = min(f,,0s).
D’autre part,
My > — (@) (). 0,) = T () - /8 @)+ (6w, (4.2.5)

En vertu des hypotheses (A3) — (A4), proposition et en combinant (4.2.4)), , on
obtient

Pi — 1) T (un) — 00(uy,) + <¢/(un),un>
=

+

v

OM, + My > (
( 1) & lull” + [ o)) — 6w

x U — U o i ") dx
+ [ @) e, = 0o+ A [ (1= =),

0 - 0
> [=— -1 Uy ||” —1—)\/1—— | d.
(55— 1) &l +2 [0 = 251w

0 - 0
> [ — — P - @) g 2.
0N, + My ( 1) &1 ||unl] +)\/(1 7(x))|un| dz (4.2.6)

D’apres la proposition 2.2, il existe ¢ > 0 tel que

D’ou,

T k k N —
/Q‘UnW( Vdw < ’“n’m(m)(g) < cllug|” 0t k=v"oun". (4.2.7)

En combinant (4.2.6]) et (4.2.7), on en déduit que

0 . 0 i
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Depuis # > pt > v et p~ > k, puis, en laissant n tend vers 'infinité, on obtient une contra-
diction. Il s’ensuit que la suite{u,} est bornée en X. Il existe donc u € X tel que, jusqu’a
sous-suite, {u,} converge faiblement vers u € X. Enfin, des arguments similaires a ceux utili-
sés dans la preuve du lemme [3.2.2] compléte la preuve du lemme [4.2.3] Nous allons maintenant
appliquer le principe variationnel d’Ekeland pour déterminer la deuxiéme solution du probléme

(0.1.1)). Pour cela, nous avons besoin du lemme suivant. m

Lemme 4.2.4 Supposons que (As) et (Ag) tiennent. Alors, pour tout X > 0, il existe e € X
tel que ®y(te) < 0 pour tout t > 0 assez petit.
Preuve. Soit u € X avec 0 < ||u|| < 1. A partir de (As) et (Ag), il existe deuz constantes

positives c1,co > 0, tel que pour tout x € ), on a
A
0y (2) Hy (1) + —— [u]"™ > ¢y [u]™ | et va(x) Ho(u) > ¢y [u|® pour tout x € O (4.2.8)
v(x
Preuve. Soit ¢ € X tel que

/|e|d1 da:,/ Bk da,/ le|’™ do +£ 0.
Q oN o0

Alors, (4.8) implique que pour tout ¢ > 0 assez petit, on a

- v q(z d d1 d da2
Dy(te) < —TI'(e) + —b2 |e| do — c1t™ | |t dx — cot™ le|™ do
D oQ

< td1 (tp—dl /| |d1 dm)
b
+t2 (tq _d2—2/ |e|q(m) dg—CQ/ |e|d2 da)
qa Joq o0

per [y lel™da\ T n q s [y le|®do\ "
tl = F( ) ,et tQ = e) .
e by [5q €™ do

Puisque d; < p~ et dy < ¢, on voit d’aprés(4.9), que si 0 < ¢ < min(ty,t5), alors, ®,(te) < 0.

mettre

[ |
Nous sommes maintenant en mesure de donner la preuve du deuxiéme résultat principal de ce

travail.
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Preuve. [Preuve du théoreme [4.2.1] Soit Ay > 0 une constante donnée par I’équation (4.1).

Par les lemmes [4.2.1]}4.2.2]/4.2.3] et le théoréme du col de montagne, on en déduit que pour tout

A € (0, ), Pra un point critique u; € X qui est une solution faible pour le probléme (0.1.1)).
De plus, u; satisfis

O\ (uy) >m >0, (4.2.9)

ce qui implique que u; n’est pas trivial.

Par contre, en utilisant le lemme 4.2.1, on a

inf (P >0
uG@lIB}(O,r)( A(U1)) ’

et a partir du lemme [£.2.4] il existe e € X tel que ®,(te) < 0 pour ¢t > 0 assez petit. De

plus,comme dans la preuve du lemme pour u € B(0,7), on a

51 + &1 a” B~ A
d,(u P s U v . ull” — —c3 |Jull”.
0 2 S = o]l = Sl - eald
alors
—oo<c= inf (®Pr(u)) <0
u€dB(0,r)

Soit € > 0, tel que

0<e <inf (& — inf (® :
Eueaé%,r)( /\(U)) uEan(Oﬂ“)( A(U))

En utilisant les informations ci-dessus, le fonctionnel ®, : B(0,7) — R, est la limite inférieure
et ®,C" (B(0,7),R). Par conséquent, le principe d’Ekeland implique 'existence de u € B(0, ),

tel que
c< Qy(u) <c+te
Dy (ue) < Pyr(u) + €|lu — uel| , u # u..

Puisque

Dy (u.) < inf (Oy(u)) +e< inf (Oy(u)) +e< inf (Py(u)).
() S inf (@) < nt (@30) 4o < it (@2(0)

Ensuite, nous en déduisons que u, € B(0,r).

Maintenant, on définit Ay :B(0,r) — R par

Ax(u) = Py (u) + €l|u — u| .
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Il est clair que u, est un minimum de A). Par conséquent, pour ¢ > 0 assez petit et pour tout
v € B(0,1),0on a
Ay (ue + hv) — Ay (ue)
h

> 0.

C’est-a-dire,
(I))\ (Ue + h’U) - CI))\ (UE)
h

+ellv]| > 0.

En laissant ¢ tend vers oo, on obtient
D) (ue + tv) + € lv| > 0.

Cela implique que

| (0

< €.

A partir des arguments évoqués ci-dessus, on déduit lexistence d’une suite {u,} C B(0,r),
telle cette

D, (up) — ¢ < 0,et &) (u,) — 0. (4.2.10)

Puisque {u,} C B(0,7), alors, {u,}, est borné dans X. Donc, jusqu’a une sous-suite, il existe
ug € X, tel que {u,} converge faiblement vers uy € X. Ainsi, par la preuve du lemme 4.2.3] on

en déduit que u,, — u fortement dans X. Puisque @, € C'(X,R), alors
®) (u,) — P (ug), quand n — oo
Par conséquent, a partir de (4.2.10]), nous concluons que
D) (up) = 0, |Jug|| <7, et By (u) < 0. (4.2.11)

Cela implique que us est une solution non triviale pour le probléme (0.1.1). Enfin, en combinant
(4.2.9) et (4.2.11)), on obtient

D, (UQ) <0 < ®, (ul) .

La preuve de théoréme est compléte maintenant. m




Conclusion

Cette mémoire contient des résultats d’existence et de multiplicité de solutions non triviales
d’équations elliptiques non locales avec condition sur la frontiére de Steklov Neumann. Ces
résultats sont obtenus en utilisant le théoréme du col de montagne combiné avec le principe
variationnel d’Ekeland.

En peut généralisé ces résultats pour des autres classe d’équations, en changeant I'opérateur

ou la condition sur le bord.
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