République Algérienne Démocratique et Populaire
b Ministére de [enseignement supérieur et de la recherche
scientifique
Université Larbi Tébessi - Tébessa
Faculté des Sciences Exactes et des Sciences de la
Nature et de la Vie
Département: Mathématiques et Informatique

Mémorre
Pour l'obtention du diplome de MASTER,
Domaine: Mathématiques et Informatique

Filiere: Mathématiques
Option: Equations aux dérivées partielles et applications

r

Sur guelques équations d'evolution de type
hyperbolique avec retard

.

Théme

Présenté Par:
Faouzi DRID
Nassim DJEDDI

Devant le jury:
Abdellatif TOUALBIA MCB  Univérsité de Tébessa Président

Nouri BOUMAZA  MCA  Univérsité de Tébessa Rapporteur
Belgacem REBIAI PROF  Univérsité de Tébessa Examinateur

Date de soutenance : 19/06/2021







s, (sl KJ.‘.“%"&JJ?JJ’ A st
B Jag ol dld 5 Jasll i oY
bam cpn dy gy 4y bniy oy 0 SH g Ll
2550 5 3 Lo p b Sty sy plie) S putis
A el 3 Ly o gl Sl
LU s g S i
'j s Slersd) 5 fladl K e

| ijg.@swwuuuruwy b}) ;A‘
| ‘J'“’“Jp\ﬁ\ QA\,M.\;, ;

A TR
g '.. “"°=.—.-;
< - ; ral .g' ‘ \).;,
= ;‘;,'/ ‘J" ’-r'..: \
R P \ ey ~.
= ~



s Ay glaall ad Jo 35kl
olly sl 5,8 0 (355 Ll 3 e 3 gk 0 8 38, (5N
@l L 8lsly A Lgaio g S il ) o Jlos s

" )\Jﬁ»l\ ;«\33” C’J\Jijj 3)5& N QSJ&L“ ‘é"\s\ ig




" Js>/ ]
B 5 SV il b o ot

d



Résumeé

Le but de ce travail (étudié par M. Remil et H. Ali[8]) est d’étudier la
décroissance d’énergie de I’équation d'Onde viscoélastique sous
certaines conditions relatives aux termes de retard variables et a la
fonction de relaxation g. Pour étudier I'existence globale de la
solution, nous avons utilisé la méthode d'approximation de Galerkin.

Mots clés: Existence globale, décroissance d'énergie, méthode de
Faedo-Galerkin, temps de retard.

Abstract

The purpose of this work (studied by M. Remil et H. Ali [8]) is to
study the decay energy of the viscoelastic equation under certain
conditions on the time-varying delay coefficients and the relaxation
function g. To study of the global existence of the solution we used
the Galerkin approximation method.

Keywords: Global Existence, energy decay, Faedo-Galerkin
method, delay time.
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Introduction générale

ce mémoire est consacré a I'’étude d’'un probleme visco-élastique qui a été déja traité par Melouka
Remil et al. [12]
On considere '’équation viscoélastique avec un terme de retard comme suit :

(

¢
wy (2,1) — koAu (z,t) + a [ g(t — s)Au(z, s)ds
0
g (B)ug (2,8) + po(t)ug (z,t —7) =0, sur € x ]0, +o0[,
u(z,t) =0, sur 09 x |0, +oof, 1.1)
w(@,0) =ug(z), w(z,0)=wu(x), sur 2,
L w (z,t—7) = fo(z,t—7), sur 2 x |0, ],

ou 2 est un domaine borné dans R"(n € N*), avec une frontiere lisse d2.avec des conditions
initials ug , u; , fo appartiennent a un espace approprié. De plus 7 > 0 est le terme de retard et
iy , to sont des fonctions réel qui seront spécifieés ultérieurement. De plus, &y est un nombre réel
positif et g est une fonction positive non croissante définie sur R*.

Ces derniéres années, les EDP avec retard sont devenus un domaine actifde la recherche. De
nombreux auteurs sont concentrés sur ce probleme.[1, 5, 7, 14, 15, 21]

La présence d’un terme de retard peut conduire a une source d’instabilité. Dans [5] par exemple,
R. Datko, J. Lagnese et M. P Polis ont prouvé qu’un petit retard peut déstabiliser un systeme.

S. Nicaise, C. Pignotti a étudié dans[14] ’équation d’onde avec un terme d’amortissement in-
terne linéaire a retard constant et déterminé des relations appropriées entre y, et u; > 0 dans
lesquelles la stabilité ou, en variante, I'instabilité a lieu. Apres cela, ils ont étudié dans[13] le
probleme de stabilisation par amortissement intérieur de ’équation d’onde avec rétro-action de
retard aux limites ou interne variable dans le temps un domaine borné et lisse. En introduisant
des fonctions de Lyapunov, des estimations de stabilité exponentielle sont obtenues si I'effet de
retard est approprié compensé par I'amortissement interne.

il convient de mentionner que récemment Z.Y.Zhang et al.[19] on etudié existance globale et
la décroissance uniforme pour I'équation d’onde avec terme dissipatif et terme d’amortissement
aux limites sous certin hypothése sur la fonction de rétroaction non linéaire. ils ont obtenu les
résultats avec l'utulisation de la méthode Galerkin et de technique du multiplicateur.

Plus précisément, ils ont introduit de nouvelles variables et transformé le probléme aux limite en
un équivalent avec donnée initiale nuls par argument de compacité et monotonie. Plus de détails

sont présents dans [19]. Plus tard, Zhang et al. [23] ont étudié la bonne position et la stabilité




uniforme des solutions fortes et faibles de 'équation dissipative généralisée non linéaire de Klein-
Gordon avec condition frontiére amortie non linéaire . Aussi, les auteurs ont prouvé la bonne
position avec la méthode de semi-groupe non linéaire et obtiennent la stabilisation uniforme en
utilisant 'énergie perturbée.

méthode fonctionnelle. Dans un autre travail, Zai-Yun Zhang et al ([19, 20, 22]) ont considéré
un probleme plus général que (1.1). Leur preuve de I'existence est basée sur 'approximation de
Galerkin. Pour les solutions fortes, leur approximation nécessite un changement de variables pour
transformer le probleme principal en un probléeme équivalent avec la valeur initiale est égale a
zéro. Surtout, ils surmontent certaines difficultés, c’est-a-dire présence de termes non linéaires
et d’amortissement aux limites non linéaire faisant apparaitre des difficultés lors du passage a la

limite, en combinant des arguments de compacité et monotonie.

E Tahamtani et A. Peyravi [18] ont étudié '’équation d’onde viscoélastique non linéaire avec des

conditions aux limites dissipatives :

gy — koAu + a/g(t —s)div]a(s) Vu(s)] ds + (ky + b (z) || ™ )uy = |ul’ > u

Ils ont montré que les solutions explosent en temps fini sous certaines restrictions sur les données
initiales et pour une énergie initiale arbitraire dans certains cas. Dans un autre cas, ils ont prouvé
un résultat de non-existence lorsque I'énergie initiale est inférieure a la profondeur potentielle du
puits.

Wenjun Liu dans [9] a étudié ’équation viscoélastique faible avec un terme de retard interne

variant dans le temps.

gy — koAu + aft) /g(t — s)Au(x,s)ds + apus (x,t) + ayug (x,t —7(t)) =0

dans un domaine borné. En introduisant une énergie appropriée et des fonctionnelles de Lyapu-
nov, il établit une estimation générale du taux de décroissance de I’énergie sous des hypothéses
appropriées. A. Benaissa, A. Benguessoum et S. A. Messaoudi [1] ont considéré I'’équation d’onde

avec un faible terme de retard constant interne
g (z,6) — Au(x,t) + py (O)ug (x,8) + po(t)ug (z,t — 7) =0, sur [0, +oo],
Dans un domaine borné. Dans des conditions appropriées sur j; et u.,, ils ont prouvé I'existence

globale de solutions par la méthode Faedo — Galerkin et établir une estimation de décroissance

de I’énergie en utilisant la méthode du multiplicateur.




Notre mémoire se compose en trois chapitres

Chapitre 1 :

Dans ce chapitre nous rappelons les principaux notions dont nous aurons besoins, commencons
par les espaces normés, Banach et Hilbert, apres nous donnerons les espaces Lp, les espaces de
Sobolev. Finalement nous présentons les inégalités nécessaires qui sont utilisées dans ce mémoire
et aussi nous citons quelques théoremes utiles.

Chapitre 2 :

Dans ce chapitre nous étudions I’existence globale en utilisant 'approximation de Faedo-Galarkin
et quelques estimations d’énergie.

et nous allons montrer que ce probleme admet une solution globale unique u, cette méthode
consiste une approximation de la solution, ensuite on obtient une estimation a priori nécessaire
pour garantir la convergence de la solution approchée vers la solution exacte.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre, nous étudierons le comportement asymptotique de notre probleme.

Notre résultat de stabilité, a savoir la décroissance exponentielle de I'énergie




Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre est consacré aux rappels , nous avons introduire les notions essentielles nécessaires a
la compréhension des énoncés qui forment le theme de notre mémoire . Ces rappels concernent
les espaces normés , les espaces de Banach , les espaces de Hilbert , les espaces L? (1) , les espaces

de Sobolev et quelques inégalités et des théorémes importants[10]

1.1 Espace normé

Définition 1.1 Un espace vectoriel linéaire E est dit espace normé si pour chaque élément u € E il

existe un nombre réel noté par ||ul| , vérifiant les axiomes

D fjul| =0 <= u=0,
2) [|u+ || < ||u|| + ||v]], Yu,v € E (inégalité triangulaire),
3) [Aull = Al [Jull, Vu € E, YA € R ou C.

Remarque 1.1 (E, ||.||5) est un espace normé.

Définition 1.2 (Equivalence des normes)

Soit ||.||; et ||.||, deux normes sur V' on dit que ces deux normes sont équivalentes s’il existe deux

constantes ¢, ¢y strictement positives telles que
VueV, aluly < llully < cof ully -
Proposition 1.1 Soit ||.||, et ||.||, deux normes équivalentes sur V, on a Uéquivalence
u,, converge vers u pour la norme ||.||; <= u,, converge vers u pour la norme ||.|, .

Définition 1.3 (Suite de Cauchy)
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Soit (E, ||.||) espace normé et (uy), . une suite d’éléments de £, on dit que la suite (u,) est

neN*
une suite de Cauchy si

Ve >0, dng(e), Yn, m > 0= ||u, — unl| <e.

Définition 1.4 (Espace complet)

Soit F un espace vectoriel, on dit que F est un espace complet si toute suite de Cauchy (u,,),, .

de 'espace £ est converge vers un élément u de F.

1.2 Espace de Banach

1.2.1 Définitions et propriétés
Définition 1.5 (Espace de Banach)

Soit (E, ||.||) un espace normé, on dit que E est un espace de Banach si F est un espace complet.
Définition 1.6 E' est Uespace linéaire de toutes les fonctions linéaires continues
fE—R,

et appelé I'espace dual de E.

Lespace E’ muni de la norme |||, définie

1Fll = sup {1 f ()] = flull <1},

est aussi un espace de Banach.
On note la valeur de f € E' auu € E par f (u) ou (f,u) g 5 -

Définition 1.7 Soient (E, ||.|| ) et (F,||.||r) deux espaces de Banach tels qu’il existe une applica-
tion linéaire injective de E dans F, cette application permet de considérer E comme un sous espace

vectoriel de F et on notera E — Fou E C F.

On dira que cette inclusion est :

1) Continue : S’il existe une constante C' > 0 telle que ||u||, < C' ||u| 5, et on notera

E —continue F.

2) Compact : Si pour toute suite bornée dans F (pour la norme de FE), on peut extraire une

sous-suite qui converge dans F' (pour la norme de F), et on notera £ — oppact F.

1.2. Espace de Banach |§
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3) Dense : Si pour tout v € F il existe une suite (u,), .. C E telle que lim u, = v (la
n—oo
convergence étant pour la norme de F).

Soit £ un espace de Banach, alors £ est réflexif si et seulement si
Bp={u€eFE:|ul]| <1},
est compact avec la topologie faible o (£, E’) .

Définition 1.8 Soit F espace de Banach et (u,) une suite dans F, alors u,, converge fortement

neN*
vers u dans F si et seulement si

lim ||u, —ul| =0,

n—oo

et notée par u,, — v ou lim u, = u.

n—oo

1.2.2 La topologie faible et faible étoile

Soit F un espace de Banach et f € E’. On note par
pp: FE—R

u— oy (u),
lorsque f dans E’, on obtient la famille d’applications (¢;) feB de E dans R.

Définition 1.9 La topologie faible en E est la plus faible topologie en E, notée par o (E, E') pour tout

((‘pf)feE’ continue.
allons définir la topologie faible étoile en E', qui notée par o (E’, E). Pour tout u € E, on a

g EF —R
fr=e ()= upp
lorsque u € E, on obtient la famille d’applications de £’ dans R.

Définition 1.10 La topologie faible étoile dans E’ est la plus faible topologie dans E' pour tout

(¢u)uep €St continue.

Remarque 1.2 [3]

Puisque £ C E”, il est claire que la topologie faible étoile o (E’, ) est plus faible que la topologie
o(E'E").

1.2. Espace de Banach
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Théoreme 1.1 Soit E un espace de Banach réflexif, alors toute suite bornée dans E admet au moins

une sous-suite faiblement convergente.
Définition 1.11 La suite (uy),, .. dans E est converge faiblement vers u si et seulement si

lim f (u,) = f (u), pourtout f € F',

n—oo

cela noté par

Uy — U.

Remarque 1.3 [3]

1) Si la limite faible existe, elle est unique.
2) Si u,, — u (fortement), alors u,, — u (faiblement).

3) Si dim F < +o0, alors la convergence faible implique la convergence forte.

Proposition 1.2 [3]

Soit (fn),en- une suite de £’. On a

D [f, —=* fdans o (E', E)] < [fu(u) — f(u),Yu € EJ.

2) Si f, — f (fortement), alors f,, — f,dans o (E', E").

3)Si f, = fdanso (E',E"),alors f,, ~* fdans o (E', E).

4) Si f, =~* fdanso (F', F), alors || f,|| est borné et || f|| < liminf || f,||.

5) Si f,, —=* f dans o (F', F) et u,, — u (fortement) dans F, alors f, (u,) — f (u).

1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.12 Soit E un espace vectoriel, on appelle application de E x E dans le corp

K = C définit par (., .) est un produit scalaire si :

1) (u,v) = (v,u), pour tout u,v € F,

2) (Aug + ug,v) = A(ug,v) + (ug, v) , pour tout u,v € E, et A € C,
3) (u, \v) = X {u,v), pourtout A € C,
(u,u e

Définition 1.13 Un espace de Hilbert est un espace de Banach ((E,||.||;) espace normé complet)

muni d’un produit scalaire pour la norme associée :

o = (s w)'? GGee) [lulf = (u,u)

1.3. Espace de Hilbert |
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Définition 1.14 (Systéme orthonormé)

Soit £ un espace de Hilbert, la suite {e, },., C E est appelée un systéme orthonormé si

1, sin=m,

<en7 €m> = 5n,m - {

0, sin # m.

1) Sie, L ey, ondit que le systeme {e,}, -, est orthogonal.
€n

HenH

2) Si le systeme {e, },.,est orthogonal alors le systeme { } est orthonormé.
- n>1

Définition 1.15 (Base Hilbertienne)

Soit F un espace de Hilbert pour le produit scalaire (.,.). On appelle base Hilbertienne (dé-
nombrable) de £ une famille dénombrable {e,},., d’éléments de £ qu’est orthonormée pour le

produit scalaire et telle que 'espace vectoriel engendré par cette famille est dense dans F.

Définition 1.16 ( Espace séparable )

Un espace vectoriel normé qui contient une partie dénombrable dense est dit espace séparable.

Exemple 1.1 Les espaces R et C sont séparables (par exemple, Q est un sous-ensemble dénombrable
dense dans R ).

Théoreme 1.2 Tout espace de Hilbert séparable admet une base Hilbertienne.

Proposition 1.3 Soit E un espace de Hilbert pour le produit scalaire (.,.), soit (e,),>1 une base

Hilbertienne de E, il existe une suite unique (u,),, définie par

Up = (u; en) )

p
telle que la somme partielle Z une, converge vers u quand p tends vers linfinie.

n=1
De plus on a

lul® = Cuyu) =Y [(uy ).

n>1

alors, on écrit

u = Z (u,e,) en.

n>1

Théoréme 1.3 [17]

1.3. Espace de Hilbert ]
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Soit (uy,) une suite bornée dans l'espace de Hilbert £, alors on peut extraire une sous-suite

neN*
converge dans la topologie faible.

Théoreme 1.4 [17]

Dans Uespace de Hilbert, toute suite converge dans la topologie faible est bornée.

Théoreme 1.5 [17]

Soit (uy,) une suite convergente vers u dans la topologie faible et (v,,) une autre suite

neN* neN*

converge faiblement vers v, alors

Hm (v, u,) = (v, u) .

n—o0

Théoreme 1.6 [17]

Soit F un espace normé, alors la boule d’'unité
B ={ueFE":||u| <1},
de E' est compact dans la topologie faible o (£, E') .

Proposition 1.4 [17]

Soit E et F' deux espaces de Hilbert, (u,),.y~ € E une suite qui converge faiblement vers u € F,

soit A € L(E,F). Alors la suite (A (uy)),,cy~ converge vers A (u) dans la topologie faible de F.

1.4 Espaces des fonctions

1.4.1 Lespace LP()

Définition 1.17 Soient 1 < p < oo et QQ un ouvert borné de R, n € N. On définit Uespace des classes
de fonctions LP()) par :

LP(Q) =S u:Q — R, uest mesurable et /|u(x)|p dx < +00
Q

Pour p e Ret1 < p < oo, la norme est notée par :

1/p

el = / ()P dz
Q

1.4. Espaces des fonctions
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Sip=o00,0na

() = u: ) — R, u est mesurable et il existe une constante positive C, telle que
lu(z)] < C p.psur . '

Il sera muni de la norme du sup-essentielle :

|ull, = esssup |u(x)] = inf {C; |u(z)] <C p.psurQ}.
e z€N

Définition 1.18 On dit qu’une fonction u : Q — R appartient a L,.(Q) si f |x€ L? () pour tout

loc

compact K C ()

Proposition 1.5 L?(§2) muni de sa norme ||.||,, est un espace de Banach, pour tout 1 <p < oo.
Théoreme 1.7 LP(0Q2) est séparable pour 1 < p < oc.

Proposition 1.6 L>(f2) est un espace de Banach non séparable.

Théoréme 1.8 [17]

LP (Q) est un espace réflexif, pour 1 < p < oo.

Lemme 1.1 On suppose que §) est un ouvert borné de R",(1 < p < c0) et soient u,,, u sont des fonc-

tions de L () telles que u,, converge fortement vers u dans L?(2) alors
U, — u p.p dans S).
Lemme 1.2 On suppose que 2 est un ouvert borné de R™,(1 < p < co) et soit u,, une suite bornée
dans L?(Q2) converge presque partout vers u, alors
1) uw dans L? (Q).

2) u,, converge faiblement vers u dans L” (£2) .

Remarque 1.4 Supposons que (1 < p < 00) et E est un espace de Banach réflexif alors la conver-

gence faible étoile équivalent a la convergence faible.

Théoreme 1.9 Pour toute suite (u,)nen+ convergente dans LP(£2), on peut extraire une sous-suite

convergente presque partout dans 2.

Siu € L*(0) alors
u(@)] < [lul o p-p sur .

1.4. Espaces des fonctions
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Remarque 1.5

1) La limite forte ou faible d’une suite de fonction est toujours unique.
2) Dans le cas p = oo la symbole * est posée pour montrer que la définition de convergence faible
dans L> n’est pas entierement la méme que dans les espaces L” (2), 1 < p < oo. En effet, le dual
de L™ (Q) est strictement plus grand que L' (Q).
3) La convergence forte dans L? (2) implique la convergence faible dans L? (Q2) pour 1 < p < co.
Soit 2 un ouvert borné de R"
1) Siu, —* v dans L*™ (), alors u, — u dans L? (Q2), Vp > 1.
2) Siwu, — udans L? (Q), alors [Jun| 1,y = [[ull sy dans R, pour tout 1 < p < co.
3)Sil<p<ooetsiu, —udans L (), alors 3K > 0 tel que [jun| 1) < K et

||u||LP(Q) = nhi{loo inf ||Un||Lp(Q) .
Le résultat est aussi vrai si p = oo et u,, —=* u dans L*> ().
4) Sil < p < ocetsidK >0 tel que ||u,||,, < K, alors il existe une sous-suite u,, et u € L? (Q)
tels que u,, — u € LP (Q).
Le résultat est aussi vrai si p = oo et on a alors u,, —* u dans L> (2) .
5)Sil <p<ooetu, — u dans L?(Q2), alors il existe une sous-suite u,, telle que u,, — u p.p et
|un,| < h p.p avec h € LP (2) .Nous allons montrer 'explosion de la solution en temps fini.

soit {2 un ouvert borné de R" x R, u,, et u des fonctions de L? (2),1 < p < oo, telles que
[tmll o) < € s tm — u p.p dans Q.
Alors u,, — u dans L” (2) faiblement.

Lemme 1.3 L?(Q) est un espace de Hilbert, avec le produit scalaire :

(U, V) 20y = /u (z)v (2) dz, pour tout u,v € L*(Q).
Q

1.4.2 Lespace L((0,T),F).

Définition 1.19 Soit E un espace de Banach, 1 < p < oo et [0,7] un intervalle de R. On appelle
espace de Lebesgue a valeurs dans F et on note LP((0,T), E) Uespace des fonctions u :]0,T[— E,
mesurable qui vérifient :

1/p

t
0Si1 < p<oo fulpnn = | [lu@Fds] <.
0

=ess sup |u(z)] < oo.
z€]0,T|

ii)Sip = oo, ||u||L°°((0,T),E)

1.4. Espaces des fonctions
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Théoréme 1.10 [17]

Lespace LP((0,T), E) est complet.

Définition 1.20 Lespace des fonctions indéfiniment différentiables C* (2) a support compact inclus

dans un ouvert §) de R" est noté par D (2) (espace des fonctions test), c’est-a-dire

D) =CL(Q)={ueC®(Q);3K CQ, K compact (fermé, borné); u=0sur K}.

Définition 1.21 Notons par D'((0,T), E') Uespace de distribution dans |0, 7| a valeurs dans E, et on
définie

D'((0,7),E)=L(D]0,T[, E),
ou L(¢,p) est 'espace des fonctions linéaires continues de ¢ vers . Comme u € D'((0,7), X),

on définie la dérivé au sens de distribution par :

5 0 =-u(5). weno,

et comme u € L?((0,7),FE),ona

u(p)= [u e vo e D(O.TY.

Maintenant, nous allons introduire des résultats importants dans L((0,7'), E).

Lemme 1.4 [3]

Soitu € LP((0,T), E) et g—? € LP((0,T),E), (1 < p < o) alors la fonction u est continue de [0, 7]
dans F (i.e) u € C* ((0,7T) ,E) .

1) Pour 1 < p < oo, LP((0,T), E) est un espace de Banach et en particulier L?((0,7), E) est un
espace de Hilbert, lorsque F est un espace de Hilbert.

2) Pour 1 < p < oo et si E réflexif, alors LP(0, T, E') est aussi réflexif.

3) Pour 1 < p < oo et si E séparable, alors L”((0,7"), E) est aussi séparable.

Lemme 1.5 [/]

Soit ¢ =10, T x €2 est un ouvert de R x R", et soit g,,, g deux fonctions dans L4([0, 7], L% (2)),
1 < ¢ < o telles que

||gu||LQ([O,T]’Lq(Q)) < C, V,U € N,

1.4. Espaces des fonctions
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et

g, — g dans g,
alors
gy — g dans L(p).
Proposition 1.7 [7]

Lespace L((0,T) , E) qui associé a la norme |||, r) x) » €st un espace de Banach.
Proposition 1.8 ([7])

1 1

Soit £ un espace de Banach réflexif, de dual £’ et 1 <p < o00,1 < ¢ < o0, — + — = 1 alors le dual
b q

de LP((0,T), E) est définie algébriquement et topologiquement dans L?((0,7), E').

Proposition 1.9 ([7])
Soit F, F' deux espaces de Banach, £ C F' avec injection continue alors
LP((0,T), E) € L((0,T)  F),

avec injection continue.

1.5 Espace de Sobolev

1.5.1 Dérivée faible

Définition 1.22 Soit Q un ouvert de R", 1 <1i < netu € L}, () une fonction a une i-éme dérivée

loc

faible dans L} () s’il existe f; € L}, . () telle que pour tout ¢ € C°* () on a :

loc loc

[u@ap@ds =~ [ fi@gs

Cela revient a dire que f; est la i-eme dérivée de u au sens des distributions, et on écrit :

ou

1.5.2 Espace W?(Q)

Définition 1.23  Soit 2 un ouvert quelconque de R" et p € R,1 < p < +oo, Uespace WP (Q) est
défini par :
WP (Q) = {u € LP(Q); tel que dju € LF(Q)} .

ou 9; est la i-eme dérivée faible de v € L] (Q).

1.5. Espace de Sobolev
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1.5.3 Espace W™P(Q))

Définition 1.24 Soit Q2 un ouvert de R", m > 2etp € R;1 < p < 400, l'espace W™P(Q) est défini
par:

WmP(Q) = {u € LP(Q); tel que D“u € LP(2),Va,|a] < m}.
Ola€eN" |a|=a;+ay+ ...+ a, et D* = 9.0 est la dérivée faible de u € L} (Q2).

Lespace W™P((2) est muni par la norme

HuHme( ‘uHLP + Z ‘DQUHIB

0<|a|<m

Définition 1.25 On note par W' (Q) est Uespace fermé de D (2) dans W™P (Q).

Définition 1.26 Si p = 2, on note par W™2(Q) = H™ et Wy*(Q) = Hj" (Q) muni par la norme

1/2

2
lilimey = | D2 (10°ulloey) |

la|<m
tel que H™ (Q2) espace de Hilbert, avec le produit scalaire
(U, V) () = Z (D%, D) ;5 = Z 0%u0d“vdz, pour tout u,v € H™().
la|<m la[<m

Proposition 1.10 [3]

1) Les espaces W™P?(£2) sont des espaces de Banach.
2) Sim >m/, H™(Q) — H™(Q), avec injection continue.
3) Sim =0onaWo(Q)=LP(Q).

Lemme 1.6 Comme D (Q2) est dense dans H[" (2), nous identifions un dual H=™ () de H" (Q)
dans un sous-espace fermé sur 2, on trouve

D(Q) — Hg' (Q) = L*(Q) = H™(2) = D'(Q).
Lemme 1.7 (Inégalité de Sobolev-Poincaré)

Si

2n
n—2
q=>2,n=12

2<¢q<

7n>3’

alors, il existe une constante C'(p, §2) telle que :

lull, < C (p, Q) [Vull,, pour u € Hy(9).

1.5. Espace de Sobolev
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Définition 1.27 (Intégration par partie)

Soit (u,v) € H' (Q), pour tout 1 <7 <mnona

ou ov
/axivdx = —/amiudm +r/ uvn,do,

Q Q o

ou 7, (z) = cos (1, x;) est le cosinus directeur de I'angle compris entre la normale extérieure a 052

au point et 'axe des x;.

Lemme 1.8 (Formule de Green)

Pour tout u € H? () etv € H' () ona:

—/Auvdm = /Vqudm—/@vds,
In
Q Q o0

. Ou e
ou an est la dérivée normale de u sur Of2.
1)

1.6 Quelques inégalités utiles

Soit 2 un ouvert de R"(2 C R™).
Inégalité de Cauchy-Schwartz
Pour tout u, v € L?(2)

/ uvdx
Q

‘ 1/2 1/2

§/|uv|d:v§ /|u|2dx /|v|2dx ,
Q Q

0

(i.e)

[wol ooy < llull, IV

L2(Q) L2(Q)

Inégalité de Holder

C’est une généralisation des inégalités de Cauchy.

Pour tout u € LP(Q) et v € LI(R), |uv| € L*(Q2) et pour tout 1 < p < oo on note ¢ le conjugué de

p ((LP)* = L?), c’est a dire — + — =1, et on a l'inégalité :
p q

1/q

1/p
/uvdx < /|uv|dm§ /\u|pd:v /]v|pdx :
Q 0 0 Q

1.6. Quelques inégalités utiles
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(i.e)

/ juv] dz < [[ull oy 19l ey -
Q

Inégalité algébrique de Young
Pour touta,b € R, ona:
1
lab] < 6 |a]® + oy b”, avec § > 0.

Inégalité de Young
Pour tout (a,b) € R*on a :
1 1
jab] < —lal” + —[b]*,
p q

N ( . ep 1es . 1 1
ol p, ¢ des nombres réels strictement positifs liés par la relation (- + — = 1).

p g

1.6. Quelques inégalités utiles



Chapitre
Existance Globale

Dans ce chapitre nous allons démontrer I’existence globale en utilisant la méthode de Faedo-

Galerkin et quelques estimations de ’énergie.

Lemme 2.1 [11]pour tout g € Ctet ¢ € Hy(0,T)ona:

t

[ [ott = 9p00nas = L0000 - 5 [a(s)as 6l = 5o 61+ 5 0 0)0), 26)

0

ol

(g0 B)t / [ott = 9)1665) = o(0)* dads

2.1 Position du probléme

Afin de prouver l'existence de solutions au probléeme (1.1) nous introduisons comme dans [14]

Pauxiliaire inconnu

z(x,p,t) =u (x,t —7p), 2€Q, pe(0,1), t>0.

Donc, nous prendrons

Tz (2, p,t) + 2, (2, p,t) =0,

Par conséquent, le probleme (1.1) est équivalent a

18
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\

t
uy (2, 1) — koAu (2, 1) + o [ g(t — s)Au(z, s)ds
0

+pq () ug (2, 1) + po(t)z (x,1,t) = 0, sur 2 x |0, +oo],

T2 (2, p,t) + 2 (2, p,t) = 0, zeQpe(0,1), t>0, 2.7)
u(z,t) =0, sur 9 x |0, +oo],

u(x,0) =ug, uz,0) =uy, sur €2,

z(2,p,0) = fo(z,t —7), sur  x 10, [,

Maintenant, nous sommes en mesure d’énoncer notre résultat principal, c’est le théoréme de

'existence globale.

Dans ce qui suit, nous donnerons des conditions et des hypothéses suffisantes qui garantissent

que le probleme 1.1 a une solution globale.

(H1) g est une fonction bornée positive satisfaisant :

t
ko—a/g(s)ds:l>0, a>0,
0

et il existe une fonction positive non croissante 7 telle que pour ¢t > 0, on a

g'(t) < —n(t)g(t), n(t) >0,

(H2) u, est une fonction positive de classe C! satisfaisant :

m(t) <M, M >0,

(H3) u, est une fonction réelle de classe C* telle que :

le(t)] < Buy(t), 0< B <1,

Nous avons également besoin des Lemmes techniques suivants au cours de notre étude.

Théoreme 2.1 soit (ug, us, fo) € HF () x L?(Q) x L*(Q x (0,1)) étre donné. Supposons que les

hypothéses (H1) - (H3) sont satisfaites. Alors le probléme (2.7) admet une solution faible globale

unique (u, z) satisfaisant

ue C([0,T];Hy(Q), v € C((0,T); Hy(Q)), z € C([0,T]; L*(Q2 x (0,1))

Pour prouver ce théoréme, nous avons besoin du lemme suivant. Tout d’abord, nous définissons U'éner-

gie associée a la solution du probléme (2.7) par :

2.1. Position du probléme
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2 «a 2
B =3l + | 5 -3 /g )ds | l[gul’

0 (2.8)
+5(govu)(t //z , p, t)dpdz
0
ol & et une fonction descroissante tell que :
TB<(<T(2-0), t>0, (2.9

ot §(t) = Cpu(t).

Lemme 2.2 soit (u, z) une solution réguliére du probléme (2.7) . Alors, U'énergie fonctionnelle définie

par (2.8) satisfait

(2.10)

() < = (n(6) - §2 — 1200) Juy (1)
_ (@ _ N2(t)> |
2T 2
Preuve. En multipliant la premiere équation de (2.7) par w;(z,t), en 'intégrant sur €2, et en utili-

sant I'identité de Green, nous obtenons

s (luellzz + ko [I7ullz2) + s (8) |72 + uz(t)/utZ(x, 1,t)dx

: @ (2.11)

—a/g(t - s)/ 7 u(z, s) 7 ug(z, t)deds = 0

0 Q

On simplifie le dernier terme de(2.11) en appliquant le lemme 2.2, on trouve

t

—a/g(t — s)/ v u(z, s) v ug(x, t)deds = %%(g o Ju)

0 e , (2.12)
d

a, o a
=5t o v+ 590 Il - 55 [olds Ivult
0

2 2

En remplacant (2.12) dans (2.11), on obtient

t
d 1 2 kU (0]

(6] «
Gl + {3 =5 [a)ds | Iwulte - Sgovw | =56 o T

1 0 (2.13)
50O 17l — i 6) o2 — a0 / (e, 1, s)d.

Q

2.1. Position du probléme
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§(t)z

En multipliant la deuxiéme équation de (2.7) par ol &(t) satisfait (2.9) et on l'intégre sur

2 x (0,1), on obtient

£(t) d _
5 dt// x, p,t)dpdx + o //dp 2(x, p,t)dpdr =0 (2.14)

ce qui donne

0 (2.15)

Une combinaison de (2.13) et (2.15), conduit a

t
1d 9 ) 1d )
2 di (utL2 + (ko — a/g(s)ds) VUL2) + oW ( a(gosyu) + &(t //z (z, p, t)dpdx)
0

0

= 56 o7 — 5905) [Tl = @) el = mo®) [t 1, 5)do

2
) Q
5’(15//2 _§(t)/2 @/2
5 2*(x, p,t)dpdx 5 | # (x,1,t)dx + o ug(z,t)dx
0 0 Q
(2.16)
En utilisant la définition (2.8) de E(t), on en déduit que
, « 1 2 2
E'(t) = 5(g' o vu) — 59( )HVUHLz = (8 [luellz
— 1 (1 /utz x,1,s)dz —|— // x, p,t)dpdx (2.17)
f(t)/ 2 f(t)/ 2
o | ? (x,1,t)dx + 5 | Ui (x,t)dx
Q 0
En appligant I'inégalité de Young, nous avons
, Q@ 1 E(t Lo (T
B0 < 50 090 = o) [l = (1n(0) - 52 = 20 jua o)
(2.18)

_(g(t) qu()l)H( Ik

2T

En utilisant ’hypothese (2.9) pour £(¢), nous voyons que

Cl—(ul(t)—@—m>>0, CQ—<@—M>>O,

2T 2 2T 2

2.1. Position du probléme
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alors on en déduit facilement que

E@s—<mw—%§—m§ﬂ)muwW—(%?—M§ﬂ)mesta (2.19)

Ceci complete la preuve du lemme. =

2.2 Existence Globale

Nous utiliserons la méthode Faedo-Galerkin pour prouver l'existence globale de solutions.

La méthode Faedo-Galerkin se compose de trois étapes :

Etape 1 : Approximation de Faedo-Galerkin

Soit (w,)n,enune base dans H; et W, soit 'espace généré par wy, ..., w,, n € N. Maintenant, on
définit pour 1 < ¢ < n la suite ¢,(z, p) comme suit ¢,(x,0) = w;(x) .Ensuite, on étend ¢,(x,0) par
&;(z, p) plus de (L? x [0, 1]) et notons V,, 'espace généré par ¢, ..., ¢,, n € N.

Nous considérons la solution approchée (u,(t), z,(t)) comme suit pour tout i donné

qui satisfait

S{(ug (t) widx — ko [ Auy, () widz + ozoftg(t —3) ({ Auy, () widsdx

Q (2.20)
iy (1) [l (Oywida + pa(t) [ 2, 1, tywrde = 0,
Q Q
et
/ (7200 (@, py £) + 20y (1, 1)) 1l = O, 2.21)
Q
Le systéme est complété par les conditions initiales :
u, (0) = Zcm(o)wi —uy dans H(Q) lorsque n — oo
i=0
ul (0) = Zcfm(o)wi —u; dans Hy(Q) lorsque n — oo (2.22)
=0

n

2,(0) = Zrin(0)¢i—>fo dans (L?x[0,1]) lorsque n — oo

i=0
Alors le probléme (2.7) peut étre réduit a un systeme EDO du second ordre et on en déduit que ce

probleme admet une solution locale unique (u,(t), z,(t)) dans [0,¢,[ ot 0 < ¢,, < T Cette solution

2.2. Existence Globale
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peut étre étendue a [0, T, 0 < T' < +oco. Dans I’étape suivante, nous prouverons que cette solution
est globale.

Deuxiéme étape : Les estimation de Faedo-Galerkin

Premiere estimation

En multipliant '’équation de (2.20) par ¢, (¢) et integrant sur {2 on obtient

J oy (8)u ()d:c+l<:ofwn Vu()dx—afgt—sfwn ) Vi, (t)dwds
Q
+pq (t fU'2 (t)dx + py(t) [ 2 x,l,t) ul (t )dx—O.
Q

ensuite
2 2 2
s (unllze + 5 I7uallze) + 0 () 1w 2 + po(t) [ 20 (2,1, 8) w, (t)d
. (2.23)
—afgt—s fVun ) V!, (t)dzds =0
Nous utilisons le lemme 2.2 pour s1mp11ﬁer le dernier terme de (2.23)
t
—a [g(t—s fVun )V, (t)dzds = $4 (g0 Vu,)(t)
0 . (2.24)
—5(9' 0 V) (8) + 59(1) [[Vunll 72 — § Ofg s)ds [|7un|| 72
En remplacant (2.24) dans (2.23) et en intégrant sur {2 on arrive a
t
1 ko « o'
Sl {3 =5 [ads | 17wl - 5o Vu)o
t 0 t t
[0} ’ « 2 7 112
+5 [ o Vu s + 5 [o6) [Tualiads+ [ (o) 32 ds (2.25)
0 0 0
t
2 | ko
+ 1) [z o L5)w Odds = 5 s+ 5 [ 7o
0 Q

£(t)

En multipliant 'équation (2.21) par rm(t)Q—,
-

5 dt// z, p,t) dpdr + —// (z,p,t) dpdx = 0. (2.26)

1 1

1 d
5 d_ //z x,p,t)dpdr — & (t)//z x, p,t) dpdx

et en intégrant sur ) x (0, 1), on obtient

ce qui donne

0 0 (2.27)
t

/z x,1,t)d f /u’ (z,t)d
27

Q Q
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En intégrant (2.27) sur (0,¢) on obtient

% |:§(t)//1,zi (x,p,t) dpd:v—/t//fl (x,p,s dpda:ds:| %//f 2 (z,1,t) deds
0 0 Q
//{ (x,t) dxds (2.28)

SO

En combinant (2, 25) et (2.28), nous trouvons

1 k Q E(t
5%%(5——/() )v n||L2+<7// (@, 1) dpde

(g0 Vu)t) - 3 / ' Vua)(s)ds + / o(s) |7l ds
J J
+j (8) [l ||izds—|—/t;z2(s)/ (2,1, 8) u, (t)drds (2.29)
——///g (z,p,5 dpd:vds+—//§ 2 (2,1, 1) dwds
/ €(s)u2 (o 1) dads = L funala + 2 7u0n 22 + 52 o2

En utilisant les inégalités de H"older et de Young sur le huitiéme terme de (2.29), ce qui donne

t

) [ 1,9 ) dos

o 0 (2.30)

/ 1y(5) / (2.1, 5) dads + / /u’2 Ddds

0 Q Q

<

N |
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Alors 'équation (2.29) prend la forme

8} (8}
E,(t) — 2/(g o Vu,)(s)ds + §/g ”VUnHLz ds

0 0

n / (1166 = 2 - 220 . s

(2.31)
///5 (x, p,s)dpdxds
1
5/( )/z (x,1,s)dzds < E,(0),
0 Q
ou
1 k /
0 (0
Bu(t) = 5 I+ | =5 [ ots)ds | Il
? (2.32)
t
St Vi) + 552 [ [0 doa,
Q0
“ 5 £(0)
1 0
Bn(0) = 5l + 2 ol + =52 1ol (2.33)

Puisque uq,, u1,, fo convergent, on peut trouver une constante ; > 0 indépendante de n telle

]f t
#5519l

1
+%(9 o Vuy,)(t) + %f(t)//zi (2, p,t) dpdx < Ly
Q0

que

(2.34)

Donc cette estimation donne

(un),en €St bornée dans L™ (0, oo; Hy (2))
(ul,), . est bornée dans L (0, c0; L* (12)),
(zn)neN est bornée dans L*° (0,007 LQ(Q) v (O, 1)) .

Deuxiéme estimation :

En multipliant la premiére équation de (2.7) par v/ (¢) et en additionnant par rapport a i on obtient
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2 (8) 122 + Eo / T (1) 7 wn(t)d

t
_a/ g(t — 3)/ Ul (s) 7 un(s)drds (2.35)
0 Q
i () Nl + ma®) [ 20 o000 (0 = 0
Q

En exploitant les inégalités de Holder, Young et Poincaré et I’hypothese (H1), (H2), nous avons

les estimations suivantes

%/v%@v%@w
Q

\—a / ol =) [ 70) 7 wnls)dads

k
< kon |7l |f2s + ﬁ |7t 2 (2.36)

< oo
ko
/ 17t ()2 ds

,u2(t)/zn (z, p, 1) u ()dz| < Con ||l ()||5 + / (x,1,t)d (2.38)

Q

(2.37)

En substituant ces trois estimations dans (2.35) et en utilisant (2.34), nous en déduisons que

t
172 ()72 + ul(t)/o 172 ds < (ko + o+ Cs) 7w ()]

(2.39)
(2ko — 1) LM / )
+ L+ zo(x,1,t)dx
o Ty Jye
On obtient facilement I'estimation
2ky — 1 M
ool < (2= 0= 20 1,
4n 4 (2.40)
+ (ko + a4 Cy) |7l (1))
En choisissant n > 0 assez petit dans (2.40), on obtient la deuxiéme estimation ci-dessous
lun (D72 < La. (2.41)

ou L, est une constante positive indépendante de n € N et ¢ € [0,7]. On observe pour les
estimations (2.34) et (2.41) que

(1) est bornée dans L (0. o0; 1} ()

(up,), o €st bornée dans L? (0, 00; Hy (2))
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(ull), . est bornée dans L™ (0, 0o; L*(9)) ,

(2n),cn €St bornée dans L(0, 00; L* (Q2) x (0,1)).

Troixiéme étape : Passage a la limite
En appliquant le théoréme de Dunford Pettis, on en déduit qu’il existe une sous-séquence (u;, z;)

de (u,, z,) et on peut remplacer la sous-séquence (u;, 2;) par la suite (u,, 2,) telle que

u, — u faiblement” dans L (0,7; H; (),

u;, — ' faiblement” dans L (0,T’; H; (2)),

upy — " faiblement dans L (0,T; Hy (),
z, — z faiblement"dans L (0,T; L*Q) x (0,1)).

De plus u” est borné dans L>(0,T; H}(€2)) alors u"est borné dans L?(0,T; Hi(€2)). La méme mé-
thode est utilisée pour prouver que u/, est borné dans L?(0, T’; Hj (2)).
Par conséquent u/, est borné dans H'(0,T; Hi(2)). De plus, par le théoréme ubins-Lions [5], il

existe une sous-séquence (u,;) toujours représentée par la méme notation telle que
w; —u' fortement dans L*(0,T; Hy(S2))

ce qui implique

u, — u ppsur Qx(0,7).

J

z

; — z ppsur Qx(0,7).

Et nous avons pour chaque w; € L*(Q), v; € L*(Q)

/ (u;' — koAu; + a/g(t — 8)Auyds + pyul; + ,u2,zj) w;dx
Q Q

— / (u” — koAu + a/g(t — s)Auds + pu’ + sz) wqdr,
Q Q

et
/T(th + zjp)vidr — /T(Zt + z,)vidx
Q Q

Lorsque j — oo. Le probléme, (1.1) admet une solution faible globale w.
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La stabilité

Dans ce chapitre, nous étudierons la stabilité de notre probléme.

Lemme 3.1 soit E : Rt — R" une fonction descroissante et ¢ : R™ — R™ une fonction strictement

croissante de classe C' telle que

#(0) =0, ¢(t) — +o0, lorsque t — +oo
Supposons qu’il existe p > 0 et w > 0 tels que :

“+o0o
vszo, [ Briend < O E(S),
S
alors E a les propriétés de désintégration suivantes :

sip=0alors E(t) < E(0)e!™*® vt >0,

_1+p
1+ wo(t)

Notre résultat de stabilité, ce qu’on appelle aussi la décroissance exponentielle de I'énergie, est

sip > 0alors E(t) < E(0) ( ) , Vt >0,

obtenu par le théoreme suivant.

Théoreme 3.1 soit (ug, u1, fo) € (Hg(Q2) x L*(Q) x L*(Q x (0,1))) étre donné. Supposons que les
hypotheéses (H1) - (H3) soient remplies. Alors pour certaines constantes positives K, k on obtient la

propriété de désintégration suivante

E(t) < E(0)e! W)
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Preuve. Soit 0 < S < T < oo arbitrairement. On multiplie la premiere équation de (2.7) par

E?¢ru, p € R ou ¢ est une fonction sera choisie plus tard satisfaisant toutes les hypothéses du

lemme 2.1 et nous intégrons sur (S,7) x 2, on obtient

T T
0 = /qub'/uutt x,t)dxdt — ko/Epng’/uAu(x,t)dxdt
S Q

T
+oz/E'p¢ // (t — s)Au(x, s)udsdxdt

S

T
+ [ EP¢ 1y (t) [ uwy(z,t) + EPQ py(t) [ wuy(z,t — 7)dwdt
Jrii e

Q
T T
= |EP¢ /uutdx / EP¢) /uutdxdt — /Epgb /u?dxdt (3.1)
Q S Q S
T T
+k:0/Epgb'/ |yul? dedt + o | EP¢ (g o spu(x, t))dt
S

|
| 2
m\ﬂ «

t T
/ a /
£/ |7ul?® [o(s)dsdt 5 [Ero / o(s) [7ul? dsd
0 S 0

T T
—|-S/Epgb',u1(t)/uut(x,t) + /Epgb',uQ(t)/uz(x,l,t)dxdt

Q S Q

En multipliant la deuxiéme équation de (2.7) par EP¢'((t)e 2Pz et en intégrant sur (S, T) x  x

(0,1) , on trouve :




Chapitre 3. La stabilité

1

T 1 T
0 = / / TEPYE(t)e TP / 2zdadpdt + S/ EPHE(t)e 2P / / 2z, dpdudt

S 0 Q Q0
1 T
— % / EP@E(t)e 2™ / 2dedp| — = / / / EP¢'&(t)e ) 22 dxdpdt
S
T 1
+/Ep<z§ //§ ’2”’z2) + 1e 2P 2 dpdxdt (3.2)
S Q
1 T
% / EPYE(t)e 2 / 2dedp| — = / / / EPYE(t)e ) 2dudpdt
0 S
T 1 T
—l—T/Epngf // 2702 dxdp + %/Epgzﬁ'{(t)/(e_%z?(x, 1,t) — 2*(x,0,t))dxdt.
S 0 S Q

En combiner (3.1) et (3.2) et en prenant A = min(1,7e ") on obtient
T T T
/ EFtlg'dt < — |EP¢ / wugda / Er¢)) / wugdxdt
S S Q

s
T
+§/Ep¢/ ) ||| dsdt — /Epgb pq (t /uut x, t)dxdt
s Q

T T

—/Ep¢’u2(t)/uz(x, 1,t)dzdt — 5 /Ep¢ E(t)e T /z2dxdp (3.3)

0 Q S

/ / / 20 (P gle () S2dadpdt + / EP / widrdt

1
/quﬁg / 22w, 1,t) — 23,0, t))dadL.
Q
Supposons maintenant que ¢ est une fonction concave strictement croissante. Donc ¢’ est une

fonction bornée sur R*. Notons ) le maximum de ¢'. Par les inégalités de Cauchy Schwarz, Young

et Poincaré et le fait que ¢’ est borné et que FE est une fonction croissante, on a

qub'/uut(x,t)cw < Ael EPTL(t), (3.4)
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\ 2 7 . . . .
ol ¢; = max(1, CT) De (3.4) nous déduisons les estimations suivantes

Q

T T T
/(Ep(b’)’/uut(x,t)dxdt = /pE’Ep_qu’/uut(m,t)dxdt - /Epgb”/uut(w,t)dxdt
s Q s Q s

T

T
< )\clp/Ep(—E’)dt - clEp+1(S)/¢"(t)dt (3.5)
S S
< A E(S)PT
ol ¢y = ¢y max(p, 1), et
T t
2 / B / o(s) [ull? dsdt| < AcsE(S)7H, 3.6)
S 0

ol c3 = @ Par 'hypothese (H2), les inégalités de Young et de Poincaré et (3.4), on a

T

T
/Epgb’ul(t)/uut(x,t)dxdt < AMBEPT 4 )\/Ep(—E’)dt 3.7
S Q S

< >\C4Ep+1(5),

ou Cq = MCl, et

T
/Epgb'MQ(t)/uz(a:, 1, t)dzdt| < Aes EPT(S), (3.8)
S Q
ou ¢y = max(ﬁM%, 1), et
T 1
g / / EPGE(t)e 2 / Pdudpdt < TAEPTY(S), (3.9)
S0 Q
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Donc

|

T 1
S/ 0/ Q/ eI (EPSE(t)) 2P dadpdt

T 1 T 1
= g//pE’Ep1¢/§(t)e2Tp/22dxdpdt+ g////e2TpEp¢"£(t)z2dxdpdt
S 0 Q S 0 Q Q
T 1
+g / / 2P P (1) 22dadpdt (3.10)
S 0 Q
T T

< Arp / EP(—E')dt + TEPTY(S) / ¢"(1)dt + TAEPL(S)
S S
S )\C6Ep+1(5),

ol ¢ = T max(1,p), et

T
%/Epf(t)/eQTzQ(x, 1, t)dzxdt < /Epf /z x,1,t)dxdt
s Q

Q
T
< )\/E”(—E’)dt (3.11)
S
< AEPTY(S),
eton a
/EP¢§ / x,0,t)dzdt
Q
T
= %/Epgzﬁ'g(t)/u?(a:,t)dxdt (3.12)
S Q
< TA2 - B)EPTH(S),
T
g / EPGE(t) / W2(z, ) dzdt < SAEPL(S). (3.13)
S 0

A partir de (3,3) et les estimations (3,5), (3,6), (3,8), (3,2), (3,9), (3,12), nous obtenons

T
/ EPt () ¢'dt < CEPTY(S), (3.14)
S
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ou C = Amax(¢;,3,7(2 — )),i =1, ...,6.
En appliquant le lemme 3.1, nous obtenons la propriété de décroissance. Ce qu'il fallait démontrer.
u
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