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Abstract

In the present thesis, we have studied the effect of energy-dependent potentials on some
physical properties of one-dimensional relativistic harmonic oscillators. The solutions of these
oscillators allowed us to study some physical properties such as the saturation of energy levels
and its effect on superstatistic properties of these oscillators. We also studied the effect of this
saturation on the probability density of these oscillators as well as on the Fisher and Shannon
parameters. The reason for studying the latter lies precisely in the close connection of these two
parameters to the probability density of these oscillators. Finally, we have studied the supersta-

tistical properties for this type of problem.
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RESUME

Dans cette thése, nous avons étudié P’effet des potentiels dépendant de I’énergie sur certaines
propriétés physiques des oscillateurs harmoniques relativistes unidimensionnels. Les solutions
de ces oscillateurs nous ont permis d’étudier certaines propriétés physiques telles que la satura-
tion des niveaux d’énergie et I'effet de ce dernier sur les propriétés superstatistique. Nous avons
également étudié I'effet de cette saturation sur la densité de probabilité de ces oscillateurs ainsi
que sur les parameétres de Fisher et de Shannon. La raison d’étudier cette derniére réside précisé-
ment dans la liaison étroite de ces deux paramétres a la densité de probabilité de ces oscillateurs.

Enfin, nous avons étudiées les propriétés super-statistiques pour ce type probleme.
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CHAPITRE

Introduction générale

La dépendance des potentiels quantiques avec I’énergie est apparue depuis longtemps dans
des équations exactement résolubles. Initialement, Pauli [1], dans son étude sur le mouvement
d’un électron en présence d’'un champ magnétique, était en face d’un probléme d’une équation de
Schrédinger (non-relativiste) dont le potentiel dépend explicitement de 1’énergie. Cette dépen-
dance a été observée pour le cas relativiste dans I’équation de Klein-Gordon en étudiant le mou-
vement d’une particule dans des champs scalaires et vectoriels externes [2,3]. Lombard et al [4]
ont utilisé des potentiels dépendant de I'énergie dans le but de décrire le phénomene de confine-
ment pour des systémes du quark lourd. Aussi, ce type de potentiels quantiques a été abordé dans
de nombreux domaines de la mécanique quantique et son développement dans ce domaine a été
faite. Ces études récentes ont montré que ce type de potentiels a un impact sur le comportement
et les propriétés physiques des systémes physiques par de nombreux auteurs [3,5-11]. Ces sys-
témes ont été traités au moyen de méthodes élégantes telles que la supersymétrique, solutions
analytiques, transformations de Darboux, polyndmes orthogonaux et méthode de factorisation,
etc. Aussi, les solutions de ces systémes peuvent également avoir des comportements inhabi-
tuels dans leur spectre tel que le phénomeéne de saturation observer pour le cas des oscillateurs

harmoniques relativistes et non relativistes.



Formanek et al [12] ont montré que la présence d’un potentiel dépendant de I’énergie dans
la fonction d’onde a des implications non triviales sur le fondement théorique de la mécanique
quantique. Parmi ces axiomes, la définition des relations d’orthogonalités et de la norme doit
étre modifiée afin d’assurer la conservation de la norme. L’orthogonalité des fonctions propres
peut ne pas étre satisfaite pour ce type des problémes en question. En conséquence, la présence
d’un potentiel dépendant de I’énergie dans une équation d’onde a plusieurs implications non
négligeables. La plus évidente est la modification du produit scalaire, nécessaire a la conserva-
tion de la norme. Cette modification est aussi requise dans le cadre de la mécanique quantique
relativiste [2,6-8,13].

Les oscillateurs relativistes sont la version relativiste de l'oscillateur Harmonique habituel.
L’oscillateur de Dirac (DO) était pour la premiere fois étudié par Ito et al [14]. IIs ont estimé
une équation de Dirac dans laquel le moment 7 est remplacé par 5’ — imw~y°7, dont 7 étant le
vecteur de position, m la masse de la particule, et w la fréquence de I'oscillateur. L’intérét pour le
probleme a été ravivé par Moshinsky et Szczepaniak [15], quileur donna le nom de l'oscillateur de
Dirac (DO) parce que, dans la limite non relativiste, il se transforme a un oscillateur harmonique
possédant un terme de couplage spin-orbite trés fort. Physiquement, l'interaction (DO) est un
systéme physique, qui peut étre interprété comme I'interaction du moment magnétique anomal
avec un champ électrique linéaire [16-18]. L’oscillateur de Dirac a attiré beaucoup d’intérét a la
fois parce qu’il constitue I'un des exemples rares qui ont des solutions exactes, et aussi en raison
de ses nombreuses applications en physique. En mécanique quantique relativiste, le (DO) a été
étudiée a partir de nombreux points de vue (pour plus d’information consulter les références
suivantes [10,19-51] ).

La théorie de 'information quantique est un développement de la théorie de I'information de
Claude Shannon exploitant les propriétés de la mécanique quantique, notamment le principe de
superposition ou encore l'intrication. Ce dernier est un phénomeéne dans lequel deux particules
(ou groupes de particules) forment un systéme lié, et présentent des états quantiques dépendant
I'un de lautre quelle que soit la distance qui les sépare. Un tel état est dit «intriqué» , parce
qu’il existe des corrélations entre les propriétés physiques observées de ces particules distinctes.
Cette observation est au cceur des discussions philosophiques sur I'interprétation de la méca-

nique quantique. Ce phénomeéne quantique a des applications potentielles dans les domaines de
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Iinformation quantique, tels que la cryptographie quantique, la téléportation quantique ou l’or-
dinateur quantique.

Parmi les parametres pertinents de 'information quantique, on peut citer I'information de
Fisher et entropie de Shannon. L’information de Fisher est la qualité d’une procédure de mesure
efficace utilisée pour estimer les limites quantiques ultimes. C’est une mesure de la précision
intrinséque de théorie de estimation statistique. L’étude des propriétés et des applications de La
mesure de 'information de Fisher a divers problemes de physique théorique est principalement
grace aux travaux pionniers de Frieden et al [52-57] qui ont pu reformuler les lois de la physique
bien connues a partir de I'information de Fisher. Ce dernier, a une dimension, a la forme suivante

pour les deux configurations {x} et {p,}

F, = /_:O pn (T) [W]de, (1.1)
R=[ ;oo on(D) [Wrdp. (12)

Ces deux équations montrent que I'information de Fisher a un caractére local dii a opérateur
gradient : plus cette quantité est élevée, plus la densité est concentrée et plus l'incertitude de
position de la particule. Ainsi, il est capable de détecter les changements locaux de la densité
afin de mieux décrire le systeme dans une théorie de 'information quantique. La quantité de
Iinformation de Fisher a été utilisée pour une grande variété de concepts et phénomenes méca-
niques [52-57].

Concernant le deuxiéme parameétre qui a des applications dans plusieurs branches de la phy-
sique en raison de ses applications possibles dans un large éventail de domaines [58-60] est
I'entropie de Shannon. Cette quantité fournit des outils analytiques qui aide a la bonne compré-
hension des corrélations existant dans des systémes quantiques. Il a été aussi introduite pour

mesurer l'incertitude. Cette quantité est donnée par la relation suivante
Se == [ pn(@)1n (o () 13

Sp=— / pn (p) In (pn (p)) dp. (1.4)

D’apres ces deux équations, I'information de Shannon dépend fortement de la probabilité de den-
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sité. Elles ont un caractére global dans le sens ou elles sont peu sensibles au changement de la
distribution sur une région de petite taille, et peut-étre utilisé comme mesure de la délocalisation.
Récemment, il y a eu un intérét croissant pour les mesures théoriques de I'information pour des
systémes quantiques. Comme alternative a la relation d’incertitude d’'Heisenberg (HUR), 'entro-
pie de Shannon joue un réle trés important dans la mesure de I'incertitude.

L’une des qualités importantes de la thermodynamique statistique est sa capacité a décrire
I’évolution des systéemes complexes sans en connaitre la dynamique a I’échelle microscopique.
Bien que son succes soit remarquable, il n’est pas pour autant sans limites. Ainsi, dans certaines
circonstances, les principes de la thermodynamique statistique ne semblent pas étre rigoureuse-
ment justifiés et cette derniére peine a décrire un certain nombre de phénomeénes. Une générali-
sation de la statistique standard a alors été proposée afin de pallier ces problemes. Cette théorie
est appelée "statistique non-extensive" ou « statistique de Tsallis » [61-65]. Cette nouvelle statis-
tique repose sur une généralisation a un parametre de I'entropie de Boltzmann-Gibbs (BG). Ce
parameétre quantifiant les interactions a longue portée rend possible la description de systémes
complexes. Sa flexibilité permet d’avoir un bon accord entre les prédictions théoriques et les
valeurs expérimentales. La superstatistique est une branche de la mécanique statistique ou de la
physique statistique consacrée aI’étude des systémes non linéaires et hors équilibre (Voir Appen-
dice B). Elle est caractérisée par 'utilisation de la superposition de plusieurs modéles statistiques
pour obtenir la non-linéarité souhaitée. En termes de idées statistiques ordinaire, la superstatis-
tique est une superposition de différentes statistiques. Ainsi, elle décrit un systéme hors équilibre
pour un état stationnaire dont le parametre intensif fluctué [66-79].

Maintenant, si F est I’énergie d’'un micro-état, le facteur de Boltzmann dans la superstatis-
tique s’écrit par [67]

B(E) = /0 T (8) e PPap (15)

dont B (E) est le facteur de Boltzmann généralisé, f () est la fonction de distribution, enfin
e PE est le facteur de Boltzmann ordinaire.

Ainsi, le but principal de cette thése se résume aux points suivants :

« Etendre la recherche du phénomeéne de saturation du spectre d’énergie pour le cas relati-

viste : dans notre case, nous avons choisi les deux oscillateurs relativistes de Klein-Gordon
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(spin-0) et de Dirac (spin-1/2) a une dimension.

« Etudier I'influence de cette saturation, si elle existe, sur la densité de probabilité p pour le
cas des deux oscillateurs relativistes en question. Selon les équations (1.1), (1.3), les deux
parametres de Fisher et Shannon on dépend fortement avec p. Aussi, nous allons mettre
en épreuve la validité des inégalités de , Fisher, Stam, CramerXX-Rao [80] et enfin de BBM

(Beckner, Bialynicki-Birula and Myecielski) [81].

« Enfin, introduire le concept de la superstatisque [61-65, 67-73,79] pour le cas des deux

oscillateurs en question.

Ainsi, afin de bien réaliser les buts mentionnés au-dessus, nous discutons tout d’abord 'effet
de saturation observé dans le spectre d’énergie sur les deux parametres de Fisher et Shannon.
Ensuite, nous introduisons le concept de la superstatisque sur ces deux oscillateurs. Toutes les
propriétés superstatistiques seront obtenues via la méthode d’Euler-Maclaurin [23,82, 83].

L’organisation de ce manuscrit est la suivante :

Le premier chapitre est consacré sur un bref rappel sur les équations relativistes a une di-
mension. Une démonstration sur la modification du produit scalaire pour ces équations a été
bien établie.

Dans les deux chapitres 2 et 3, nous avons discuté le phénomene de saturation observé pour
les oscillateurs relativistes tels que 1'oscillateur de Klein-Gordon et de Dirac. Aussi, nous avons
testé 'influence de cette saturation sur la densité de probabilité dont les parametres de Fisher et
Shannon en dépendent d’elle.

Enfin, dans le quatrieme chapitre, nous avons calculé les propriétés superstatistiques de ces

oscillateurs en présence d’un potentiel dépendant de I’énergie.
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CHAPITRE

La densité de probabilités ds équations relativistes en présence d’un

potentiel dépendant de I’énergie

Dans ce chapitre, nous faisons un petit rappel sur les équations relativistes des particules
bosoniques et fermioniques, tels que les deux équations de Klein-Gordon (spin-0) et I’équation
Dirac (spin-1/2). Une reformulation de la forme de la densité de probabilité en présence d’un

potentiel dépendant de I’énergie sera aussi abordée.

2.1 Rappel sur les équations d’ondes

2.1.1 L’équation d’onde de Klein-Gordon

L’équation de Schrodinger pour une fonction d’onde v est donnée par la relation suivante
[84-87]
Hy = Ev, (2.1)
dont H est 'Hamiltonien de la particule.
En s’appuyant sur la regle de la correspondance suivante de la mécanique quantique,

L0 L 0
EH’Lha,p — —’Lh%, (22)



Rappel sur les équations d’ondes

on peut aboutir directement a I’équation de Schrodinger.
Ainsi, appliquer ce principe a I’expression de I’énergie d’une particule massive non relativiste
donné par I'expression ci-dessous

p2

conduit a I'équation de Schrédinger suivante

h? o
{—V2 +V (w)} Y (x,t) = ih&w (x,t), (2.4)

2m

dont V2 = A est le laplacien.

Suivant le méme chemin sur une particule relativiste libre, dont ’énergie est

E? = P2¢? 4+ m2c4, (2.5)
donne I’équation de Klein-Gordon
h? 02

(028752 —h?V? + m202> Y (x,t) = 0. (2.6)

Cette derniere forme peut aussi avoir la forme suivante
(O+ X)) (z,t) =0, (2.7)

avec ] = 0,0" = cig 38722 — V2 est le d’Alembertien, que l'on écrit aussi sous une forme covariante
par O = g, 0"0", avec g,,, = diag(+1,—1,—1, —1) est le tenseur fondamental de I’espace
Minkowski [86,88] et A = %€ .

Enfin la forme covariante de I’équation de Klein-Gordon est

(900" + X?) ¥ (,t) = 0. (2.8)

L’introduction de l'interaction due au champ électromagnétique se fait par le principe de cou-
plage minimal : ce dernier consiste a remplacer les dérivées 9,, par une dérivé covariante (cova-

riante vis a vis des transformations de jauge) comme suit :

O s O — jeAr, (2.9)
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Rappel sur les équations d’ondes

dont le quadri-potentiel A* s’écrit par :

AP = (¢,A> . (2.10)

c
A partir des équations (2.9) et (2.10), (2.8) se transforme a

{guw (0 —ieA) (0 —ieA)” + N} 1 (z) = 0. (2.11)
2.1.2 Le quadri-courant J#

La détermination du quadri-courant J* se fait en suivant les démarches suivantes : le com-

plexe conjugué de I’équation ( 2.6) est

82 2 *
(&mQ_A+A)¢(@_O' (2.12)
En multipliant I’équation (2.6) et ’équation (2.7) respectivement par 1)*et 1), on obtient
LN (v A (2.13)
2 o2 o2 - ’ '
25 (V- vEY) =V Iy - g, (214)
La soustraction de ces deux équations donne
a * k * *
S (0o — wO") + V(47 (V) — () ") = 0. @15)

Par comparaison avec I’équation de continuité donnée par
At =0, (2.16)
ou J* = (5°, ;) est le quadri-courant s’écrivant dans une forme covariante par
= 0 (@) — (0"7) . (2.17)

Ainsi, A partir des deux équations (2.16) et (2.17), les deux densités p = J?O et J sont définies

respectivement par
;0
p="1 = (o — Yoy, (218)

Labidi WMaita -9- &i.b ‘5’\7*5



Rappel sur les équations d’ondes

7 =% (V) — ¢ (Vi) ™. (2.19)

Remarquons ici, que la densité de charge pour le cas des particules scalaires peuvent données

lieu 4 des densités négative.

2.1.3 L’équation d’onde de Dirac

L’existence d’une densité de charges négative a incité Dirac de reformuler I’équation de Klein-
Gordon dans le but d’avoir toujours une densité positive : essayons de trouver une racine carrée
de 'opérateur suivant p? + m? = —/\ + m?, en utilisant une représentation matricielle [86-85]

oY

S0 (2.20)

Hi = <1aV+’y m)w i

ot1 v et m son respectivement la fonction d’onde et la masse de la particule relativiste, et o et 7/°
sont des matrices Hermitiennes, de telle facon que 'opérateur H = %&‘.6 + 4"m soit lui méme
Hermitien. On demande aussi que I’équation (2.20) soit compatible avec I’équation (2.6).

La fonction d’onde dans I’équation de Dirac est un spineur d’ordre 4 ayant la forme suivante

¥ (@) = (11, P2, 3, ¥a) . (2.21)

Projetons I’équation (2.21) dans I’équation (2.20), on trouve le systéme suivant

: a i O : i
(—miv + 70m)2 = Z ¢ Z {oi, a5} 9 gx %mz {Oéi, 70} Ld + (70)2 m2i;
i=1 i=1
= (—A +m ) 1/), (2.22)

Ainsi, les matrices o de Dirac prennent la forme suivante
{ai,aj} = o0 + oo = 0,

{0,,7°} = 2y + 7% = 0,si (i#5), (2.23)

- iyl = =(1,2,3). 2.24
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Rappel sur les équations d’ondes

Concernant les matrices -y, dont
7’ =0, (2:25)
,L' J—

v = —v; =+, (2.26)

suivent un algébre dite Algébre de Clifford définit comme suit [86]

2
{7°,7°} =2(7%)" = 2 x Iyxa, (2.27)
1 2
{°74} = (%) s +1%an® = 0. (2.28)
{’Yia’yk} = Yoy + Yy’ = —iap — aga; = —26;;. (2.29)

Les équations ci-dessus peuvent étre regrouper sous la forme covariante suivante

{7} = 29", (2.30)

avec g"” = diag (+1,—1, —1, —1) est le tenseur métrique de I'espace-temps de Minkowski.
Dans le but d’écrire I’équation de Dirac sous une forme covariante, il faut que les matrices ~y

,-y — (,y , ’Y , ’Y , A ) R

dont

T = 9wy’ = (Y0, 1,72:78) = (Vs =7 =% =y
alors I’équation de Dirac (2.20) se transforme a

("8, —m) ¢ =0, (2.31)

ou

(i —m) ¢ =0, (2.32)

en utilisant la notation slash de Feynman ¢ = at,,.
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2.1.3.1 Le quadri-courant J#

Le conjugué du spineur de Dirac est défini par

P =T, (2.33)

Suivant le chemin standard utiliser pour le cas de I’équation de Klein-Gordon concernant la dé-

termination du quadri-courant J#, on trouve

3¥ =9 (2.34)

A partir de cette équation, tout en respectant la condition de continuité suivante 9,J* = 0, la

densité de probabilité ainsi que son courant deviennent

p=1t, (2.35)

J=vta. (2.36)

La multiplication de la charge de la particule aboutira a la densité du courant électromagnétique.
L’incorporation de I'interaction électromagnétique dans I’équation covariant libre de Dirac
se fait par le biais du principe de couplage minimal : soit le quadri-potentiel A¥ = ((p, %Y) le

couplage minimal se traduit par la transformation ci-dessous

p’ = p¥ —eA”, (2.37)

u

avec p"™" est le quadri-impulsion du champ électromagnétique. En appliquant le principe de

correspondance dont

Dy > 10y,

I’équation (2.37) devient
i — eA”. (2.38)

Enfin, 'introduction de l'interaction électromagnétique dans I’équation de Dirac (2.20) donne

{7 (i0, — eA,) —m} 1y = 0. (2.39)
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Reformulation de la forme de la densité de probabilité en présence d’un potentiel dépendant de
Iénergie

Pour avoir I'Hamiltonien de Dirac, nous suivons les démarches suivantes : multiplions I’équation

de Dirac a gauche par 7°

(igt — €Ay + %" (i0; — eA;) — 7°m> ¥ =0. (2.40)

L’équation (2.40) peut étre écrite sous une forme condensée Hpy) = E1)

th ¥ = {(~i8; +7°m) + (edo — ey’ di) } . (2.41)
¥ P
dont
Hp = (—0ud; +7°m) + (eAo — ey"vi4;) . (2.42)

En I'absence d’interaction, I'Hamiltonien de la particule libre est
Hy = —a;0; +7°m. (2.43)

L’équation (2.41) ressemble a I’équation de Schrodinger avec la fonction d’onde est un spineur.

2.2 Reformulation de la forme de la densité de probabilité en pré-
sence d’un potentiel dépendant de ’énergie

2.2.1 L’équation de Schrodinger

Soit une fonctions d’onde ¥(r,t) d’une particule dans un espace a trois dimensions. L’évo-
lution d’un tel modéle quantique non relativiste, ou le potentiel dépend de I’énergie, est régi par
I'équation d’onde dépendante du temps

0

i (71) = [—A +v( 0 >] W (r,t), (2.44)

2 " ot
ou le potentiel V' (7‘, %) indique une fonction réelle pour les deux variables.

Posons que

@ (r,t) = e E (7)), (2.45)
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Reformulation de la forme de la densité de probabilité en présence d’un potentiel dépendant de
Iénergie

alors (2.45) se transforme a

HY (r) = [—? +V ('r,E)} U (r)=EV¥(r). (2.46)

La premieére modification des régles habituelles de la mécanique quantique concerne la produit

scalaire. Cette question a été étudiée par de nombreux auteurs dans différents articles [4,6-8,12,

.

Considérons comme solutions les deux fonctions d’onde ayant les énergies E et F’ :
B, (r,t) = e " E)P (1) (2.47)

U, (r,t) = i(E =)ty (r), (2.48)

avec € — ( est un parametre infiniment petit.

L’équation de continuité est donnée par :

5" (r,t)+ Vj(r,t) =0, (2.49)

dont
p (Ta t) = (’I‘, t) v (Ta t) ) (2-50)
j(r,t) = —% {&* (r,t) V¥ (r,t) = V&* (r, ) ¥ (r,1)}. (2.51)

En utilisant les deux équation (2.47) et (2.48), les deux quantités p et j deviennent :
p(r,t) = 0 (r,) B, (r,t), (2.52)
j(r,t) = = {U (r,t) VO, (r,t) — VI (r,t) D (r,1)}. (2.53)
En séparant la partie vectorielle de la partie temporelle, on trouve

p(r.t) =e N (1) B (r), (2.54)

e —%e*i<E*E'>t (0" (r) V® (r) — V" (r) & (1)} (2.55)
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Reformulation de la forme de la densité de probabilité en présence d’un potentiel dépendant de
Iénergie

L’évaluation des deux termes V¥* (1), V®* () donne
Vot (r) =2{V (r,E') - E} ¥*(r), (2.56)

Vo (r)=2{V (r,E') — E} ®* (r). (2.57)

Le calcul des deux quantités Vj (r, ) et %p (r,t) conduit a

Vj(r,t) = _jei(E-E)t {(E'=E)&* (1) & (r)+ ¥ (r) (V (r, E) =V (r,E')) & (1)},

(2.58)
%p (r,t) = —i (E - E') e {(BE )t (r) P (r). (2.59)
En Remplagant (2.58) et (2.59) dans (2.49) on obtient
O () B (1) = O () @ (1) — B* () LT b;), — ; "B 5 ). (2.60)
soit
po (1) = (1) A E) =V g ) (2.61)
donc
plrt) = Vi), @)
avec
P(r,t) = p(r.t) + pa (r,1). (2.63)

Ainsi, dans le cas des potentiels dépendant de I’énergie, la définition de la densité doit étre mo-
difiée afin de garantir la validité de I’équation de continuité. La nouvelle définition de la densité

est donnée par

V{rE)-V(rE) } o (r). (2.64)

p(r,t) ="~ 1—
Pour représenter un systéme physique, la densité doit étre définie positive, ce qui signifie ici

V(r,E')=V(r,E)

p(r,t)>0=1-— & > 0. (2.65)
Ainsi le produit scalaire sera alors
V(r,E')-V (r,E
(U B) = / o (r) [1 Vi E), — ™ E)] & () ar. (2.66)
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Reformulation de la forme de la densité de probabilité en présence d’un potentiel dépendant de
Iénergie

Dans la limite E' — F, la fonction d’onde ¥ (r) — @ (r) et la condition précédente devient

oV (r,E
(T ) = / v () 1= VBN gy (2.67)
oF
ou
o) = [ )6
avec
(| = (¥ (r)| F, (2.68)
ou
oV (r,E)
SR i
4 ok
est un facteur similaire au facteur de Perey [9,90-92]. D’apres les travaux de Shimizu et al [93],
on peut attribuer la fonction d’onde ¥ a la fonction d’onde non-locale ). Le rapport %’ forme

le facteur de Perey (plus précisément, son écart par rapport a unité) qui mesure la non-localité
des interactions originales. La non-localité et la dépendance énergétique de ses potentiels sont
bien connues pour leur réle important dans la production d’'un comportement répulsif dans la
diffusion a haute énergie des baryons. C’est le plus important caractéristique du potentiel basée

sur le modele des quarks utiliser dans le probleme de la diffusion inverse [93].

2.2.2 L’équation de Klein-Gordon

I’équation de Klein-Gordon s’écrit [94, 95]
: 0
—U A v — | ¥ =0. .
S ) = 8T (r,0) + 0 () 4V (15 ) ¥ () =0 269

Son complexe conjugué est alors

2
%Q/* (r,t) — A" (r,t) + 9" (r,t) +V (r, ;) U*(r,t) =0. (2.70)
Multiplions ces deux équations avec ¥* et ¥, on obtient
U (r,t) ﬁlp(r,t)—lﬁ (r,t) AV (r, ) +8" (r, ) (7, t)+P* (v, t) V | 7, 5% v (r,t) =0,
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Iénergie

2

v (r,t) 6875211/* (r,t) =¥ (r,t) A" (r, t)+¥ (r, t) ¥ (r, )+ ¥ (r, 1)V (r, ;) U*(r,t) =0.

(2.72)

Apreés une soustraction de (2.72) avec (2.71), nous trouvons

0? 0?
v — U -y —
(r,) 530" () = 0" (1) 5

5 U (r,t) =W (r,t) AV* (r,t) + " (r,t) AV (r,t) +

+T (r, ) U* (r,t) =" (r, )V (r, t)+¥ (r,t) V <r, ;) U (r,t)-¥* (r,t)V (r, ;) v (r,t) =0,

(2.73)

que l'on écrit aussi par

0 ov* (r, . ov (r, . .
pn v (r,t) a(:t) — U™ (r,t) é: t)] + V" (r,t) AV (r,t) =¥ (r,t) AT (r,t)] +
U(r,t)V 2 U*(r,t) =0 (r,t)V 'aw t)=0 2.74
L0V (rig )0 0 - eV (rig ) =0 @
Utilisons maintenant la propriété suivante
. t
0 =5 [ ds7 (o), (275)
dans ce cas, ’équation (2.74) devient
0 ov* (r,t . ov (r,t . «
Y [lﬁ (r,t) 8(;) — U (r,t) é: )] + V[T (r,t) AU (r,t) — W (r,t) AT* (r, )] +
¢ t
+2 [ {g ooy (rmi2) ] -0 o [v (i) w,ﬂ} o
(2.76)
Ainsi
0 ov* (r,t) . oV (r,t)
¢ t
+ /ds {aat /dsW (r,s) [V (r, —zi) v (r,s)] —U*(r,s) [V (r,ii) 1 (r,s)} } +
(2.77)

+VA{T* (r,t) AV (r,t) =¥ (r,t) AV* (r,t)} = 0.
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Iénergie

L’équation (2.77) représente I’équation de continuité de Klein-Gordon en présence d’un potentiel

dépendant de Iénergie dont

p= 1w DD g p 20
t

+ /ds!ﬁ (r,t) [V (r, —zi) U (r,s)] —U*(r,s) [V <r,i§9> 1 (r,t)] , (2.78)
= %{q/* (r )V (r,t) — W (r,t) VI* (r, )} | (2.79)

La condition de normalisation
/ drp=1 (2.80)

devient
t
1 aw* (r, Lo (r AN
/d31~i[w (r,t) a(t”) — T (r,t) g:t) + /dsw (r,s) [v (r, —zas> Z (r,s)} -
.0

U™ (r,s) [V (r,zas) 4 (r,s)} =l (2.81)

L’équation derniere est 'expression correcte de la condition de normalisation.

Posons maintenant que

v (r,t) = /dEaEwE (r) e EY, (2.82)

O (r,t) = / dE alypt, (r) P, (2.83)
alors

ip= /dEaEgoE (r) eiEt/dElaTE (ZE/> @ () eHiE't
—/dE/a*ELpE, (r)eHEt/dEaE(—iE) op (r)e Pt

t
—I—/ds {/ dEagpg (1) e_iEs/dE,a’fE,V (r,E/) Vo (T)eHEls]

t

- /ds [/ dEla*E,@*E, (r) e”E/S/dEaEV(r,E) g (r) e_iES] . (2.84)
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Donc
ip = //dEdE/apE (r) oy (r) e_i(E_E )t (iEl + ZE)
t
+//dEdElg0E (r) ¢ (r) [V (rE) —V(r,E)} /dse_i<E_E)S. (2.85)
Enfin,
s —i(E-E")t
ip—i//dEdE vE (1) h (1) eiz( ; ) (zE —i—iE) — 7B + Cte [V <T,E> - V(T,E)}
(2.86)
Soit
ag =08 (E+ Ep),ay =0 (E + Eo) . (2.87)
Apres un développement limite de V' (7‘, E,), soit
N / oV (r,E) 1/, 2 9%V (r, E)
V(r,E> —V (r,E) + (E —E> = e (E —E) gt (@89

I’équation (2.86) se transforme a

ip:i//dEdE/cS(E+Eo)5(E/+E0) x
7i<E7E/)t

g (r) go*E, (r) e—i(E—E')t (zE —|—z'E) — + Cte [V (’rE) — V(T,E)] 4.

EF'+F
(2.89)
Finalement, la condition de normalisation se transforma a
oV (r,E)
= T 2F — ———2—~ 2.90
p=pu )k @ {25 - 20 @50
2.2.3 L’équation de Dirac
L’équation de Dirac dans un potentiel dépendant de I’énergie s’écrit par
: . 0 .0
Vi, — iy V Trigg ) —m v =0, (2.91)
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3z .
Iénergie

ou

0 0 9 0 3 0 0
{z’y at—i—z’ya——l—w a——i—wa 7V(rim)—m}‘lf:0.

Multiplions & gauche (2.92) par U, alors

Ut {—i7+03t iyt 8833 'yHaa = i’y+3gz + iy 0V (r th) m} =0.

En utilisant les relations suivantes sur les matrices
0 0 1 0.,1.0 2 0.2.0 3 0.3.0
0 =90 T = 90910, T = 09200, 9 =90,

I’équation (2.93) devient

.00 . o . a . 0 .0
vt [woﬁt + 2707170% + 27072V06—y + Z'yofy?"yoa iV (r zat) + m} = 0.

Multipliant (2.95) a droite par 1, on trouve

- [. g0 1 0 5 0 0 0\ o B
\I/[ (%—H’y e + in? a——i—w a—zV(r 28t>’y —i—m} =0,

dont ¥ = ¥*40, La multiplication par ¥ transforme 1’équation (2.96) a

N, 0 0 0
io (U~°0) + o (Ty') + 5 (I7°0) + io- (Ty*0) —

~ O\l .0 0 e oy
z[V(r,—zat>\If}7‘lf—z\P'y [V<r,zat>\lf}fyllf—0.

En Utilisant la propriété suivante

I’équation (2.97) devient

t
0 = 0 .0 5y 0 .= 0 .0
5 Wy \Il—/ds{[v <r,—188) \11]7 U —3WUry [V(r,zas> \I/]} +

9 1 0 = 9 9 < 3
8x(\117 \I/)—I—ay(\lw ‘I/)+a (\1’7 \I/)—O

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)

(2.97)

(2.98)

(2.99)

Labidi WMaita — 20—



Reformulation de la forme de la densité de probabilité en présence d’un potentiel dépendant de

3z .
Iénergie

L’équation de continuité prendre la forme suivante

0
il i=0 2.100
5P+ Vj=0, (2.100)
dont
t
= 0 .0 = 0 .= 0 o,
p=YyV — [ds< |V |r,—i— | V|V -0y |V (r,i— | T 5, (2.101)
0s 0s
j = UyW. (2.102)
Soit les deux nouveaux fonctions d’ondes
v (r,t) = /dEaEwE (r) e EL, (2.103)
U (r,t) = /dEla*EgoE/ (r) et (2.104)
Alors (2.101) sera
p= /dEla}} (ZEI) G (1) eHEltvO/dEaEgoE (r)e tE
t
—/ds {/dE/a*E,V (r,E,> Gy (r)etE S/dEaEgoE (r) e_iES}
¢
- /ds [/ dE,a*E,@E/ (r) et S/dEaEV (r, E)¢g (r) e_iES] : (2.105)
Enfin
’ t /
p= /dEl /dEaEa’fE,@E/ (r) g (1) eiz(E*E )t -V (r,E/> /dseH(E 7E>s ,
(2.106)
avec . < . )
L, +i(E —E)s
e s I 2.107
/se Z,(E,_E)-l-ce, ( )
et ( )
: ov \E —E) gy
V(r,E)—V(r,E)+(E—E)8—E+ = (2.108)
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Iénergie

Posons que

ap =0(E —FEy), aly =46 (E - Eg> 7 (2.109)
dans ce cas la forme finale de la densité de probabilité de I’équation de Dirac est

ov

— 0

= T == T). 2.110
p=pe() (1- 55 ) es(r @110)
Enfin, notons que les deux équations (2.90) et (2.110) sont en bons accords avec ceux trouvés par
Sazdjian [6-8] Nous pouvons voir que dans les équations d’ondes relativistes en présence d’un
potentiel dépendant de I’énergie, la probabilité de densité et le produit scalaire sont modifiés par

rapport a la définition habituelle et ¢ca pour avoir une norme conservée.
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CHAPITRE

L’influence du potentiel dépendant de I'énergie sur I'information de

Fisher et 'entropie de Shannon : cas de l'oscillateur de Klein-Gordon a
1D

3.1 Les solutions propres de I'oscillateur de Klein-Gordon a une
dimension en présence d’un potentiel dépendant de ’énergie

L’équation libre de Klein-Gordon est donnée par

{p*— (E*-1)}yp=0. (3.1)

En présence de I'interaction de l'oscillateur de Dirac dont p;, — py —ix, (3.1) devient [22,24,26—

]
{(p+iz)(p—iz) — (E2 - 1)}y (z) =0. (3.2)

Dans la présence des potentiels dépendant de Iénergie dont ce type de potentiels possede une

constante de couplage dépendant linéairement de I’énergie,

ol

Dz —>pm_i(1+7E) z, (3.3)
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Les solutions propres de Uoscillateur de Klein-Gordon a une dimension en présence d’un potentiel
dépendant de I’énergie

(3.2) se change en

2 2 2

T EFc—-1 1
L i) v@m) = +2(1+9E) t ¥ (z, E). (3.4)

2 2 2 2
Le parameétre -y n’est ni si petit ni si grand. L’équation (3.4) représente une équation d’un oscil-

lateur harmonique a une dimension [85, 96]. Les solutions propres correspondantes sont
A o

Y (z, E) = CpH, <\&x> exp | —527 ) (3.5)
E*—92F? —4n? —4n®~yFE +1 =0, (3.6)

oul=+1+vyEetC,

1
1 (14+4E)7 v N\
C2 = e —— —~ 3.7
"ol r { VI EN"T3) (37)
est la constante de normalisation. Ici H,, sont les polynémes d’'Hermite [82,97].
Dans 'espace des moments, I’équation (3.2) prend la forme suivante
192  p? E?24+x-1
———+ = Ey=\——— E). 3.8
(-357 + 52) v 0.0 = (T ) ¥ . B 62
Les solutions propres de cette équation sont
0 0y B) = Con (22 ) exp (22 (3.9)
) \/X 2\ )
EY—2E? —4n? —4n’>~yFE +1 =0, (3.10)

dont

AV 1 Y 1 -

est la constante de normalisation. Les équations (3.6) et (3.10) sont des équations algébriques
du degré 4 ayant des solutions réelles et complexes.En omettant les solutions complexes qui
ne sont pas physiques, on peut construire le diagramme du spectre d’énergie a partir des deux
autres solutions réelles. Dans la Figure. 3.1, nous avons tracé I’énergie I par rapport au nombre
quantique n pour différentes valeurs de v dans les deux configurations {x} et {p}. A partir de

cette figure, certains résultats intéressants, qui ne sont pas bien commentés dans la littérature,
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Les solutions propres de Uoscillateur de Klein-Gordon a une dimension en présence d’un potentiel
dépendant de I’énergie

600 200 400 600 800 1000

F1G. 3.1 : Le spectre d’énergie E en fonction du nombre quantique n pour certaines valeurs de ~y
dans les deux configurations {x} et {p, }

sont préts a étre discutés :

« La limite asymptotique pour les deux formes d’énergies est - similaire a celle-ci trouvé

I
pour le cas de 'oscillateur Harmonique non relativiste [4, 12, 89].

« Le phénomeéne de saturation est bien mis en évidence. Le produit scalaire modifié est a

l'origine d’avoir un spectre présentant une saturation au lieu de croitre indéfiniment.

+ Cette saturation apparait pour les niveaux élevés contrairement a ce qui a été trouvé dans

le cas non relativiste,
+ Les limites asymptotiques sont bien décrites.

+ Le début de la saturation commence a partir d'un nombre quantique spécifique N,y,,. Ce

paramétre diminue rapidement lorsque || augmente lentement.

Maintenant, aprés avoir commenté les résultats obtenus sur le spectre d’énergie, nous allons
étende notre étude sur la densité de probabilité. Le but derriére est 'obtention des contraintes
sur le parametre .

La nouvelle définition de cette densité en présence du parameétre  est donnée par

prc(@,E) = (2, B) {2B - M5B y (2, B) | (312

avec
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dépendant de I’énergie

ainsi
prc(w, E) = (2B — $7ya?) ¢ (z, B)|* . (3.14)

Dans I’'espace du moment, cette densité probabilité s’écrit par

pclo. ) = (0.5 {28 - LB 4 . ), 619
dont ) ,
= ﬁ — g% = 2(1_::%)2. (3.16)
Enfin
prcc(p, ) = {2E + Mﬁ} v (p, B (3.17)

Pour représenter un systéme physique, on a deux possibilités pouvant étre réalisées selon le signe

de pKG(p7 E) :

« si pgg < 0, alors v < 0 pour les particules (E > 0), et v > 0 pour les antiparticules
(E<0).

« maintenant, si pxg > 0, nous obtenons les mémes conditions que dans le premier cas.

Comme résultats, quel que soit le signe de px g, nous avons deux conditions sur le parameétre
v : v < 0 pour les particules et v > 0 pour les antiparticules. Ces conditions imposent des
contraintes sur la dépendance d’énergie pour que la théorie soit cohérente : une théorie est dite

cohérente si elle posséde les propriétés suivantes :
+ La modification nécessaire de la définition de la densité de probabilité.

« Les vecteurs correspondant aux états stationnaires avec des énergies différentes doivent

étre orthogonaux.

+ La formulation de la régle de fermeture en matiéres de fonctions d’onde des états station-

naires justifie leur normalisation.
« Enfin, les opérateurs d’observable sont tous autoadjoints (hermitiens).

Dans la Figure3.2 , nous montrons I'influence du parameétre ~y sur la densité de probabilité pour les
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L’influence du paramétre v sur 'information de Fisher et I’entropie de Shannon

deux configurations {x} et {p,} : & partir de cette figure, nous observons que le comportement
de amplitude maximale de px(p) est contraire a celle de px(x).

La Figure. 3.2a présente la densité de probabilité px(x) dans la configuration de la position
{z} pour les trois valeurs typiques de v = 0.1, 0.3,0.5 pour le premier niveau excité n = 1.
Les courbes sont antisymétriques autour de x = 0 et les pics se déplacent lorsque -y augmente :
ces pics ont a peu prés la méme intensité. Aussi, nous avons tracé la variation de pxG(z) pour
trois valeurs n = 0, 1, 2 en choisissant y = 0.1 : cette figure montre que toutes les courbes sont
symétriques autour de z = 0. En ce qui concerne le nombre de pics, nous avons un pic pour
n = 0, contrairement au cas ou n = 1 qui a deux pics et n = 2 avec trois pics. Tous les pics sont
symétriques sauf pour le cas n = 0 ou il est antisymétrique.

Dans la figure 3.2b nous avons présenté la densité de probabilité px ¢ (p) dans la configuration
du moment {p} : a partir de cette figure, contrairement au cas ou v = 0.1, qui a une situation
trés similaire comme sur la Figure. 3.2a, les autres cas sont limités dans l'intervalle spécifique :
par exemple, x € [—1,1] pour vy = 0.3 et x € [—2,2] pour v = 0.5.

Passons maintenant a ’étude de I'influence du parameétre v sur L’information de Fisher et

I'entropie de Shannon.

3.2 L’influence du parameétre v sur 'information de Fisher et ’en-
tropie de Shannon

Dans ce qui suit, nous avons étudié 'influence du parametre 7y sur les parametres de Fisher
et Shannon. La validité des relations d’incertitude de Stam, Cramer—Rao et BBM pour ce type de

potentiel. seront vérifiées.

3.2.1 L’information de Fisher

L’information de Fisher [52-57,98]de loscillateur de Klein-Gordon unidimensionnel avec un

potentiel qui dépend de I'énergie est

F, = /pn (z,F) [W] i dx. (3.18)
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En utilisant (3.14) ainsi que les propriétés des fonctions d’Hermite [86,87,96], (3.18) se transforme

a:

+oo +o0
= CZ/ 16n>FH? (\[\1’) exp (—)\xQ) dz + C’,QL/ — (16n\E + 8ny) xH? (ﬁm) exp (—)\5132) dz-

I I
+o00 +oo
C,QL/ (4)\2E — 8n?y + 4y)) 22 H? (ﬁx) exp (—)\:1:2) dx + C2 / Sn yzS H? <\f)\az> exp (—)\SL'Q) dz
IIT v
2,2 7172 2
+00 +oo Yz H; (ﬁx) exp (—Az?)
02/ ~2whyatHE (Vaz) —/\2d+02/ dz.
n) wgyx Hz z ) exp (—Az”) dx nf T %’yxz %
v VI
(3.19)
L’évaluation de différents termes donne
2162 mon 0
I=C;16n"E2 n!\/:, (3.20)
I =0, (3.21)
III = C;, (4X°E — 8n°y + 49)) V3t g ) (3.22)
1V =0, (3.23)
2n 4 1)? 4 2
V = 02272l | = Gntl)y+2 , (3.24)
A 4
+oo Y222 H? (ﬁa:) exp (—Az?)
VI=_C2 / ; dz. (3.25)
oo I

L’équation (3.25) sera calculé numériquement.
En ajoutant les résultats de différents termes dans (3.19), la forme finale du parametre Fisher

est s’écrit alors comme suit :

il 1 <
_ 1 (n+3) (2n+1)%+2
F, = {E — s (n+ 5)} [16n2E +{4(1+7B) E - 8n%y + 4yWTF1E} kg — 2y {"f

1 -1 2,.2772 2

| (BT 1 +oo y?a® H3 (Vz) exp(~Aa?)
ral \}; {E - ﬁ (n + 5)} ffoooo E— L2 dz.
(3.26)
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Dans l'espace de configuration du moment {p, } , I'information de Fisher est définie par :

Fy= [ 0w (0. B) [W} "0 (327)

En insérant (3.17) dans (3.27), (3.27) devient :

+o0 2 +oo 2
_ o 2pp? (P N 2 2y _4dnEN o P P
n=ct[ wesni( e (-5 )avar [ (3 )M(dew( ) it
I
t© /AR 8n2’y P p2 +oo4n,y 2
2 2772 P P 2 3
[ (F+5)ru () e (5)w-a [ 5 < ) (5 )t

IIT
+oo 4 2 +o0 2’7 p2H2< ( %)
o2 [ M g (2 P ap 02 /
; VI

(3.28)

L’évaluation des différentes termes conduit aux résultats suivant :
I = C%16n?E2"n!\V ), (3.29)
I1 =0, (3.30)

4E  8n?y\ 2"nlVAm (n+ 3)

IIr=c? (= 2 3.31
IV =0, (3.32)

292" !V A on+1)2+2
v =022 ;14 W{(n+4) + } (3.33)

En ajoutant tous ces équations dans (3.28), la forme finale du parametre de Fisher est :

Fy={E+ 5 (n+ 1)} [16nE+ (42 + 52 (n+ §) + Z { 2 Y]

2y szg(%> exp(_§ (3.34)

il
tomvaa B+ 3 0+ 3)) T Y ey WP

Le dernier terme sera aussi calculé numériquement.
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F1G. 3.3 : L’information de Fisher unidimensionnel de I'oscillateur de Klein-Gordon en fonction
du ~y pour les deux configurations {z} et {p,}

3.2.2 L’entropie de Shannon

Maintenant nous allons étudiés I'influence du parametre v sur ’entropie de Shannon. Dans

I’espace de position {x} on a

Sy = /PKG (z,7) Inprg (z,7) dx. (3.35)

alors que dans la configuration {p,}, (3.35) devient

Sp=— / prc (p, E)Inprg (p, E) dp. (3.36)

avecpia (z,7) et pra (p,7y) sont donnés par les deux équations (3.14) et (3.17).

En général, les dérivations explicites de I’entropie d’informations sont assez difficiles. En
particulier, la dérivation d’une expression analytique pour S; et .S}, est presque impossible : nous
devons reconnaitre qu’il n’est pas facile de calculer exactement les entropies de Shannon ou
les relations d’incertitude entropique dues aux facteurs logarithmiques dans les intégrales. Pour

surmonter ces difficultés, nous allons évaluer ces intégrales numériquement.

3.3 Résultats et discussion

Dans cette section, nous allons présenter les différents résultats obtenus avec leur discussion.

Dans les deux figures. 3.3 et 3.4,
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F1G. 3.5 : Az et Ap en fonction du 7y pour les trois premiers niveaux n = 0, 1,2

nous avons tracé I}, F, et le produit F, I}, en fonction du parametre  pour les trois premiers
niveaux (n = 0, 1,2) : ces courbes montrent que lorsque v augmente F, diminue (Figure.3.3a )
tandis que F}, augmente (Figure. 3.3b). Néanmoins, la relation I, F, > 4 reste toujours valable
pour les produits d’incertitude de Cramer—Rao (Figure.3.4).

Pour mieux comprendre ces résultats, nous analysons d’abord le comportement des variances
standard. Rappelons ici que I'information de Fisher et les variances sont liées par I'inégalité de

Cramer-Rao comme suit :
1

E, > (3.37)

S 1
> Ra?
Dans la Figure.3.5, nous avons tracé les deux incertitudes Ax et Ap pour les trois premiers ni-

veaux n = (0,1,2) en termes du ~. Cette figure montre comment 'incertitude pour x peut
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F1G. 3.6 : Ax/Ap en fonction de -y pour les trois premier niveaux n = 0,1, 2

changer avec le parameétre . Les traitements de I'incertitude du moment p sont présentés sur la
méme figure : nous pouvons voir que Az augmente avec (i) en augmentant -y pour une valeur
fixe de n, et (ii) avec le nombre quantique n pour une valeur fixe de 7. Cependant, I'incertitude
dans la quantité de mouvement Ap diminue avec (i) 'augmentation de v pour la valeur fixe de n
et (ii) avec le nombre quantique n pour la valeur fixe de ~y. Ainsi, la précision dans la prédiction
de la localisation de la particule augmente tandis que la précision dans la prédiction de 'impul-
sion décroit avec 'augmentation de y pour les trois niveaux(n = 0,1, 2) . Selon la Figure. 3.5a,
Ax augmente avec 7, contrairement au cas de Ap qui diminue lorsque « augmente : ainsi, dans
ce systéme, la précision de la prédiction de la localisation de la particule diminue tandis que la
précision pour prévoir I’élan augmente avec 'augmentation de +.

Aussi, a partir de (3.37), la relation entre le parameétre de Fisher et le principe d’incertitude
est trés proche : théoriquement, lorsque Axz/Ap augmente, F, F}, diminue et vice-versa. Cette
situation est bien observée dans notre cas : la diminution du £}, indique une augmentation de la
précision de la prévision de la position. D’autre part, lorsque F}, augmente, cela signifie que la
précision de la prévision de la quantité de mouvement diminue. Pour les valeurs intermédiaires
de 7, il existe une ressemblance dans la variation des deux figures. (3.5b) et (3.5a). Cette similarité
observée dans cet intervalle ne change pas nos résultats car nous nous intéressons au compor-
tement de deux produits suivants qui donnent a la fois la relation d’incertitude d’Heisenberg
( AxzAp) et sa version en information quantique (F}.F}). Les deux relations d’incertitude sont
présentées par les deux figures. (3.4) et (3.6) . Dans le tableau. 3.1, nous présentons les résultats

numériques des informations Fisher F), et F), et leur produit /. F, pour différentes valeurs de n
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F1G. 3.7 : Entropie de Shannon de loscillateur de Klein-Gordon a une dimension en fonction du
paramétre 7y pour les deux configurations {x} et {p, }

et 7. Il est clair de voir que la relation d’incertitude de Fisher (F,F), > 4) ainsi que la relation
d’incertitude d’Heisenberg (AzAp > %) sont trés bien satisfaits.

L’entropie de Shannon pour les deux configurations est bien présentée dans la Figure. 3.7 .
Cette figure décrit 'entropie de Shannon en fonction du parameétre v pour les deux configurations
{z} et {p,}. Nous pouvons voir que le paramétre de Shannon augmente dans la configuration
{z} (Figure. 3.7a), alors qu’il diminue dans la configuration {p}(Figure. 3.7b). Ce comportement
est identique pour les deux types de particules. Notons ici qu’avec la diminution de ), S, aug-
mentent, mais seulement dans la mesure ou leur somme reste au-dessus de la limite inférieure
stipulée de la valeur (1 4 In7) (Figure. 3.11).

Pour comprendre les caractéristiques essentielles des entropies, nous centrons notre étude

sur 'entropie et sa densité : ces deux derniers sont définis par

din {pk¢q (a, E)}]?

= E 3.38
(pF){a} PKG (CL, ) e ’ ( )

pour 'information de Fisher, et
(P$){ay = PG (a, E) Inprc (a, E) (3.39)

pour 'entropie de Shannon : ici, {a} indique la configuration appropriée. Ces densités jouent

un role similaire a la densité de probabilité px e en mécanique quantique. Le comportement de
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p(x)

p(P)

(b) Espace de configuration {p }

F1G. 3.8 : Les densités de I'information de Fisher

(PF){a} €t (ps)(qyest illustré dans les deux Figures. 3.8 et 3.9 pour les trois premiers niveaux
n = (0,1, 2) et pour différentes valeurs de +.

Analysons d’abord les propriétés de I'information densités de Fisher.

Dans la Figure.3.8 , nous avons représenté la densité de Fisher en fonction de la variable z
(ou p) pour (i) le premier niveau n = 1 ou le paramétre ~ prend les valeurs suivantes 0.1, 0.3,,
et ,0.5 et (ii) avec v = 0.1 pour les trois premiers niveaux n = (0, 1,2). Dans le premier cas,
pour lespace de coordonnées, la densité se délocalise dans I’espace = avec 'augmentation de ~,
contrairement au cas ou la densité est localisée dans I’espace du moment p avec 'augmentation de
. Le second cas montre la densité de Fisher en fonction de la variable = (ou p) pour v = 0.1, selon
les trois premiers niveaux : dans I’'espace , la densité est toujours localisée avec 'augmentation
du nombre quantique n. La situation dans ’espace p est inversement symétrique par rapport a

Pespace de coordonnées et 'argument sera le méme que dans le cas de 'espace .
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F1G. 3.9 : Les densités de I’entropie de Shannon

La Figure. 3.9 présente la densité de Shannon en fonction de la variable x (ou p) pour (i)
le premier niveau n = 1 ou le parametre y prend les valeurs suivantes 0.1 ,0.3et 0.5 et (ii) avec
«v = 0, 1 selon les trois premiers niveaux n = (0, 1, 2). Dans le premier cas, pour la configuration
{z}, la densité se délocalise de la méme maniére ou 7 augmente, contrairement au cas de la
configuration {p,}, ou la densité se délocalise dans ’espace-p lorsque - croit. Le second cas
montre la densité de Shannon en fonction de la variable x (ou p) pour v = 0.1, selon les trois
premiers niveaux : dans 'espace z, la densité se délocalise avec ’augmentation de n : le niveau
n = 2 est plus délocalisé par rapport au niveaun = 0. La situation dans ’espace p est inversement
symétrique par rapport a 'espace de coordonnées et I’argument sera le méme que dans le cas de
Pespace x.

Song et al [99] ont étudié 'entropie d’un systéme unidimensionnel doté du potentiel de Lan-

dau [96]. Ils ont montré que les distributions multi-pics apparaissent dans les courbes de densité
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F1G. 3.10 : La somme Sx + Sp en fonction du y pour les trois premiers niveaux n = 0, 1,2

par rapport a la position et que les densités d’entropie du moment peuvent étre une signature de
Pexistence d’une transition de phase quantique. Ils ont constaté que le comportement de transi-
tion de phase du systéme peut étre bien exprimé par I’évolution de I’entropie quantique : cette
transition a été observée dans les courbes de S, et S, ou les deux quantités présentent une va-
riation abrupte autour d’'un méme point critique. Cette transition a la nature d’une transition
de phase de second ordre. Dans notre cas, malgré 'existence de distributions multi-pics, (voir les
Figures. (3.8) et (3.9)), il n’y a pas de transition de phase probable : ce résultat peut étre argumenté
par 'absence d’'un changement significatif dans les courbes de S et .S;,. Néanmoins, leur somme
Sz + Sp pour un nombre quantique donné n reste une constante indépendante du parameétre y
(Figure.3.10) .

Nous sommes maintenant préts a discuter la relation d’incertitude d’Heisenberg et de son
analogue dans le cadre de l'information quantique : 'incertitude d’Heisenberg en mécanique
quantique est une inégalité entre position et moment : il indique précisément que le produit
en position et en moment peut étre exprimé comme suit AxAp > % : cela signifie que plus
la position de la particule est déterminée avec précision, moins la quantité de mouvement est
connue, et inversement. Rudnicki [100] a reformulé I'incertitude d’'Heisenberg , dans le sens lié
aux relations d’incertitude entropique, comme suit : "plus nous disposons d’informations sur la
position, moins nous pouvons obtenir d’informations sur le momentum et vice-versa".

Ces dernieres années, de nouveaux principes d’incertitude, provenant de la théorie de I'infor-
mation, ont été introduits : mentionnons que cette quantité théorique et son extension quantique,

pas encore suffisamment connues des physiciens, ont été utilisées pour constituer un nombre
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d’inégalités telles que les inégalités de Stam et Cramer—Rao. L’inégalité de Cramer-Rao appar-
tient a une famille naturelle d’inégalités de la théorie de I'information qui jouent un réle impor-
tant dans une grande variété de domaines scientifiques et technologiques, allant de la théorie
des probabilités a la théorie de la communication, du traitement du signal et de la théorie de
lapproximation a la physique quantique des systémes a D dimensions avec un nombre fini de
particules. L’information de Fisher sur les systémes a une seule particule n’a été que récemment
déterminée sous forme fermée en termes de nombres quantiques caractérisant I’état physique
impliqué pour les espaces de position et d’impulsion. Ces inégalités pertinentes impliquant les
informations de Fisher dans un espace donné (Cramer—Rao) ou dans I’espace conjugué (Stam).

D’apreés les travaux de Saha et al [101], le produit F},F}, > 4, parfois appelé relation d’incer-
titude basée sur I'information de Fisher, a souvent été conjecturé comme présentant une limite
inférieure non triviale telle que pour les systémes unidimensionnels. Dans la littérature, il existe
de nombreux systémes quantiques pour lesquels la relation est valide. D’autre part, il existe égale-
ment un nombre infini de contre-exemples qui permettent de démontrer qu’il n’est pas toujours
possible d’obtenir une relation d’incertitude universelle comme borne inférieure de cette rela-
tion [58,60] .

Le Tableau. 3.1 montre des résultats numériques concernant la relation d’incertitude et la
mesure de P'information de Fisher de I'oscillateur Klein-Gordon a une dimension pour les trois
niveaux (n = 0, 1, 2) pour différents choix du parameétre . Apres ce tableau, nous observons

que :
« Les inégalités de Stam, et les inégalités de Cramer — Rao sont remplies,

« La relation suivante

FyF, >4, (3.40)

est bien établie et, par conséquent, I’équation (3.40) est valable pour le cas des trois niveaux :

n =0,1,2 (voir figure.3.4),

« Enfin, la somme des entropies est en cohérence avec I'inégalité BBM ou

Sy +Sp > 1+ Inm =~ 2.14447. (3.41)
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Résultats numériques pour la relation d’incertitude et les informations de Fisher et

I'entropie de Shannon de I'oscillateur de Klein-Gordon a une dimension en fonction du vy

Tag. 3.1
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F1G. 3.11: S; + S;, en fonction du +y pour les trois premiers niveaux n = 0, 1,2

Comme le montre clairement le tableau. L’inégalité de BBM et la relation d’incertitude d’Heisen-
berg sont valables pour I'oscillateur de Klein-Gordon a une dimension, et la somme des entropies
Sy + Sp est supérieur a la valeur 1 + Inm (Figure.3.11). L’inégalité BBM stipule que la somme
de S, + S, reste supérieur a la limite inférieure de (1 + In7r). En particulier, nous trouvons que
la somme de S, et S, pour I'état fondamental (avec v = 0) est trés proche de la valeur limite
(1 + In7). D’aprés les résultats numériques présentés dans le Tableau. 3.1, nous observons que la
somme d’entropie S, + S, > 1+ In7 tend a étre saturée a la valeur-limite définie par I'inégalité
BBM pour les trois niveaux .

En conclusion, on observe que I'inégalité BBM est satisfaite comme le montre le Tableau.
3.1. En effet, on observe une augmentation de 'entropie de position pour tout 7, ce qui suffit
a compenser la réduction de 'entropie du moment . Ainsi, nous pouvons également affirmer
que, comme le mentionnent Dong et Gonzalez [102,103], « il n’existe pas d’états physiques violant
Iinégalité BBM ».

Considérons a nouveau le Tableau. 3.1 : un résultat important apparait pour le cas de I’état
fondamental n = 0 :siy = 0, alors Az = Ap = 0.7071 et AxAp, = % qui correspond
au cas le plus simple de I’état fondamental pour l'oscillateur harmonique. Quand v augmente,
Az > 0.7071, Ap < 0.7071 et AzAp > % [59]. Ces résultats montrent qu’il existe un phéno-
mene de compression du moment pour I’état fondamental n = 0 : en physique, un état cohé-
rent comprimé est un état quelconque de ’espace d’Hilbert en mécanique quantique telle que le
principe d’incertitude est saturé. Notez qu’un tel effet de compression a été observé par Dong

et al [102] lors de I’étude des entropies de l'information quantiques pour un puits a potentiel
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tangent carré, par Aguiar et al [58, 60] pour leur étude sur I'information de Fisher de l'oscilla-
teur Harmonique a amortissement quantique, et enfin par Macedo et al [59] lors de I'inspection
de linformation de Fisher et de l'entropie de Shannon des oscillateurs de masse dépendantes
de la position. Pour les autres niveaux, ce phénomeéne disparait. Selon les travaux de Aguiar et
Guedes [58, 60], 'information de Fisher peut également étre utilisée pour étudier I'effet de com-
pression (squeezing effect) dans la position ou 'impulsion des systémes quantiques via Az ou
Ap.

Enfin, notons aussi I'existence d’une relation étroite entre I’entropie de Shannon S et I'infor-
mation de Fisher F’ via le principe d’incertitude produit AxAp : selon les travaux de Aguiar et
al [58,60], nous avons

1
S>1+In2m — §ln(Fpr) = So. (3.42)

L’équation (3.42) est obtenue en utilisant :

1
AxAp > %es. (3.43)

ainsi que (3.37). Ici,e est le nombre d’Euler et le terme Sy est donné par :

1
So =1+1n2m — iln(Fach). (3.44)

Cette équation indique que S diminue lorsque [, F}, augmente. Cette situation est bien illustrée

dans les Figures. (3.3) et (3.7).
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CHAPITRE

L’influence du potentiel dépendant de I'énergie sur I'information de

Fisher et 'entropie de Shannon : cas de l'oscillateur de Dirac a 1D

4.1 Les solutions propres de l'oscillateur de Dirac a une dimen-
sion en présence d’un potentiel dépendant de I’énergie

L’équation libre de Dirac en présence d’un potentiel dépendant de I’énergie s’écrit par :
[a (p— iM°z) +1°] ¥ = By, (4.1)

avec A = /I +7E , a et 4° sont les matrices de Dirac dont

[0 o o (1 0
a-(o_()),v—(o_l). (4.2)

A une dimension, ces matrices prennent la forme suivante

ax:ax:<(1) é) (4.3)
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Les solutions propres de Uoscillateur de Dirac a une dimension en présence d’un potentiel
dépendant de I’énergie

De I’équation (4.1), on obtient

1ot \ (o _ o @
pe—ide -1 v vs )

A partir de (4.4), nous obtenons un ensemble d’équations couplées comme suit :
(pe — iAx) Y1 = (B + 1) 9o,

(pz +iAx) 2 = (B — 1) 9.
En utilisant I’équation (4.6), la composante 13 s’écrit en fonction de 1)1 par :

(py — iAx)

2=

V1.

En remplagant I’équation (4.7) dans (4.5), on trouve :

(pz +iAx) (py — i) Y1 = (E? +1) 41,

ou sous une forme détaillée par :

2 =
(2 + 3o 0081 = (B 0, e =

L’équation (4.9) est I’équation standard d’un oscillateur harmonique a une dimension.

Les solutions propres sont
E*—2F? —4yn’E —4n’ +1=0,
A o
1 (z, E) = CpLHy (\f)\x) exp ( —52° ),
bo(o,B) = BB g, (VAz) exp (;ﬁ) .

(E+1)

La fonction d’onde totale associée sera alors

Y (z,E) =Cy ( (pz_lw\z) > H, (\f)\l‘) exp <—;\x2> .

(E+1)

ou C,, est la constante de normalisation et H,, (ﬁx) et les polyndémes d’Hermite.

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)
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dépendant de I’énergie

La condition de normalisation C, se calcul en utilisant la condition de normalisation comme
suit :

o v (z,E)~y (1 - g;) Y (z,E)dr =1, dontV (z,F) = %x? (4.14)

L’équation (4.14) s’écrit aussi par

+o0 l—l 2 0 E
/ ( Yi(z, E), 95z, E) ) ( S%“ - L2 ) ( Z; EiEi )d:p: 1. (4.15)

—00

Un calcul direct donne

G B b)) (F) e (5 6)

(4.16)
Passons maintenant a la configuration {p} ot le principe de correspondance exige que
P —> P, T —> 1 . (4.17)
Oz
Dans ce cas, (4.9) devient
102 1 E?—1+)\
= ——— . 4.18
(-3 + ) 1 0.8 = (E52 ) v () (419
Les solutions propres correspondantes peuvent étre résumées comme suit :
E*—92F? —4n? —4n®>~yE +1=0. (4.19)

La fonction d’onde totale associée est

Y (p, E) = < v1(p, E) ) , (4.20)

’(7[)2 (p7 E)
avec )
1 (p, E) = CppHy, <\5X> exp <_§)\> ; (4.21)
2nv/A p p?
Y2 (p, E) = Cpy, E+ 1)Hn—1 (\5) exp (—2/\> : (4.22)

et dont constante de normalisation C'p,, se calcul aussi en utilisant la condition de normalisation
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dépendant de I’énergie

TaB. 4.1 : La constante de normalisation pour certaines niveau dans la configuration {z}

K2 Ca |

0 “—5(1—%)4

2 (C-8)+(35) a-»)
2

] 7 |
0 \/»%ﬁ(l—i-&)

comme suit :

/mzp*( E)4° o9V Y (pe, E) dp, = 1 dontV = —_p2 (4.23)
. Pz, )7y oF Pz, Pz = 1, fQWQEPx- .

Alors, I’équation suivante

+oo Y 2
| (vien), w;@m,E))(”ﬁ‘*px ! )><w1(pm’E)>de—1

B 0 (1 + 214]7;2(; w2 (paca E)
(4.24)
conduit a
2
2 _ 1 n g 1 2’1’L\/X n—1 g 1
= i (7 (g (v03)) 4 <<E+1>) ORI CEICH)
(4.25)

Les deux Tableaux. 4.1 et 4.2 donnent quelques formules de la constante de normalisation dans
les deux configurations pour les trois niveaux n = 0,1,2 .

Les deux équations (4.10) et (4.19) sont une équation algébrique d’ordre 4 possédants des
solutions réelles et complexes. En omettant les solutions complexes qui ne sont pas physiques,

on a pu construire l'allure du spectre d’énergie a partir des deux autres solutions réelles. Ce
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Les solutions propres de Uoscillateur de Dirac a une dimension en présence d’un potentiel
dépendant de I’énergie

40 4 1=0, Oscillateur de Dirac

204

-20 -
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0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800

() (b)

F1G. 4.1 : Le spectre d’énergie E en fonction du nombre quantique n pour certaines valeurs de ~
dans les deux configurations {z} et {p,}

spectre est tracé dans la Figure. 4.1 . Cette figure montre le spectre d’énergie E en fonction du
nombre quantique n pour différentes valeurs différentes de v dans les deux configurations {z} et
{p}. De cette figure, quelques résultats intéressants, sont préts a discuter. Sur cette 4.1 (b), seule

I’énergie positive est retenue, puisque les négatives ne sont pas normalisables.

« Le produit scalaire modifié est a I'origine de la saturation des spectres d’énergies pour les
particules comme dans le cas de l'oscillateur de Klein-Gordon et I'oscillateur Harmonique.
Il y a une saturation d’énergie uniquement pour les particules. Le cas des antiparticules
I'énergie croit a 'infini. Ainsi, nous nous consacrons notre étude sur les particules seule-

ment.

« La limite asymptotique pour la forme d’énergie est ﬁ .

+ Le début de la saturation commence a partir d'un nombre quantique spécifique N,y,,. Ce

paramétre diminue rapidement lorsque |y| augmente lentement.

Dans ce qui suit, nous allons étudier I'influence de la modification du produit scalaire sur la
densité de probabilité de notre systéme en question : Sazdjian et al [6—8] ont montré que la

définition de la densité doit étre modifiée afin de garantir la validité de I’équation de continuité.
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Les solutions propres de Uoscillateur de Dirac a une dimension en présence d’un potentiel
dépendant de I’énergie

La nouvelle définition de la densité de probabilité en présence d’un potentiel dépendant de

I’énergie est donnée par

ple.B) =5 (@, B)2° (1= 51 ) 0 (o, ). (420
¥ (z, E) = ¢*(z, B)Y°. (4.27)
Ici

= ov 1
— 2 2 = —~z2. (4.28)

V=92 =35"3

A partir de ’équation (4.26), la densité de probabilité devient

2
plx, E) = <1 — ;7m2> 1+ (%) ©? (z,E), (4.29)

avec

o1 (z, E)=CpHp_1 (\5@") exp <—;\x2> . (4.30)

La condition pour que cette densité représente un systéme physique et qu’elle doit étre définie

positive. Ainsi, nous avons I'inégalité suivante

1
= 573:2 > 0. (4.31)

L’équation (4.31) mene a la condition suivante : v < 0.

Pour I'espace du moment, I’équation de densité de probabilité prend la forme suivante

. 0 oV
Pl E) =T E)2° (1= 51 ) ¥ 0. ). (452
ou )
)
p(p, E) = (1 + %ﬁ) 1+ ((gﬁ)) ¢} (p, E). (4.33)
Comme
¥ (p, E) = ¢*(p, E)Y, (4.34)
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TaB. 4.3 : La condition sur le paramétre y pour les trois niveaux n = 0, 1, 2 dans la configuration

{pz}

[ 7] v

0] —03<~<0
1] —02<~v<0
2 —014<~<0

et

p p?
o1 (p, E) = CrHp—q <\/LTE) exp <_20JE> , (4.35)

alors cette condition dépend de chaque niveau d’énergie : pour bien illustrer ¢a, nous donnons
lintervalle du parameétre ~ pour les trois niveaux n = 0, 1, 2. Dans le Tableau. 4.3 , on présente
la condition sur le paramétre « pour les trois niveaux n = 0, 1, 2 pour avoir p(p, E) > 0.

Dans la Figure. 4.2, nous montrons I'influence du parametre v sur les densités de probabilité
pour les deux espaces de configuration {z} et {p, }. La Figure. 4.2a présente la densité p(z, E)
dans la configuration {x} : on peut voir montre que toutes les courbes sont symétriques autour
de z = 0 et supérieur a zéro. Par contre sur la Figure. 4.2b, dont la densité p(p, F) est tracée
dans la configuration {p}, on observe que toutes les courbes sont symétriques autour de p = 0
et supérieures a zéro ouy > —0.2. Pour la valeur 7 = —0.3 implique que la densité p(p, E') < 0.

Ce résultat est omis a cause de la condition pp > 0.

4.2 L’influence du parametre v sur 'information de Fisher et ’en-
tropie de Shannon

4.2.1 DL’information de Fisher

L’information de Fisher est donnée par

oo 2
= /+ pn(z, E) [W] dzx. (4.36)

—0o0
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p(x)

p(x)

P(p)

P
n=1;y=-0.2 —-=-=-- n=1;y=-0.3 n=0;y=-0.1 =====—

(b) Espace de configuration {p, }

Fic. 4.2 :

Les densités de probabilités dans les deux espaces de configuration {z} et {p, }pour
différentes valeurs de n et y
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L’influence du paramétre v sur 'information de Fisher et I’entropie de Shannon

dont la forme détaillée de ce dernier est écrite comme suit

Lty 42 (n—1) A
— (16X + 87) VA ( +> E E)d
[ 8 e Ve (s TS s 0 ) o B
+ 117
+o0 477,2)\
4y +4X) A 2<1+> 2(z,E)d
[ wrn (14 s )i e By
+ v
+o0 _
/ 8yAV Az <n—i— 471(711))\) Y1 (2, E) ¢ (2, E) dz
—0 (E 1)
+ v
+oo An2\
—2v)\? 4(1+> 2 (z, F)dx,
[ et (1 i ) By e
+ VI (4.37)
dont
A o
1 (2, F) = CpHp—1 (ﬁx) exp ( —52” |, (4.38)
A o
o (x, E) = CpHy—o (\53:) exp ( —527 ). (4.39)
L’évaluation de différents termes donne
C2(16)\+8fy)\/7?{ TED . }
IIf=_=n S 1) — 2 o2 (n — 1) £ 2" Int b 4.40
5y (n )(E+1)2 (n—=1!'+n2"""n (4.40)
02(47—1-4)\)\/77{( ( 1>> 4n2 2" 1(n—1 < 1)}
v ==t 2"l (n+ <))+ = 441
VA T2 (E+1) 2 (4.41)
8yC2ym [4n?A2"2(n — 1) (n—1)! (n— 2) . 1>
v — on— - 4.42
2 2 2yon—1(, _
VI:_27\/770,L on| 2n+1)"+2 A2t (n—=1)! [ (2(n 1)+1
VA 4 (E+1)
(4.43)
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L’influence du paramétre v sur 'information de Fisher et I’entropie de Shannon

Les deux premiers termes

2.2 4n?)\ 2
+oo yiz® (1 + Vi (v, E)
I— / ( (E+1)2) dz, (4.44)

. (1 - 372?)

2
400 16 (1 — Lya?) A (n+ 2D 42 (o E) 3 (, E)
II:/ 2 ( (B+1)° ) dz. (4.45)

= (2 @ B) + 252593 (2, B)

sont calculés numériquement.

En ajoutant les résultats de différents termes dans 1’équation (4.37), la forme finale du para-

métre Fisher dans ’espace de la position est :

F,=I+1II
+ WWE(T& (1;2:_;5” — Dic {87 <n - 3) — (16X + 8V)}
+ \/7?05\7};”_171! {87 (n - ;) — (16X + 87)} + ﬁcﬁ;nn' {(47 +4X) <n + ;) — 2 —(2n +i)2 i
_ 2/7C2 onpy | 20t D242 4n2x2"'(n-1!|[2(n-1)+1)2+2
2 ' 4 (E +1)° 4 ’

(4.46)

Dans ce qui suit, nous nous concentrerons uniquement sur les trois premiers niveaux n = 0, 1, 2.

« Pour le niveau fondamental n = 0,

400 ~2,..2,/,2 —1
v (z, E) ( Y ) ( 37)
Fy = T2 A T e+ (1 - 2y 42X — 2L ). 4.47
0 /_OO (1—%’}/1‘2) o 4wg 7 2 527
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L’influence du paramétre v sur 'information de Fisher et I’entropie de Shannon

« Pour le premier niveau excité n = 1,

+Oo’y T <1/11 (z,FE) + ((E+1)> ¢1 (z, E))
A=/, (0 5?)

r (1 - 30?) (VA (W (@ ) 1 (2. )
- (1?% (z, E) + ((E+1 ) Vi (z, E)>

(-5 (25) 0-2) fome (25) 6],

(4.48)

dr+

dr+

« Enfin, pour le deuxiéme niveau n = 2,

dr+

+oo y2a? (1 + (El_?_i\)g) w% (z, F)
= / 1 — L~g2
—o0 ( 27T )

too (1— 1y ){4[(
T

)wl (v, BY s (2, B) }

1 9
107 [ 42 3y 4V
{8)\+<(E+1)> <22A>} {4”48A<<E+1>> (4“3'”}'

dx+

(4.49)
Maintenant, dans 'espace du moment {p,}, ona
I dln (pn(p, E))1?
Fy = / pn(p, E) [(pcl())] dp, (4.50)
—o0 p
dont
P P\
V1 (p, E) = CrHp—1 (ﬁ) exp (—2)\) : (4.51)
2
V5 (p, E) = CpHp—2 (\%\) exp <—§/\> : (4.52)

Tintici Wi - 52 - e (s
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Apreés quelques étapes d’un calcul direct, on obtient

F,=I+1II
oo /8y 16 4n2\ (n — 1) ,
o2 LA . E
I
T 4 4y p? 4n?\
- = L 1 o 12 E
+/_oo (A X‘) A ( " (E+1)2> Fltads
v
oo gypd < 4n2\ (n — 1)> , ,
+ — n+ — B E)d
[ i (e T e By By ap
v
+o0 2'7]34 4n2\
+ 1+ 2 (p, E) dp. 4.53
/- A6( (EH)Q)l(p ) dp (45)
VI
L’évaluation de différents termes conduit a :
16 4n’A(n—1) (2"72) (n — 1)!
III = C- VA ( — > n2" n! 4+ , 4.54
2 pv/m X { TERT (4.54)
/ 1 4n2X2" 1 (n — 1)! 1
1 2 ———]492"! = - = 4.
V=C,; p\ff< )\4>{ n<n—|—2>+ E11) (n 2)}, (4.55)
8vC.2 pv/TA { . < 1> 4n2X\ (n —1)2"2 (n — 1)! < 3)}
V=- 2"l ln— = ) + n——=1|¢, (456
M 2 (E+1)? 2 (4.36)
— 2yC2py/TA ony | 20 D242 4n22" 1(n—1W\ [ 2(n—1)n+1)>+2
X 4 (E+1)° 4 ’
(4.57)
Les deux premiers termes
2,2
+oo”T€(1+ e )1/}1 (p, E)
I:/ dp (4.58)
—o0 (1+ 3ap?)
2
soo (14 ap) { &0l (0, B) (ndf (v, B) + 22000 (5, B)) }
11 :/ P P dp (4.59)

sont évalués numériquement.
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L’influence du paramétre v sur 'information de Fisher et I’entropie de Shannon

Enfin, la forme finale du paramétre de Fisher dans I’espace du moment est

Fy=1+1I

2 n—1_, er 22y 2T =
Cn pf\f)ﬂﬂ " { </\4 A ) A4 (n 2>}

. 4n2X (n — 1) (2’ZE2)+(71¢)2_ D)IC2 py/mv/A { <8fy 16) 8y (n - 3)}

2

/ 4 4y 1 2y

2 n,| = =7 - “r

+ C2pV/mVA2 n{()\ )\4> <n+2> + 3
. A2 AC 2 py/av a2t (n — 1)1 {(4 47> <n_1> N

(E + 1) A M

(2n41)* +2

AN

Ici, nous nous concentrons sur les trois premiers niveaux n = 0,1, 2 : Ainsi

« Pour le niveau fondamental n = 0

400 V2 12402 _

p Yy (p, E) YNL(2

- 257 7B 1+ L = 461
‘ /_OO (1 + p?) (v me) G-z (1.61)

« Pour le premier niveau excité n = 1

! 2 !
+00 (%pfﬁ)2 ( 2 E)+ ((%ﬁ)) Z (p, E)>
ﬂ:/
—oo (14 g%ap?)

/m (1+ %) (vl (0. B) ¥ (0, B))
2
= (sewn+(28) o)

\/» 2 \/» 2
2(1+58)+ (#90) ()| (F-5+ (@) G-29)

(4.62)
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« Enfin, pour le deuxiéme niveau n = 2

, 2,
o Geo)? (92 0.8+ (b)) 2 0. ))
= /oo sy ap
2
oo (1+ 53207 (\45@!}3 (p, E) <21/)i (», E) + ((‘%E—ﬁ)) W (p, E)>>

/_oo < 2, 5)+ () 2 E)>

2

dp+

(-5 (1#5) (o3}l (@) (G-

(4.63)

4.2.2 L’entropie de Shannon

L’entropie de Shannon unidimensionnel pour les deux configurations {z} et {p, } est calculée

a partir des deux équations suivantes :

S, = — / pulz, B) I (ou(z, E)) de, (4.64)

e / o, E) In (pu(p, E)) dp, (4.65)

dont les deux densités p,(z, E) et p,(p, E) sont définis par les deux équations (4.29) et (4.33).

4.3 Résultats et discussion

La Figure. 4.3 montre I'information de Fisher en fonction du parametre v pour les trois ni-
veaux (n = 0, 1, 2) dans les deux configurations suivantes : la configuration de I’espace de coor-
données {z} et de 'espace de moment {p, }. Selon cette figure, F; augmente avec y pour diffé-
rentes valeurs de n (Figure. 4.3a) contrairement dans la configuration du moment ou il diminue
(4.3b).

Dans la Figure. 4.4, nous avons tracé le produit F'z F'p en fonction du «y pour les trois niveaux
n = 0, 1, 2. Suivant cette figure, relation d’incertitude de Fisher F, I}, > 4 est bien vérifiée. Pour

bien comparer ce dernier résultat avec les relations d’incertitudes d’'Heisenberg, nous avons tracé
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F1G. 4.3 : L’information de Fisher pour l'oscillateur de Dirac unidimensionnel en fonction du y
pour les deux types de configurations
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F1G. 4.4 : Le produit F'x F'p en fonction du 7 pour les trois niveaux n = 0, 1,2
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F1G. 4.5 : L’incertitude de Heisenberg Ax et Ap en fonction du «y pour les trois niveauxn = 0, 1, 2
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F1G. 4.6 : Ax/A\p en fonction du 7y pour les trois niveaux n = 0, 1, 2

Pincertitude de Az et Ap en fonction de ~ pour les trois niveaux n = 0,1, 2 dans la Figure.
4.5 . Cette Figure montre comment les deux types d’incertitude sur x et p peuvent changer en
fonction du parameétre ~. Ainsi, on peut voir que Az augmente lorsque v diminue contrairement
pour le cas de Ap. Pour comprendre bien ces relations, nous avons tracé Axz/Ap en fonction
du paramétre v pour les trois niveaux n = 0,1, 2 sans la Figure. 4.6 . La relation d’incertitude
constitue la propriété de base de la mécanique quantique. En particulier, le principe d’incertitude
d’Heisenberg stipulant que le produit des deux incertitudes de position et d’impulsion s’écrit par
A:UApZ%. Cette derniére est trés satisfaite dans notre cas.

Passons maintenant aux résultats concernant les calculs de 'entropie de Shannon. Dans la
Figure. 4.7 , nous avons étudié 'entropie de Shannon en fonction de +, dans les deux configura-
tions de l'espace. Ces entropies,Sx et Sp ont été calculées pour les trois niveaux états n = 0, 1, 2.

Selon cette figure, on peut voir que S, augmente contrairement (Figure. 4.7a), du paramétre .S,
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F1G. 4.7 : L’entropie de Shannon de l'oscillateur de Dirac a une dimension en fonction du ~ pour
les deux configurations {z} et {p,}
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FiG. 4.8 : La somme Sx + Sp en fonction du 7 pour trois niveaux n = 0, 1, 2

ou il diminue(Figure. 4.7b).

Enfin, dans la Figure. , nous présentons les résultats de la somme d’entropie Sz + Sp des
trois niveaux n = 0, 1,2 pour diverses valeurs du parametre . On peut voir que la somme
des entropies est compatible avec 'inégalité BBM [81], correspond a la limite inférieure stipulée
Sr+Sp>1+Inm.

Tous les résultats trouvés au-dessus concernant les relations d’incertitudes sont récapitulé

dans le Tableau. 4.4 . Selon, ce tableau nous observons que
+ Les inégalités de Stam et de Cramer-Rao sont remplies [58-60, 80].

« Larelation d’incertitude F, F}, > 4 [58,60] est bien établie.
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Résultats et d

Résultats numériques pour la relation d’incertitude et les informations de Fisher et

I'entropie de Shannon de I'oscillateur de Dirac a une dimension en fonction du 7
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Résultats et discussion

« Enfin, la somme des entropies est cohérence avec 'inégalité BBM ou Sx+.Sp,; > 1+Inm ~

2.14447.

Aussi, le tableau. 4.4 montre que 'inégalité BBM et les relations d’incertitudes d'Heisenberg sont
valables pour le cas de 'oscillateur Dirac a une dimension, et la somme des entropies S, + .5, est
plus élevée supérieure a la valeur (1 + Inm)(Figure. 4.8 ). L’inégalité BBM stipule que la somme
de S, + S, reste au-dessus de la borne inférieure de (1 + In). En particulier, on constate que
la somme S, et S}, pour I’état fondamental (avec v = 0) est trés proche de la valeur-limite (1 +
In7). A partir des résultats numériques qui sont présentés dans le tableau 2, nous observons que
Pentropie somme Sx + Sp, > 1+ In7 tend a étre saturé a la valeur-limite définie par le Inégalité
BBM pour les trois bas niveaux. En conclusion, on constate que la L’inégalité BBM est satisfaite
dans tous les cas comme le montre le tableau. 4.4. En effet, une augmentation de 'entropie S,
observée pour les trois niveaux est suffisante pour compenser la réduction de 'entropie S, .
Ainsi, nous pouvons affirmer aussi comme dans le cas de l'oscillateur de Klein-Gordon a une
dimension qu’il n’y a pas états physiques qui violent I’inégalité BBM [102,103].

Toujours selon le tableau. 4.4 un résultat important apparait pour 1’état fondamental n = 0 :
siy =0, alors Az = Ap = 0.7071 et AzApxz = 1/2 correspondent au cas le plus simple de
I’état fondamental pour l'oscillateur Harmonique unidimensionnel. Lorsque v augmente, Az >
0,7071,Ap < 0,7071 et AzAp > 1/2 [59]. Ces résultats montrent aussi ’existence du phéno-
mene de compression sur le moment pour I’état fondamental n = 0. Cette situation est similaire a
celle rencontrée dans le cas de l’oscillateur de Klein-Gordon : un état cohérent compressé (squeeze
state) est un état de 'espace d’Hilbert en mécanique quantique dont le principe d’incertitude est
saturé.

Enfin, la conjecture d’applicabilité de la relation d’incertitude de Fisher, [, F}, > 4, selon le

tableau. 4.4 est absente pour le cas de I'oscillateur de Dirac a une dimension [58,60,101].

Tintici Wi - 60 - e (s



CHAPITRE

Les propriétés superstatistiques de 'oscillateur de Klein-Gordon a 1D en

présence d’un potentiel dépendant de I’énergie

5.1 Les propriétésthermiques ordinaires de I’oscillateur de Klein-
Gordon a 1D

Dans les section 2, il a été prouvé que la forme spectre d’énergie suit I’équation séculaire

suivante :

EY—2F% —4n? —4n*yE+1=0. (5.1)

Les valeurs de ce spectre d’énergie sont évalués numériquement en fixant le parameétre  tout
en variant les nombres quantiques n jusqu’a avoir le phénomeéne de saturation observé pour les
deux cas.

Maintenant, dans le but d’évaluer les propriétés thermodynamiques des deux oscillateurs,

nous passons par la détermination de la fonction de partition Z. Cette derniére est définie par :
oo

Z=>) eFbn (5.2)
n=0

dont 8 = kBLT est la température inverse, kp la constante de Boltzmann.
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En utilisant 'approche utilisée par Boumali [9] pour le cas de 'oscillateur Harmonique a 1D,

I’équation (5.2) devient :

[e%s) N N
Z = Z e BEn ~ Z e PFn 4 All levels are in saturations~ Z e PEn . (5.3)
SN—— S——
1 contribution of few levels

Le premier terme de (5.3) est la contribution de tous les niveaux jusqu’au début de I’apparition de
comportement de saturation dans le spectre de I’énergie. Le second est la contribution de tous les

niveaux aprés saturation. L’évaluation de cette fonction ce fait en employant la formule d’Euler

MacLaurin [9,23,82,83] dont la somme devient intégrale comme suit :
> 1 = 2. By
- _ 22p ¢(2p—1)
> 7@ =30+ | 1@ > a0, (5.4

ou By, sont les nombres de Bernoulli et f@P=1) est la dérivée d’ordre (2p — 1). Toutes les pro-
priétés thermodynamiques, telles que I’énergie libre, 'entropie, I’énergie totale et la chaleur spé-
cifique, sont obtenues via la fonction de partition numérique Z. Ces fonctions thermodynamiques

sont calculées a partir des expressions suivantes :

1 olnZ
F=——Z U= -1, 5.5
S onz C 0%InZ
= =InZ-p8—2, = =42 : .

Dans ce qui suit, nous nous concentrons sur I’étude de 'influence de la présence d’un potentiel
dépendant de I’énergie via le parametre  sur ces fonctions pour le cas des deux oscillateurs a

une dimension.

5.1.1 Résultats et discussion

La Figure. 5.1 montre la variation de toutes les fonctions thermiques en fonction de l'inverse
de la température § pour différentes valeurs de . Comme premier résulta, on peut voir que le
comportement de ces fonctions n’est pas identique a celui obtenu pour les oscillateurs relativistes
standard. La raison est liée a la nature des interactions de ces oscillateurs en présence de ce type

de potentiel dépendant linéairement de ’énergie considérée ici.
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(d) La chaleur spécifique C',

F1G. 5.1 : Les propriétés thermodynamiques des deux oscillateurs en présence d’un potentiel

dépendant de I’énergie
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Les propriétés superstatistiques de l'oscillateur de Klein-Gordon a 1D

La variation de la fonction de partition Z en fonction du g (Figure. 5.1a) pour différentes
valeurs de v montre que cette derniére augmente avec la diminution de (3. L’effet du parameétre
~ est visible pour le cas des températures élevées. Dans la Figure. 5.1b, on donne la variation de
I’énergie libre F' en fonction de 3 pour différentes valeurs du . On observe bien que I’énergie
libre F' a une limite supérieure pour les basses températures.

Pour le cas de la fonction entropie S, (Figure. 5.1d) nous observons que cette fonction diminue
en fonction du [ et atteint une limite supérieure pour les températures hautes. Aussi, ’effet du
parametre v sur I'entropie S est plus apparent pour cet intervalle des températures. A des basses
températures, nous obtenons la limite thermodynamique classique S — 0.

Enfin, dans la Figure. 5.1d nous présentons ’allure la variation de la chaleur spécifique C), en
fonction du 3 pour différentes valeurs de +y. Selon cette figure, nous observons que, pour chaque
valeur spécifique de «y, chaque courbe a un pic symétrise autour d’une température appropriée
Bo- L’intensité de ces pics augmente avec . Pour les valeurs élevées de £3, la troisiéme loi de la

thermodynamique, C,, — 0, est bien remplie.

5.2 Les propriétés superstatistiques de ’oscillateur de Klein-Gordon
alD
5.2.1 La fonction de partition généralisée

La superstatistique est une superposition de statistiques différentes (voir appendice B). Elle
décrit les systémes hors équilibre avec un état stationnaire et des fluctuations de paramétres
intensifs (.

Si E est I’énergie d’un micro-état, alors le facteur de Boltzmann généralisé du systéeme en

question est donné par :

BB = [ 1) s, 7
La distribution de probabilité stationnaire habituelle
e BE
p(E)=——, (5.8)
est remplacée par
p(g) =22 (59)
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Les propriétés superstatistiques de l'oscillateur de Klein-Gordon a 1D

dont

Z(B)=) B(En). (5.10)

avec B (F) est le facteur de Boltzmann généralisée.
La fonction Z () est la fonction de partition généralisée dans le concept de la superstatis-

tique. Dans ce qui suit, nous avons utilisé la distribution Gamma définie par :

B 1 6 c—1 _%
f(B)= i () (b) e b, (5.11)

oub > 0etc > 0 sont des parametres aléatoires. Ce choix est justifié par les nombreuses
applications utilisant cette distribution [25,67,72]

L’équation (5.10) est calculée en adoptant ’approximation asymptotique a faible énergie [79].
Cette approximation représente une correction par rapport a la mécanique statistique ordinaire
de notre systéme pour de petites valeurs de I’énergie £ dont le parameétre intensif 5 subit une
fluctuation. Ce comportement asymptotique est universel : cela veut dire que le facteur B (E)
est exprimée uniquement en fonction des deux paramétres universels (¢, 3) comme suit [67-70,

,73] :

2
B(E,) ~ e PEn (1 + ‘1;71 (B)2E2 + —(‘131) (BY3E2 + ) : (5.12)

Le paramétre ¢ est donné par la relation suivante

2
q= <ﬁ—2> (5.13)
(8)
Il mesure le rapport de I’écart type et de la moyenne : S’il n’y a pas de fluctuations sur le parameétre

B, alors g = 1.

L’injection de (5.12) dans (5.10) conduit a :
Z =) B(En) (5.14)
n
—BE g—1.5.5 (@—1)° 5 4
e (148 g - - g

_ g—1, &  (¢=1° 3 & \ & g,
_<1+ s e 3 Caar) =

n=0
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Les propriétés superstatistiques de l'oscillateur de Klein-Gordon a 1D

Enfin

B q—1 o d _(q—1)3 g d°
Z_<1+ 7 PaeE T 3 Capr)”? e

dont la fonction Z est donnée par 1’équation (5.3). Ainsi, a partir de ’équation (5.15) toutes les
propriétés superstatistiques sont calculées en utilisant bien sur les relations (5.5) et (5.6) déter-
minant ses propriétés.

A ce stade, une remarque sur la validité de ’applicabilité des équations (5.5) et (5.6) dans le
concept de la superstatistique semble important a évoqué ici (voir la référence [25]). L’exten-
sion des formules (5.5) et (5.6) connues en mécanique statistique normale [104] pour cas de la

superstatistique est limité par les conditions suivantes;

« La superstatistique se caractérise par I'utilisation de la superposition de plusieurs différents
modeéles statistiques pour atteindre la non-linéarité souhaitée. Plus précisément, la super-
statistique suppose que I’ensemble correct n’est pas canonique, mais une superposition

d’ensembles canoniques e~#F pour différentes températures 3 pondérées par la distribu-

tion f (/).

« Le facteur de Boltzmann généralisée B (F)repose sur les trois points cruciaux :

— un systéme est partitionné en cellule et chaque cellule est en équilibre thermodyna-

mique caractérisé par le paramétre 3

— le facteur statistique est Gibbsien [104], c-ad, un modéle permettant d’introduire de

Iinteraction entre les différentes cellules

— la séparation entre deux cellules est largement suffisant, c’est-a-dire le temps d’ap-
procher a chaque état d’équilibre local est plus rapide que celle pour chaque variant
f (B). Ce dernier critere signifie que le cadre théorique de la superstatistique consi-
deére l'existence d’un équilibre local temporelle dans chacune des cellules qui se sub-

divisent le systeme thermodynamique hors équilibre [25,67-73].

Ainsi, ce formalisme ne peut étre appliqué que si nous avons une séparation d’échelle de temps
suffisant dans le systéme complexe, de sorte que ce systéme ait suffisamment du temps pour
trouver son équilibre local dans chaque cellule ou les lois de la mécanique statistique standard

sont valides.
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Les propriétés superstatistiques de l'oscillateur de Klein-Gordon a 1D

En conclusion, il est possible de faire de la mécanique statistique ordinaire pour ce type de
systémes hors équilibre avec toutes les formules connues telles que décrites par les équations
(5.5) et (5.6). Notez ici que quelques développements théoriques récents, dans le contexte de
la théorie de la superstatistique, ont utilisé ces formules connues de la mécanique statistique
standard dans leurs investigations de certains problémes en physique [38,105-111]. Les résultats
trouvés ne peuvent étre acceptés que dans le cadre des restrictions imposées par le formalisme
de la superstatistique.

Passons, maintenant a la discussion des résultats trouvés sur I'influence des deux parametres

(q,7) sur les propriétés superstatistiques de 1'oscillateur de Klein-Gordon a une dimension.

5.2.2 Reésultats et discussion

Dans ce qui suit, nous nous concentrons uniquement sur la fonction principale, telle que
Pentropie et la chaleur spécifique afin de mettre en existence le phénomeéne de saturation observé
dans ce type de potentiel. Ensuite, nous discutons la nature de cette saturation et son influence
sur les propriétés superstatistiques de l'oscillateur de Klein-Gordon a 1D.

Nos principaux résultats trouvés sont représentés sur les figures. 5.2, 5.3, 5.4 et 5.5. Sur ces
figures, nous avons tracé la variation de I’entropie et de la chaleur spécifique en fonction du 3
pour différentes valeurs de (v, ¢). Par ailleurs, ces figures sont subdivisées en quatre canevas
suivant le choix du parameétre v. Nous avons choisi quatre valeurs du v < —1. Tout ce choix
correspondant au cas des particules possédant une énergie positive £/ > 0. Chaque canevas est
présenté par une seule valeur de . Il contient les courbes de ’entropie et de la chaleur spécifique
pour différentes valeurs du parameétre g. Nous soulignons que le comportement de ces fonctions
n’est pas identique d’un canevas a lautre.

D’apres ces figures, trois remarques sur I'influence des deux parametres v et ¢ sur les pro-

priétés thermiques des oscillateurs peuvent étre faites :

« D’un canevas a l'autre, on peut voir que les nombres de formes gaussiennes dans les
courbes de la chaleur spécifique sont différents. Pour une valeur précise du parametre
v, on observe que (i) ces courbes ont un pic une symétrisé autour d’une température 3
appropriée, (ii) U'intensité de ces pics augmente au fur et & mesure que ¢ diminue et (ii)

enfin, elles n’apparaissent lorsque ¢ — 1. De plus, le nombre de ces pics diminue lorsque
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Les propriétés superstatistiques de l'oscillateur de Klein-Gordon a 1D

|v| augmente et vice-versa. Ce nombre de pics est maximal dans le cas v = —1.

« Ces pics correspondent aux phénomenes de saturation qui apparaissent dans le cas des pro-
blémes d’un potentiel dépendant de I’énergie. Dans ce contexte, nous notons que 'observa-
tion des pics dans les courbes de la chaleur spécifique indique qu’il existe un petit nombre
de niveaux d’énergie discrétes dominant le comportement de notre systéme en question.
Ce comportement est dii essentiellement a la dépendance du potentiel de notre oscilla-
teur avec I'énergie. Cette situation est tres similaire a 'anomalie de Schottky.L’anomalie
de Schottky est un effet observé en physique du solide ou la capacité thermique spécifique
d’un solide a basse température a un pic [112]. On I'appelle anomalie car la capacité calori-
fique augmente généralement avec la température ou reste constante. Cela se produit dans
les systémes avec un nombre limité de niveaux d’énergie de sorte que F (') augmente
pour chaque niveau d’énergie. A une température nulle, seul le niveau d’énergie le plus
bas est occupé. Ainsi, Ientropie est nulle et il y a trés peu de probabilité d’une transition
vers un niveau d’énergie plus élevé. Au fur et a mesure que la température augmente, il
y a une augmentation de 'entropie et donc la probabilité d’une transition entre niveaux
augmente. Lorsque I’énergie thermique k7' s’approche de la différence entre les niveaux

d’énergie, un large pic dans la courbe de la chaleur spécifique apparait.

+ Contrairement a la limite non relativiste, la limite de la chaleur spécifique est égale a zéro
dans les trés hautes températures, 5 — 0. A basse température 5 — oo, pour différentes
valeurs du v, cette limite dépend de la valeur du paramétre q. Lorsque ¢ est autour de 1, la

troisiéme loi thermodynamique est bien mise en évidence.

« Par contre, dans le domaine des températures élevées 3 — 0 on a C' — 0. Cette situa-
tion peut étre due a 'existence de phénomene de saturation du spectre d’énergie pour ce
type de potentiel : toutes les courbes présentent une transition de phase entre la phase de
croissance et la phase dite de saturation contrairement au cas de I’anomalie de Schottky

qui n’est pas une transition de phase.

Récemment, ’étude des propriétés superstatistique de 'oscillateur de Dirac a 1D a été bien

exposé dans [25]. Bien que les arguments de la validité de Pextension de la loi thermodynamique
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en superstatistique pour les deux équations relativistes sont les mémes, la différence est trés nette.

La raison en est double :

« Cette étude en question est consacrée au cas de l'oscillateur de Dirac unidimensionnel

décrivant des particules fermioniques.

« Bien que les deux spectres d’énergies des deux oscillateurs aient la méme forme, la situation
ne l’est pas : la densité de probabilité de 'oscillateur de Dirac ainsi que les restrictions sur
le parameétre v ne sont pas les mémes pour les deux oscillateurs. Ce point sera traité comme

un perspective de notre travail.
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Conclusion et perspectives

Durant cette thése, nous nous sommes consacré aux potentiels dépendant de I’énergie et
leurs implications sur les oscillateurs relativistes. Ce type de potentiels conduit a la modification
du produit scalaire, nécessaire a la conservation de la norme . Dans ce contexte, nous avons
étudié les propriétés physiques des deux oscillateurs relativistes de Klein-Gordon et de Dirac a
une dimension en présence d’un potentiel dépendant de I’énergie. Les résultats obtenus pour ces

deux oscillateurs peuvent étre récapitulés en trois points comme suit :

1. Le premier point consiste a étudier I'influence de ce type de potentiel sur les valeurs propres
des deux oscillateurs. Les résultats trouvés montrent que cette dépendance du potentiel
avec ’énergie est 'origine principale du phénomene de saturation observer dans la forme
du spectre d’énergie. Cette saturation différe bien d’un oscillateur a I’autre. Notons ici que
le comportement des parametres de Fisher et Shannon étaient les mémes pour les deux

types des particules et leurs antiparticules.

2. Le deuxiéme point a comme but I’étude de l'influence de ce type de potentiel mais cette
fois sur les fonctions d’ondes propres des deux oscillateurs. Bien que la fonction d’onde
en mécanique quantique ne soit pas un observable mais elle est la base de calcul de plu-
sieurs quantités en physique quantique telle que la densité de probabilité p. Ainsi, nous
avons étudié en premier lieu 'influence de ces potentiels sur la densité de probabilité des
deux oscillateurs. Ensuite, nous avons étendu cette étude sur des quantités qui ont une

dépendance forte avec p. Ainsi, comme choix, nous nous sommes concentré sur les deux
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paramétres de I'information quantique suivante : I'information de Fisher et '’entropie de
Shannon. Selon les résultats obtenus, on a vu que I'impact du parametre ~ est bien visible
sur ces deux quantités. Toutes les quantité entrant dans les formules d’incertitude telles
que Fy, F),, ,Ax, Ap,, Sy et S, ont été déterminés numériquement. En outre, I'influence
du parametre «y sur les relations d’incertitude entre 'entropie de Shannon et I'incertitude
des informations de Fisher sont bien vérifiées ainsi que la validité de I'inégalité de BBM,
Sz 4+ Sp > 1+ Inm. On peut donc voir que les relations incertaines données par la théorie
de I'information quantique pourraient étre étendues normalement au cas des potentiels

dépendant de I’énergie.

3. Enfin, le troisiéme point se focalise sur le calcul des propriétés superstatisque pour ces deux
oscillateurs relativistes en présence d’un potentiel dépendant de I’énergie. Par le biais du
spectre d’énergie des deux oscillateurs, toutes les propriétés superstatistiques telles que
I’énergie libre, Uentropie, I’énergie totale et la chaleur spécifique ont été obtenues et ca
dans le cadre de 'applicabilité de ce formalisme qui impose que ce dernier ne peut étre ap-
pliqué que si le systéme dispose suffisamment de temps lors de transition entre les cellules
que contient le systéme hors équilibre. Dans notre cas, nous avons utilisé une fonction de
distribution f () suivant une distribution Gamma et discuté tous les résultats en fonction
des deux parametres (g, ). Comme résultat, on peut constater que les phénomenes de sa-
turation dans les courbes de la chaleur spécifique n’apparaissent que dans les plus faibles

valeurs du parameétre +.

Enfin, notre étude sur les oscillateurs relativistes dans des potentiels dépendant de I’énergie peut
avoir un impact direct dans la physique de la matiére condensée. Quimbay et Strange [113,114]
montrent que l'oscillateur de Dirac peut décrire un systéme physique naturel. Plus précisément,
cet oscillateur bidimensionnel peut étre utilisé pour décrire la dynamique des porteurs de charges
dans le composé graphéne, et donc déduire ses propriétés électroniques. De plus, selon la Réf
. [115], via la notion de masse effective, 'auteur a utilisé le modele de I'oscillateur de Dirac pour
calculer les propriétés thermiques du graphéne dans un champ magnétique externe.

Comme perspective, nous nous planifions de faire ce qui suit

« L’étude des propriétés super-statistiques de l'oscillateur de Dirac a une dimension en pré-
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sence d’un potentiel dépendant de ’énergie.

. Etendre I'étude de I'influence du paramétre v, sur les parameétres de Fisher et Shannon

pour le cas du systéme graphene via le modéle de l'oscillateur de Dirac.
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ANNEXE

L’information de Fisher et I’entropie de Shannon

A.1 L’information de Fisher

L’information Fisher [98] est une qualité d’une procédure de mesure efficace utilisée pour
estimer les limites quantiques ultimes. C’est une mesure de la précision intrinseque de théorie
de I'estimation statistique. L’étude des propriétés et de différentes applications de I'information
de Fisher pour divers problemes en physique théorique est principalement due grace aux tra-
vaux de Frieden et al [52-56]. Ces auteurs ont dévoilé le collecteur applications physiques de
I'information de Fisher.

Considérons un systéme possédant deux parametres physiques 6 et p (z,6) [116,117] :

/dxp (z,0) =1. (A1)

dont p (z, 0) décrit la densité de probabilité. Dans ce cas, la définition de I'information de Fisher

- g (25

prend la forme suivante
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L’information de Fisher

Si le systéme obéit a I'invariance par translation suivante

p(I’, 9) Ep(l’—&), (AS)

alors on peut considérer que € est une constante calculée a partir de U'intégration sur la variable
aléatoire x. Comme conséquence, # ne change pas la forme de la fonction p (z, 0) et cette inva-

riance par translation ne changera pas 'information. Alors, I’équation (A.2) devient

yEAt

La preuve de cette équation se fait comme suit : 'information de Fisher est un moyen de mesurer

la quantité d’information qu’une variable aléatoire observable y porte sur un parameétre inconnu
dont dépend la probabilité de y. Soit p(y|6) la fonction de densité de probabilité pour avoir y
conditionnée par la valeur fixe de . Cette fonction décrit la probabilité que nous observions un

échantillon donné y, étant donné une valeur connue de 6. Ainsi, 'information de Fisher dont

Pobservation y d’'un parameétre de valeur vraie est définie par [57,116,117]
dy [p (ylé’)] ’
F9) = / { . (A.5)
O=] vwiey | ae

Soit maintenant les substitutions suivantes
Yy=s, (A.6)

6=1(s), (A7)

=ty (42

p(s[(s)) =p(s—(s)), (A.9)

ce qui signifie que les fluctuations sont indépendantes de la valeur de (s) , alors nous pouvons

considérer que (s) est une constante calculée a partir de I'intégration de s sur tout le temps, et
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L’information de Fisher

ne change pas la forme de p (s| (s)) : on remarque aussi que cette invariance par translation ne
changera pas 'information.

Définissons maintenant la nouvelle variable 5 tels que
§=s—{(s), (A.10)

dont ds = ds — d (s) = ds. Ainsi, 'équation. (A.8) se transforme en

e

Ici p () représente la densité de probabilité pour observer une valeur particuliére de la variable 5.
La derniére équation est importante car la dérivée de par rapport a s peut étre facilement évaluée
a partir de données (par différences finies) ou de modéles (par différenciation analytique) [103].

Comme la soustraction définie par (A.10) n’affecte pas le calcul, nous pouvons utiliser la
variable s a la place § et ’équation (A.11) devient

] s

avec p(s) est la densité de probabilité pour s.
Dans ce qui suit, nous nous limiterons a la forme (A.4) de la définition de 'information de
Fisher. Par conséquent, la définition de I'information de Fisher unidimensionnelle dans les cas de

position et de quantité de mouvement est donnée par les deux équations suivantes

S AT e

p(z) | dx

avec p = p (z) (p = p (p) ) dans I'espace de position (dans I'espace de quantité de mouvement).

Egs. (A.13) et (A.14]) montrent que I'information de Fisher a un caractére local dfi & I'opéra-
teur gradient. Plus cette quantité est élevée, plus la densité est concentrée et plus I'incertitude de
position de la particule est faible. Ainsi, il est capable de détecter les changements locaux de la
densité afin de mieux décrire le systéme de maniére théorique de I'information [52-56].

La quantité d’information de Fisher a été utilisée pour une grande variété de concepts et de
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L’entropie de Shannon

phénomeénes de mécanique quantique (pour plus d’informations voir La référence suivante [118]).

L’information de Fisher des systémes a une seule particule n’a été déterminée que récemment
sous forme fermée en termes de nombres quantiques caractérisant I’état physique impliqué pour
les espaces de position et de quantité de mouvement. Ces inégalités pertinentes qui font interve-
nir P'information de Fisher dans un espace donné (Cramer-Rao) ou ’'espace conjugué (Stam) . Ce

sont les relations d’incertitude de Stam [80]

Fy <4(p*), F, < 4(z?), (A.15)
et les inégalités de Cramer-Rao [119,120]
B>t gt (A.16)
T (@) TP ) '
Suite aux équations. (A.13) et (A.14), nous avons que
F P, > 4. (A.17)

Enfin, I'information de Fisher est le principal outil théorique du principe d’information physique
extréme, principe variationnel général qui permet de dériver de nombreuses équations fonda-
mentales de la physique : équations de Maxwell, équations de champ d’Einstein, équations de
Dirac et Klein-Gordon, lois diverses. de la physique statistique et de certaines lois régissant les

écoulements de fluides turbulents presque incompressibles [52-57].

A.2 L’entropie de Shannon

Passons maintenant au cas de 'entropie de Shannon [121] : les mesures entropiques four-
nissent des outils analytiques pour nous aider a comprendre les corrélations dans les systémes
quantiques. Shannon a introduit I’entropie pour mesurer 'incertitude. Aujourd’hui, cette quan-
tité est devenue un concept universel en physique statistique. L’entropie de Shannon trouve des
applications dans plusieurs branches de la physique en raison de ses applications possibles dans
un large éventail de domaines [122].

Récemment, il y a eu un intérét croissant pour les mesures théoriques de 'information pour

certaines systeme quantiques. Comme alternative a la relation d’incertitude d’Heisenberg, I'in-
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certitude entropique a été particuliérement étudiée. Parmi les mesures de I'entropie de I'infor-
mation, Uentropie de Shannon joue un réle trés important dans la mesure de l'incertitude, qui
a été testée pour diverses formes de potentiels. La relation d’incertitude entropique, qui est liée

aux espaces de position et de quantité de mouvement, a été donnée par
Sy +Sp>D(1+Inm). (A.18)

ou D représente la dimension spatiale. Cette relation est la relation bien connue de Beckner,
Bialynicki-Birula et Mycieslki (BBM) [81].

Dans un systéme unidimensionnel, S, et S}, sont définis, respectivement, par

too 2 2

S, = — / p ()2 In op ()2 di, (A.19)
too 2 2

== lowPulo®P d. (a20)

ou 7 (x) est une fonction propre normalisée en coordonnées spatiales et ¢ (p) est sa transformée
de Fourier normalisée. Notons ici que, a partir de I’équation (A.19), I'information de Shannon
dépend de la densité de probabilité correspondant aux changements de certaines observables. Les
quantités définies par Shannon ont un caractére global dans le sens ou elles sont peu sensibles
aux changements de distribution sur une région de petite taille, et peuvent étre utilisées comme

mesures de la délocalisation [59, 99,123, 124].
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ANNEXE

La Superstatistique

B.1 Concept théorique

La superstatistique constitue un formalisme de la physique statistique, consistant a décrire
les propriétés statistiques d’un systéme par une superposition de plusieurs statistiques, d’ou le
nom superstatistique .

En général, le formalisme s’applique a un systéme hors équilibre thermodynamique, ou la
température exhibe des fluctuations. On peut ainsi assigner une fonction de distribution a la
température, ou de maniére générale a un parametre global 8 dépendant du systéme, dans notre
cas f = IQ%T représente l'inverse de la température. A petite échelle, le systéme montre un
équilibre local décrit par la statistique de Boltzmann habituel e =%, A grande échelle, ce systéme
est décrit par une superposition de la statistique de Boltzmann et d’une fonction de distribution
f (B) caractérisant les fluctuations de la température. Ainsi, elle est définie par la superposition
de différentes statistiques (voir Figure. B.1) .

Les superstatistiques décrivent des systémes hors équilibre avec un état stationnaire et fluc-

tuations des parameétres intensifs. Si ' est I'énergie d’un micro-état, on peut écrire que
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Concept théorique

fil
Cellule, ] Cellule 4

O

F1G. B.1 : Les cellules dans le concept de la Superstatistique

B(E) = /0 T (8) PP, ®.1)

ou B (E) est le facteur de Boltzmann générale. Il peut différer de maniére significative du facteur
de Boltzmann ordinaire, qui est récupéré pour f (5) = d (8 — ) . A partir de(2.14), on peut le
considérer aussi comme une transformation de Laplace de la probabilité de la densité f (). Bien
qu’il existe une infinité de possibilités pour le choix de la fonction f (/3), certains critéres doivent

étre remplis afin de réduire considérablement ce nombre. Ces critéres sont
« La fonction de probabilité f (3) doit étre une densité de probabilité normalisée.
se s 00 —BE . .
+ L’intégrale fo f(B) e P*dp doit exister pour assurer la convergence.

« Dans le cas limite, c-a-d, 'absence des fluctuations des parametres intensives, les nouvelles

statistiques tendent vers des statistiques ordinaires de Boltzmann-Gibbs (BG).

Sous ces conditions, la distribution de probabilité stationnaire habituelle,

e PE
p(E) = 7 (B.Z)
devient
pg) =28, ®3)
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Distributions possibles de f (/3)

avec

Z(B) =) B(En), (B.4)

ot Z (B) est la constante de normalisation de e=#¥ pour une donnée du paramétre 3 ou simple-

ment fonction de partition généralisée.

B.2 Distributions possibles de f (53)

Nous allons exposer maintenant quelques exemples de superstatistiques possibles, en consi-
dérant différents exemples de distributions f (/). Notez que 3 prenait des valeurs positives, donc

les distributions gaussiennes de 3 ne conviennent pas [66-68,79].
« Distribution Gamma (ot Chi-2 x?)

La distribution x? est I'un des choix le plus utiliser dans la littérature. La densité de probabilité

de f (B) est donné par

1 AN
— it % B.5
avec ¢ > 0 et b > 0 sont des parameétres. La valeur moyenne de 3 est
o
so=()= [ 67 (5)d5 =t )
0
Dans notre cas, nous utilisons I’approximation asymptotique a basses énergies [68,69,79]. Cette

approximation représente la correction du premier ordre de la mécanique statistique ordinaire de
notre systéme avec des fluctuations de température. Plus précisément, le comportement asymp-
totique a basse énergie est universel : cella signifie que le facteur de Boltzmann généralisé pour
différents choix de superstatistiques est exprimé en termes des deux parameétre universels ¢ et

5o comme suit :

2
—~BoEn @ a2 e 3
B(E,) ~e P <1 +5(8) EZ < (8) E3 + > : (B.7)
Maintenant, en raison de cette universalité, Beck [67-71] a introduit un parametre universel ¢
pour toute superstatistique, pas seulement pour les statistiques de Tsallis [63-65] : ce paramétre
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est donné par la relation suivante

2
-2 ®9)

Ce paramétre g n’est que le coefficient de variation de la distribution f (), défini par le rapport

q

de I’écart-type et de la moyenne. L’absence de la fluctuation de S conduit a la limite habituel
q=1.

Selon cette approximation, le facteur de Boltzmann généralisé peut étre réécrit comme

B(E,) = ¢ w1 +a-1){B)En)

2
~ ¢l <1 +5 (BB - = (B B+ ..... ) : (B.9)

aveca = gq—1.L’approximation d’ordre zéro de B ( E,,) correspond, comme prévu, aux statistique
de Boltzmann-Gibbs (GB)
B (E,) ~ e~ (8B (B.10)

Le facteur de Boltzmann généralisé sera alors :

B(E) = /Ooo e PEF(B)dB = (1+bE)C. (B.11)

Sinous identifions ¢ = ﬁ et bc = f., la distribution (B.11) se réduit a la distribution de Tsallis

classique [?,62-66,125-127]

_ 1
(14 (q—1)BoE) @1 . (B.12)
Selon les travaux suivants de Tsallis, les statistiques non-extenstives sont définies par la fonction
g-exponentielle généralisée

e7PF = (14 (q— 1) BoE) 71 . (B.13)

Cette fonction est définie par [61,62]

eq(x) = . 5 (B.14)

(1+(q—1)a:)_qfll 0<g<l1
e qg=1,

ou le paramétre g est 'indice de la mécanique statistique non-extensive : si on identifie ¢ = qul
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et bc = Sy dont
so=8)= [ 61 (8)d5=te ®.15)
0
est la moyenne de (3, I’équation (B.11) donne le facteur de Boltzmann généralisé qui s’écrit par

1

B(E)=(1+ (-1 (B Ex) 1.

Dans ce cas, I’équation(B.14) se transforme en

1

e PP =(1+(¢g—1)(B)E) . (B.16)

Par conséquent, le facteur B (E) se réduit a

1

B(E)=(1+(q-1)(B)E) «T, (B.17)

ou

B(E) = e; 8)En, (B.18)

Dans le cas limite ou ¢ — 1, on retrouve a la fois (i) la fonction exponentielle habituelle et (ii) la

fonction de partition habituelle de la mécanique statistique ordinaire.
« Distribution inverse Chi-2 \*

Ici, la densité de probabilité f (3) est donnée par

_ 1 L’BO % _%_2 _"2/30
f(ﬂ)_r(g)< 2 > B cIRCl (B.19)

Dans ce cas, le facteurs de Boltzmann généralisé
B(E) = /f(ﬁ)e_BE, (B.20)
Ici Pintégration se fera dans les zones asymptotiques de I’énergie.

« Distribution log-normale
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La distribution log-normale suit la relation suivante :

~ (g (8))
F0) = S (lig’”)) , ®21)

dont m et s sont des parametres. Dans I'approximation a basse énergie, le facteur Le facteur

B (E) sera alors

1
B = ¢ HE (1 + 5m2w (w—1)E% - m3w3 (w3 — 3w +2) E34.. > (B.22)

| =

« Distribution F

La distribution F est donnée par

T ('u—|2—w)
S F(é)r(g’) (5

Ici w et v sont des entiers positifs et b > 0.Dans 'approximation a basses énergie, on aura

(B.23)

2 = 4w’ -2)(2 =
B(E):e—ﬂoE(1+ wotw=2) o, 4wivtw-2)Qu+tw )E3+-~->

b2 (w — 2)* (w — 4) 36302 (w —2)° (w —4) (w — 6)
(B.24)

D’apreés la littérature on observe que la plupart des situations expérimentales typiques sont dé-

crites par trois classes d’universalité pertinentes ou dans de simples combinaisons d’entre elles,

a savoir
« La superstatistique x? dont [67, 128]
f(B) = 1 <1>gﬁg 6_% (B.25)
['(3) \28 ' '
« La superstatistique log-normale [67-69].
2
(s ()
= ex . B.26
FB) =5 AE P — 232 (B.26)
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« Enfin, la superstatistique inverse x2 ou

(B.27)
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In this paper, we studied, at first, the influence of the energy-dependent potentials on
the one-dimensionless Klein—Gordon oscillator. Then, the Shannon entropy and Fisher
information of this system are investigated. The position and momentum information
entropies for the low-lying states n = 0, 1,2 are calculated. Some interesting features of
both Fisher and Shannon densities, as well as the probability densities, are demon-
strated. Finally, the Stam, Cramer—Rao and Bialynicki—Birula—Mycielski (BBM) in-
equalities have been checked, and their comparison with the regarding results have been
reported. We showed that the BBM inequality is still valid in the form Sz +Sp > 1+Inm,
as well as in ordinary quantum mechanics.

Keywords: Fisher information; Shannon entropy; Stam, Cramer—Rao and Bialynicki—
Birula—Mycielski uncertainty relations; Klein—-Gordon oscillator.

PACS Nos.: 03.65.Aa, 03.65.Ge, 03.65.Pm

1. Introduction

Wave equations with energy-dependent potentials have been coming into view for
long time. They can be seen in Klein—Gordon equation considering particle in an
external electromagnetic field.! Arising from momentum-dependent interactions,
they can also appear in non-relativistic quantum mechanics, as shown by Green?
for instance Pauli-Schrodinger equation possess another example.>* Sazdjian® and
Formanek et al. have noted that the density probability, or the scalar product, has
to be modified with respect to the usual definition, in order to have a conserved
norm. Garcia-Martinez et al.” and Lombard® made an investigation on Schrédinger

equation with energy-dependent potentials by solving them exactly in one and
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three dimensions. Hassanabadi et al.” studied the D-dimensional Schrédinger equa-
tion for an energy-dependent Hamiltonian that linearly depends on energy and
quadratic on the relative distance. They also studied the Dirac equation for an
energy-dependent potential in the presence of spin and pseudospin symmetries
with arbitrary spin-orbit quantum number. They calculate the corresponding eigen-
functions and eigenvalues of a non-relativistic energy-dependent system was done
in Ref. 10. A many-body energy-dependent system was studied by Lombard and
Mares.!! They considered systems of N bosons bounded by two-body harmonic
interactions, whose frequency depends on the total energy of the system. Other
interesting related works can be found in Refs. 12-17 and references therein. So,
the presence of the energy-dependent potential in a wave equation has several non-
trivial implications. The most obvious one is the modification of the scalar product,
necessary to ensure the conservation of the norm. This modification can modify
some behavior or physical properties of a physical system: this fact, to the best of
our knowledge, has not been considered in the literature.

The relativistic harmonic oscillator is one of the most important quantum sys-
tem, as it is one of the very few that can be solved exactly. The Dirac relativistic
oscillator (DO) interaction is an important potential both for theory and appli-
cation. It was for the first time studied by Ito et al.'® They considered a Dirac
equation in which the momentum p is replaced by p — imfwr, with r being the
position vector, m the mass of particle, and w the frequency of the oscillator. The
interest in the problem was revived by Moshinsky and Szczepaniak,'® who gave
it the name of DO because, in the non-relativistic limit, it becomes a harmonic
oscillator with a very strong spin-orbit coupling term. Physically, it can be shown
that the DO interaction is a physical system, which can be interpreted as the in-
teraction of the anomalous magnetic moment with a linear electric field.2%2! The
electromagnetic potential associated with the DO has been found by Benitez et al.??
The DO has attracted a lot of interests both because it provides one of the exam-
ples of the Dirac’s equation exact solvability and because of its numerous physical
applications.?? 28 Finally, FrancoVillafane et al.?? have exposed the proposal of
the first experimental microwave realization of the one-dimensional DO.

The Fisher information is a quality of an efficient measurement procedure used
for estimating ultimate quantum limits. It is a measure of intrinsic accuracy in
statistical estimation theory. The investigation of properties and applications of
Fisher’s information measure to diverse problems in theoretical physics is mainly
due to the pioneering work of Frieden et al.3'3° who have unveiled the manifold
physical applications of Fisher information.

Consider a system with both physical parameters § and p(x, ) whose3"

/dxp(ac,@) =1, (1)

with p(z, #) describes the probability density. Then, the Fisher information measure
takes the following form:
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Let us consider a system that obeys the following shift invariance:

p(z,0) = p(x—0), (3)

where 0 is a constant computed from integrating x. This consideration does not

change the shape of p(z,0), and the information.
Now, with the aid of (3), Eq. (2) becomes (see Appendix A for more details)

-[a{E) 2

In what follows, we shall restrict ourselves to the form (4) of Fisher’s information
definition: the one-dimensional Fisher information definition in both position and
momentum cases are given by the two following equations:

we [

with p = p(z) (p = p(p)) in position space (in momentum space). Both equations
show that the Fisher information has a local character due to the gradient oper-
ator: the higher this quantity, the more concentrated the density and the smaller
the position uncertainty of the particle. Thus, it is able to detect local changes
of the density in order to better describe the system in an information-theoretical
way.3173% Fisher information quantity has been used for a wide variety of quantum-
mechanical concepts and phenomena. As an example, we can cite the works on

the Fisher information and Shannon entropy of position-dependent mass oscilla-
36-43

tors, entropy and complexity analysis of Dirac-delta-like quantum potentials,**
Fisher information of D-dimensional hydrogenic systems in position and momen-
tum spaces*® and other physical applications.?6~4% Finally, the Fisher information
is the main theoretic tool of the extreme physical information principle, a general
variational principle which allows one to derive numerous fundamental equations
of physics: Maxwell equations, the Einstein field equations, the Dirac and Klein—
Gordon equations, various laws of statistical physics and some laws governing nearly
incompressible turbulent fluid flows.3! 3%

The Fisher information of single-particle systems has been only recently deter-
mined in closed form in terms of the quantum numbers characterizing the involved
physical state for both position and momentum spaces. These relevant inequalities
involve the Fisher information in a given space (Cramer—Rao) or the conjugate

(Stam) space. They are the Stam uncertainty relations*®

Fp <A(p®),  F, <4(z?) (7)
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and the Cramer—Rao inequalities

1 1
F,>— .  F>-——.
(x?) ")
For a general mono-dimensional system, and with the help of Egs. (7) and (8), we
have that

(8)

F,F, > 4. (9)

Another parameter, that has finding applications in several branches of physics
because of its possible applications in a wide range of area (see Ref. 50 and ref-
erences therein), is the Shannon entropy. This quantity provides analytic tools to
help us to understand correlations in quantum systems, and has been introduced
to measure the uncertainty. Recently, there has been a growing interest in dealing
with information theoretical measures for quantum-mechanical systems. As an al-
ternative to the Heisenberg uncertainty relation (HUR), entropic uncertainty has
been particularly examined. Among the measures of information entropy, Shannon
entropy plays a very important role in the measure of uncertainty, which has been
tested for various forms of potentials. The entropic uncertainty relation, which is
related to the position and momentum spaces, was given by

Sy + S, >D(1+1In7), (10)

where D represents the spatial dimension. This relation is the well-known Beckner,
Bialynicki-Birula and Mycielski (BBM) uncertainty relation.*® Both quantities S,
and S, appearing in Eq. (10) are defined as

+oo

Sp = — / (@) Inf(@) P dx. (11)
+oo

SR / 16(0)? Inl (o) dp (12)

with (x) being a normalized eigenfunction in spatial coordinates and ¢(p) its
normalized Fourier transform. The Shannon information depends on the probability
density corresponding to changes in some observable. The quantities defined by
Shannon have a global character in the sense that they are not very sensitive to
change in the distribution over a small-sized region, and can be used as a measure
of the delocalization.36:37:39,40

The main goal of this paper is to study the effects of the modified scalar product
arising in the energy-dependent Klein—-Gordon oscillator problem. For this, we are
focused on: (i) the form of the spectrum of energy of the one-dimensional Klein—
Gordon oscillator, (ii) the Fisher and Shannon parameters of quantum information
and the corresponding solutions, and (iii) finally, the validity of Stam,® Cramer—
Rao*™*® and BBM*° uncertainty relations for this type of potential.
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This paper is organized as follows. After an introduction, we study the solutions
of the one-dimensional Klein—-Gordon oscillator with an energy-dependent potential
in Sec. 2. In Sec. 3, some discussions regarding the influence of the v parameter on
the Fisher and Shannon information measures are included, and some expectation
values are reported and the related uncertainty principles are investigated. The
results are discussed via various figures throughout the text. Finally, Sec. 4 will be
a general conclusion.

2. The One-Dimensional Klein—Gordon Oscillator with
an Energy-Dependent Potential

2.1. The solutions

The free Klein-Gordon equation is (h=m =w =c=1)

{r* = (B - D}v. (13)
In the presence of Dirac oscillator, (13) becomes®!
{(p+iz)(p —iz) — (B* — D}p(z) = 0. (14)

In the presence of a potential with energy-dependent potential, Eq. (14) changes
into

2 2 2
(]o——l—x—)w(m,E) = {E 1 +1(1+’)/E)}¢(.CL’,E), (15)
2 2 2 2
where the following substitution p, — p, + i(1 + vE)x was carried out, with the
parameter v neither too small nor too big: Equation (15) represent an equation of
a harmonic oscillator in one-dimensional.
The corresponding eigensolutions are

A
Y(z, E) = CpH, (VAz)exp (—§x2>, (16)
E*—2E2 —4n? —4n’yE+1=0, (17)
where A = 1+ ~vE, C,

1 (1+44E)7 1\
o2 — AtaB)yefp v (.1 7
AL Y 2v/1+~F 2
is the normalization constant, and H,, is the Hermite polynomial.
In momentum space, the equation of Klein—Gordon oscillator takes the following

1 02 2 E?4+)-1
(~355 + 23 )00 B) = (i w0, (18)

form:
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Fig. 1. Spectrum of energy E vs. quantum number n for some different + values in both coordinate
and momentum spaces.

Following the same method used above to solve Eq. (15), the corresponding eigen-
solutions can be resume as follows:

Y(p, E) = CAHn(%)eXp(—%>, (19)

E*—2E2 —4n? —4n’yE+1=0, (20)

with

1\2 1 Y 1 !
-—— = g+ 2
(Cn) A IRVE D T 2X3 n 2

being the normalization constant. Equations (17) and (20) are an algebraic equation
of the degree 4 having of the real and complex solutions. The complex solutions
which are not physical, and by the two other real solution.

In Fig. 1, we have plotted the energy E versus quantum number n for some
different ~y values in both {z} and {p} configurations. From Fig. 1, some interesting
results, that are not well commented in the literature, are discussed.

e The asymptotic limits for both form of energies are ﬁ as in the non-relativistic
case. These limits have been reproduced for both cases.

e The modified scalar product is the origin of that the spectrum exhibits saturation
instead of growing infinitely.

e This saturation appears for the high levels contrary to what has been found in
the non-relativistic case.??

e The analytical asymptotic limits are well-depicted.

e The beginning of the saturation starts from a specific quantum number N. This

parameter decreases rapidly when |v| increases slowly.
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Now, we are able to show the influence of the parameter v on the density of proba-
bility pkg. This density, in both position and momentum spaces, are expressed by
the following two equations, respectively® (see also Appendix B):

prc (v B) = v, B)" {28 - 25 Ly, )

~ (28~ 370 ) Wia. B)F. 1)
pra(p, ) = vip. B {26 - 2 o, )

~ {25+ s fee B (22)

In order to represent a physical system, two possibilities, for both coordinate and
momentum spaces, can be made according the sign of pka:

e if pxg < 0, then we have v < 0 for the particles (£ > 0), and v > 0 for the
antiparticles (F < 0),

e now, when we take pxg > 0, we obtain the same conditions for both types of
particles.

Thus, regardless of the sign of pka, we have v < 0 for particles, and v > 0 for
antiparticles. These conditions impose constraints on the energy-dependence for
the theory to be coherent: by this, we mean a theory that have the following prop-
erties: (i) the necessary modification of the definition of probability density, (ii) the
vectors corresponding to stationary states with different energies must be orthogo-
nal, (iii) the formulation of the closure rule in terms of wave functions of stationary
states justifies their standardization, (iv) finally, the operators of observable are all
self-adjoint (Hermitian).

In Fig. 2, we show the influence of the parameter v on the probability densi-
ties for both coordinate and momentum spaces. From Fig. 2, it is found that the
behavior of the maximum amplitude of the pka(p) is contrary to that of pkg(x).
In Fig. 2(a) (left curve), we present the position probability density pkg(x) for
three typical values of v = 0.1,0.3,0.5 for the first excited state n = 1. The curves
are anti-symmetric around x = 0, and the peaks shifted when v increases. These
peaks have approximately the same intensity. In addition, for three levels, we have
two peaks, which have an anti-symmetric behavior. From Fig. 2(a) (right curve),
we have plotted pkg(x) for three values n = 0, 1,2 by choosing v = 0.1. Figure 2
shows that all curves are symmetric around x = 0. Concerning the number of peaks,
we have only one peak for n = 0, contrary to the case when n = 1 which has two
peaks, and n = 2 with three peaks. All peaks are symmetric except the case n =1
which are anti-symmetric.
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(b) momentum space

Fig. 2. Probability density distribution, pxg(z) (a) and pka(p) (b).

Figure 2(b) presents the momentum space probability densities pkag(p.). From
Fig. 2(b), contrary to the case when v = 0.1, which has a very similar situation
as in Fig. 2(a) (right curve), other cases are limited in the specific interval. For
example, x €] — 1, 1] for v = 0.3, and z €] — 2,2 for v = 0.5.

In what follows, (i) we studied the influence of the parameter v on the Fisher
and Shannon parameters, and (ii) we checked the validity of Stam, Cramer—Rao
and BBM uncertainty relations for this type of potential.

3. The Influence of the Parameter v on the Fisher and Shannon
Information Measures

3.1. Fisher information

The Fisher information in one-dimensional Klein—Gordon oscillator with energy-
dependent potential is

F, = /pn(x,E)[dln{pg;x’E)}rdx. (23)
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By using the properties of the Hermite functions, we found that

“+oo
F, = C’i/ 16n*EH? (\/Xx) exp(—Az?)dx

— 00
-

'

I

+oo
+ Cﬁ/ —(16n\E + 8ny)zH? (\/Xx) exp(—Az?)dx

— 00
. /
g

II

+oo
+C2 / (4)\°E — 8n’y + 4'y)\)x2H§(\/Xx) exp(—Az?)dz

— o0
(. /

III

+oo
+C2 / Sn\yz®H? (\/X:L‘) exp(—A\z?)dz

— 00
. J/
a'g

v

+o0
+C2 / —2wiyxtH? (\/Xx) exp(—Az?)dx

. s

v
+oo A2 2H2 \ -\ 2
+05/ — "(@3 SR )da:. (24)
e 2F — 5yx?
VI

The evaluation of different terms gives

I— 0216n2E2”n!\/§ ,

I —0,

2" 1
III — C2(4\2E — 8n2y 4 47)) A" \/§<n - 5),

IV -0,
S m((2n+1)2+42
222"l | = —r 5.
V = —C;27y2"n )\{ 1
The last term

+oo 4,2 2H2 hY -\ 2

VI—>C7%/ = n<fxl)eXp( ") gz
oo E — Jyx?
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is calculated numerically. By adding the results of different terms in Eq. (24), the
final form of the Fisher parameter is then written as

F, = {E . ﬁ (n + %) }_1 {16n2E + {4(1 + yE)E — 8n2y
+4VW}% - 27{—(% +i>2 2 H

1 (144E)7 v 1N\
+ = (n+
2nn! 7w 2V1++FE 2
/+°O v22? H2 (VAz) exp(—Az?)
X
_ E -

1.2
0o 5’73:

dx . (25)

In the momentum space, where

Fo= [ oatp )| 22T, (26)

and after some calculations, we obtain

+oo P p2
F, = C’?l/ 16n*EH? (ﬁ)exp (—T)dp

-~

I

oo 79 AnE 2
ot () )

[\ J/

+oo AE 8 2
+C§/ (ﬁ‘f— Zﬁ)ﬁﬂg

— 00
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When the following terms, which appear in Eq. (27),
I — C216n*E2"n!V \r
II — 0,
s 2 (g N 8n27> 2nnlV/ A (n + 3)

A3 A ’

IV—-0,

Vs 02 272" n!v/ )m{ (2n +1)2 42 }

Al 4

are evaluated, we arrive at the final form of Fisher parameter. This form is written
vy 1\ ! 4E  8n2y 1
_ 2
by {E+2_)\3(n+§)} 16nE+(T+T)(n+§)

2y [(2n+ 1) 42 1 5 1\"!
A S Sl L Bt S M - p+ Z
+A4{ i Ty L 2w\ T2

2

rcm(s)oe(8), .
X/ wh(2EXY 4 vp?) - (28)

as

— 00

The last term is also evaluated numerically.

3.2. Shannon entropy

The position space information entropies for the one-dimensional can be calculated
by using

Sy = — /ng(x,y) In pk(z,vy)dz . (29)

Moreover, the momentum space information entropies are written as
Sp=— /PKG(I%E) In pka(p, E)dp (30)

with pka(z,v) and pkg(p, E) are defined by Egs. (21) and (22).

In general, explicit derivations of the information entropy are quite difficult.
In particular, the derivation of analytical expression for the S, and S, is almost
impossible. We should recognize that it is not easy to exactly calculate Shannon
entropies or the entropic uncertainty relations due to the logarithmic factors in
the integrals. To overcome these difficulties, (i) we use a numerical calculation of
this integral, and (ii) we represent the Shannon and Fisher information entropy
densities, respectively.
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Fig. 3. Fisher information of one-dimensional Klein—-Gordon oscillator vs. v for both coordinate
and momentum spaces.
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Fig. 4. The product FF} vs. v for three lowing-states n = 0, 1, 2.

3.3. Results and discussions

In Figs. 3 and 4, we show plots of F,, F},, and F,F), versus y for three lowing-states
n =0,1,2. As v increases F, decreases (Fig. 3(a)) while F}, increases (Fig. 3(b)).
Nevertheless, the relation F,F, > 4 holds for Cramer-Rao uncertainty products
(Fig. 4). Now, in order to understand these results, we first analyze the behavior of
the standard variances. Recall here that the Fisher information and the variances
are related by the Cramer—Rao inequality:

> L B>l
— Az?’ P= Ap?
In Fig. 5, we have plotted the uncertainty for x, p and the uncertainty principle
for three levels n = (0,1,2) in terms of v. Figure 5 shows how uncertainty for x
can change with the parameter . The treatments of uncertainty in momentum are
shown in the same figure. We can see that Az increases with (i) increasing « for
fixed value of n, and (ii) with the quantum number n for fixed value of . However,
the uncertainty in momentum Ap decreases with (i) increasing ~ for fixed value

F, (31)
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of n, and (ii) with the quantum number n for fixed value of ~. Thus, accuracy in
predicting the localization of the particle increases while the accuracy in predicting
momentum decreases with increasing v for the first three levels n = 0, 1, 2.
According to Fig. 5(a), Ax increases with ~, contrarily to the case of Ap which
decreases when v increases. Thus, in this system the accuracy in predicting the
localization of the particle decreases while the accuracy in predicting momentum
increases with increasing v.41 Also, from Eq. (31), the relation between Fisher
parameter and the uncertainty principle is very close. Theoretically, when Az(AP)
increases, F,(F)) decreases and vice versa. This situation is well-observed in our
case. Thus, the decrease in the F), indicates that the accuracy in predicting position
decreases. On the other hand, when F), increases, that means the accuracy in pre-
dicting momentum increases. Note here that for the intermediate values of v there
is a resemblance in the variation Figs. 3(b) and 5(a). The similarity observed in
this interval does not change our results because we are interested in the behavior
of two following products that give both Heisenberg uncertainty relation (AzAP)

1850033-13



Mod. Phys. Lett. A 2018.33. Downloaded from www.worldscientific.com
by UNIVERSITY OF NEW ENGLAND on 03/04/18. For personal use only.

A. Boumali €& M. Labidi

and its version in quantum information (F,F},). Both the uncertainty relations are
presented by Figs. 4 and 6.

In Table 1, we give the numerical results of information Fisher F, and F), and
their product F, F), with different n numbers and v values. It is clearly seen from
Table 1 that the Fisher uncertainty relation as well as Heisenberg uncertainty re-
lation are satisfied very well in all cases. Particularly, for the intermediate values
of v, F, shows a similar pattern for Ap, but the product AzAp and F,F), verified
the following equations AxAp > % and F,F), > 4.

Figure 7 depicted the Shannon entropy versus v for both coordinate and mo-
mentum spaces. We can see that the Shannon parameter increases in the {z}
configuration, whereas it decreases in the {p} configuration. This behavior is the
same for the particles and antiparticles. Note that with the decreasing S,, S, in-
creases but only to the extent that their sum stays above the stipulated lower bound
of the value (1 + In7) (Fig. 10).

To understand the essential features of the entropies, we focus our study on the
entropy and Fisher densities which are defined by

dIn{pkg(a, B 2
(PF){a} = ng(a,E)[ { Kda( )}} , (32)
for Fisher information, and
(ps){a} = Prc(a, E)Inpxa(a, E), (33)

for the Shannon entropy: {a} denotes the appropriate configuration.?®%-6% These
densities play a similar role to the probability density pkg in quantum mechanics.
The behavior of (pr){q) and (ps)(qy is illustrated in Figs. 8 and 9 for three lowing-
states n = (0,1, 2), and for several values of the 7.

Let us first analyze the properties of the information Fisher densities. In Fig. 8,
we depicted the Fisher densities versus the variable = (or p) for (i) the first level
n = 1 where the parameter v takes the following values 0.1, 0.3 and 0.5, and
(ii) with v = 0.1 and for three lowing-states n = (0,1, 2). For the first case, in the
coordinate space, the density delocalizes in x-space with increasing 7, contrarily
in the momentum case where the density is localized in p-space with increasing
v. The second case shows the Fisher densities versus the variable x (or p) for
v = 0.1, according to the three first levels. In the z-space, the density localize
with increasing the quantum number n. The situation in p-space is symmetrically
inverted compared to the coordinate space, and the argument will be the same as
in the z-space case.

Figure 9 presented the Shannon densities versus the variable x (or p) for (i) the
first level n = 1, where the parameter v takes the following values 0.1, 0.3 and 0.5,
and (ii) with v = 0.1 according to the three lowing-states n = (0, 1, 2). For the first
case, in the coordinate space, the density delocalizes in the same manner where
increasing 7y, contrarily in the momentum case where the density is delocalized in
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Fig. 9. Shannon densities vs. p.

p-space with increasing . The second case shows the Shannon densities versus the
variable = (or p) for v = 0.1, according to the three first levels. In the x-space,
the density delocalizes with increasing n-level where n = 2 is more delocalized
than n = 0. The situation in p-space is symmetrically inverted compared to the
coordinate space, and the argument will be the same as in the z-space case.

Song et al.>” investigated the information entropy for a one-dimensional system
with a schematic “Landau” potential in a numerical way. They have shown that
multi-peak distributions appear in curves of the position and momentum entropy
densities may be a signature of a quantum phase transition. They have found that
the phase transitional behavior of the system can be well expressed by the evolution
of quantum information entropy. This transition has been observed in the curves
of S; and S, where both the quantities present an abrupt variation around the
same critical point. This transition has a nature of a second-order transition. In our
case, despite the existence of multi-peak distributions appearing in Figs. 8 and 9,
there is no probable phase transition for this problem. This result can be argued
by the absence of a significant change in curves of S, and S, versus . Nevertheless
their sum S, + S, for a given n number remain as a constant independent of the
parameter v (Fig. 10).
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Now, we are ready to discuss the HUR and its analogue in the framework of
quantum information. The HUR in quantum mechanics is an inequality between
position and momentum. Precisely, it states that the product of the uncertainties
in position and momentum can be expressed as follows: AzAp > %, that means
that the more precisely the position of the particle is determined, the less precisely
the momentum is known, and vice versa. Rudnicki®” rephrased the Heisenberg
sentence, in the sense related to entropic uncertainty relations, as follows “the more
information we have about the position, the less information we can acquire about
the momentum and vice versa”.

In recent years, new uncertainty principles are introduced, and they are origi-
nated from the information theory. Let us mention that this information-theoretic
quantity and its quantum extension, not yet sufficiently well-known for physicists,
has been used to set up a number of relevant inequalities such as Stam and Cramer—
Rao and uncertainty relations. The Cramer—Rao inequality belongs to a natural
family of information-theoretic inequalities which play a relevant role in a great
variety of scientific and technological fields ranging from probability theory, com-
munication theory, signal processing and approximation theory to quantum physics
of D-dimensional systems with a finite number of particles.%® 73 The Fisher infor-
mation of single-particle systems has only been recently determined in closed form
in terms of the quantum numbers characterizing the involved physical state for
both position and momentum spaces. These relevant inequalities which involve the
Fisher information in a given space (Cramer—Rao) or the conjugate (Stam) space
(Egs. (7) and (8)). For a general mono-dimensional system we have

F,F, > 4. (34)

According to Saha et al.,®® the product F,F, > 4, which is sometimes called a
Fisher information-based uncertainty relation, has often been conjectured to exhibit
a nontrivial lower bound such that for one-dimensional systems. In literature, there
are many quantum systems for which the relation is valid. On the other hand, there
are also an infinite number of counter examples which forward to demonstrate that
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it is not always possible to obtain a universal uncertainty relation as a lower bound
to this relation.?*5

Table 1 shows a numerical result for the uncertainty relation and Fisher in-
formation measure of 1D Klein—Gordon oscillator for the three low-lying states
(n =0,1,2) with different choice of the parameter 7. Following Table 1, we observe

that

e the Stam inequalities, and Cramer—Rao ones are fulfilled,
e the following relation

F,F, >4, (35)

is well-established, and consequently, the Fisher information-based uncertainty
relation (Eq. (34)) for the 1D Klein-Gordon oscillator with energy-dependent
potential holds in our case for three lowing-states n = 0,1,2 (see Fig. 4),

e finally, the sum of the entropies is in consistency with BBM inequality where

Se+S, > 14 In7 ~ 2.14447 . (36)

As seen from Table 1, the BBM inequality and Heisenberg uncertainty relation hold
for the 1D Klein—Gordon oscillator, and the sum of entropies S, + .5, is higher than
(1 +In7) value (Fig. 10). The BBM inequality stipulated that the sum of S, + S,
stays above the lower bound of (1 4 In7). Particularly, we find that the sum of
the S; and S, for the ground state (with 7 = 0) is very close to the limit value
(1 +In7). From numerical results which are shown in Table 1, we observe that the
entropy sum S, +.S, > 1+In7 tends to be saturated to the boundary value defined
by the BBM inequality for the three lowing-states.?®:%6 In conclusion, it is observed
that the BBM inequality is satisfied in all cases for the states displayed in Table 1.
Indeed, an increase in the position entropy is observed for any =, which is enough
to compensate for the reduction in momentum entropy.”* Thus, we can also state
that, as mentioned by Dong®' and Gonzalez,”® “there are no physical states which
violate the BBM inequality”.

Considering Table 1 again, an important result appears for the case of the ground
state n = 0. If v = 0, then Az = Ap = 0.7071 and AxAp, = % which correspond
to the simplest case of the ground state for the Harmonic oscillator. As v increases,
Ax > 0.7071, Ap < 0.7071 and AxAp > %.36 These results show that there exists
the squeezing phenomenon in momentum for the ground state n = 0. In physics, a
squeezed coherent state is any state of the quantum mechanical Hilbert space such
that the uncertainty principle is saturated. Note that such a squeezing effect has
been observed by Dong et al.%!

squared tangent potential well, and by Aguiar et al.5*55 for their study on the Fisher
L36

in studying the quantum information entropies for a

information of quantum damped harmonic oscillators, and finally by Macedo et a
in inspecting the Fisher information and Shannon entropy of position-dependent
mass oscillators. For the other levels, this phenomena disappears. According to the
works of Aguiar and Guedes,® the Fisher information can also be used to study
the squeezing effect in either position or momentum of the systems via Az or AP.
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Finally, we note the existence of a close relationship between Shannon entropy S
and Fisher information F' through uncertainty principle product AzAP. According
to Refs. 54 and 55, we have

1
S>1+In2m— P In(F,F,) = So. (37)
Equation (37) is obtained by using the following equation:36:46:54,55
1

and Eq. (31), where e is Euler’s number. The term Sy appearing in Eq. (37) is
1
So=1+In27 — P In(F,Fp). (39)

This equation indicates that S decreases when F,F), increases. This situation is
well illustrated in Figs. 3 and 7.

4. Conclusion

This work is devoted to energy-dependent potentials. Following Sazdjian,® this type
of potentials leads to the modification of the scalar product,®'%17 which was nec-
essary to ensure the conservation of the norm. In this context, we studied the
physical characteristics of a 1D Klein—Gordon oscillator with energy-dependent po-
tential. We have at first obtained the wave functions and the energy spectra of
the system in an exact analytical manner. The results show that the energy de-
pendence affects essentially the eigensolutions for both particles and antiparticles.
The spectrum exhibits saturation instead of growing infinitely. After that, as the
Fisher information and Shannon entropy depend strongly with the density of prob-
ability, we have tested the impact of the parameter v on these quantities. For this,
the Fisher information and Shannon entropy, some expectation values, and some
uncertainty principles were evaluated. Although the eigenfunctions have been de-
termined analytically, F,, F, , Az, Ap,, S, and S, were determined numerically.
In addition, we have studied the influence of v on Shannon entropy and Fisher
information uncertainty relations, and checked the validity of BBM inequality. The
Fisher parameter versus v for both coordinate and momentum spaces. The case
of coordinate space, F, decreases contrarily, in the momentum space where it in-
creases. For the case of Shannon entropy, we have also plotted these quantities
versus v for both coordinate and momentum spaces. This parameter increases in
the {z} configuration, whereas it decreases in the {p} configuration. We note here
that these behaviors of Fisher and Shannon parameters are the same for the par-
ticles and antiparticles. Moreover, for some values of parameter v, we have shown
that the numerical results in the Shannon and Fisher information are predicted by
the BBM inequality S, + 5, > 1+1Inm, and by the Fisher information-based uncer-
tainty relation. In addition, the discussion about squeezing effect in either position
or momentum show the existence of a squeezing effect in momentum (AP < 0.707).
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In conclusion, the uncertainty relations given by quantum information theory,
can be extended normally to the case of the potentials which depend with energy.

Appendix A. Definition of Fisher Information

The Fisher information (FI) is a way of measuring the amount of information that
an observable random variable y carries about an unknown parameter 6, upon which
the probability of y depends. Let p(y, ) be the probability density function for y
conditional on the value of 8. This is also the likelihood function for . It describes
the probability that we observe a given sample y, given a known value of 6.

The FI in the observation y of a parameter of true value is defined as’®

- ga{58)

Here, p(y|@) is the probability density for observing a particular measured value of
y in the presence of a value of #. The FI is a measure of the amount or the quality
of the information obtainable from the measurement of y.

Now, when we make the following substitutions:

y=s,
where s is an observable state of the system, and

0=s
with (s) being the mean of s, the FI expression of Eq. (A.1) becomes

I(3) = / - (ifs) {p (§;§> }2 . (A.2)

If the system obeys the following shift invariance:
p(s,5) = pls — 5), (A.3)

which means that the fluctuations are independent of the value of 5, then we can
consider that 5 is a constant computed from integrating s over all time, and do not
change the shape of p(s,s). We remark that this shift invariance will not change
the information.

Let us now define a new variable
§=s5—35, (A.4)

with d$ = ds — ds = ds. In this case, Eq. (A.2) transforms into

.2
_ /%{‘@?}2. (A.5)

Here, p(8) represents the probability density for observing a particular value of
the variable 5. The last equation is important because the derivative with respect

to § can be readily evaluated from either data (by finite differences) or models (by
76

analytical differentiation).
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As the subtraction of (s) from s does not affect the calculation, we can use the
variable s instead § and Eq. (A.5) becomes

- [}

with p(s) being the probability density for s. In our case, putting that p(s)|s=. =
p(x) (p(s)|s=p = p(p)) gives both Egs. (5) and (6) in the Introduction.

Appendix B. Modified Product Scalar in the
Klein—Gordon Equation

Let us examine this problem of normalization by considering the Klein—Gordon

equation!6:17
0% 0
AN 2 = B.1
Erel Y +m ¢+V(r zat)w 0 (B.1)
and its complex conjugate
0y 42 O\ .

When we multiplied these two equations with ¢* and 1, respectively, and after a
subtraction we obtain

5 (Vo - v o) + VW I - uve)

ot ot
+zp{v(r, —i%)w*} —zp*{V(r,i%)w} —0. (B.3)
By using
sy =2 [ as st (B.4)

and in order to obtain the continuity equation E+ 8J =0, with j = ¢*VyY -9y Vp*,

we have
o™ 0
g [¢ v 1/) / ds[ r,s { (r —zg)z/)*(r,s)}

—*(r, s){V(r, z’%)w(r, s)}H +V(@*Vy —yVyp*)=0. (B.5)

Here, the density p is written as

=§{w0;i* w2y [ ds|wte ) { Vi (rs)
veafy(mil el -
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As we have

/d3rp =1, (B.7)

fert|ol v [fan [ afown{v(nei)on)
—*(r, s){V(r,i%)w(r,s)}H =1, (B.8)

is the exact expression of normalization.

SO

Putting now

Y(r,t) = /dEaEcpE(r)e_iEt, (B.9)

V¥ (r, 1) = / B @y (r)eHEE (B.10)

we have

ip = z// dE dE' ayag op(r)ph (r) [e‘i(E_E/)t(E’ + E)

e~ i(E—E")t
_ {ﬁ + Cte}{V(r,E’) —V(r,E)}|. (B.11)
Now, if we choose
ag = 0(E — Ep), (B.12)
ag = 6(E — E) (B.13)
and after a limit development of V' with
V(r,E') = V(t,E) + (B —E)%EE) L _E)QaZEgéE) (B4

Eq. (B.11) becomes

ip = Z// dE dE'§(E — Ep)6(E' — Ep)pr(r)el (r){e—“E—E’)t [E’ +E

ovV(re,E) 1, 0*V(r, E) , oV (r,E)
B —E)WJF--} +Cte{(E - B2~
+%(E’—E)2%+m}}. (B.15)
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After integration on F and E’, we arrive at the final result

oV (r, Ey)
p =, (r)pm; (r){2Eo T (B.16)
and the condition of normalization becomes
oV (r, E,
[ @ enps {2 - I 1, (B.17)
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In this paper, we investigate the influence of energy-dependent potentials on the thermodynamic properties of the Klein-Gordon oscillator
(KGO). With the obtained energy eigenvalues, all the thermal properties of the system have been calculated using the well-known Euler-
Maclaurin method. The investigation is extended to the study of the Superstatistics properties of the system. The probabilify( @ensity
follows x? Superstatistics (Tsallis statistics or Gamma distribution) for the system. Under the approximation of the low-energy asymptotics
of Superstatistics, we calculated partition function and other thermal properties of the system. This approximation leads to a universal
parametey for any Superstatistics, not only for Tsallis statistics. By using the desired partition function, all thermal properties have been
obtained in terms of this parameter. Also, the influence of the potentials on the thermal properties, via the parameetes!l discussed.

Keywords: Klein-Gordon oscillator; energy-dpendent potentials; g-calculus formalism.
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1. Introduction ified scalar product arising in the energy-dependent Klein-
Gordon oscillator problem. The reasons are in two folds:

Wave equations such as Setlinger, Klein-Gordon, and ) firstly due to the importance of the Klein-Gordon oscil-
Dirac with energy-dependent potentials have been studiefitor and its numerous physical applications, and (i) sec-
for a long time now. It can be seen in Klein-Gordon andondly motivated by the recent study on the effect of energy
Dirac equations that considering a particle in an external e|ecdependent potentials on the Shannon and Fisher quantities
tromagnetic field [1] arising from momentum-dependent in-in quantum information theory [6]. After studying the nor-
teractions and energy-dependent potentials, one can dedugfy| thermal properties, we will extend our treatment to study
the non-relativistic quantum mechanics, as shown by Greethe Superstatistics and its thermal properties of the system.
[2]. The presence of the energy-dependent potential in manyhe properties of these systems have become a topic of great
wave equations has several non-trivial implications becausgterest in the last few years, and it has found many appli-
of the complex nature of the problems. For instance, theations in several branches of physics (see Ref. [7] and ref-
Klein-Gordon equation is the modification of the scalar prod-erences therein). It is known that Superstatistics is a branch
uct necessary to ensure the conservation of the norm (see &g statistical mechanics or statistical physics that is devoted
pendix A for details). to the study of non-linear and non-equilibrium systems. It is

Following the works of Sazdjian and Formanek [3,4], we characterized by using the superposition of multiple statisti-
observed that the scalar product in the Klein-Gordon equacal models to achieve the desired non-linearity. In terms of
tion must be modified COncerning the usual definition to haVQ)rdinary statistical ideas, this is equiva|ent to Compounding
a conserved norm. This modification of the K|Ein-G0rd0nthe distributions of random variables and it may be consid-
equation leads to some good behavior of the physical propered as a simple case of a doubly stochastic model. Besides
erties for the system. Many authors have investigated thg Superstatistics it is argued that a system where fluctuations
Schibdinger, Klein Gordon, and Dirac equation with energy- of temperature do exist, coarse-grained measurements of en-
dependent potentials. In recent times, Bounedlial., [5]  ergy performed over spatial and temporal scales are larger
studied the influence of energy-dependent potentials on thgyan those defined by the correlation properties of the tem-
thermal properties of the one-dimensional harmonic oscillaperature will yield statistical distributions that can be written
tor using the Euler-Maclaurin approach. To the best of oufzs a superposition of canonical distributions. More precisely,
knowledge, no relativistic case has been reported on the insuperstatistics is a superposition of different statistics such as
fluence of energy-dependent potentials on the thermal progyrdinary Boltzmann factor and the fluctuation of the intensive
erties of the one-dimensional harmonic oscillator. ThereforQ)arameter with inverse temperature_ Therefore’ Superstatis-
the main aim of this paper is to study the effects of the mod-
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tics describes a non-equilibrium system with stationary staterdinary statistical mechanics and generalized statistical me-
and intensive parameter fluctuations. Hfis the energy of chanics for superstatistical systems. Firstly, we will study the
a microstate, the Boltzmann factor in the Superstatistics igffect of the saturation of the spectrum on the thermodynamic

written as, properties for this oscillator in ordinary statistical mechanics,
by and then extend the discussions to the case of generalized sta-
B(E) = /f (8) e PFap, (1) tistical mechanics for superstatistical systems. In both cases,
0 the dependence with the gamma parameter of the partition

whereB (E) is a kind of effective Boltzmann factor for the function, and other thermal quantities such as free energy, to-
non-equilibrium system for the Superstatistics of the systemtal energy, entropy and specific heat have been determinate.
f (B) is the distribution functiong =¥ is the Boltzmann fac-  In our case, we have a choice of a functi(®) following a

tor and E is the energy level for the systenB(E) differs ~ Gamma distribution, which is defined by

significantly from the ordinary Boltzmann factor, which is i
recovered wherf(5) = 6(8 — o). From @), we can recog- f(B) = 1 <ﬂ> .
nize that the generalized Boltzmann factor of Superstatistics bI'(c) \ b

is given by the Laplace transform of the .probabilit'y de,nSi,tywhere 6> 0, c > 1) are real parameters.
1 (8). Although there are many possibilities, certain criteria
must be fulfilled for physical relevant of the system:

=lw

)

This choice is justified by the wider use of its distribution
in the literature. Now, by using the function, we will calcu-

e The probability functionf (3) must be a normalized late at first the generalized Boltzmann factB(,’), and con-
probability density. It may, be a physically relevant sequently the partition function for the systefr(3). With
density from statistics, say Gaussian, uniform, chi-the partition function, all other thermodynamic properties, as
squared (Gamma distribution), log-normal. well as their dependence with the parametewill be ob-

tained.

The paper is organized as follows. We study in Sec. 2, the
thermal properties of the oscillator for the case of the poten-
e The new statistics should reduce to BG-statistics iftials dependent on energy in the framework of the statistical

there are no fluctuations in intensive quantities at all. Mechanics. Then Sec. 3 is devoted to the formalism of Su-

. ) perstatistics. Section 4 will be brief a conclusion.
In this stage, two remarks seem pertinent: (a) although any

f(B) is possible in the Superstatistics approach, in prac- .

tice, one usually observes only a few relevant distributions2- 1he thermal properties of the one-

(i) x2-Superstatistics (=Tsallis statistics), (ii) inversé- dimensional Klein-Gordon oscillator with

Superstatistics, and (iii) log-normal Superstatistics. In our  energy-dependent potentials

case, we will focus only on¢?-Superstatistics or Gamma

distribution: this choice is justified by the wider use of this 2.1. The eigensolutions: review

distribution in the literature. As an example, in blinking

quantum dots, cosmic ray statistics, and various scatterin

processes in _pa_rtlcle phyfslcs. O_ther recent applications of {pz _ (E2 _ 1)}1/) —0. 3)

the Superstatistics are briefly reviewed by Refs. [8,9]. (b)

The applicability of this formalism impose that the Super-In the presence of the oscillator interactio8), lfecomes

statistics formalism can only be applied if you have sufficient

time scale separation in the complex system. Beck and Tsal- {p+iz)(p—iz)— (B> -1)}¢(z) =0, (4

lis [10,11] show the existence of a mapped of the superstatis- - .

tical non-equilibrium system onto an equilibrium system of o explicitly, we write

ordinary statistical mechanics with an average inverse tem- <p2 I2>w( 5) {E2 -1
x’ =

e The integral[,* f (3) e #Fd3 must exist, and conse-
quently, the new statistics must be normalizable.

-(ljhe free Klein-Gordon equation{d = m = w = ¢ = 1) [6]

peratures, = (4. 5T 5
This mapped allows us to say that it is possible to carry
out ordinary statistical mechanics to the Superstatistics of a 4
non-equilibrium system with all the known formulas. Thus,
the seqor_ld task of this work |s_to use the forr_nallsm of Su-_l_0 obtain Eq. 5), we make the substitutiop, — p, +
perstatistics to study the one-dimensional Klein-Gordon os- . - o
. L . . i(14+~E)z, in which the parametery is is the energy-
cillator and calculate the Superstatistics properties of this OSjependent term. then Ecp)(represent an equation of a har-
cillator. This study, to the best of our knowledge, is new, P ' P 9

. ) ni illator in one-dimension. th Ir ndin
novel, and has not been treated and discussed in the avag}oencsgli(t:ioisoare Oiv:ndas ?G]S S
able literature. Finally, this paper will also study the effect of 9 9

the saturation of the spectrum on the thermodynamic proper- o A o
ties of the one-dimensional Klein-Gordon oscillator for both (2, B) = CuH ( )‘x) Xp{=5T |

(1+E) }wx,E). (5)

N —

(6)
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E*—2FE% —4n? —4n’>~yE+1=0, (7)  and (ii) via the method used by the authors [5] which is well

. . L described in their work. Following this, E¢Q)(becomes
with A = /1 +~F , andC, is the normalization constant g ®X

. ) N
Icul foll
and is calculated as follows 7= Z o—BBn Z e~BEn Al levels are
1 (1+7E)T 1\ n=0 =0
2o L A+E) v (L) =
onpl  /w 2y/1+E 2 I
N
Here H,, is the Hermite polynomials. The Eq7)(is an al- in saturations~ Z e—BEn (10)

gebraic equation of degree 4, which has real and complex
solutions. The complex solution does not have any physical
meaning except the real solutions. Therefore, some interes
ing results can be extrapolated directly as follows:

n=0
contribution of few levels
+he first term in L0) is the contribution of all levels until the
beginning of a saturation behavior in the spectrum of energy.
e the modified scalar product is the origin of the spec-The second one is the contribution of all saturation levels.
trum that exhibits saturation instead of growing in-  TO evaluate the partition function, we use the Euler-

finitely, Maclaurin formula [13-18]
o this saturation appears for the high levels contrary to Z f(z) = lf (0) + /f (z) dz
what has been found in the non-relativistic case, 2
o the analytical asymptotic limits are well depicted, B
- Z P, (11)

e the beginning of the saturation starts from a specific
guantum numbetV,,,. These parameters decreasewheresz are the Bernoulli numbers. anff*—1) is the
rapidly when|y| increases slowly. derivative of order(2p — 1) . In statistical mechanics, the

Boltzmann factore=?% is an essential tool used to deter-

mine thermodynamic quantities such as the partition function

Z(B), free energyF(3), total energyU(53), entropyS(S),

and specific heat’(3), for a given system. These quantities

Now, we intend to show the influence of the parameten
the probability density . The probability density is ex-
pressed by the following equation (see Appendix A for de-

) are defined as
al
pKG<x,E>=w(x,E>*{2E—W}W,E>7 F——zinz, U—-27, (12)
1 S onz «C 8%InZ
- (28 30 W @B ® by =70 = @Y

In what follows we will focus our study on the influence of

So thatpk represent a physical system, only two posSi-the parameter; on these quantities for the case of the one-
bilities can exist regardless of the sign pf¢, i.e., either 4 ansional Klein-Gordon oscillator.
pra < 0o0rpge > 0. Thus, as a consequence of this, the

sign of the parametey is negative for particles, and positive 2 3. Results and discussions
for antiparticles (see Ref. [6])
We give our basic results in Figs. 1, 2, 3, and 4, where we
2.2. The thermal quantities in ordinary statistical me-  plot the variation of all thermal functions versus the inverse
chanics via the Euler-MacLaurin formula of the temperaturg for different values ofy. We emphasize
that the behavior of the partition function, specific heat, free
To obtain the partition function from the obtained energyenergy, and entropy are not identical to those obtained for the
spectrum, we adopt the following way, which the partition relativistic oscillators. The reason for this is fundamentally

function 7 is defined by [5]: related to the nature of the interactions of KG oscillator and
- the potential that are linearly depends on the energy consid-
7 Z o~ BEn ) ered here. We must mention that all these results found here

about the thermal properties in our problem can be extended
to the case of 1D Dirac oscillator (both Eqg) é&nd B.8).
were3 = (1/kgT) with k; is the Boltzmann constant and In Fig. 1, we plot the variation of the partition functidh
T is the temperature in Kelvin. Tto calculate this function, concernings for different values ofy. Figure 1 shows that
we adopt two approaches: (i) we first fixed the parameter partition function increases with decreases values.oBe-
and then varied the values ofuntil we obtain the saturation sides the effect of the parameteon the partition function is
phenomena in our spectrum of the energy (E9) 4nd soon, more apparent for nearly high temperatures.

Rev. Mex. . 66 (5) 671-682
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FIGURE 4. Specific heat versuys with different parameters of.

In Fig. 2, we give the variation of the free energyas

a function of the parametef for different values ofy: we 3. Syperstatistical properties of the one-
can see that the free energyhas an upper limit for the low

dimensional Klein-Gordon oscillator with
temperatures. energy-dependent potentials
In Fig. 3 we observe that the entropy decreases with pa-

rameters and has an upper limit for the high temperatures:3.1.
The effect ofy on the entropys is more apparent for the high
temperatures. For the low temperatures, we Have 0.

In Fig. 4 the specific heat', versus the temperature in-

Partition function in Superstatistics

Instead to use the habitual stationary probability distribution

e BE
verse( for different values ofy values have been well de- z (14)
picted. We observe that, for each specific valueypéach T
curve has a peak symmetry around a suitable tempergture B (FE)
The intensity of these peaks increases ascreases. For the p(E) = At (15)
high values ofg we haveC, — 0: the third law of thermo-  with

dynamics is well fulfilled. Z(B)=> B(En),
Now, we are ready to extend our discussions to the case of n

Generalized statistical mechanics for a superstatistical framavhereZ (3) is the normalization constant ef ¥ for a given
work. 0 (or partition function).

Rev. Mex. . 66 (5) 671-682
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In what follows we use thg?-distribution or Gamma dis- of Superstatistics is expressed in terms of the universal pa-
tribution: the probability density function reads as rameters; andg, as follows:

10 =55 (f)me

. L +g() (B ES 4+ ), (22)
Note here that in the superstatistics approach, only a few pos- @® )

sible distributionsf((3) are reIe\gant: ()x>-superstatistics \yhere the functiony(q) depends on the Superstatistics cho-
(=Tsallis statistics), (ii) inversg“-superstatistics, and (i) sen ¢, on the choice off (3). In our case (Gamma distribu-

log-normal superstatistics. In our case, we are focused Offon), g (q) = —(a2/3).

Gamma distribution defined by Eq1@): this choice is jus- Now, due to this universality, Beck [24] introduced a uni-
tified by the wide use of this distribution in the literature: asygrsg| parameterfor any Superstatistics, not only for Tsallis

an example, we can cite the following: in blinking quantum satistics: this parameter is given by the following relation
dots, cosmic ray statistics, various scattering processes in par-

ticle physics [9], one-dimensional Dirac oscillator [7] and the (8%)
thermo-magnetic properties of a system of 2D GaAs quantum = (@2 ’
dots [34]. Other recent applications of the superstatistics are
briefly reviewed by Refs. [8, 25, 26] and references therein. The physical meaning of the parameteés just the coefficient

The integration ovep yields the generalized Boltzmann Of variation of the distributiory (), defined by the ratio of
factor standard deviation and mean. If there are no fluctuatioms of

B(E,) = {14 bE,}"°. 17) & all, we obtairy = 1 as required.
So, according to this approximation, the generalized

Now, according to the following works of Tsallis [19—23], Boltzmann factor, can be rewritten as
the non-extensive statistics of Tsallis defined by the so-called
g-exponential function

B(E,) ~ e *Fr (1+ 2 (8)° 2

ol

(16)

(23)

B(E,) = o~ =1 M1+ (a=1)(B)En)  ,—BoEn

1 a a .
;P =1+ (@~ 1) GE) ™, (18) x (1 +5 (0 B -5 (BB + ) (24)
with the g-exponential function is defined by [22, 23] with a = ¢ — 1. The zeroth-order approximation @ (E,, )

. corresponds, as is expected, to the “pure” Boltzmann statis-
1+(1-g)z) =7 0<g<1 tics

eq (.%') = (x ( ) ) 9 (19) 7<ﬂ)E
e g=1 B(E,) ~e€ i (25)

and where the parameteiis the index of non-extensive sta- 3.2. Generalized statistical mechanics for superstatisti-
tistical mechanics: if we identif¢ = 1/¢ — 1 andbec = S cal systems

whereg,
As we know in statistical mechanics, the habitual Boltzmann

Bo=(B8) = /@f (3)dS = be, (20) factor e PP is an essential tool used to determine thermo-
) dynamic quantities such as the partition functié(3), free
energyF(53), total energyU (3), entropyS(5) and specific

is the average of,, Eq. (17) becomes the generalized Boltz- neatc(3), for a given system. These quantities are defined
mann factorf(1 + (¢ — 1) (8) E,) =/~ Y] of non-extensive 4

statistical mechanics. In this case, EQ.7)(is transformed

i 1 oinz
into R [t 26
B(E) = e, P)1En, (21) >
q S :InZ—ﬁaan, c :ﬁ26 InZ. @7)
kB 8ﬁ kB aﬁQ

Note here that in the limit wherg¢ — 1, we recover both (i)
the habitual exponential function and (ii) the ordinary statis-Recently, a remark about the validity of the applicability of
tics mechanics. the Egs. 26) and @7) to the case of Superstatistics seems
In our case, to seek simplicity, we use the approximatiorimportant has been treated. To extend all well-known formu-
of the low-energy asymptotics (for more detail, see Ref. [7]).lae of normal statistical mechanics to the case of Superstatis-
This approximation represents the leading order correction ttics, are restricted by the following conditions; First, Super-
ordinary statistical mechanics in our system with temperaturstatistics is characterized by using the superposition of mul-
fluctuations for small values of the enerfjy More precisely, tiple different statistical models to achieve the desired non-
the low-energy asymptotics behavior is universal: that meanbnearity. In terms of ordinary statistical ideas, this is equiv-
that the generalized Boltzmann factor for a different choicealent to compounding the distributions of random variables.
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More precisely, Superstatistics assumes that the correct en- Although the superstatistics is a non-equilibrium process,
semble is not canonical, but a superposition of canonical erthe authors (i) do not give the arguments of the validity of ap-
sembles at different (inverse) temperatures weighted by a faglicability of habitual law thermodynamics in superstatistics
tor f(B). So, the Superstatistics denoted by symB¢F),  for their case, and (ii) they have not used EG0)(in their
allows the infinite types of system’s distribution with respectcalculations.

to E, once the fluctuating distributiofi(3) is given. This Now, when we starting with the following generalized
factor is based on three crucial premises; (i) a system is partBoltzmann factor defined by E24), the partition function
tioned into cells that can be considered to be reached an equs

librium locally, which is characterized by a singk (ii) its

statistical factor is Gibbsian and (iii) the separation betweenZ = Z B(E,) = Z e
two time scales is adequate, that is, the time for approach- n n

ing to each local equilibrium state is much faster than that for a, 2.5 G 3 3
varying f(/3). This last criterion means that the framework of ~ * 1+ 9 (B) B — 3 (8) En) J
the theory of Superstatistics regards the existence of tempo-

BYEn

rally local equilibrium within each of the cells that subdivide a, o d a® 3 = (3)En
a non-equilibrium thermodynamic system. Thus, this formal- . 2 C d(B)? i 3 (B) d {8y Z € D
ism can only be applied if we have sufficient time scale sep- =0

aration in the complex system, so that the system has enough a, .o d? a®, 5 d°

time to find local equilibrium in the local cells with a given - 92 () d <ﬁ>2 + 3 () d <ﬂ>3 ‘< (31)

B. In the local cells, local equilibrium statistical mechanics

is then valid for the giverB in that cell (for more detail see To evaluate this partition function, we calculate at first the
Ref. [7] and references therein). In conclusion, and followingterm Z with the same method used above. Thus, we found
these arguments, it is possible to do ordinary statistical mefhat

chanics for this superstatistical non-equilibrium system, with

all the known formulae such as described by Edk2 gnd Z((B) = (1 4 a ([3)2 a? I f <ﬁ>3 & )

13)). Note here that some recent theoretical developments,
in the context of the theory of superstatistics, have used the

known formulae of normal statistical mechanics in their in- _
- . : . X Z e~ (B)En (32)
vestigation on some problems in physics [27-33]. Their re- —~
sults can be accepted only in the framework of the above N
arguments about the applicability of the habitual thermody- CenitibuiioniGhISWIEVERS
namics laws in the superstatistics formalism. So, Z is an essential tool used to determine thermodynamic

In the recent paper of Castaet al [34], the authors used  quantities such as the partition functich(3), free energy
the g-algorithm of the g-calculus formalism [22, 23] to dis- (), total energyl/(3), entropyS(3), and specific heat

cuss thermo-magnetic properties of a system of 2D GaAg:(3), for a given system. These quantities are defined by
quantum dots. Here we can mention two remarks about thigeplacings by (3) in Egs. (L2) and (L3).

formalism:

e When we use a g-logarithm, the algebra of our problem3'3' Results and discussions

is deformed, and it follows the theory of g-calculus for- Now, after this discussion abow26) and @7) in the case of
malism with the following g-sum and g-product defini- the Superstatistics formalism, we are ready to discuss our nu-
tions [22,23] merical simulations found. In our case, we concentrate only
on the main function, such the entropy, and the specific heat
to seek the existence of saturation and the nature of this satu-
ration.
r®y=z+y+(1—q)zy. (29) Our basic results are plotted in Figs. 5, 6, 7 and 8, in
these figures, we plot the variation of the entropy and the

¢ Following this algebra, the-derivative definition, in  specific heat versus the inverse of the temperafui@ dif-

the framework of thej-calculus formalism, is given ferent values ofy and q: recall that these parameters denote

z®y=(z"""+y' -1, (z>,y>0) (28)

by [35-39] the parameter of the dependence of the potential with energy
and the parameter of deformation respectively.
_ f@) - f(Q1y) Besides these figures are subdivided into four canvas fol-
Dyf (z) = ;E{L e lowing the choice of the parameter Here we have selected
- q

four values ofy < —1 [6], which correspond the case of
— {1+ (=g} df (x) (30) particles ¢ > 0). Each canvas is presented and specified
¢ dx by a value of the parameter. It contains the curves of the
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FIGURE 6. Thermal quantities of 1D (KGO) foy = —0.3 and for different values af.

entropy and the specific heat for different values of the pa-
rameter of deformation. We emphasize that the behavior of
these functions is not identical from canvas to another.

Now, from these canvases, three remarks can be made
about the influence of both parameterandq on the ther-
mal properties of our oscillator:

e From canvas to another, we can see that the number
of Gaussian-like shape in specific heat curves is differ-
ent. For a specific value of the parametewe observe
that (i) these curves have a peak symmetry around a
suitable temperaturg, (ii) the intensity of these peaks
increases ag decreases and (ii) finally, they appear
wheng — 1. Also, the number of these peaks de-

creases whefy| increases, and they increase when
decreases: in our case, we have a maximum number of

these peaks whepn= —0.1.

e These peaks correspond to the phenomena of satura-

tion that appear in the case of the problems with the
potentials dependence energy. In this context, we note
that the observation of peaks in the curves of specific
heat indicates that there are a small number of discrete
energy levels dominating the behavior of our system
in question. This behavior is due essentially to the de-
pendence of the potential of our oscillator with the en-
ergy: as argued in [5], this situation is very similar to
the case of Schottky peak (Schottky anomaly) which
is a broad maximum in the specific heat observed in
systems with several discrete energy levels, and not a

phase transition.
Contrarily to the non-relativistic limit( see Ref. [5]),
the limit of specific heat is equal zero only in very

high-temperature§3 — 0). In very low-temperatures
(8 — o), for different values ofy, this limit depends
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FIGURE 8. Thermal quantities of 1D (KGO) foy = —0.7 and for different values of.

on the value of the parameter Whengq is aroundl,
we obtain the well know third thermodynamic law.

On the other hand, in the range of high temperatures
(6 — 0), we haveC' — 0 : this situation, for all can-
vas, can be argued to the existence of saturation of
spectrum of energy for this type of potentiak., the
energy-dependent potential. So, all curves, exhibit a
transition phase between the growth phase, and the so-
called saturation phase. In our best knowledge, this
phenomena do not treated and discussed in the litera-
ture.

Recently, the superstatistical of the one-dimensional Dirac
oscillator has been well studied [7]. Although arguments of
the validity of applicability of law thermodynamics in su-

perstatistics for both Dirac and Klein-Gordon equations are

the same, the difference is very clear. The reason for this is
twofold:

e This study in question is devoted to the case of the one-

dimensional Dirac oscillator describing fermionic par-
ticles without energy-dependent potentials.

Although the eigenvalues of one-dimensional Dirac
oscillator with energy-dependent potentials have the
same form of energy as those for our considered case,
the situation is not the same: the probability density, in
this case, is given by [3]

- oV
p=17° (16.E)¢-

which is a spinor, not a scalar. This definition is very
different from the case of the Klein-Gordon equation

(33)
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(see Eq. A.17)), which describing the bosonic parti- Appendix
cles.
A. Modified product scalar in the Klein-Gordon

In conclusion, in order to understand well the influence of theequation

parameter of; of our Superstatistics formalism on the ther-

mal properties of our oscillator, we choose the lowest valueb€t us examine this problem of normalization by considering
of the parametes. This parameter contains all information the Klein-Gordon equation [3]

about the potentials which depend on energy.

Oa A¢+mw+V( 6)@!)—07 (A1)
o at
4. Conclusion and its complex conjugate
821/1*

In this work, we studied the influence of energy-dependent
potentials on the thermodynamic quantities of a one-
dimensional Klein-Gordon oscillator. The variation of theseWhen we multiply these two equations multiplied by and

functions vsg have been given in the figures. We have ob-
r ly, and after r n n
tained the variation of thermal functions such as the free en¢ SR D]

— AP+ mPy* +V< t>¢*—o (A.2)

ergy, the entropy, and the specific heat withand also dis- o Lo . i}
cussed the results for high temperatures for different values ~ 5; <¢ - " ) V (Vi —pVyT)
of 4.

VAIso we considered the Su isti isti 0 *

, perstatistics of the statistical + {V (r, —z> ¥ }

mechanics of 1D-(KGO). We derived, by using the form of ot
the energy spectrum of this oscillator, the partition function 9
of our problem in question. In the framework of the applica- —¢ { <7' 'S > ¢} =0 (A3)
bility of this formalism, which imposes that the Superstatis-
tics formalism can only be applied if you have sufficient time By using that
scale separation in the complex system. So, we show the ex- P f
istence of a mapped of the superstatistical non-equilibrium ft) = pr /dsf( ), (A.4)

system onto an equilibrium system of ordinary statistical me-
chanics exists. This mapped allows us to tell that it is possiblend to obtain the continuity equati¢fp/0t)+(95/0x) = 0,
to do ordinary statistical mechanics for this superstatisticalvith 5 = *Vy — ¥ Vy*, we have

non-equilibrium system, with all the known formulas.

In our case, we have used (i) this mapping to determinate [w o W* 871/’ + d
the Superstatistics of our problem in question, and (ii) choice ot
a functionf () following a Gamma distribution which is de- 9
fined by Eq. 2). Now, by using this function, we have cal- X [1# (r,s) { ( J ) P*(r 5)}

culated at first the generalized Boltzmann facl®(,E), and 5
consequently the desired partition function for our problem * .0
Z (8). According to this function, all thermodynamic prop- —v () {V (“a > v 8)}”
erties such as mean energy, Helmholtz free energy, entropy, " o
and the specific heat have been determinate: as a result we e ACAL A S (A.5)
observe that phenomena of saturation in the curve of SP&3ere the density is written as
cific heat appear only in the lowest values-ofin our case
~ = —0.1) and when the parameter of our Superstatistics for- .
malismg — 1. Finally, the limit of specific heat is equal to {¢6¢
zero only in very high-temperaturgs — 0. In very low-
temperatureg — oo), for different values ofy, this limit
depends on the value of the parameteiVhenq is around [ r,5) {V <r7
1, we obtain the well-known third thermodynamic law. In the 95
range of high temperaturé¢s — 0), we have(C' — 0). This {

Vir,i— >

w*

o |
ot

> )
situation, can be argued to the existence of saturation of the Y(r S)H } (A.6)
spectrum of energy for this type of potentigg,, the energy-
dependent potential. So, all curves, as in the non- relatlwstuAs -
limit, exhibit a transition phase between the growth phase and 5
the so-called saturation phase. d'rp =1, (A7)
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SO

/d?’r% [z/;ag’: —zp*%—f +/tds/tds

. [w s {Vir =iz v

— P (r,s) {V(r,z’aas)@b(r, s)}” =1, (A.8)

is the exact expression of normalization.
Putting now that

v (r,t) = /dEaEgoE (r) e_iEt, (A.9)
Y (1) = / dE'ay pp™ (1) et (A.10)
so we have
ip= i//dEdE/a*E,aEgoE (r)or™(r)
% [ei(EE’)t (E’+E)
- e—i(E—E’)t e
E' —F
x{V(r,E')=V (r,E)}|. (A.11)
Now, if we choose that
ag =90 (E — Ey), (A.12)
apr = (5 (E/ e Eo) y (A13)
and after a limit development 6f with
V(r,E')=V (r,E)+ (E' —E) M
OF
1 ’ 2 82V (T‘, E)
+ 3 (F'—F) 252 + sy (A.14)

Eq. (A.11) becomes

ip=i [ [ dBAE'S (B~ E0)3 (B - Eo)o (r)our” (r)

ov(r,E) 1

—i(E—E")t | g _ e
X e E'+FE 95 3 (F'—F)
0%V (r,E) y oV (r,E)
—m T } + Cte{(E —E) =
1 ’ 2 82‘/ (7’, E)
+5 (B —EB) —m— (A.15)

After integration onE andE’, we arrive at the final result

N oV (r, E
P = PE, (T) PE, (T) 2E0 - M 5 (AlG)
0E,
and the condition of normalization becomes
aV (r, E
/d?’rcpEO (r)or,™ (r) {2EO_8(EOO)} =1. (A.17)

B. The eigensolutions of 1D Dirac oscillator with
energy-dependent potential

The free Dirac equation is:
[ (p — iM°z) +1°] ¥ = Ev.

where) = /1 +~vE, a = o, andy" are the Dirac matrices.
These matrices are given by

0

= :

(01 o_ (1
Og = 1 O y V=0 = 0

From (B.1) we get a set of coupled equations as follows:

(B.1)

(B.2)

(Pz — iAz) 1 = (E + 1) o, (B.3)
(Pz +iAx) b2 = (B — 1) 1. (B.4)
Using B.4) we have
_ (pac - ZA-%')
Py = ErD (A (B.5)
Putting 8.5) into (B.3), we get
(ps +iAx) (pr — iAT) Y1 = (E? +1) ¢y (B.6)

In the presence of a potential with energy-dependent poten-
tial, (B.6) changes into

2
P 1y
<2 +2/\x>w1(x,E)

(B )

the Eq. B.7) is the standard equation of a harmonic oscillator
in one-dimensional. The energy levels are well-known, and
are given by

(B.7)

E* —2E? —4yn’E —4n®> +1 =0, (B.8)
and the wave functions is

Y1 (z, E) = C,H, (\/Xx) exp (—2172) . (B.9)

The total associated wave function is

1
V(T E)=Cn | (po—ira)
(E+1)

x H, (ﬁx) exp (—2#) (B.10)
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where(C,, is the normalization constant, ardl, is the Her-
mite polynomial

c? = g<2%! <1 % <n+;)> + (%)2
(- (o-1))) . e
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Abstract

In this paper, we focus, at first, on the exact solutions on the one-dimensional Dirac
oscillator with the energy-dependent potentials. Then, the influence of these solu-
tions on the Shannon entropy and Fisher information, well-known in quantum
information, has been studied. In this direction, we concentrated on the determina-
tion of the position and momentum information entropies for the low-lying states
n=0,1,2. Some interesting features of both Fisher and Shannon densities as well as
the probability densities are demonstrated. Finally, the Fisher uncertainty relation,
Stam, Cramer—Rao and Bialynicki-Birula—Mycielski (BBM) inequalities have been
checked and their comparison with the regarding results have been reported. We
showed that the BBM inequality is still valid in the form S, + S, > 1 + Inz.

Keywords Dirac oscillator - Energy-dependent-potentials - Fisher information -
Shannon entropy

1 Introduction

Wave equations with energy-dependent potentials are known since the early
days of relativistic quantum mechanics. They appeared (1) in the case of rela-
tivistic quantum mechanics with the Klein-Gordon equation for different situa-
tions [1, 2]. In the non-relativistic quantum mechanics case, they arise from
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momentum-dependent interactions [3], in the case of the Pauli-Schrodinger equa-
tion [4, 5], and finally with the problems that are studying nonlinear effects [6].

A Hilbert space formulation of the relativistic quantum mechanical two-body
problem was studied by Rizov et al. [7]. The authors have mentioned that the
habitual scalar product is not appropriate for the space of states describing the
center-of-mass relative motion of two relativistic particles whose interaction is
given by an energy-dependent quasipotential. They derived an algorithm for a
perturbative calculation of the energy eigenvalues in the case of a general energy-
dependent quasipotential. Thus, the presence of the energy-dependent potential
in a wave equation has several non-trivial implications. The most obvious one is
the modification of the scalar product, necessary to ensure the conservation of
the norm. This modification can modify some behaviors or physical properties
of a physical system [8, 9]. The authors have studied the properties of the wave
equations with an energy-dependent potential were investigated, together with the
necessary conditions to be imposed for such a theory to be coherent. By this, we
mean a theory that has the following properties: (1) the necessary modification of
the definition of probability density, (2) the vectors corresponding to stationary
states with different energies must be orthogonal, (3) the formulation of the clo-
sure rule in terms of wave functions of stationary states justifies their standardiza-
tion, (4) finally, the operators of observable are all self-adjoint (Hermitian).

Recently, the study of energy-dependent potentials (in both relativistic and
non-relativistic regime) has given rise to great interest in the literature: as an
example, we can cite the following: (1) the exact solutions of Schrodinger equa-
tion in one and three dimensions [10, 11], (2) the study of the D-dimensional
Schrodinger equation [12, 13],(3) in the case of a many-body system [14]. (4)
for both Harmonic and Klein-Gordon oscillators in one dimension [15, 16], and
finally (5) in other interesting related works [17-21].

The relativistic harmonic oscillator is one of the most important quantum sys-
tems, as it is one of the very few that can be solved exactly. The Dirac relativistic
oscillator (DO) interaction is an important potential both for theory and applica-
tion. It was for the first time studied by Ito et al. [22]. They considered a Dirac
equation in which the momentum p was replaced by p — imfor, with r being the
position vector, m the mass of the particle, and @ the frequency of the oscilla-
tor. The interest in the problem was revived by Moshinsky and Szczepaniak [23],
who gave it the name of DO because, in the non-relativistic limit, it became a
harmonic oscillator with a very strong spin-orbit coupling term. Physically, it can
be shown that the DO interaction is a physical system, which can be interpreted
as the interaction of the anomalous magnetic moment with a linear electric field
[24, 25]. The electromagnetic potential associated with the DO has been found by
Benitez et al. [26]. The DO has attracted a lot of interests both because it provides
one of the examples of the Dirac’s equation exact solvability and because of its
numerous physical applications [27-32]. Finally, Franco-Villafane et al. [33] have
exposed the proposal of the first experimental microwave realization of the one-
dimensional DO.

In the present work, we will focus on the following points:
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e First off, we study the effects of the modified scalar product on the eigensolu-
tions of the one-dimensional Dirac oscillator. This effect is a consequence of
the presence of the energy-dependent potential.

e Then, we seek the possibility of the existence of the phenomena of saturation
well observed in the case of the 1D Klein-Gordon oscillator [16]. This satura-
tion will have a direct impact on the density of probability of the 1D Dirac
oscillator.

e Finally, we discuss the effects of saturation on a concrete case concerning the
two well-known parameters in quantum information: these parameters are the
Fisher information and the Shannon entropy. The reason is that these quantities
depend strongly on the density of probability as we will see in the Sect. 3.

The information theory is a branch of mathematical physics that deals with the
quantification and storage of information with a view to using them for communica-
tion purposes. Studies in information theory are particularly important because it
is widely believed that observable physical effects are expressions of information.
The Fisher information is a quality of an efficient measurement procedure used for
estimating ultimate quantum limits. It is a measure of intrinsic accuracy in statisti-
cal estimation theory. The investigation of properties and applications of Fisher’s
information measure to diverse problems in theoretical physics is mainly due to the
pioneering work of Frieden et al. [34—39] who have unveiled the manifold physical
applications of Fisher information. Finally, one important feature of the Fisher infor-
mation is that it has a local character due to the gradient operator [40-54].

Besides the Fisher parameter, we can cite another pertinent quantity called the
Shannon entropy. This choice is justified because of (1) its possible applications in a
wide range of area, (2) it provides an analytic tool to understand well the phenomena
of correlations in quantum systems, (3) it has a global character in the sense that
they are not very sensitive to change in the distribution over a small-sized region and
can be used as a measure of the delocalization, and (4) finally it has been introduced
to measure the uncertainty [53]. In our case, the principal goals of introducing this
parameter are because these parameters depend strongly on the probability density.

In this stage, the aim was to build an example with analytical solutions if possi-
ble, in order to get acquainted with the effect of the energy dependence of the poten-
tial. For this, we are motivated to study this effect on (1) both Fisher and Shannon
parameters and (2) the validity of Stam uncertainty relations [50], Cramer—Rao ine-
qualities [51], the Fisher uncertainty relation, and the (BBM) inequalities.

In conclusion, our strategy to reach these goals is recapitulated in the following:

e Firstly, we will study the influence of the energy-dependent potentials on the
one-dimensional Dirac oscillator. Especially, we seek the conditions that may be
imposed on the parameter y in order to have a positive probability density.

e Secondly, the Shannon entropy and Fisher information of this system will be
investigated.

e Finally, the validity of the three uncertainty relations such as Fisher uncertainty
relation, Stam, Cramer—Rao and Bialynicki— Birula— Mycielski (BBM) inequali-
ties will be tested.
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This article is organized as follows. After an introduction, we will study the solu-
tions of the one-dimensional Dirac oscillator with an energy-dependent potential
in Sect. 2. Section 3 is devoted to studying the influence of the parameter y on
both the Fisher and Shannon information measures. Finally, Sect. 4 will be a gen-
eral conclusion.

2 The Solutions in Both Space and Momentum Representations
2.1 In Coordinate Representation {x}

The (1+4+1)-DO with an energy-dependent potential 1is written as
(h=m=c=w=1)

{co.(p, —idr’x) +v°}y = Ey, (1)

withA =+/1+yE,yw = (1//1 Y, )Tand

01Y. o 10
"x=<10>” =“z=<0—1>’ 2)

are the Pauli matrices [55].
Using Eqgs. (2), (1) becomes

(Px = iAx)yy = (E+ Dy, 3)
(p, + idx)w, = (E — Dy,. 4)
From Eq. (4), we have
B (px S iﬂx)
V1= "Ern )

Putting Eq. (5) into Eq. (3) we obtain

(px + izlx) (px - izlx)t;/l = (E2 + 1)1;/1, (6)

or

2
D A2
(Ex ¥ Exz)% = ey, ™)
where € =

Eq. (7) is the standard equation of a one-dimensional Harmonic oscillator
where the eigensolutions can be written as [56]

E?—1+1
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EZ—1+4 1
=~ 2 *ty 8
v (x, E) = Can<\/zx> exXp <_%x2)’ )
The total associated wave function is
1 A,
v, E)=C,| (p-it) H,(\/Ex) exp (——x >, (10)
—_ 2
(E+1)
with
> —1
Z_Q noa(1_ l Znﬂ =1, (1 - 2 _l
€= N> 2 ”'(1 2,1<"+ 2>>+((E+1) 27 1)'(1 2@(" 2))

is the normalization constant and H,, is the Hermite polynomial.
By Substituting the expression of A = 4/1 + yE into Eq. (8) we get the following
equation of the eigenvalues

E*—2E* —4yn’E—4n* +1 = 0. (11)

Eq. (11) represents an algebraic equation of the degree 4 having of the real and com-
plex solutions. The complex solutions are rejected because they are not physical and
we only consider the real solutions.

Now, we are ready to extend our study to the case of momentum representation.

2.2 In Momentum Representation {p, }

In this representation, the one-dimensional Dirac oscillator is written as [56]

1 0? 1 , E?—1+4
_ 4 — ’E — _— ,E.
< 297 2/12px>w1(p ) < 3P >w1(p ) (12)

Following the same procedure used in the coordinate representation, the correspond-
ing eigensolutions can be resumed as follows: the total associated wave function is

t/f{(p,E)>

V(. E) (1

w(p,E) = <

with

2
v (p.E)=C pH,[ 2= Jexp (-2 ), (14)
1 n ﬁ 24
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2n\/_ p P’
lljz(p E) = (E+ 1 n— (7)6)(]_3 <__> (15)

Here

2 -1
e A e D) () o 5603
(16)

1s the normalization constant and H,, is the Hermite polynomial.
As we know, the spectrum of energy does not depend on the configuration that
the problem has been solved. So, the expected form of our energy spectrum is

EY—2F® —4yn’E —4n* +1 = 0. (17)

The same general conclusions regarding Eq. (11) are drawn here as well.
In what follows, our principal aim is to discuss the influence of the parameter y
on (1) the spectrum of energy and (2) the density of probability.

2.3 Results and Discussion

At first, we show, in Table 1, the expression of normalization constant for low-lying
statesn = 0, 1, 2 in both {x} and {p} configurations.

After this, we have plotted the energy E versus quantum number n for some dif-
ferent values of y In Fig. 1. From this Figure, some interesting results are recapitu-
lated as follows :

Table 1 Expression of normalization constant for low-lying states n =0, 1, 2

n C2
n

0

5
—
p—

I
=

K
|

8IS
VN
VN
|
Ll
N—
+
—
I
\_/
/_\
|
£~
N—
N————
|

2 %<8—ﬂ+<<—a>< —z—;>>”

n c}’f

’ A1)

1 22 (v 2)+ (2B) (1 5))
2 (302 2(25) (4 2))
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Fig. 1 Spectrum of energy E versus quantum number # for some different y values in both coordinate and
momentum spaces

e The direct impact of the energy-dependent potential is the appearance of the phe-
nomena the saturation of the spectrum of energy for the case of particles, contrarily
to the case of anti-particle where the energy has grown to infinity. This impact is
shown by the modification of the scalar product.

e In the case of particles, the asymptotic limit form of energies is ﬁ: this limit has

been also obtained in the case of non-relativistic Harmonic oscillator [6, 8]
e Finally, the beginning of the saturation starts from a specific quantum number
Nmax: this parameter decreases rapidly when |y | increases slowly.

Now, we will focus on the influence of the parameter y on the density of probabil-
ity of the system in question. This density must be modified in order to guarantee
the validity of the continuity equation(see Refs. [5, 6, 8]). To do this, we construct
Fig. 1. The role of this Figure is to obtain the constraint on the parameter y that
leaves our probability always to be positive. After this, we discuss its influence on
both Fisher and Shannon information. Thus,

e In the {x} configuration,we have

mLm=WmmWO—§£Wuﬂxwmwmm=wﬂmmw. (18)

The final form of p(x, E) is written as

2nﬁ :

1
pee.E) = (1= 57 )Juice B) + i ) VB (19)
with
v, (x,E)y=C,H,_, (\/Zx) exp <—§x2>. (20)
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In order that p(x, E) represents a physical system, the density has to be positive defi-
nite: this constraint leads to the following relation

(1 _ %yx2> > 0. 1)

As a result, we have y < 0. Fig. 2a has been constructed by regarding this condition
on the parameter y. It shows the probability density distribution in both coordinate
and momentum spaces for different values of n and y.

e Now, In momentum space { px}, equation of density is given by

o, B) =y (p. E°(1 - ‘;—g)w’@, E), withiy” (x, E) = y'* (x, E)y", 22)

or the final expression is written as

Znﬂ ’

Yy 2 2) 2
p(p,E)=<1+ P, @, E) + v, (P, E) |, (23)
274 ! (E+1) !
with
L e L P e e
05F 1
04} <
S AN
- _o3p Y \ ’ v ]
3 z ! IIA‘ \\\ II' ; \\\ : )
02f S0 \ / SN ]
oy 1 \ ot k N 1
/ " A | R : \ "
- / ) RN A B \ \ 1
0.1} B / PG S, \ \ 4
R - " N ]
II \\

R o]
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X X
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Fig.2 Probability density distribution in both coordinate and momentum spaces for different values of n
and y
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v|(p.E)= C,H,_, < \/p_> exp (—%) (24)
o E

Following Eq. (23), it seems that it is difficult to obtain a condition on the parameter
y similar to the case of coordinate space. To overcome this difficulty, we have plot-
ted Fig. 2b. From this figure, we can see that the parameter y is negative (y < 0),
and it is restricted to an interval. In our case, for three low-lying states n =0, 1, 2,
we have the following interval: —0.3 <y <0, -02<y <0 and -0.14 <y <0,
respectively. So, regardless of the sign of p, we have two conditions: (1) y < O for
coordinate space, and (2) restricted values of y for momentum space [11].

Now, we are ready to discuss the influence of this parameter on both Fisher and
Shannon information measures well-known in quantum information.

3 The Influence of the Parameter y on the Fisher and Shannon
Information Measures

3.1 The Fisher information

3.1.1 In the Coordinate Representation {x}

The Fisher information of one-dimensional Dirac oscillator in the presence of the
energy-dependent potential reads as

2
s dl LE
F, =/ p,(x, E) [M] dx. (25)

© dx

Using Eq. (19) and some properties of the Hermite functions, Eq. (25) is trans-
formed into
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F.=1+II
oo 4n’(n— 1A
/ —(164 + 89)Vax( n + “Er w, (x, E)yr, (x, E)dx
+ il
e 4n? A
/ 4y + 4,1),1x2<1 + T >1//12(x, E)dx
+ v (26)
oo 4n’*(n —1)A
/ 8]//1\/;)63 (n + ’1(E(+1)2)>W1 (x, E)y,(x, E)dx
+ 1%
+00 2
/ —2y A%x* <1 + (E4:l- f)z )1//22()6, E)dx.
+ VI

The first two terms in Eq. (26) which are given by

4n* A
. /+oo y2x2<1 + (Efr—l)2>l//12(x, E)

0 _ 1 2
(1-5r)

2
+00 16(1 - %7}62)/1(11 + 4’?:;2”) wi(x, By (x, E)
I = /

dx

dx

2 4n2 ) 2
o (v ) + 22 ) )
are calculated numerically. The other are written as

C2(16A + 8y)\/x { An2 4
= - n—1)
V2 (E+ 1)

2"2(n — 1! + n2" n! } 27)

C2(4y +4)\m (/. 202" (n - 1)!
V= y:r/z ”{(2n!<n+%)>+4”’1(2+(f)2 D’(n—%)}, (28)

8C2y /7 | 42422 = 1)(n = D)) <n - %)

1%
VA (E+1)

+n2”_1n!<n—%> . (29)
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2y\/xC? { }
— 1) ony) .

V2
(30)

Now, by adding the results of different terms in Eq. (56), the final form of the Fisher
parameter is written as

Qn+172+2
4

4n2/12” lm=D!'[Qn=1D+ 1> +2
(E+1)° 4

VI = —

F o=I1+1II
4n? A —1)2"2(n— 1)!C?
+ 2 V2 Clll) ”{8y<n— 3) —(16/1+8y)}
VAE +1)? :
\/rC?n2" ! 1 \rC22"n! 1 Qn+172+2
+ T{Sy(m— 5) —(16,1+8y)} + 7 {(4y+4/1)<n+ E) —2y T] }
_ 2yﬁcﬁ{2nn'[(2n+1)2+2 A2 22 =D Q=D+ 1)*+2 }
Vi ' 4 (E+1) 4 '
(31)

In what follow, we will concentrate only on three low-lying states n = (0, 1,2, ...):

e Forn=0,

o p2xy i (x, E) y \~ 3y

too (1 _ %yx2>(4\/1(wl(x, E),(x, E)))2
/ dx+ (33)
- (wl B+ (22) i E>>

(E+1)
-1

2 2
3y 21/2 Y 2v/2 Y
<2_ﬁ>+<(E+1)> (“ﬂ) _4’1_3”((E+1)> (5”’1) '

e Finally, forn =2
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dx+

/m (1 - %yx2>{4 ,1<2+ %)Wl(X,E)Wz(X’E)}Z

o /7 \2 (34)
<l//12(x, E)+ (20 ) yie, E))
-1
10y 44/2 3y N
g — - 4y — 481 — 42+3p)\.
p <(E+1)> < 2/1> 4 ((E+1) (44+37)
3.1.2 In the Momentum Representation {p, }
In this case, the Fisher information is given by
2
eo dln (p,(p,E))
F,= / Pn(D, E) [ = dp, (35)
with
2
ll/f(P,E)z C;H,ll(%)exp <—ﬂ>,l (36)
A

2
>exp (—%). (37)

wé(p’ E) = ;HnZ(

ks

After some calculations, we obtain
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o8y 16 4n*An—1)\ '
+/_ <—— )p<n+W>wl(p,E)ll/2(P,E)dP

J/

% (38)

A 7

The first two terms in Eq. (38)

rp

2,2 42}’ ’
1= /+°° 7<1 i (ELY)WIZ([)’E)

00 v 2
<1+M4p >

dp (39)

L 22\ 2 o V(e (. By 4 272200 e i\ 2
I /+oo +ﬁp Wllll(p’ )mlll(l?, )+ (E+1)? Wz(p’ )

. 4n2 ) 5
(1 + (E+1)2 )Wl (p7E)

are calculated numerically. The evaluation of the other terms gives

, 4n*A(n - D(2"2)(n - 1)!
IIIEanp\/;\/;<i—Z—?>{n2nln!+ ( ) ,

(E+ 1)
(41)
_ 4 & .- 1\ 4?2\ m=D!/ 1
V= p\/Z\/Z</1 /14>{2n.<n+2)+ T (n-3) p-
(42)
8yCrp\V A | 1\ 4n2An—-12"2(m -1/ 3
:_—n n— | J— —
= T {n2 n<n 2>+ (E+1)2 <n 2)},
(43)
_Zycfp\/ﬁ{ o @t D?+2] 4022 (- DIA[ QR — Dn+ 1) +2 }
vi=s "o + ,
At 4 (E + 1) 4
(44)
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Finally the final form of the Fisher parameter is written as

F,=1+1I
/2 n-1 8y 16 8y 1
| Bt = D2 2)(n—1)'C2p\/_\/_{<8_y_E> 8y< _§>}
(E + 1) A ) 2
" 4y 1 2y [@n+1)* +2
+C p\/_\/_2 n'{(E /14><n+ )+/14 S E— }
R Y L e N R (1) 2 Q=D +17+2
(E+1)° FRETY AN A4 4 ’
(45)
In this stage, we only consider the three low-lying state n = (0, 1, 2, ...): thus,
e Forn=0
+o0 Lpy!2(p, E) -1
_ s Y 2 7
Fo= [ w+(1+35) (G-8) (46)
e (1 + Lp >
24
e Forn=1
e (502 <t//12(p B+ (22) wﬁ(z:,E))
F, =/ dp+
oo <1 + ;71)2>
2
(1+Zp )(%w{(p,EW{(p,E))
dp+
[oo ) 2n\/_ ” (47)
( 00+ (28) 2o, E>>
=
2 2
3y 2v/2 Y 3y 4 2v/2 2 7
2<1+4_/13>+<(E+1)> (”@) F_Z+<(E+1)> (1_2_,14> ‘
e Finally, forn =2
oo (%p>2(wf2(p,E)+ ((—‘f> 2. E)>
F2=/ dp+
e <1+ 2/1417 )
2
v (14 5577) (\[wl(p E)<2wl(p B+ (2 wg(p,E)>)
/ dp+
- (viwp+ (25 ) vio0) (%)

{8<”m>+ <<2\[ ) ( w)}lf\f{( = ) (F%)(%*%)}'
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3.2 The Shannon Entropy

The position space information entropy for the one-dimensional cases is calculated
from

S, =- / p,(x,E)In (pn(x, E))dx. (49)

Moreover, the momentum space information entropies are written as

5, =— / 00, EY I (9o, E))dp, (50)

with p, (x, E) and p,(p, E) is defined by equations (19) and (23).

In general, explicit derivations of the information entropy are quite difficult. In
particular, the derivation of an analytical expression for the S, and S, are almost
impossible: we should recognize that it is not easy to exactly calculate Shannon
entropies or the entropic uncertainty relations due to the logarithmic factors in the
integrals. To overcome this difficulty, we use a numerical calculation of this integral.

3.3 Results and Discussion

In Figs. 3 and 4, we show plots of F,, F, and F,F), versus the parameter y for three
lowing-states (n = 0, 1,2): as y increases F, decreases (Fig. 3a) while F), increases
(Fig.3b). Nevertheless, the relation F,F, >4 holds for Cramer-Rao uncertainty
products (Fig. 4 ). In order to understand these results, we first analyze the behavior
of the standard variances: recall here that the Fisher information and the variances
are related by the Cramer-Rao inequality. For this, we have constructed Fig. 5 where
we have plotted the uncertainty for x, p and the uncertainty principle for three levels
n = (0, 1,2)in terms of y. It shows how uncertainty for x can change with the param-
eter y.
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Fig. 3 Fisher information of one-dimensional Dirac oscillator versusy for both coordinate and momen-
tum spaces
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Fig.5 Both /\x and /\p versusy for three lowing-states n = 0, 1,2

The treatments of uncertainty in momentum are shown in the same figure: we can
see that Ax increases with increasing y for a fixed value of n. However, the uncer-
tainty in momentum Ap decreases with increasing y for a fixed value of n. Thus
accuracy in predicting the localization of the particle increases while the accu-
racy in predicting momentum decreases with increasing y for three lowing-states
(n =0, 1,2). In this system the accuracy in predicting the localization of the particle
decreases, while the accuracy in predicting momentum increases with increasing y.
In addition, according to Eq. (51), the relation between Fisher parameter and the
uncertainty principle is very close: theoretically, when Ax (AP) increases, F, (F p)
decreases and vice versa. This situation is well observed in our case: the decrease
in the F, indicates that the accuracy in predicting position increases. On the other
hand, when F, increases that mean that the accuracy in predicting momentum
decreases. This similarity which was observed do not change our results because we
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Fig.7 Shannon entropy of one-dimensional Dirac oscillator versusy for both coordinate and momentum
spaces

are interested in the behavior of two following products that give both Heisenberg
uncertainty relation ( AxAP) and its version in quantum information (F.F,). Both
uncertainty relation are presented by two (Figs. 4 and 6).

1 1

F.>—F

> —.
TTOAxT P T Ap? S

In Fig. 7, we studied Shannon’s entropy versus y in both coordinates and momentum
spaces. Entropies of position information Sx and momentum Sp were calculated for
n =0, 1,2 states. We find that the parameter Shannon increases in the {x} configura-
tion (Fig. 7a), whereas it decreases in the {p} configuration (Fig. 7b): these behav-
1ors Sx and Sp have been shown through the Table below.

In Fig. 8, we have presented the results of the entropy sum Sx + Sp of the low-
ing-states (n = 0, 1,2) for various values of parameter y . It should be noted that
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Fig.8 The sum Sx + Sp versusy for three lowing-states n = 0, 1,2

the sum of the entropies, consistent with the BBM inequality, has the lower limit
stipulated Sx +Sp > 1 +Inzx

Song et al. [41] investigated the information entropy for a one-dimensional
system with a schematic “Landau” potential in a numerical way. They have shown
that multi-peak distributions appear in curves of the position and momentum
entropy densities may be a signature of a quantum phase transition. They have
found that the phase transitional behavior of the system can be well expressed by
the evolution of quantum information entropy: this transition has been observed
in the curves of S, and S, where both quantities present an abrupt variation around
a same critical point. This transition has the nature of a second order transition.
In our case, there is no existence of a probable phase transition: this result can be
argued by the absence of a significant change in curves of S, and S, vs y. Never-
theless, their sum S, + S, for a given n number remains as a constant independent
of the parameter y (Fig. 8).

In this stage, as we know, the Heisenberg uncertainty relation (HUR),
AxAp > % , and it’s analogue in the framework of quantum information: the
HUR in quantum mechanics is an inequality between position and momentum: it
states that the more precisely the position of the particle is determined, the less
precisely the momentum is known, and vice versa. Now, in the sense related to
entropic uncertainty relations, it becomes “the more information we have about
the position, the less information we can acquire about the momentum and vice
versa.”

In recent years, new uncertainty principles have been introduced, and they origi-
nate from the information theory: let us mention that this information-theoretic
quantity and its quantum extension, not yet sufficiently well known for physi-
cists, have been used to set up a number of relevant inequalities such as Stam and
Cramer—Rao and uncertainty relations. These relevant inequalities which involve the
Fisher information, in a given space, are the Stam uncertainty relations
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F, <4(p*), F, <4(x*), (52)
and the Cramer—Rao inequalities
1 1
F.>—F >—.
R ©)
For a general one-dimensional systems, with the help of Egs. (52) and (53), we have
that

F,F, >4 (54)

This product, which sometimes is called a Fisher information based uncertainty
relation, has often been conjectured to exhibit a non-trivial lower bound such that
for one-dimensional systems. In the literature, there are many quantum systems
for which the relation is valid. On the other hand, there is also an infinite number
of counterexamples which forward to demonstrate that it is not always possible to
obtain a universal uncertainty relation as a lower bound to this relation. Table 2
shows numerical results for the uncertainty relation and Fisher information meas-
ure of 1D Dirac oscillator for the three low-lying states (n = 0, 1, 2) with a different
choice of the parameter y.
Following this Table, we observe that

e The Stam inequalities and Cramer—Rao ones are fulfilled,
e The following relation

F,F, >4, (55)

is well-established, and consequently, Eq. (55) holds in our case for three low-
lying statesn =0, 1,2,
e Finally, the sum of the entropies is in consistency with BBM inequality where

Sy +S, 21 +Inz ~2.14447. (56)

As clearly seen from Table 2, the BBM inequality and Heisenberg uncertainty rela-
tion hold for the 1D Dirac oscillator, and the sum of entropies S, + S, is higher
than (1 + Inz) value (Fig. 8). The BBM inequality stipulate that the sum of S, + S,
stays above the lower bound of (1 + Inx). Particularly, we find that the sum of the
S, and S, for the ground state (with y = 0) is very close to the limit value (1 + Inz).
From numerical results which are shown in Table 2, we observe that the entropy
sum S, + 5, > 1 + Inz tends to be saturated to the boundary value defined by the
BBM inequality for the three lowing-states. In conclusion, it is observed that the
BBM inequality is satisfied in all cases for the states displayed in Table 2. Indeed,
an increase in the position entropy is observed for any y, which is enough to com-
pensate for the reduction in momentum entropy. Thus, we can state that there are no
physical states which violate the BBM inequality.

Always according to Table 2 an important result appears about the case of
the ground state n =0: if y =0, then Ax = Ap = 0.7071 and AxAp, = % which
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correspond to the simplest case of the ground state for the Harmonic oscillator.
As y increases, Ax > 0.7071, Ap < 0.7071 and AxAp > % [40]. These results show
that there exists the squeezing phenomenon in momentum for the ground state
n = 0. This situation is similar to the one found in the case of one-dimensional
Klein-Gordon oscillator(for more detail see Ref. [16]): a squeezed coherent state
is any state of the quantum mechanical Hilbert space such that the uncertainty
principle is saturated.

Finally, as a perspective of our study on the one-dimensional Dirac oscilla-
tor in the energy-dependent potentials can be understood as follows: Quimbay
and Strange [57, 58]show that the DO can describe a naturally occurring physical
system. Specifically, the case of a two-dimensional DO can be used to describe
the dynamics of the charge carriers in Graphene, and hence its electronic proper-
ties. In addition, according to Ref. [31]. via the concept of the effective mass, the
author has used the model of the Dirac oscillator in order to calculate the thermal
properties of Graphene in an external magnetic field. So, as a perspective, both
works of [31, 57] encourage us to discuss the influence of the parameter y, which
appears in the form of energy-dependent potentials, on the Fisher and Shannon
parameters in the Graphene system via the model of the Dirac oscillator.

4 Conclusion

The present work was devoted to energy-dependent potentials: following Sazdjian
[8], this type of potentials leads to the modification of the scalar product [8, 20,
21], which was necessary to ensure the conservation of the norm. In this con-
text, we studied the physical characteristics of a 1D Dirac oscillator with energy
dependent-potential. We have at first obtained the wave functions and the energy
spectra of the system in an exact analytical manner. After that, as the Fisher infor-
mation and Shannon entropy depended strongly on the density of probability, we
have tested the impact of the parameter y on these quantities: for this, the Fisher
information and Shannon entropy, some expectation values, and some uncertainty
principles were evaluated Although the eigenfunctions have been determined
analytically, F , Ax, Ap,, S, and S were determined numerically. In addi-
tion, we have studled the influence of y on Shannon entropy and Fisher informa-
tion uncertainty relations, and checked the validity of BBM inequality: the Fisher
parameter versus a y for both coordinate and momentum spaces: the case of coor-
dinate space, F, decreased contrarily, in the momentum space where it increases.
For the case of Shannon entropy, we have also plotted this quantity versus y for
both coordinate and momentum spaces: this parameter increased in the {x} con-
figuration, whereas it decreased in the {p} configuration. Moreover, for some val-
ues of parameter y, we have shown that the numerical results in the Shannon and
Fisher information were predicted by the BBM inequality S, + S, > 1 + Inz, and
by the Fisher information based uncertainty relation. In addition, the discussion
about the squeezing effect in either position or momentum showed the existence
of a squeezing effect in momentum (AP < 0.707).
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