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ملخص

الخواص بعض علي بالطاقة المتعلقة الكمونات تأثير بدراسة قمنا العمل هذا في
من أمكنتنا الهزازات هذه حلول البعد. أحادية النسبية التوافقية للهزازات يائية الفيز
الأخيرة هذه تأثير و ية الطاقو يات المستو تشبع كخاصية يائية بعضالخواصالفيز دراسة
تشبع خاصية تأثير بدراسة قمنا أيضا الإحصائية. الفائقة الترمودينامكية الخواص علي
فيشر وسائط علي بعدها من و الهزازات لهذه الاحتمال كثافة علي ية الطاقو يات المستو
الأخيرة هذه دراسة سبب الـكوانتي. الاعلام يسمي فيما جيدا المعرفان شنون و
بدراسة قمنا الأخير في الهزازات. لهذه الاحتمال بكثافة تعلقها في بالتحديد يكمن

المسائل. النوع هذا لمثل الاحصائية فائقة الخواص
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Abstract

In the present thesis, we have studied the effect of energy-dependent potentials on some

physical properties of one-dimensional relativistic harmonic oscillators. The solutions of these

oscillators allowed us to study some physical properties such as the saturation of energy levels

and its effect on superstatistic properties of these oscillators. We also studied the effect of this

saturation on the probability density of these oscillators as well as on the Fisher and Shannon

parameters. The reason for studying the latter lies precisely in the close connection of these two

parameters to the probability density of these oscillators. Finally, we have studied the supersta-

tistical properties for this type of problem.
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RÉsumÉ

Dans cette thèse, nous avons étudié l’effet des potentiels dépendant de l’énergie sur certaines

propriétés physiques des oscillateurs harmoniques relativistes unidimensionnels. Les solutions

de ces oscillateurs nous ont permis d’étudier certaines propriétés physiques telles que la satura-

tion des niveaux d’énergie et l’effet de ce dernier sur les propriétés superstatistique. Nous avons

également étudié l’effet de cette saturation sur la densité de probabilité de ces oscillateurs ainsi

que sur les paramètres de Fisher et de Shannon. La raison d’étudier cette dernière réside précisé-

ment dans la liaison étroite de ces deux paramètres à la densité de probabilité de ces oscillateurs.

Enfin, nous avons étudiées les propriétés super-statistiques pour ce type problème.
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CHAPITRE1
Introduction générale

La dépendance des potentiels quantiques avec l’énergie est apparue depuis longtemps dans

des équations exactement résolubles. Initialement, Pauli [1], dans son étude sur le mouvement

d’un électron en présence d’un champmagnétique, était en face d’un problème d’une équation de

Schrödinger (non-relativiste) dont le potentiel dépend explicitement de l’énergie. Cette dépen-

dance a été observée pour le cas relativiste dans l’équation de Klein-Gordon en étudiant le mou-

vement d’une particule dans des champs scalaires et vectoriels externes [2, 3]. Lombard et al [4]

ont utilisé des potentiels dépendant de l’énergie dans le but de décrire le phénomène de confine-

ment pour des systèmes du quark lourd. Aussi, ce type de potentiels quantiques a été abordé dans

de nombreux domaines de la mécanique quantique et son développement dans ce domaine a été

faite. Ces études récentes ont montré que ce type de potentiels a un impact sur le comportement

et les propriétés physiques des systèmes physiques par de nombreux auteurs [3, 5–11]. Ces sys-

tèmes ont été traités au moyen de méthodes élégantes telles que la supersymétrique, solutions

analytiques, transformations de Darboux, polynômes orthogonaux et méthode de factorisation,

etc. Aussi, les solutions de ces systèmes peuvent également avoir des comportements inhabi-

tuels dans leur spectre tel que le phénomène de saturation observer pour le cas des oscillateurs

harmoniques relativistes et non relativistes.

2



Formanek et al [12] ont montré que la présence d’un potentiel dépendant de l’énergie dans

la fonction d’onde a des implications non triviales sur le fondement théorique de la mécanique

quantique. Parmi ces axiomes, la définition des relations d’orthogonalités et de la norme doit

être modifiée afin d’assurer la conservation de la norme. L’orthogonalité des fonctions propres

peut ne pas être satisfaite pour ce type des problèmes en question. En conséquence, la présence

d’un potentiel dépendant de l’énergie dans une équation d’onde a plusieurs implications non

négligeables. La plus évidente est la modification du produit scalaire, nécessaire à la conserva-

tion de la norme. Cette modification est aussi requise dans le cadre de la mécanique quantique

relativiste [2, 6–8, 13].

Les oscillateurs relativistes sont la version relativiste de l’oscillateur Harmonique habituel.

L’oscillateur de Dirac (DO) était pour la première fois étudié par Ito et al [14]. Ils ont estimé

une équation de Dirac dans laquel le moment p⃗ est remplacé par p⃗ − imωγ0r⃗, dont r⃗ étant le

vecteur de position,m la masse de la particule, et ω la fréquence de l’oscillateur. L’intérêt pour le

problème a été ravivé parMoshinsky et Szczepaniak [15], qui leur donna le nom de l’oscillateur de

Dirac (DO) parce que, dans la limite non relativiste, il se transforme à un oscillateur harmonique

possédant un terme de couplage spin-orbite très fort. Physiquement, l’interaction (DO) est un

système physique, qui peut être interprété comme l’interaction du moment magnétique anomal

avec un champ électrique linéaire [16–18]. L’oscillateur de Dirac a attiré beaucoup d’intérêt à la

fois parce qu’il constitue l’un des exemples rares qui ont des solutions exactes, et aussi en raison

de ses nombreuses applications en physique. En mécanique quantique relativiste, le (DO) a été

étudiée à partir de nombreux points de vue (pour plus d’information consulter les références

suivantes [10, 19–51] ).

La théorie de l’information quantique est un développement de la théorie de l’information de

Claude Shannon exploitant les propriétés de la mécanique quantique, notamment le principe de

superposition ou encore l’intrication. Ce dernier est un phénomène dans lequel deux particules

(ou groupes de particules) forment un système lié, et présentent des états quantiques dépendant

l’un de l’autre quelle que soit la distance qui les sépare. Un tel état est dit « intriqué» , parce

qu’il existe des corrélations entre les propriétés physiques observées de ces particules distinctes.

Cette observation est au cœur des discussions philosophiques sur l’interprétation de la méca-

nique quantique. Ce phénomène quantique a des applications potentielles dans les domaines de
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l’information quantique, tels que la cryptographie quantique, la téléportation quantique ou l’or-

dinateur quantique.

Parmi les paramètres pertinents de l’information quantique, on peut citer l’information de

Fisher et l’entropie de Shannon. L’information de Fisher est la qualité d’une procédure de mesure

efficace utilisée pour estimer les limites quantiques ultimes. C’est une mesure de la précision

intrinsèque de théorie de l’estimation statistique. L’étude des propriétés et des applications de La

mesure de l’information de Fisher à divers problèmes de physique théorique est principalement

grâce aux travaux pionniers de Frieden et al [52–57] qui ont pu reformuler les lois de la physique

bien connues à partir de l’information de Fisher. Ce dernier, à une dimension, a la forme suivante

pour les deux configurations {x} et {px}

Fx =

∫ +∞

−∞
ρn (x)

[
d ln (ρn (x))

dx

]2
dx, (1.1)

Fp =

∫ +∞

−∞
ρn(p)

[
d ln (ρn(p))

dp

]2
dp. (1.2)

Ces deux équations montrent que l’information de Fisher a un caractère local dû à l’opérateur

gradient : plus cette quantité est élevée, plus la densité est concentrée et plus l’incertitude de

position de la particule. Ainsi, il est capable de détecter les changements locaux de la densité

afin de mieux décrire le système dans une théorie de l’information quantique. La quantité de

l’information de Fisher a été utilisée pour une grande variété de concepts et phénomènes méca-

niques [52–57].

Concernant le deuxième paramètre qui a des applications dans plusieurs branches de la phy-

sique en raison de ses applications possibles dans un large éventail de domaines [58–60] est

l’entropie de Shannon. Cette quantité fournit des outils analytiques qui aide à la bonne compré-

hension des corrélations existant dans des systèmes quantiques. Il a été aussi introduite pour

mesurer l’incertitude. Cette quantité est donnée par la relation suivante

Sx = −
∫
ρn (x) ln (ρn (x)) dx, (1.3)

Sp = −
∫
ρn (p) ln (ρn (p)) dp. (1.4)

D’après ces deux équations, l’information de Shannon dépend fortement de la probabilité de den-
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sité. Elles ont un caractère global dans le sens où elles sont peu sensibles au changement de la

distribution sur une région de petite taille, et peut-être utilisé commemesure de la délocalisation.

Récemment, il y a eu un intérêt croissant pour les mesures théoriques de l’information pour des

systèmes quantiques. Comme alternative à la relation d’incertitude d’Heisenberg (HUR), l’entro-

pie de Shannon joue un rôle très important dans la mesure de l’incertitude.

L’une des qualités importantes de la thermodynamique statistique est sa capacité à décrire

l’évolution des systèmes complexes sans en connaître la dynamique à l’échelle microscopique.

Bien que son succès soit remarquable, il n’est pas pour autant sans limites. Ainsi, dans certaines

circonstances, les principes de la thermodynamique statistique ne semblent pas être rigoureuse-

ment justifiés et cette dernière peine à décrire un certain nombre de phénomènes. Une générali-

sation de la statistique standard a alors été proposée afin de pallier ces problèmes. Cette théorie

est appelée "statistique non-extensive" ou «statistique de Tsallis» [61–65]. Cette nouvelle statis-

tique repose sur une généralisation à un paramètre de l’entropie de Boltzmann-Gibbs (BG). Ce

paramètre quantifiant les interactions à longue portée rend possible la description de systèmes

complexes. Sa flexibilité permet d’avoir un bon accord entre les prédictions théoriques et les

valeurs expérimentales. La superstatistique est une branche de la mécanique statistique ou de la

physique statistique consacrée à l’étude des systèmes non linéaires et hors équilibre (Voir Appen-

dice B). Elle est caractérisée par l’utilisation de la superposition de plusieurs modèles statistiques

pour obtenir la non-linéarité souhaitée. En termes de idées statistiques ordinaire, la superstatis-

tique est une superposition de différentes statistiques. Ainsi, elle décrit un système hors équilibre

pour un état stationnaire dont le paramètre intensif fluctué [66–79].

Maintenant, si E est l’énergie d’un micro-état, le facteur de Boltzmann dans la superstatis-

tique s’écrit par [67]

B (E) =

∫ ∞

0
f (β) e−βEdβ (1.5)

dont B (E) est le facteur de Boltzmann généralisé, f (β) est la fonction de distribution, enfin

e−βE est le facteur de Boltzmann ordinaire.

Ainsi, le but principal de cette thèse se résume aux points suivants :

• Étendre la recherche du phénomène de saturation du spectre d’énergie pour le cas relati-

viste : dans notre case, nous avons choisi les deux oscillateurs relativistes de Klein-Gordon
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(spin-0) et de Dirac (spin-1/2) à une dimension.

• Étudier l’influence de cette saturation, si elle existe, sur la densité de probabilité ρ pour le

cas des deux oscillateurs relativistes en question. Selon les équations (1.1), (1.3), les deux

paramètres de Fisher et Shannon on dépend fortement avec ρ. Aussi, nous allons mettre

en épreuve la validité des inégalités de , Fisher, Stam, Cramer��-Rao [80] et enfin de BBM

(Beckner, Bialynicki-Birula and Mycielski) [81].

• Enfin, introduire le concept de la superstatisque [61–65, 67–73, 79] pour le cas des deux

oscillateurs en question.

Ainsi, afin de bien réaliser les buts mentionnés au-dessus, nous discutons tout d’abord l’effet

de saturation observé dans le spectre d’énergie sur les deux paramètres de Fisher et Shannon.

Ensuite, nous introduisons le concept de la superstatisque sur ces deux oscillateurs. Toutes les

propriétés superstatistiques seront obtenues via la méthode d’Euler-Maclaurin [23, 82, 83].

L’organisation de ce manuscrit est la suivante :

Le premier chapitre est consacré sur un bref rappel sur les équations relativistes à une di-

mension. Une démonstration sur la modification du produit scalaire pour ces équations a été

bien établie.

Dans les deux chapitres 2 et 3, nous avons discuté le phénomène de saturation observé pour

les oscillateurs relativistes tels que l’oscillateur de Klein-Gordon et de Dirac. Aussi, nous avons

testé l’influence de cette saturation sur la densité de probabilité dont les paramètres de Fisher et

Shannon en dépendent d’elle.

Enfin, dans le quatrième chapitre, nous avons calculé les propriétés superstatistiques de ces

oscillateurs en présence d’un potentiel dépendant de l’énergie.
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CHAPITRE2
La densité de probabilités ds équations relativistes en présence d’un

potentiel dépendant de l’énergie

Dans ce chapitre, nous faisons un petit rappel sur les équations relativistes des particules

bosoniques et fermioniques, tels que les deux équations de Klein-Gordon (spin-0) et l’équation

Dirac (spin-1/2). Une reformulation de la forme de la densité de probabilité en présence d’un

potentiel dépendant de l’énergie sera aussi abordée.

2.1 Rappel sur les équations d’ondes

2.1.1 L’équation d’onde de Klein-Gordon

L’équation de Schrödinger pour une fonction d’onde ψ est donnée par la relation suivante

[84–87]

Hψ = Eψ, (2.1)

dont H est l’Hamiltonien de la particule.

En s’appuyant sur la règle de la correspondance suivante de la mécanique quantique,

E 7→ ih̄
∂

∂t
, pi 7→ −iħ ∂

∂xi
, (2.2)

7



Rappel sur les équations d’ondes

on peut aboutir directement à l’équation de Schrödinger.

Ainsi, appliquer ce principe à l’expression de l’énergie d’une particule massive non relativiste

donné par l’expression ci-dessous

E =
p2

2m
+ V (x) , (2.3)

conduit à l’équation de Schrödinger suivante{
− ħ2

2m
∇2 + V (x)

}
ψ (x, t) = ih̄

∂

∂t
ψ (x, t) , (2.4)

dont∇2 = 4 est le laplacien.

Suivant le même chemin sur une particule relativiste libre, dont l’énergie est

E2 = P 2c2 +m2c4, (2.5)

donne l’équation de Klein-Gordon(
ħ2

c2
∂2

∂t2
− ħ2∇2 +m2c2

)
ψ (x, t) = 0. (2.6)

Cette dernière forme peut aussi avoir la forme suivante

(
□+ λ2

)
ψ (x, t) = 0, (2.7)

avec□ = ∂ν∂
ν = 1

c2
∂2

∂t2
−∇2 est le d’Alembertien, que l’on écrit aussi sous une forme covariante

par □ = gµν∂
µ∂ν , avec gµν = diag (+1,−1,−1,−1) est le tenseur fondamental de l’espace

Minkowski [86, 88] et λ = mc
h̄ .

Enfin la forme covariante de l’équation de Klein-Gordon est

(
gµν∂

µ∂ν + λ2
)
ψ (x, t) = 0. (2.8)

L’introduction de l’interaction due au champ électromagnétique se fait par le principe de cou-

plage minimal : ce dernier consiste à remplacer les dérivées ∂µ par une dérivé covariante (cova-

riante vis à vis des transformations de jauge) comme suit :

∂µ 7→ ∂µ − ieAµ, (2.9)
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Rappel sur les équations d’ondes

dont le quadri-potentiel Aµ s’écrit par :

Aµ =

(
ϕ

c
,A

)
. (2.10)

A partir des équations (2.9) et (2.10), (2.8) se transforme à

{
gµν (∂ − ieA) µ (∂ − ieA) ν + λ2

}
ψ (x) = 0. (2.11)

2.1.2 Le quadri-courant Jµ

La détermination du quadri-courant Jµ se fait en suivant les démarches suivantes : le com-

plexe conjugué de l’équation ( 2.6) est(
∂2

c2∂t2
−4+ λ2

)
ψ∗ (x) = 0. (2.12)

En multipliant l’équation (2.6) et l’équation (2.7) respectivement par ψ∗et ψ, on obtient

1

c2

(
ψ∗ ∂

2

∂t2
ψ − ψ

∂2

∂t2
ψ∗
)

= ψ∗∇2ψ − ψ∇2ψ∗, (2.13)

1

c2
∂

∂t

(
ψ∗ ∂

∂t
ψ − ψ

∂

∂t
ψ∗
)

= ∇ (ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) . (2.14)

La soustraction de ces deux équations donne

∂

∂t
(ψ∗∂0ψ − ψ∂0ψ

∗) +∇ (ψ∗ (∇ψ)− ψ (∇ψ) ∗) = 0. (2.15)

Par comparaison avec l’équation de continuité donnée par

∂µj
µ = 0, (2.16)

où Jµ = (j0, j⃗) est le quadri-courant s’écrivant dans une forme covariante par

jµ = ψ∗ (∂µψ)− (∂µψ∗)ψ. (2.17)

Ainsi, A partir des deux équations (2.16) et (2.17), les deux densités ρ = J0

c et J⃗ sont définies

respectivement par

ρ =
j0

c
= (ψ∗∂0ψ − ψ∂0ψ

∗) , (2.18)
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Rappel sur les équations d’ondes

j⃗ = ψ∗ (∇ψ)− ψ (∇ψ) ∗. (2.19)

Remarquons ici, que la densité de charge pour le cas des particules scalaires peuvent données

lieu à des densités négative.

2.1.3 L’équation d’onde de Dirac

L’existence d’une densité de charges négative a incité Dirac de reformuler l’équation de Klein-

Gordon dans le but d’avoir toujours une densité positive : essayons de trouver une racine carrée

de l’opérateur suivant p2 +m2 = −4+m2, en utilisant une représentation matricielle [86–88]

Hψ =

(
1

i
α⃗.∇⃗+ γ0m

)
ψ = i

∂ψ

∂t
, (2.20)

où ψ etm son respectivement la fonction d’onde et la masse de la particule relativiste, et α et γ0

sont des matrices Hermitiennes, de telle façon que l’opérateur H = 1
i α⃗.∇⃗+ γ0m soit lui même

Hermitien. On demande aussi que l’équation (2.20) soit compatible avec l’équation (2.6).

La fonction d’onde dans l’équation de Dirac est un spineur d’ordre 4 ayant la forme suivante

ψ (x, t) = (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4)
T . (2.21)

Projetons l’équation (2.21) dans l’équation (2.20), on trouve le système suivant

(
−iαi∇+ γ0m

)2
ψ =

3∑
i=1

αi
∂2ψi
∂x2i

−
∑
i ̸=j

{αi, αj}
∂2ψi
∂xi∂xj

+
1

i
m

3∑
i=1

{
αi, γ

0
} ∂ψi
∂xi

+
(
γ0
)2
m2ψi

=
(
−4+m2

)
ψ, (2.22)

Ainsi, les matrices α de Dirac prennent la forme suivante

{αi, αj} = αiαj + αjαi = 0,

{
αi , γ

0
}
= αiγ

0 + γ0αi = 0, si (i#j), (2.23)

α2
i = (γ0)2 = I,

αi =

(
0 σi
σi 0

)
; γ0 =

(
1 0

0 −1

)
, i = (1, 2, 3) . (2.24)
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Concernant les matrices γ, dont

γ0 = γ0, (2.25)

γi = −γi = γ0αi, (2.26)

suivent un algèbre dite Algèbre de Clifford définit comme suit [86]

{
γ0, γ0

}
= 2

(
γ0
)2

= 2× I4×4, (2.27)

{
γ0, γi

}
=
(
γ0
)2
αi + γ0αiγ

0 = 0. (2.28){
γi, γk

}
= γ0αiγ

0αk + γ0αkγ
0αi = −αiαk − αkαi = −2δij . (2.29)

Les équations ci-dessus peuvent être regrouper sous la forme covariante suivante

{γµ, γν} = 2gµν , (2.30)

avec gµν = diag (+1,−1,−1,−1) est le tenseur métrique de l’espace-temps de Minkowski.

Dans le but d’écrire l’équation de Dirac sous une forme covariante, il faut que les matrices γ

prennent la notation covariante suivante

γµ =
(
γ0, γ1, γ2, γ3

)
,

dont

γµ = gµνγ
ν = (γ0, γ1, γ2, γ3) =

(
γ0,−γ1,−γ2,−γ3

)
,

alors l’équation de Dirac (2.20) se transforme à

(iγµ∂µ −m)ψ = 0, (2.31)

ou

(i�∂ −m)ψ = 0, (2.32)

en utilisant la notation slash de Feynman �a = aµγµ.
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Rappel sur les équations d’ondes

2.1.3.1 Le quadri-courant Jµ

Le conjugué du spineur de Dirac est défini par

ψ̄ = ψ+γ0, (2.33)

Suivant le chemin standard utiliser pour le cas de l’équation de Klein-Gordon concernant la dé-

termination du quadri-courant Jµ, on trouve

jν = ψ̄γνψ. (2.34)

A partir de cette équation, tout en respectant la condition de continuité suivante ∂µJµ = 0, la

densité de probabilité ainsi que son courant deviennent

ρ = ψ+ψ, (2.35)

J⃗ = ψ+α⃗ψ. (2.36)

La multiplication de la charge de la particule aboutira à la densité du courant électromagnétique.

L’incorporation de l’interaction électromagnétique dans l’équation covariant libre de Dirac

se fait par le biais du principe de couplage minimal : soit le quadri-potentiel Aν =
(
φ, A⃗

)
, le

couplage minimal se traduit par la transformation ci-dessous

pν 7→ pν − eAν , (2.37)

avec pmu est le quadri-impulsion du champ électromagnétique. En appliquant le principe de

correspondance dont

pν 7→ i∂ν ,

l’équation (2.37) devient

i∂ν − eAν . (2.38)

Enfin, l’introduction de l’interaction électromagnétique dans l’équation de Dirac (2.20) donne

{γν (i∂ν − eAν)−m}ψ = 0. (2.39)
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Reformulation de la forme de la densité de probabilité en présence d’un potentiel dépendant de
l’énergie

Pour avoir l’Hamiltonien de Dirac, nous suivons les démarches suivantes : multiplions l’équation

de Dirac à gauche par γ0(
i
∂

∂t
− eA0 + γ0γi (i∂i − eAi)− γ0m

)
ψ = 0. (2.40)

L’équation (2.40) peut être écrite sous une forme condensée HDψ = Eψ

i
∂

∂t︸︷︷︸
E

ψ =
{(

−αi∂i + γ0m
)
+
(
eA0 − eγ0γiAi

)}︸ ︷︷ ︸
HD

ψ. (2.41)

dont

HD =
(
−αi∂i + γ0m

)
+
(
eA0 − eγ0γiAi

)
. (2.42)

En l’absence d’interaction, l’Hamiltonien de la particule libre est

H0 = −αi∂i + γ0m. (2.43)

L’équation (2.41) ressemble à l’équation de Schrödinger avec la fonction d’onde est un spineur.

2.2 Reformulation de la forme de la densité de probabilité en pré-
sence d’un potentiel dépendant de l’énergie

2.2.1 L’équation de Schrödinger

Soit une fonctions d’onde Ψ(r, t) d’une particule dans un espace à trois dimensions. L’évo-

lution d’un tel modèle quantique non relativiste, où le potentiel dépend de l’énergie, est régi par

l’équation d’onde dépendante du temps

i
∂

∂t
Ψ (r, t) =

[
−4

2
+ V

(
r,
∂

∂t

)]
Ψ (r, t) , (2.44)

où le potentiel V
(
r, ∂∂t

)
indique une fonction réelle pour les deux variables.

Posons que

Ψ (r, t) = e−iEtΨ (r) , (2.45)
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Reformulation de la forme de la densité de probabilité en présence d’un potentiel dépendant de
l’énergie

alors (2.45) se transforme à

HΨ (r) =

[
−4

2
+ V (r, E)

]
Ψ (r) = EΨ (r) . (2.46)

La première modification des règles habituelles de la mécanique quantique concerne la produit

scalaire. Cette question a été étudiée par de nombreux auteurs dans différents articles [4,6–8,12,

89].

Considérons comme solutions les deux fonctions d’onde ayant les énergies E et E′ :

Φϵ (r, t) = e−i(E−ϵ)tΦ (r) , (2.47)

Ψϵ (r, t) = e
−i

(
E

′−ϵ
)
t
Ψ (r) , (2.48)

avec ϵ→ 0 est un paramètre infiniment petit.

L’équation de continuité est donnée par :

∂

∂t
ρ (r, t) +∇j (r, t) = 0, (2.49)

dont

ρ (r, t) = Ψ∗ (r, t)Ψ (r, t) , (2.50)

j (r, t) = − i

2
{Ψ∗ (r, t)∇Ψ (r, t)−∇Ψ∗ (r, t)Ψ (r, t)} . (2.51)

En utilisant les deux équation (2.47) et (2.48), les deux quantités ρ et j deviennent :

ρ (r, t) = Ψ∗
ϵ (r, t)Φϵ (r, t) , (2.52)

j (r, t) = − i

2
{Ψ∗

ϵ (r, t)∇Φϵ (r, t)−∇Ψ∗
ϵ (r, t)Φϵ (r, t)} . (2.53)

En séparant la partie vectorielle de la partie temporelle, on trouve

ρ (r, t) = e−i(E−E′)tΨ∗ (r)Φ (r) , (2.54)

j (r, t) = − i

2
e
−i

(
E−E′)

t {Ψ∗ (r)∇Φ (r)−∇Ψ∗ (r)Φ (r)} . (2.55)
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Reformulation de la forme de la densité de probabilité en présence d’un potentiel dépendant de
l’énergie

L’évaluation des deux termes∇Ψ∗ (r),∇Φ∗ (r) donne

∇Ψ∗ (r) = 2
{
V
(
r, E′)− E

}
Ψ∗ (r) , (2.56)

∇Φ∗ (r) = 2
{
V
(
r, E′)− E

}
Φ∗ (r) . (2.57)

Le calcul des deux quantités∇j (r, t) et ∂
∂tρ (r, t) conduit à

∇j (r, t) = −ie−i
(
E−E′)

t {(
E′ − E

)
Ψ∗ (r)Φ (r) + Ψ∗ (r)

(
V (r, E)− V

(
r, E′))Φ (r)

}
,

(2.58)
∂

∂t
ρ (r, t) = −i

(
E − E′) e−i(E−E′)

t
Ψ∗ (r)Φ (r) . (2.59)

En Remplaçant (2.58) et (2.59) dans (2.49) on obtient

Ψ∗ (r)Φ (r) = Ψ∗ (r)Φ (r)− Ψ∗ (r)
V (r, E′)− V (r, E)

E′ − E
Φ (r) . (2.60)

soit

ρa (r) = −Ψ∗ (r)
V (r, E′)− V (r, E)

E′ − E
Φ (r) , (2.61)

donc
∂

∂t
ρ̃ (r, t) = −∇j (r, t) , (2.62)

avec

ρ̃ (r, t) = ρ (r, t) + ρa (r, t) . (2.63)

Ainsi, dans le cas des potentiels dépendant de l’énergie, la définition de la densité doit être mo-

difiée afin de garantir la validité de l’équation de continuité. La nouvelle définition de la densité

est donnée par

ρ̃ (r, t) = Ψ∗ (r)

{
1− V (r, E′)− V (r, E)

E′ − E

}
Φ (r) . (2.64)

Pour représenter un système physique, la densité doit être définie positive, ce qui signifie ici

ρ̃ (r, t) > 0 =⇒ 1− V (r, E′)− V (r, E)

E′ − E
> 0. (2.65)

Ainsi le produit scalaire sera alors

〈ΨΦ〉 =
∫
Ψ∗ (r)

[
1− V (r, E′)− V (r, E)

E′ − E

]
Φ (r) dr. (2.66)
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Dans la limite E′ → E, la fonction d’onde Ψ (r) → Φ (r) et la condition précédente devient

〈ΨΨ〉 =
∫

Ψ∗ (r)

[
1− ∂V (r, E)

∂E

]
Ψ(r) dr, (2.67)

où

〈ΨΨ〉 =
∫
ψ∗ (r)ψ (r) dr

avec

〈ψ| = 〈Ψ(r)| F , (2.68)

ou

F =

√
1− ∂V (r, E)

∂E

est un facteur similaire au facteur de Perey [9, 90–92]. D’après les travaux de Shimizu et al [93],

on peut attribuer la fonction d’onde Ψ à la fonction d’onde non-locale ψ. Le rapport
∣∣∣ψΨ ∣∣∣ forme

le facteur de Perey (plus précisément, son écart par rapport à unité) qui mesure la non-localité

des interactions originales. La non-localité et la dépendance énergétique de ses potentiels sont

bien connues pour leur rôle important dans la production d’un comportement répulsif dans la

diffusion à haute énergie des baryons. C’est le plus important caractéristique du potentiel basée

sur le modèle des quarks utiliser dans le problème de la diffusion inverse [93].

2.2.2 L’équation de Klein-Gordon

l’équation de Klein-Gordon s’écrit [94, 95]

∂2

∂t2
Ψ (r, t)−4Ψ (r, t) + Ψ (r, t) + V

(
r,
∂

∂t

)
Ψ (r, t) = 0. (2.69)

Son complexe conjugué est alors

∂2

∂t2
Ψ∗ (r, t)−4Ψ∗ (r, t) + Ψ∗ (r, t) + V

(
r,
∂

∂t

)
Ψ∗ (r, t) = 0. (2.70)

Multiplions ces deux équations avec Ψ∗ et Ψ , on obtient

Ψ∗ (r, t)
∂2

∂t2
Ψ (r, t)−Ψ∗ (r, t)4Ψ (r, t)+Ψ∗ (r, t)Ψ (r, t)+Ψ∗ (r, t)V

(
r,
∂

∂t

)
Ψ (r, t) = 0,

(2.71)
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Ψ (r, t)
∂2

∂t2
Ψ∗ (r, t)−Ψ (r, t)4Ψ∗ (r, t)+Ψ (r, t)Ψ∗ (r, t)+Ψ (r, t)V

(
r,
∂

∂t

)
Ψ∗ (r, t) = 0.

(2.72)

Après une soustraction de (2.72) avec (2.71), nous trouvons

Ψ (r, t)
∂2

∂t2
Ψ∗ (r, t)− Ψ∗ (r, t)

∂2

∂t2
Ψ (r, t)− Ψ (r, t)4Ψ∗ (r, t) + Ψ∗ (r, t)4Ψ (r, t)+

+Ψ (r, t)Ψ∗ (r, t)−Ψ∗ (r, t)Ψ (r, t)+Ψ (r, t)V

(
r,
∂

∂t

)
Ψ∗ (r, t)−Ψ∗ (r, t)V

(
r,
∂

∂t

)
Ψ (r, t) = 0,

(2.73)

que l’on écrit aussi par

∂

∂t

[
Ψ (r, t)

∂Ψ∗ (r, t)

∂t
− Ψ∗ (r, t)

∂Ψ (r, t)

∂t

]
+∇ [Ψ∗ (r, t)4Ψ (r, t)− Ψ (r, t)4Ψ∗ (r, t)]+

+ Ψ (r, t)V

(
r, i

∂

∂t

)
Ψ∗ (r, t)− Ψ∗ (r, t)V

(
r, i

∂

∂t

)
Ψ (r, t) = 0. (2.74)

Utilisons maintenant la propriété suivante

f (t) =
∂

∂t

t∫
dsf (s) , (2.75)

dans ce cas, l’équation (2.74) devient

∂

∂t

[
Ψ (r, t)

∂Ψ∗ (r, t)

∂t
− Ψ∗ (r, t)

∂Ψ (r, t)

∂t

]
+∇ [Ψ∗ (r, t)4Ψ (r, t)− Ψ (r, t)4Ψ∗ (r, t)]+

+
∂

∂t

t∫
ds

 ∂

∂t

t∫
dsΨ (r, s)

[
V

(
r,−i ∂

∂s

)
Ψ∗ (r, s)

]
− Ψ∗ (r, s)

[
V

(
r, i

∂

∂s

)
Ψ (r, s)

] = 0.

(2.76)

Ainsi
∂

∂t
[Ψ (r, t)

∂Ψ∗ (r, t)

∂t
− Ψ∗ (r, t)

∂Ψ (r, t)

∂t
+

+

t∫
ds

 ∂

∂t

t∫
dsΨ (r, s)

[
V

(
r,−i ∂

∂s

)
Ψ∗ (r, s)

]
− Ψ∗ (r, s)

[
V

(
r, i

∂

∂s

)
Ψ (r, s)

]+

(2.77)

+∇{Ψ∗ (r, t)4Ψ (r, t)− Ψ (r, t)4Ψ∗ (r, t)} = 0.
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L’équation (2.77) représente l’équation de continuité de Klein-Gordon en présence d’un potentiel

dépendant de l’énergie dont

ρ =
1

i
[Ψ (r, t)

∂Ψ∗ (r, t)

∂t
− Ψ∗ (r, t)

∂Ψ (r, t)

∂t
+

+

t∫
dsΨ (r, t)

[
V

(
r,−i ∂

∂s

)
Ψ∗ (r, s)

]
− Ψ∗ (r, s)

[
V

(
r, i

∂

∂s

)
Ψ (r, t)

]
, (2.78)

−→
j =

1

i
{Ψ∗ (r, t)∇Ψ (r, t)− Ψ (r, t)∇Ψ∗ (r, t)} . (2.79)

La condition de normalisation ∫
d3rρ = 1 (2.80)

devient

∫
d3r

1

i
[Ψ (r, t)

∂Ψ∗ (r, t)

∂t
− Ψ∗ (r, t)

∂Ψ (r, t)

∂t
+

t∫
dsΨ (r, s)

[
V

(
r,−i ∂

∂s

)
Ψ∗ (r, s)

]
−

Ψ∗ (r, s)

[
V

(
r, i

∂

∂s

)
Ψ (r, s)

]
= 1 (2.81)

L’équation dernière est l’expression correcte de la condition de normalisation.

Posons maintenant que

Ψ (r, t) =

∫
dEaEφE (r) e−iEt, (2.82)

Ψ∗ (r, t) =

∫
dE

′
a∗Eφ

∗
E′ (r) e+iEt, (2.83)

alors

iρ =

∫
dEaEφE (r) e−iEt

∫
dE

′
a∗E

(
iE

′
)
φ∗
E′ (r) e+iE

′
t

−
∫
dE

′
a∗Eφ

∗
E

′ (r) e+iEt
∫
dEaE (−iE)φE (r) e−iEt

+

t∫
ds

[∫
dEaEφE (r) e−iEs

∫
dE

′
a∗
E′V

(
r, E

′
)
φ∗
E′ (r) e+iE

′
s

]

−
t∫
ds

[∫
dE

′
a∗
E′φ∗

E′ (r) e+iE
′
s

∫
dEaEV (r, E)φE (r) e−iEs

]
. (2.84)
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Reformulation de la forme de la densité de probabilité en présence d’un potentiel dépendant de
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Donc

iρ =

∫ ∫
dEdE

′
φE (r)φ∗

E′ (r) e−i
(
E−E′)

t
(
iE

′
+ iE

)

+

∫ ∫
dEdE

′
φE (r)φ∗

E′ (r)
[
V
(
r, E

′
)
− V (r, E)

] t∫
dse

−i
(
E−E′)

s
. (2.85)

Enfin,

iρ = i

∫ ∫
dEdE

′
φE (r)φ∗

E′ (r)

e−i(E−E′)
t
(
iE

′
+ iE

)
−

e−i(E−E′)
t

E′ + E
+ Cte

[V (r, E′
)
− V (r, E)

] .
(2.86)

Soit

aE = δ (E + E0) , aE′ = δ
(
E

′
+ E0

)
. (2.87)

Après un développement limite de V
(
r, E

′
)
, soit

V
(
r, E

′
)
= V (r, E) +

(
E

′ − E
) ∂V (r, E)

∂E
+

1

2

(
E

′ − E
)2 ∂2V (r, E)

∂E2
+ · · · , (2.88)

l’équation (2.86) se transforme à

iρ = i

∫ ∫
dEdE

′
δ (E + E0) δ

(
E

′
+ E0

)
×

φE (r)φ∗
E′ (r)

e−i
(
E−E′)

t

(iE′
+ iE

)
−

e−i(E−E′)
t

E′ + E
+ Cte

[V (r, E′
)
− V (r, E)

]+ · · ·

 .

(2.89)

Finalement, la condition de normalisation se transforma à

ρ = φE (r)φ∗
E (r)

{
2E − ∂V (r, E)

∂E

}
(2.90)

2.2.3 L’équation de Dirac

L’équation de Dirac dans un potentiel dépendant de l’énergie s’écrit par{
iγµ∂µ − iγ0V

(
r, i

∂

∂t

)
−m

}
Ψ = 0, (2.91)
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ou {
iγ0

∂

∂t
+ iγ1

∂

∂x
+ iγ2

∂

∂y
+ iγ3

∂

∂z
− iγ0V

(
r, i

∂

∂t

)
−m

}
Ψ = 0. (2.92)

Multiplions à gauche (2.92) par Ψ+, alors

Ψ+

{
−iγ+0 ∂

∂t
− iγ+1 ∂

∂x
− iγ+2 ∂

∂y
− iγ+3 ∂

∂z
+ iγ+0V

(
r, i

∂

∂t

)
−m

}
= 0. (2.93)

En utilisant les relations suivantes sur les matrices γ

γ+0 = γ0, γ+1 = γ0γ1γ0, γ+2 = γ0γ2γ0, γ+3 = γ0γ3γ0, (2.94)

l’équation (2.93) devient

Ψ+

[
iγ0

∂

∂t
+ iγ0γ1γ0

∂

∂x
+ iγ0γ2γ0

∂

∂y
+ iγ0γ3γ0

∂

∂z
− iγ0V

(
r, i

∂

∂t

)
+m

]
= 0. (2.95)

Multipliant (2.95) à droite par γ0, on trouve

Ψ̄

[
iγ0

∂

∂t
+ iγ1

∂

∂x
+ iγ2

∂

∂y
+ iγ3

∂

∂z
− iV

(
r, i

∂

∂t

)
γ0 +m

]
= 0, (2.96)

dont Ψ̄ = Ψ+γ0. La multiplication par Ψ transforme l’équation (2.96) à

i
∂

∂t

(
Ψ̄γ0Ψ

)
+ i

∂

∂x

(
Ψ̄γ1Ψ

)
+ i

∂

∂y

(
Ψ̄γ2Ψ

)
+ i

∂

∂z

(
Ψ̄γ3Ψ

)
−

i

[
V

(
r,−i ∂

∂t

)
Ψ̄

]
γ0Ψ− iΨ̄γ0

[
V

(
r, i

∂

∂t

)
Ψ

]
γ0Ψ = 0. (2.97)

En Utilisant la propriété suivante

f (t) =
∂

∂t

t∫
dsf (s) , (2.98)

l’équation (2.97) devient

∂

∂t

Ψ̄γ0Ψ−
t∫
ds

{[
V

(
r,−i ∂

∂s

)
Ψ̄

]
γ0Ψ− iΨ̄γ0

[
V

(
r, i

∂

∂s

)
Ψ

]}+

∂

∂x

(
Ψ̄γ1Ψ

)
+

∂

∂y

(
Ψ̄γ2Ψ

)
+

∂

∂z

(
Ψ̄γ3Ψ

)
= 0. (2.99)
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L’équation de continuité prendre la forme suivante

∂

∂t
ρ+∇j = 0, (2.100)

dont

ρ = Ψ̄γ0Ψ−
t∫
ds

{[
V

(
r,−i ∂

∂s

)
Ψ̄

]
γ0Ψ− iΨ̄γ0

[
V

(
r, i

∂

∂s

)
Ψ

]}
, (2.101)

j = Ψ̄γΨ. (2.102)

Soit les deux nouveaux fonctions d’ondes

Ψ (r, t) =

∫
dEaEφE (r) e−iEt, (2.103)

Ψ̄ (r, t) =

∫
dE

′
a∗Eφ̄E′ (r) e+iE

′
t (2.104)

Alors (2.101) sera

ρ =

∫
dE

′
a∗E

(
iE

′
)
φ̄E′ (r) e+iE

′
tγ0
∫
dEaEφE (r) e−iEt

−
t∫
ds

{∫
dE

′
a∗
E′V

(
r, E

′
)
φ̄E′ (r) e+iE

′
s

∫
dEaEφE (r) e−iEs

}

−
t∫
ds

[∫
dE

′
a∗
E′ φ̄E′ (r) e+iE

′
s

∫
dEaEV (r, E)φE (r) e−iEs

]
. (2.105)

Enfin

ρ =

∫
dE

′
∫
dEaEa

∗
E′ φ̄E′ (r)φE (r)

e−i
(
E−E′)

t − V
(
r, E

′
) t∫

dse
+i

(
E

′−E
)
s

 ,

(2.106)

avec
t∫
dse

+i
(
E

′−E
)
s
=
e
+i

(
E

′−E
)
s

i (E′ − E)
+ cte, (2.107)

et

V
(
r, E

′
)
= V (r, E) +

(
E

′ − E
) ∂V
∂E

+

(
E

′ − E
)

2

∂2V

∂E2
+ · · · . (2.108)

LabidiMalika – 21 – مليكة لعبيدي



Reformulation de la forme de la densité de probabilité en présence d’un potentiel dépendant de
l’énergie

Posons que

aE = δ (E − E0) , a
∗
E = δ

(
E

′ − E0

)
, (2.109)

dans ce cas la forme finale de la densité de probabilité de l’équation de Dirac est

ρ = φ̄E (r) γ0
(
1− ∂V

∂E

)
φE (r) . (2.110)

Enfin, notons que les deux équations (2.90) et (2.110) sont en bons accords avec ceux trouvés par

Sazdjian [6–8] Nous pouvons voir que dans les équations d’ondes relativistes en présence d’un

potentiel dépendant de l’énergie, la probabilité de densité et le produit scalaire sont modifiés par

rapport à la définition habituelle et ça pour avoir une norme conservée.
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CHAPITRE3
L’influence du potentiel dépendant de l’énergie sur l’information de

Fisher et l’entropie de Shannon : cas de l’oscillateur de Klein-Gordon à
1D

3.1 Les solutions propres de l’oscillateur de Klein-Gordon à une
dimension en présence d’un potentiel dépendant de l’énergie

L’équation libre de Klein-Gordon est donnée par

{
p2 −

(
E2 − 1

)}
ψ = 0. (3.1)

En présence de l’interaction de l’oscillateur de Dirac dont px → px− ix, (3.1) devient [22,24,26–

29] {
(p+ ix) (p− ix)−

(
E2 − 1

)}
ψ (x) = 0. (3.2)

Dans la présence des potentiels dépendant de l’énergie dont ce type de potentiels possède une

constante de couplage dépendant linéairement de l’énergie,

px → px − i (1 + γE)
1
2 x, (3.3)

23



Les solutions propres de l’oscillateur de Klein-Gordon à une dimension en présence d’un potentiel
dépendant de l’énergie

(3.2) se change en(
p2

2
+
x2

2

)
ψ (x,E) =

{
E2 − 1

2
+

1

2
(1 + γE)

}
ψ (x,E) . (3.4)

Le paramètre γ n’est ni si petit ni si grand. L’équation (3.4) représente une équation d’un oscil-

lateur harmonique à une dimension [85, 96]. Les solutions propres correspondantes sont

ψ (x,E) = CnHn

(√
λx
)
exp

(
−λ
2
x2
)
, (3.5)

E4 − 2E2 − 4n2 − 4n2γE + 1 = 0, (3.6)

où λ =
√
1 + γE et Cn

C2
n =

1

2nn!

(1 + γE)
1
4

√
π

{
E − γ

2
√
1 + γE

(
n+

1

2

)}−1

, (3.7)

est la constante de normalisation. Ici Hn sont les polynômes d’Hermite [82, 97].

Dans l’espace des moments, l’équation (3.2) prend la forme suivante(
−1

2

∂2

∂p2
+

p2

2λ2

)
ψ (p,E) =

(
E2 + λ− 1

2λ2

)
ψ (p,E) . (3.8)

Les solutions propres de cette équation sont

ψ (px, E) = CnHn

(
px√
λ

)
exp

(
− p

2
x

2λ

)
, (3.9)

E4 − 2E2 − 4n2 − 4n2γE + 1 = 0, (3.10)

dont (
C ′
n

)2
=

1

2nn!
√
πλ

{
E +

γ

2λ3

(
n+

1

2

)}−1

(3.11)

est la constante de normalisation. Les équations (3.6) et (3.10) sont des équations algébriques

du degré 4 ayant des solutions réelles et complexes.En omettant les solutions complexes qui

ne sont pas physiques, on peut construire le diagramme du spectre d’énergie à partir des deux

autres solutions réelles. Dans la Figure. 3.1, nous avons tracé l’énergie E par rapport au nombre

quantique n pour différentes valeurs de γ dans les deux configurations {x} et {p}. À partir de

cette figure, certains résultats intéressants, qui ne sont pas bien commentés dans la littérature,
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Fig. 3.1 : Le spectre d’énergie E en fonction du nombre quantique n pour certaines valeurs de γ
dans les deux configurations {x} et {px}

sont prêts à être discutés :

• La limite asymptotique pour les deux formes d’énergies est 1
|γ| similaire à celle-ci trouvé

pour le cas de l’oscillateur Harmonique non relativiste [4, 12, 89].

• Le phénomène de saturation est bien mis en évidence. Le produit scalaire modifié est à

l’origine d’avoir un spectre présentant une saturation au lieu de croître indéfiniment.

• Cette saturation apparaît pour les niveaux élevés contrairement à ce qui a été trouvé dans

le cas non relativiste,

• Les limites asymptotiques sont bien décrites.

• Le début de la saturation commence à partir d’un nombre quantique spécifique Nmax. Ce

paramètre diminue rapidement lorsque |γ| augmente lentement.

Maintenant, après avoir commenté les résultats obtenus sur le spectre d’énergie, nous allons

étende notre étude sur la densité de probabilité. Le but derrière est l’obtention des contraintes

sur le paramètre γ.

La nouvelle définition de cette densité en présence du paramètre γ est donnée par

ρKG(x,E) = ψ (x,E)∗
{
2E − ∂V (x,E)

∂E

}
ψ (x,E) , (3.12)

avec

V =
λ

2
x2 =⇒ ∂V

∂E
=

1

2
γx2, (3.13)
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ainsi

ρKG(x,E) =
(
2E − 1

2γx
2
)
|ψ (x,E)|2 . (3.14)

Dans l’espace du moment, cette densité probabilité s’écrit par

ρKG(p,E) = ψ (p,E)∗
{
2E − ∂V (p,E)

∂E

}
ψ (p,E) , (3.15)

dont

V =
p2x

2 (1 + γE)
=⇒ ∂V

∂E
=

−γp2x
2 (1 + γE)2

. (3.16)

Enfin

ρKG(p,E) =

{
2E +

γ

2 (1 + γE)2
p2
}
|ψ (p,E)|2 . (3.17)

Pour représenter un système physique, on a deux possibilités pouvant être réalisées selon le signe

de ρKG(p,E) :

• si ρKG < 0, alors γ < 0 pour les particules (E > 0), et γ > 0 pour les antiparticules

(E < 0).

• maintenant, si ρKG > 0, nous obtenons les mêmes conditions que dans le premier cas.

Comme résultats, quel que soit le signe de ρKG, nous avons deux conditions sur le paramètre

γ : γ < 0 pour les particules et γ > 0 pour les antiparticules. Ces conditions imposent des

contraintes sur la dépendance d’énergie pour que la théorie soit cohérente : une théorie est dite

cohérente si elle possède les propriétés suivantes :

• La modification nécessaire de la définition de la densité de probabilité.

• Les vecteurs correspondant aux états stationnaires avec des énergies différentes doivent

être orthogonaux.

• La formulation de la règle de fermeture en matières de fonctions d’onde des états station-

naires justifie leur normalisation.

• Enfin, les opérateurs d’observable sont tous autoadjoints (hermitiens).

Dans la Figure3.2 , nousmontrons l’influence du paramètre γ sur la densité de probabilité pour les
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Fig. 3.2 : La densité de probabilité ρKG dans les deux configurations {x} et px
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deux configurations {x} et {px} : à partir de cette figure, nous observons que le comportement

de l’amplitude maximale de ρKG(p) est contraire à celle de ρKG(x).

La Figure. 3.2a présente la densité de probabilité ρKG(x) dans la configuration de la position

{x} pour les trois valeurs typiques de γ = 0.1, 0.3, 0.5 pour le premier niveau excité n = 1 .

Les courbes sont antisymétriques autour de x = 0 et les pics se déplacent lorsque γ augmente :

ces pics ont à peu près la même intensité. Aussi, nous avons tracé la variation de ρKG(x) pour

trois valeurs n = 0, 1, 2 en choisissant γ = 0.1 : cette figure montre que toutes les courbes sont

symétriques autour de x = 0. En ce qui concerne le nombre de pics, nous avons un pic pour

n = 0 , contrairement au cas où n = 1 qui a deux pics et n = 2 avec trois pics. Tous les pics sont

symétriques sauf pour le cas n = 0 où il est antisymétrique.

Dans la figure 3.2b nous avons présenté la densité de probabilité ρKG(p) dans la configuration

du moment {p} : à partir de cette figure, contrairement au cas où γ = 0.1, qui a une situation

très similaire comme sur la Figure. 3.2a, les autres cas sont limités dans l’intervalle spécifique :

par exemple, x ∈ [−1, 1] pour γ = 0.3 et x ∈ [−2, 2] pour γ = 0.5.

Passons maintenant à l’étude de l’influence du paramètre γ sur L’information de Fisher et

l’entropie de Shannon.

3.2 L’influence duparamètre γ sur l’information de Fisher et l’en-
tropie de Shannon

Dans ce qui suit, nous avons étudié l’influence du paramètre γ sur les paramètres de Fisher

et Shannon. La validité des relations d’incertitude de Stam, Cramer–Rao et BBM pour ce type de

potentiel. seront vérifiées.

3.2.1 L’information de Fisher

L’information de Fisher [52–57,98]de l’oscillateur de Klein-Gordon unidimensionnel avec un

potentiel qui dépend de l’énergie est

Fx =

∫
ρn (x,E)

[
dln {ρn (x,E)}

dx

]2
dx. (3.18)
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En utilisant (3.14) ainsi que les propriétés des fonctions d’Hermite [86,87,96], (3.18) se transforme

à :

Fx = C2
n

∫ +∞

−∞
16n2EH2

n

(√
λx
)
exp

(
−λx2

)
dx︸ ︷︷ ︸

I

+ C2
n

∫ +∞

−∞
− (16nλE + 8nγ)xH2

n

(√
λx
)
exp

(
−λx2

)
dx︸ ︷︷ ︸

II

+

C2
n

∫ +∞

−∞

(
4λ2E − 8n2γ + 4γλ

)
x2H2

n

(√
λx
)
exp

(
−λx2

)
dx︸ ︷︷ ︸

III

+ C2
n

∫ +∞

−∞
8nλγx3H2

n

(√
λx
)
exp

(
−λx2

)
dx︸ ︷︷ ︸

IV

+

C2
n

∫ +∞

−∞
−2ω2

Eγx
4H2

n

(√
λx
)
exp

(
−λx2

)
dx︸ ︷︷ ︸

V

+ C2
n

∫ +∞

−∞

γ2x2H2
n

(√
λx
)
exp

(
−λx2

)
2E − 1

2γx
2

dx︸ ︷︷ ︸
V I

.

(3.19)

L’évaluation de différents termes donne

I = C2
n16n

2E2nn!

√
π

λ
, (3.20)

II = 0, (3.21)

III = C2
n

(
4λ2E − 8n2γ + 4γλ

) 2nn!
λ

√
π

λ

(
n+

1

2

)
, (3.22)

IV = 0, (3.23)

V = −C2
n2γ2

nn!

√
π

λ

{
(2n+ 1)2 + 2

4

}
, (3.24)

V I = C2
n

∫ +∞

−∞

γ2x2H2
n

(√
λx
)
exp

(
−λx2

)
E − 1

2γx
2

dx. (3.25)

L’équation (3.25) sera calculé numériquement.

En ajoutant les résultats de différents termes dans (3.19), la forme finale du paramètre Fisher

est s’écrit alors comme suit :

Fx =
{
E − γ

2
√
1+γE

(
n+ 1

2

)}−1
[
16n2E +

{
4 (1 + γE)E − 8n2γ + 4γ

√
1 + γE

} (n+ 1
2)√

1+γE
− 2γ

{
(2n+1)2+2

4

}]
+

1
2nn!

(1+γE)
1
4√

π

{
E − γ

2
√
1+γE

(
n+ 1

2

)}−1 ∫ +∞
−∞

γ2x2H2
n(

√
λx) exp(−λx2)

E− 1
2
γx2

dx.

(3.26)
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Dans l’espace de configuration du moment {px} , l’information de Fisher est définie par :

Fp =

∫
ρn (p,E)

[
dln {ρn (p,E)}

dp

]2
dp. (3.27)

En insérant (3.17) dans (3.27), (3.27) devient :

Fp = C2
n

∫ +∞

−∞
16n2EH2

n

(
p√
λ

)
exp

(
−p

2

λ

)
dp︸ ︷︷ ︸

I

+ C2
n

∫ +∞

−∞

(
2γ

λ4
− 4nE

λ

)
pH2

n

(
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λ

)
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(
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2

λ

)
dp︸ ︷︷ ︸
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+
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+

8n2γ
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)
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λ

)
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(
−p

2

λ

)
dp︸ ︷︷ ︸

III

− C2
n

∫ +∞

−∞

4nγ

2λ5
p3H2

n

(
p√
λ

)
exp

(
−p

2

λ

)
dp︸ ︷︷ ︸

IV

+

C2
n

∫ +∞
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4γ

2λ6
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n

(
p√
λ

)
exp

(
−p

2

λ
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V
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n
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−∞

2γ2p2H2
n

(
p√
λ

)
exp

(
−p2

λ

)
λ4 (2Eλ4 + γp2)

dp︸ ︷︷ ︸ .
V I

(3.28)

L’évaluation des différentes termes conduit aux résultats suivant :

I = C2
n16n

2E2nn!
√
λπ, (3.29)

II = 0, (3.30)

III = C2
n

(
4E

λ
+

8n2γ

λ3

)
2nn!

√
λπ
(
n+ 1

2

)
λ

, (3.31)

IV = 0, (3.32)

V = C2
n

2γ2nn!
√
λπ

λ4

{
(2n+ 1)2 + 2

4

}
. (3.33)

En ajoutant tous ces équations dans (3.28), la forme finale du paramètre de Fisher est :

Fp =
{
E + γ

2λ3

(
n+ 1

2

)}−1
[
16n2E +

(
4E
λ + 8n2γ

λ3

) (
n+ 1

2

)
+ 2γ

λ4

{
(2n+1)2+2

4

}]
+ 1

2nn!
√
λ
√
π

{
E + γ

2λ3

(
n+ 1

2

)}−1 ∫ +∞
−∞

2γ2p2H2
n

(
p√
λ

)
exp

(
− p2

λ

)
ω4
E(2Eλ4+γp2)

dp.

(3.34)

Le dernier terme sera aussi calculé numériquement.
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Fig. 3.3 : L’information de Fisher unidimensionnel de l’oscillateur de Klein-Gordon en fonction
du γ pour les deux configurations {x} et {px}

3.2.2 L’entropie de Shannon

Maintenant nous allons étudiés l’influence du paramètre γ sur l’entropie de Shannon. Dans

l’espace de position {x} on a

Sx = −
∫
ρKG (x, γ) ln ρKG (x, γ) dx. (3.35)

alors que dans la configuration {px}, (3.35) devient

Sp = −
∫
ρKG (p,E) lnρKG (p,E) dp. (3.36)

avecρKG (x, γ) et ρKG (p, γ) sont donnés par les deux équations (3.14) et (3.17).

En général, les dérivations explicites de l’entropie d’informations sont assez difficiles. En

particulier, la dérivation d’une expression analytique pour Sx et Sp est presque impossible : nous

devons reconnaître qu’il n’est pas facile de calculer exactement les entropies de Shannon ou

les relations d’incertitude entropique dues aux facteurs logarithmiques dans les intégrales. Pour

surmonter ces difficultés, nous allons évaluer ces intégrales numériquement.

3.3 Résultats et discussion

Dans cette section, nous allons présenter les différents résultats obtenus avec leur discussion.

Dans les deux figures. 3.3 et 3.4,
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Fig. 3.4 : Le produit FxFp en fonction du γ pour les trois premiers niveaux n = 0, 1, 2
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Fig. 3.5 : 4x et 4p en fonction du γ pour les trois premiers niveaux n = 0, 1, 2

nous avons tracéFx ,Fp et le produitFxFp en fonction du paramètre γ pour les trois premiers

niveaux (n = 0, 1, 2) : ces courbes montrent que lorsque γ augmente Fx diminue (Figure.3.3a )

tandis que Fp augmente (Figure. 3.3b). Néanmoins, la relation FxFp ≥ 4 reste toujours valable

pour les produits d’incertitude de Cramer–Rao (Figure.3.4).

Pour mieux comprendre ces résultats, nous analysons d’abord le comportement des variances

standard. Rappelons ici que l’information de Fisher et les variances sont liées par l’inégalité de

Cramer-Rao comme suit :

Fx ≥ 1

∆x2
, Fp ≥

1

∆p2
. (3.37)

Dans la Figure.3.5, nous avons tracé les deux incertitudes ∆x et ∆p pour les trois premiers ni-

veaux n = (0, 1, 2) en termes du γ. Cette figure montre comment l’incertitude pour x peut
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Fig. 3.6 :4x4p en fonction de γ pour les trois premier niveaux n = 0, 1, 2

changer avec le paramètre γ. Les traitements de l’incertitude du moment p sont présentés sur la

même figure : nous pouvons voir que 4x augmente avec (i) en augmentant γ pour une valeur

fixe de n, et (ii) avec le nombre quantique n pour une valeur fixe de γ. Cependant, l’incertitude

dans la quantité de mouvement4p diminue avec (i) l’augmentation de γ pour la valeur fixe de n

et (ii) avec le nombre quantique n pour la valeur fixe de γ. Ainsi, la précision dans la prédiction

de la localisation de la particule augmente tandis que la précision dans la prédiction de l’impul-

sion décroît avec l’augmentation de γ pour les trois niveaux(n = 0, 1, 2) . Selon la Figure. 3.5a,

4x augmente avec γ, contrairement au cas de4p qui diminue lorsque γ augmente : ainsi, dans

ce système, la précision de la prédiction de la localisation de la particule diminue tandis que la

précision pour prévoir l’élan augmente avec l’augmentation de γ.

Aussi, à partir de (3.37), la relation entre le paramètre de Fisher et le principe d’incertitude

est très proche : théoriquement, lorsque 4x4p augmente, FxFp diminue et vice-versa. Cette

situation est bien observée dans notre cas : la diminution du Fx indique une augmentation de la

précision de la prévision de la position. D’autre part, lorsque Fp augmente, cela signifie que la

précision de la prévision de la quantité de mouvement diminue. Pour les valeurs intermédiaires

de γ, il existe une ressemblance dans la variation des deux figures. (3.5b) et (3.5a). Cette similarité

observée dans cet intervalle ne change pas nos résultats car nous nous intéressons au compor-

tement de deux produits suivants qui donnent à la fois la relation d’incertitude d’Heisenberg

( 4x4p) et sa version en information quantique (FxFp). Les deux relations d’incertitude sont

présentées par les deux figures. (3.4) et (3.6) . Dans le tableau. 3.1, nous présentons les résultats

numériques des informations Fisher Fx et Fp et leur produit FxFp pour différentes valeurs de n
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Fig. 3.7 : Entropie de Shannon de l’oscillateur de Klein-Gordon à une dimension en fonction du
paramètre γ pour les deux configurations {x} et {px}

et γ. Il est clair de voir que la relation d’incertitude de Fisher (FxFp ≥ 4) ainsi que la relation

d’incertitude d’Heisenberg (∆x∆p ≥ 1
2 ) sont très bien satisfaits.

L’entropie de Shannon pour les deux configurations est bien présentée dans la Figure. 3.7 .

Cette figure décrit l’entropie de Shannon en fonction du paramètre γ pour les deux configurations

{x} et {px}. Nous pouvons voir que le paramètre de Shannon augmente dans la configuration

{x} (Figure. 3.7a), alors qu’il diminue dans la configuration {p}(Figure. 3.7b). Ce comportement

est identique pour les deux types de particules. Notons ici qu’avec la diminution de Sp, Sx aug-

mentent, mais seulement dans la mesure où leur somme reste au-dessus de la limite inférieure

stipulée de la valeur (1 + lnπ) (Figure. 3.11).

Pour comprendre les caractéristiques essentielles des entropies, nous centrons notre étude

sur l’entropie et sa densité : ces deux derniers sont définis par

(ρF ){a} = ρKG (a,E)

[
dln {ρKG (a,E)}

da

]2
, (3.38)

pour l’information de Fisher, et

(ρS){a} = ρKG (a,E) lnρKG (a,E) , (3.39)

pour l’entropie de Shannon : ici, {a} indique la configuration appropriée. Ces densités jouent

un rôle similaire à la densité de probabilité ρKG en mécanique quantique. Le comportement de
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Fig. 3.8 : Les densités de l’information de Fisher

(ρF ){a} et (ρS){a}est illustré dans les deux Figures. 3.8 et 3.9 pour les trois premiers niveaux

n = (0, 1, 2) et pour différentes valeurs de γ.

Analysons d’abord les propriétés de l’information densités de Fisher.

Dans la Figure.3.8 , nous avons représenté la densité de Fisher en fonction de la variable x

(ou p) pour (i) le premier niveau n = 1 où le paramètre γ prend les valeurs suivantes 0.1, 0.3,,

et ,0.5 et (ii) avec γ = 0.1 pour les trois premiers niveaux n = (0, 1, 2). Dans le premier cas,

pour l’espace de coordonnées, la densité se délocalise dans l’espace x avec l’augmentation de γ,

contrairement au cas où la densité est localisée dans l’espace dumoment p avec l’augmentation de

γ. Le second cas montre la densité de Fisher en fonction de la variable x (ou p) pour γ = 0.1, selon

les trois premiers niveaux : dans l’espace x, la densité est toujours localisée avec l’augmentation

du nombre quantique n. La situation dans l’espace p est inversement symétrique par rapport à

l’espace de coordonnées et l’argument sera le même que dans le cas de l’espace x.
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Fig. 3.9 : Les densités de l’entropie de Shannon

La Figure. 3.9 présente la densité de Shannon en fonction de la variable x (ou p) pour (i)

le premier niveau n = 1 où le paramètre γ prend les valeurs suivantes 0.1 ,0.3et 0.5 et (ii) avec

γ = 0, 1 selon les trois premiers niveaux n = (0, 1, 2). Dans le premier cas, pour la configuration

{x}, la densité se délocalise de la même manière ou γ augmente, contrairement au cas de la

configuration {px}, où la densité se délocalise dans l’espace-p lorsque γ croit. Le second cas

montre la densité de Shannon en fonction de la variable x (ou p) pour γ = 0.1, selon les trois

premiers niveaux : dans l’espace x, la densité se délocalise avec l’augmentation de n : le niveau

n = 2 est plus délocalisé par rapport au niveaun = 0. La situation dans l’espace p est inversement

symétrique par rapport à l’espace de coordonnées et l’argument sera le même que dans le cas de

l’espace x.

Song et al [99] ont étudié l’entropie d’un système unidimensionnel doté du potentiel de Lan-

dau [96]. Ils ont montré que les distributions multi-pics apparaissent dans les courbes de densité
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Fig. 3.10 : La somme Sx+ Sp en fonction du γ pour les trois premiers niveaux n = 0, 1, 2

par rapport à la position et que les densités d’entropie du moment peuvent être une signature de

l’existence d’une transition de phase quantique. Ils ont constaté que le comportement de transi-

tion de phase du système peut être bien exprimé par l’évolution de l’entropie quantique : cette

transition a été observée dans les courbes de Sx et Sp où les deux quantités présentent une va-

riation abrupte autour d’un même point critique. Cette transition a la nature d’une transition

de phase de second ordre. Dans notre cas, malgré l’existence de distributions multi-pics, (voir les

Figures. (3.8) et (3.9)), il n’y a pas de transition de phase probable : ce résultat peut être argumenté

par l’absence d’un changement significatif dans les courbes de Sx et Sp. Néanmoins, leur somme

Sx + Sp pour un nombre quantique donné n reste une constante indépendante du paramètre γ

(Figure.3.10 ) .

Nous sommes maintenant prêts à discuter la relation d’incertitude d’Heisenberg et de son

analogue dans le cadre de l’information quantique : l’incertitude d’Heisenberg en mécanique

quantique est une inégalité entre position et moment : il indique précisément que le produit

en position et en moment peut être exprimé comme suit 4x4p ≥ 1
2 : cela signifie que plus

la position de la particule est déterminée avec précision, moins la quantité de mouvement est

connue, et inversement. Rudnicki [100] a reformulé l’incertitude d’Heisenberg , dans le sens lié

aux relations d’incertitude entropique, comme suit : "plus nous disposons d’informations sur la

position, moins nous pouvons obtenir d’informations sur le momentum et vice-versa".

Ces dernières années, de nouveaux principes d’incertitude, provenant de la théorie de l’infor-

mation, ont été introduits : mentionnons que cette quantité théorique et son extension quantique,

pas encore suffisamment connues des physiciens, ont été utilisées pour constituer un nombre
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d’inégalités telles que les inégalités de Stam et Cramer–Rao. L’inégalité de Cramer-Rao appar-

tient à une famille naturelle d’inégalités de la théorie de l’information qui jouent un rôle impor-

tant dans une grande variété de domaines scientifiques et technologiques, allant de la théorie

des probabilités à la théorie de la communication, du traitement du signal et de la théorie de

l’approximation à la physique quantique des systèmes à D dimensions avec un nombre fini de

particules. L’information de Fisher sur les systèmes à une seule particule n’a été que récemment

déterminée sous forme fermée en termes de nombres quantiques caractérisant l’état physique

impliqué pour les espaces de position et d’impulsion. Ces inégalités pertinentes impliquant les

informations de Fisher dans un espace donné (Cramer–Rao) ou dans l’espace conjugué (Stam).

D’après les travaux de Saha et al [101], le produit FxFp ≥ 4, parfois appelé relation d’incer-

titude basée sur l’information de Fisher, a souvent été conjecturé comme présentant une limite

inférieure non triviale telle que pour les systèmes unidimensionnels. Dans la littérature, il existe

de nombreux systèmes quantiques pour lesquels la relation est valide. D’autre part, il existe égale-

ment un nombre infini de contre-exemples qui permettent de démontrer qu’il n’est pas toujours

possible d’obtenir une relation d’incertitude universelle comme borne inférieure de cette rela-

tion [58, 60] .

Le Tableau. 3.1 montre des résultats numériques concernant la relation d’incertitude et la

mesure de l’information de Fisher de l’oscillateur Klein-Gordon à une dimension pour les trois

niveaux (n = 0, 1, 2) pour différents choix du paramètre γ. Après ce tableau, nous observons

que :

• Les inégalités de Stam, et les inégalités de Cramer – Rao sont remplies,

• La relation suivante

FxFp ≥ 4, (3.40)

est bien établie et, par conséquent, l’équation (3.40) est valable pour le cas des trois niveaux :

n = 0, 1, 2 (voir figure.3.4),

• Enfin, la somme des entropies est en cohérence avec l’inégalité BBM où

Sx + Sp ≥ 1 + lnπ ' 2.14447. (3.41)
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Tab. 3.1 : Résultats numériques pour la relation d’incertitude et les informations de Fisher et
l’entropie de Shannon de l’oscillateur de Klein-Gordon à une dimension en fonction du γ
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Fig. 3.11 : Sx + Sp en fonction du γ pour les trois premiers niveaux n = 0, 1, 2

Comme le montre clairement le tableau. L’inégalité de BBM et la relation d’incertitude d’Heisen-

berg sont valables pour l’oscillateur de Klein-Gordon à une dimension, et la somme des entropies

Sx + Sp est supérieur à la valeur 1 + lnπ (Figure.3.11). L’inégalité BBM stipule que la somme

de Sx + Sp reste supérieur à la limite inférieure de (1 + lnπ). En particulier, nous trouvons que

la somme de Sx et Sp pour l’état fondamental (avec γ = 0) est très proche de la valeur limite

(1 + lnπ). D’après les résultats numériques présentés dans le Tableau. 3.1, nous observons que la

somme d’entropie Sx+Sp ≥ 1+ lnπ tend à être saturée à la valeur-limite définie par l’inégalité

BBM pour les trois niveaux .

En conclusion, on observe que l’inégalité BBM est satisfaite comme le montre le Tableau.

3.1. En effet, on observe une augmentation de l’entropie de position pour tout γ, ce qui suffit

à compenser la réduction de l’entropie du moment . Ainsi, nous pouvons également affirmer

que, comme le mentionnent Dong et Gonzalez [102,103], « il n’existe pas d’états physiques violant

l’inégalité BBM ».

Considérons à nouveau le Tableau. 3.1 : un résultat important apparaît pour le cas de l’état

fondamental n = 0 : si γ = 0, alors 4x = 4p = 0.7071 et 4x4px = 1
2 qui correspond

au cas le plus simple de l’état fondamental pour l’oscillateur harmonique. Quand γ augmente,

4x > 0.7071, 4p < 0.7071 et 4x4p > 1
2 [59]. Ces résultats montrent qu’il existe un phéno-

mène de compression du moment pour l’état fondamental n = 0 : en physique, un état cohé-

rent comprimé est un état quelconque de l’espace d’Hilbert en mécanique quantique telle que le

principe d’incertitude est saturé. Notez qu’un tel effet de compression a été observé par Dong

et al [102] lors de l’étude des entropies de l’information quantiques pour un puits à potentiel
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tangent carré, par Aguiar et al [58, 60] pour leur étude sur l’information de Fisher de l’oscilla-

teur Harmonique à amortissement quantique, et enfin par Macedo et al [59] lors de l’inspection

de l’information de Fisher et de l’entropie de Shannon des oscillateurs de masse dépendantes

de la position. Pour les autres niveaux, ce phénomène disparaît. Selon les travaux de Aguiar et

Guedes [58, 60], l’information de Fisher peut également être utilisée pour étudier l’effet de com-

pression (squeezing effect) dans la position ou l’impulsion des systèmes quantiques via ∆x ou

∆p.

Enfin, notons aussi l’existence d’une relation étroite entre l’entropie de Shannon S et l’infor-

mation de Fisher F via le principe d’incertitude produit ∆x∆p : selon les travaux de Aguiar et

al [58, 60], nous avons

S ≥ 1 + ln2π − 1

2
ln(FxFp) ≡ S0. (3.42)

L’équation (3.42) est obtenue en utilisant :

∆x∆p ≥ 1

2πe
eS . (3.43)

ainsi que (3.37). Ici,e est le nombre d’Euler et le terme S0 est donné par :

S0 = 1 + ln2π − 1

2
ln(FxFp). (3.44)

Cette équation indique que S diminue lorsque FxFp augmente. Cette situation est bien illustrée

dans les Figures. (3.3) et (3.7).
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CHAPITRE4
L’influence du potentiel dépendant de l’énergie sur l’information de
Fisher et l’entropie de Shannon : cas de l’oscillateur de Dirac à 1D

4.1 Les solutions propres de l’oscillateur de Dirac à une dimen-
sion en présence d’un potentiel dépendant de l’énergie

L’équation libre de Dirac en présence d’un potentiel dépendant de l’énergie s’écrit par :

[
α
(
p− iλγ0x

)
+ γ0

]
ψ = Eψ, (4.1)

avec λ =
√
1 + γE , α et γ0 sont les matrices de Dirac dont

α =

(
0 σ

σ 0

)
, γ0 =

(
1 0

0 −1

)
. (4.2)

A une dimension, ces matrices prennent la forme suivante

αx = σx =

(
0 1

1 0

)
. (4.3)
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Les solutions propres de l’oscillateur de Dirac à une dimension en présence d’un potentiel
dépendant de l’énergie

De l’équation (4.1), on obtient(
1 px + iλx

px − iλx −1

)(
ψ1

ψ2

)
= E

(
ψ1

ψ2

)
. (4.4)

A partir de (4.4), nous obtenons un ensemble d’équations couplées comme suit :

(px − iλx)ψ1 = (E + 1)ψ2, (4.5)

(px + iλx)ψ2 = (E − 1)ψ1. (4.6)

En utilisant l’équation (4.6), la composante ψ2 s’écrit en fonction de ψ1 par :

ψ2 =
(px − iλx)

(E + 1)
ψ1. (4.7)

En remplaçant l’équation (4.7) dans (4.5), on trouve :

(px + iλx) (px − iλx)ψ1 =
(
E2 + 1

)
ψ1, (4.8)

où sous une forme détaillée par :(
p2x
2

+
1

2
λ2x2

)
ψ1 (x,E) =

(
E2 − 1 + λ

2

)
ψ1 (x,E) , [x, px] = i. (4.9)

L’équation (4.9) est l’équation standard d’un oscillateur harmonique à une dimension.

Les solutions propres sont

E4 − 2E2 − 4γn2E − 4n2 + 1 = 0, (4.10)

ψ1 (x,E) = CnHn

(√
λx
)
exp

(
−λ
2
x2
)
, (4.11)

ψ2 (x,E) =
(px − iλx)

(E + 1)
CnHn

(√
λx
)
exp

(
−λ
2
x2
)
. (4.12)

La fonction d’onde totale associée sera alors

ψ (x,E) = Cn

(
1

(px−iλx)
(E+1)

)
Hn

(√
λx
)
exp

(
−λ
2
x2
)
. (4.13)

où Cn est la constante de normalisation et Hn

(√
λx
)
et les polynômes d’Hermite.
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Les solutions propres de l’oscillateur de Dirac à une dimension en présence d’un potentiel
dépendant de l’énergie

La condition de normalisation Cn se calcul en utilisant la condition de normalisation comme

suit : ∫ +∞

−∞
ψ⋆ (x,E) γ0

(
1− ∂V

∂E

)
ψ (x,E) dx = 1, dontV (x,E) =

λ

2
x2. (4.14)

L’équation (4.14) s’écrit aussi par∫ +∞

−∞

(
ψ∗
1 (x,E) , ψ∗

2 (x,E)
)( 1− 1

2γx
2 0

0 1− 1
2γx

2

)(
ψ1 (x,E)

ψ2 (x,E)

)
dx = 1. (4.15)

Un calcul direct donne

C2
n =

√
λ√
π

2nn!

(
1− γ

2λ

(
n+

1

2

))
+

(
2n

√
λ

(E + 1)

)2

2n−1 (n− 1)!

(
1− γ

2λ

(
n− 1

2

))−1

.

(4.16)

Passons maintenant à la configuration {p} où le principe de correspondance exige que

px → px, x→ i
∂

∂px
. (4.17)

Dans ce cas, (4.9) devient(
−1

2

∂2

∂p2x
+

1

2λ2
p2x

)
ψ1 (p,E) =

(
E2 − 1 + λ

2λ2

)
ψ1 (p,E) . (4.18)

Les solutions propres correspondantes peuvent être résumées comme suit :

E4 − 2E2 − 4n2 − 4n2γE + 1 = 0. (4.19)

La fonction d’onde totale associée est

ψ (p,E) =

(
ψ1 (p,E)

ψ2 (p,E)

)
, (4.20)

avec

ψ1 (p,E) = CpnHn

(
p√
λ

)
exp

(
− p2

2λ

)
, (4.21)

ψ2 (p,E) = Cpn
2n

√
λ

(E + 1)
Hn−1

(
p√
λ

)
exp

(
− p2

2λ

)
, (4.22)

et dont constante de normalisation Cpn se calcul aussi en utilisant la condition de normalisation
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Les solutions propres de l’oscillateur de Dirac à une dimension en présence d’un potentiel
dépendant de l’énergie

Tab. 4.1 : La constante de normalisation pour certaines niveau dans la configuration {x}

n C2
n

0
√
λ√
π

(
1− γ

4ωE

)−1

1
√
λ√
π

((
2− 3γ

2λ

)
+
(

2
√
λ

(E+1)

)2 (
1− γ

4λ

))−1

2
√
λ√
π

(
8− 10γ

λ +
(

4
√
λ

(E+1)

)2 (
2− 3γ

2λ

))−1

Tab. 4.2 : La constante de normalisation pour certaines niveau dans la configuration {px}

n C2
p

0 1√
λ
√
π

(
1 + γ

4λ3

)−1

1 1√
λ
√
π

(
2
(
1 + 3γ

4λ3

)
+
(

2
√
λ

(E+1)

)2 (
1 + γ

4λ3

))−1

2 1√
λ
√
π

(
8
(
1 + 5γ

4λ3

)
+ 2

(
4
√
λ

(E+1)

)2 (
1 + 3γ

4λ3

))−1

comme suit :∫ +∞

−∞
ψ⋆ (px, E) γ0

(
1− ∂V

∂E

)
ψ (px, E) dpx = 1, dontV =

1

2ω2
E

p2x. (4.23)

Alors, l’équation suivante∫ +∞

−∞

(
ψ∗
1 (px, E) , ψ∗

2 (px, E)
)( 1 + γ

2λ4
p2x 0

0
(
1 + γ

2λ4
p2x
) )( ψ1 (px, E)

ψ2 (px, E)

)
dpx = 1

(4.24)

conduit à

Cp2n =
1√
λ
√
π

2nn!

(
1 +

γ

2λ3

(
n+

1

2

))
+

(
2n

√
λ

(E + 1)

)2

2n−1 (n− 1)!

(
1 +

γ

2λ3

(
n− 1

2

))−1

.

(4.25)

Les deux Tableaux. 4.1 et 4.2 donnent quelques formules de la constante de normalisation dans

les deux configurations pour les trois niveaux n = 0, 1, 2 .

Les deux équations (4.10) et (4.19) sont une équation algébrique d’ordre 4 possédants des

solutions réelles et complexes. En omettant les solutions complexes qui ne sont pas physiques,

on a pu construire l’allure du spectre d’énergie à partir des deux autres solutions réelles. Ce
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Les solutions propres de l’oscillateur de Dirac à une dimension en présence d’un potentiel
dépendant de l’énergie

(a) (b)

Fig. 4.1 : Le spectre d’énergie E en fonction du nombre quantique n pour certaines valeurs de γ
dans les deux configurations {x} et {px}

spectre est tracé dans la Figure. 4.1 . Cette figure montre le spectre d’énergie E en fonction du

nombre quantique n pour différentes valeurs différentes de γ dans les deux configurations {x} et

{p}. De cette figure, quelques résultats intéressants, sont prêts à discuter. Sur cette 4.1 (b), seule

l’énergie positive est retenue, puisque les négatives ne sont pas normalisables.

• Le produit scalaire modifié est à l’origine de la saturation des spectres d’énergies pour les

particules comme dans le cas de l’oscillateur de Klein-Gordon et l’oscillateur Harmonique.

Il y a une saturation d’énergie uniquement pour les particules. Le cas des antiparticules

l’énergie croit à l’infini. Ainsi, nous nous consacrons notre étude sur les particules seule-

ment.

• La limite asymptotique pour la forme d’énergie est 1
|γ| .

• Le début de la saturation commence à partir d’un nombre quantique spécifique Nmax. Ce

paramètre diminue rapidement lorsque |γ| augmente lentement.

Dans ce qui suit, nous allons étudier l’influence de la modification du produit scalaire sur la

densité de probabilité de notre système en question : Sazdjian et al [6–8] ont montré que la

définition de la densité doit être modifiée afin de garantir la validité de l’équation de continuité.
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dépendant de l’énergie

La nouvelle définition de la densité de probabilité en présence d’un potentiel dépendant de

l’énergie est donnée par

ρ(x,E) = ψ (x,E) γ0
(
1− ∂V

∂E

)
ψ (x,E) , (4.26)

avec

ψ (x,E) = ψ⋆(x,E)γ0. (4.27)

Ici

V =
λ2

2
x2 =⇒ ∂V

∂E
=

1

2
γx2. (4.28)

A partir de l’équation (4.26), la densité de probabilité devient

ρ(x,E) =

(
1− 1

2
γx2
)1 +

(
2n

√
λ

(E + 1)

)2
φ2

1 (x,E) , (4.29)

avec

φ1 (x,E) = CnHn−1

(√
λx
)
exp

(
−λ
2
x2
)
. (4.30)

La condition pour que cette densité représente un système physique et qu’elle doit être définie

positive. Ainsi, nous avons l’inégalité suivante

1− 1

2
γx2 ≥ 0. (4.31)

L’équation (4.31) mène à la condition suivante : γ < 0.

Pour l’espace du moment, l’équation de densité de probabilité prend la forme suivante

ρ(p,E) = ψ (p,E) γ0
(
1− ∂V

∂E

)
ψ (p,E) , (4.32)

où

ρ(p,E) =
(
1 +

γ

2λ4
p2
)1 +

(
2n

√
λ

(E + 1)

)2
φ2

1 (p,E) . (4.33)

Comme

ψ (p,E) = ψ⋆(p,E)γ0, (4.34)
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Tab. 4.3 : La condition sur le paramètre γ pour les trois niveaux n = 0, 1, 2 dans la configuration
{px}

n γ

0 −0.3 ≤ γ ≤ 0

1 −0.2 ≤ γ ≤ 0

2 −0.14 ≤ γ ≤ 0

et

φ1 (p,E) = CnHn−1

(
p

√
ωE

)
exp

(
− p2

2ωE

)
, (4.35)

alors cette condition dépend de chaque niveau d’énergie : pour bien illustrer ça, nous donnons

l’intervalle du paramètre γ pour les trois niveaux n = 0, 1, 2. Dans le Tableau. 4.3 , on présente

la condition sur le paramètre γ pour les trois niveaux n = 0, 1, 2 pour avoir ρ(p,E) > 0.

Dans la Figure. 4.2, nous montrons l’influence du paramètre γ sur les densités de probabilité

pour les deux espaces de configuration {x} et {px}. La Figure. 4.2a présente la densité ρ(x,E)

dans la configuration {x} : on peut voir montre que toutes les courbes sont symétriques autour

de x = 0 et supérieur à zéro. Par contre sur la Figure. 4.2b, dont la densité ρ(p,E) est tracée

dans la configuration {p}, on observe que toutes les courbes sont symétriques autour de p = 0

et supérieures à zéro ou γ > −0.2. Pour la valeur γ = −0.3 implique que la densité ρ(p,E) < 0.

Ce résultat est omis à cause de la condition ρD > 0.

4.2 L’influence duparamètre γ sur l’information de Fisher et l’en-
tropie de Shannon

4.2.1 L’information de Fisher

L’information de Fisher est donnée par

Fx =

∫ +∞

−∞
ρn(x,E)

[
d ln (ρn(x,E))

dx

]2
dx. (4.36)
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Fig. 4.2 : Les densités de probabilités dans les deux espaces de configuration {x} et {px}pour
différentes valeurs de n et γ
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dont la forme détaillée de ce dernier est écrite comme suit

Fx = I + II

+

∫ +∞

−∞
− (16λ+ 8γ)

√
λx

(
n+

4n2 (n− 1)λ

(E + 1)2

)
ψ1 (x,E)ψ2 (x,E) dx︸ ︷︷ ︸

III

+

∫ +∞

−∞
(4γ + 4λ)λx2

(
1 +

4n2λ

(E + 1)2

)
ψ2
1 (x,E) dx︸ ︷︷ ︸

IV

+

∫ +∞

−∞
8γλ

√
λx3

(
n+

4n2 (n− 1)λ

(E + 1)2

)
ψ1 (x,E)ψ2 (x,E) dx︸ ︷︷ ︸

V

+

∫ +∞

−∞
−2γλ2x4

(
1 +

4n2λ

(E + 1)2

)
ψ2
2 (x,E) dx︸ ︷︷ ︸,

V I (4.37)

dont

ψ1 (x,E) = CnHn−1

(√
λx
)
exp

(
−λ
2
x2
)
, (4.38)

ψ2 (x,E) = CnHn−2

(√
λx
)
exp

(
−λ
2
x2
)
. (4.39)

L’évaluation de différents termes donne

III = −C
2
n (16λ+ 8γ)

√
π√

λ

{
(n− 1)

4n2λ

(E + 1)2
2n−2 (n− 1)! + n2n−1n!

}
, (4.40)

IV =
C2
n (4γ + 4λ)

√
π√

λ

{(
2nn!

(
n+

1

2

))
+

4n2λ2n−1 (n− 1)!

(E + 1)2

(
n− 1

2

)}
, (4.41)

V =
8γC2

n

√
π√

λ

{
4n2λ2n−2 (n− 1) (n− 1)!

(
n− 3

2

)
(E + 1)2

+ n2n−1n!

(
n− 1

2

)}
, (4.42)

V I = −2γ
√
πC2

n√
λ

{
2nn!

[
(2n+ 1)2 + 2

4

]
+

4n2λ2n−1 (n− 1)!

(E + 1)2

[
(2 (n− 1) + 1)2 + 2

4

]}
.

(4.43)
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Les deux premiers termes

I =

∫ +∞

−∞

γ2x2
(
1 + 4n2λ

(E+1)2

)
ψ2
1 (x,E)(

1− 1
2γx

2
) dx, (4.44)

II =

∫ +∞

−∞

16
(
1− 1

2γx
2
)
λ
(
n+ 4n2(n−1)λ

(E+1)2

)2
ψ2
1 (x,E)ψ2

2 (x,E)(
ψ2
1 (x,E) + 4n2λ

(E+1)2
ψ2
2 (x,E)

) dx. (4.45)

sont calculés numériquement.

En ajoutant les résultats de différents termes dans l’équation (4.37), la forme finale du para-

mètre Fisher dans l’espace de la position est :

Fx = I + II

+
4n2λ

√
π (n− 1) 2n−2 (n− 1)!C2

n√
λ (E + 1)2

{
8γ

(
n− 3

2

)
− (16λ+ 8γ)

}
+

√
πC2

nn2
n−1n!√
λ

{
8γ

(
n− 1

2

)
− (16λ+ 8γ)

}
+

√
πC2

n2
nn!√

λ

{
(4γ + 4λ)

(
n+

1

2

)
− 2γ

[
(2n+ 1)2 + 2

4

]}

− 2γ
√
πC2

n√
λ

{
2nn!

[
(2n+ 1)2 + 2

4

]
+

4n2λ2n−1 (n− 1)!

(E + 1)2

[
(2 (n− 1) + 1)2 + 2

4

]}
.

(4.46)

Dans ce qui suit, nous nous concentrerons uniquement sur les trois premiers niveaux n = 0, 1, 2.

• Pour le niveau fondamental n = 0,

F0 =

∫ +∞

−∞

γ2x2ψ2
1 (x,E)(

1− 1
2γx

2
) dx+

(
1− γ

4ωE

)−1(
2γ + 2λ− 3γ

2

)
. (4.47)
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• Pour le premier niveau excité n = 1,

F1 =

∫ +∞

−∞

γ2x2
(
ψ2
1 (x,E) +

(
2
√
λ

(E+1)

)2
ψ2
1 (x,E)

)
(
1− 1

2γx
2
) dx+

∫ +∞

−∞

(
1− 1

2γx
2
) (

4
√
λ (ψ1 (x,E)ψ1 (x,E))

)2(
ψ2
1 (x,E) +

(
2
√
λ

(E+1)

)2
ψ2
1 (x,E)

) dx+


(
2− 3γ

2λ

)
+

(
2
√
λ

(E + 1)

)2 (
1− γ

4λ

)
−1−4λ− 3γ +

(
2
√
λ

(E + 1)

)2 (γ
2
+ 2λ

) .

(4.48)

• Enfin, pour le deuxième niveau n = 2,

F2 =

∫ +∞

−∞

γ2x2
(
1 + 16λ

(E+1)2

)
ψ2
1 (x,E)(

1− 1
2γx

2
) dx+

∫ +∞

−∞

(
1− 1

2γx
2
){

4
√
λ
(
2 + 16λ

(E+1)2

)
ψ1 (x,E)ψ2 (x,E)

}2(
ψ2
1 (x,E) +

(
2n

√
λ

(E+1)

)2
ψ2
1 (x,E)

) dx+

8− 10γ

λ
+

(
4
√
λ

(E + 1)

)2(
2− 3γ

2λ

)
−14γ − 48λ−

(
4
√
λ

(E + 1)

)2

(4λ+ 3γ)

 .

(4.49)

Maintenant, dans l’espace du moment {px}, on a

Fp =

∫ +∞

−∞
ρn(p,E)

[
d ln (ρn(p,E))

dp

]2
dp, (4.50)

dont

ψ′
1 (p,E) = C ′

nHn−1

(
p√
λ

)
exp

(
− p2

2λ

)
,
′ (4.51)

ψ′
2 (p,E) = C ′

nHn−2

(
p√
λ

)
exp

(
− p2

2λ

)
. (4.52)
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Après quelques étapes d’un calcul direct, on obtient

Fp = I + II

+

∫ +∞

−∞

(
8γ

λ4
− 16

λ

)
p

(
n+

4n2λ (n− 1)

(E + 1)2

)
ψ′
1 (p,E)ψ′

2 (p,E) dp︸ ︷︷ ︸
III

+

∫ +∞

−∞

(
4

λ
− 4γ

λ4

)
p2

λ

(
1 +

4n2λ

(E + 1)2

)
ψ′2
1 (p,E) dp︸ ︷︷ ︸

IV

+

∫ +∞

−∞
− 8γp3

λ5
√
λ

(
n+

4n2λ (n− 1)

(E + 1)2

)
ψ′
1 (p,E)ψ′

2 (p,E) dp︸ ︷︷ ︸
V

+

∫ +∞

−∞

2γp4

λ6

(
1 +

4n2λ

(E + 1)2

)
ψ′2
1 (p,E) dp︸ ︷︷ ︸

V I

. (4.53)

L’évaluation de différents termes conduit à :

III = C
′2
n p

√
π
√
λ

(
8γ

λ4
− 16

λ

){
n2n−1n! +

4n2λ (n− 1)
(
2n−2

)
(n− 1)!

(E + 1)2

}
, (4.54)

IV = C
′2
n p

√
π
√
λ

(
4

λ
− 4γ

λ4

){
2nn!

(
n+

1

2

)
+

4n2λ2n−1 (n− 1)!

(E + 1)2

(
n− 1

2

)}
, (4.55)

V = −8γC
′2
n p

√
πλ

λ4

{
n2n−1n!

(
n− 1

2

)
+

4n2λ (n− 1) 2n−2 (n− 1)!

(E + 1)2

(
n− 3

2

)}
, (4.56)

V I =
2γC

′2
n p

√
πλ

λ4

{
2nn!

[
(2n+ 1)2 + 2

4

]
+

4n22n−1 (n− 1)!λ

(E + 1)2

[
(2 (n− 1)n+ 1)2 + 2

4

]}
,

(4.57)

Les deux premiers termes

I =

∫ +∞

−∞

γ2p2

λ8

(
1 + 4n2λ

(E+1)2

)
ψ

′2
1 (p,E)(

1 + γ
2λ4

p2
) dp (4.58)

II =

∫ +∞

−∞

(
1 + γ

2λ4
p2
){

4√
λ
ψ′
1 (p,E)

(
nψ′

1 (p,E) + 4n2λ(n−1)

(E+1)2
ψ′
2 (p,E)

)}2(
1 + 4n2λ

(E+1)2

)
ψ

′2
1 (p,E)

dp. (4.59)

sont évalués numériquement.
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Enfin, la forme finale du paramètre de Fisher dans l’espace du moment est

Fp = I + II

+ C
′2
n p

√
π
√
λn2n−1n!

{(
8γ

λ4
− 16

λ

)
− 8γ

λ4

(
n− 1

2

)}
+

4n2λ (n− 1)
(
2n−2

)
(n− 1)!C

′2
n p

√
π
√
λ

(E + 1)2

{(
8γ

λ4
− 16

λ

)
− 8γ

λ4

(
n− 3

2

)}
+ C

′2
n p

√
π
√
λ2nn!

{(
4

λ
− 4γ

λ4

)(
n+

1

2

)
+

2γ

λ4

[
(2n+ 1)2 + 2

4

]}

+
4n2λC

′2
n p

√
π
√
λ2n−1 (n− 1)!

(E + 1)2

{(
4

λ
− 4γ

λ4

)(
n− 1

2

)
+

2γ

λ4

[
(2 (n− 1) + 1)2 + 2

4

]}
.

(4.60)

Ici, nous nous concentrons sur les trois premiers niveaux n = 0, 1, 2 : Ainsi

• Pour le niveau fondamental n = 0

F0 =

∫ +∞

−∞

γ2

λ8
p2ψ

′2
1 (p,E)(

1 + γ
2λ4 p

2
) dp+

(
1 +

γ

4λ3

)−1
(
2

λ
− γ

2λ4

)
. (4.61)

• Pour le premier niveau excité n = 1

F1 =

∫ +∞

−∞

( γ
λ4
px
)2(

ψ
′2
1 (p,E) +

(
2
√
λ

(E+1)

)2
ψ

′2
1 (p,E)

)
(
1 + γ

2λ4
p2
) dp+

∫ +∞

−∞

(
1 + γ

2λ4
p2
) (

4√
λ
ψ′
1 (p,E)ψ′

1 (p,E)
)2(

ψ
′2
1 (p,E) +

(
2n

√
λ

(E+1)

)2
ψ

′2
1 (p,E)

) dp+

2

(
1 +

3γ

4λ3

)
+

(
2
√
λ

(E + 1)

)2 (
1 +

γ

4λ3

)
−13γ

λ4
− 4

λ
+

(
2
√
λ

(E + 1)

)2(
2

λ
− γ

2λ4

) .

(4.62)
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• Enfin, pour le deuxième niveau n = 2

F2 =

∫ +∞

−∞

( γ
λ4
p
)2(

ψ
′2
1 (p,E) +

(
4
√
λ

(E+1)

)2
ψ

′2
1 (p,E)

)
(
1 + γ

2λ4
p2
) dp+

∫ +∞

−∞

(
1 + γ

2λ4
p2
)(

4√
λ
ψ′
1 (p,E)

(
2ψ′

1 (p,E) +
(

4
√
λ

(E+1)

)2
ψ′
2 (p,E)

))2

(
ψ

′2
1 (p,E) +

(
4
√
λ

(E+1)

)2
ψ

′2
1 (p,E)

) dp+

8

(
1 +

5γ

4λ3

)
+ 2

(
4
√
λ

(E + 1)

)2(
1 +

3γ

4λ3

)
−1

√
π
√
λ


(

4
√
λ

(E + 1)

)2(
3γ

λ4
− 4

λ

)
−
(
48

λ
+

4γ

λ4

) .

(4.63)

4.2.2 L’entropie de Shannon

L’entropie de Shannon unidimensionnel pour les deux configurations {x} et {px} est calculée

à partir des deux équations suivantes :

Sx = −
∫
ρn(x,E) ln (ρn(x,E)) dx, (4.64)

Sp = −
∫
ρn(p,E) ln (ρn(p,E)) dp, (4.65)

dont les deux densités ρn(x,E) et ρn(p,E) sont définis par les deux équations (4.29) et (4.33).

4.3 Résultats et discussion

La Figure. 4.3 montre l’information de Fisher en fonction du paramètre γ pour les trois ni-

veaux (n = 0, 1, 2) dans les deux configurations suivantes : la configuration de l’espace de coor-

données {x} et de l’espace de moment {px}. Selon cette figure, Fx augmente avec γ pour diffé-

rentes valeurs de n (Figure. 4.3a) contrairement dans la configuration du moment où il diminue

(4.3b).

Dans la Figure. 4.4 , nous avons tracé le produit FxFp en fonction du γ pour les trois niveaux

n = 0, 1, 2. Suivant cette figure, relation d’incertitude de Fisher FxFp ≥ 4 est bien vérifiée. Pour

bien comparer ce dernier résultat avec les relations d’incertitudes d’Heisenberg, nous avons tracé
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Fig. 4.3 : L’information de Fisher pour l’oscillateur de Dirac unidimensionnel en fonction du γ
pour les deux types de configurations
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Fig. 4.4 : Le produit FxFp en fonction du γ pour les trois niveaux n = 0, 1, 2
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Fig. 4.5 : L’incertitude de Heisenberg4x et4p en fonction du γ pour les trois niveaux n = 0, 1, 2
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Fig. 4.6 : 4x4p en fonction du γ pour les trois niveaux n = 0, 1, 2

l’incertitude de 4x et 4p en fonction de γ pour les trois niveaux n = 0, 1, 2 dans la Figure.

4.5 . Cette Figure montre comment les deux types d’incertitude sur x et p peuvent changer en

fonction du paramètre γ. Ainsi, on peut voir que4x augmente lorsque γ diminue contrairement

pour le cas de 4p. Pour comprendre bien ces relations, nous avons tracé 4x4p en fonction

du paramètre γ pour les trois niveaux n = 0, 1, 2 sans la Figure. 4.6 . La relation d’incertitude

constitue la propriété de base de la mécanique quantique. En particulier, le principe d’incertitude

d’Heisenberg stipulant que le produit des deux incertitudes de position et d’impulsion s’écrit par

4x4p≥h̄
2 . Cette dernière est très satisfaite dans notre cas.

Passons maintenant aux résultats concernant les calculs de l’entropie de Shannon. Dans la

Figure. 4.7 , nous avons étudié l’entropie de Shannon en fonction de γ, dans les deux configura-

tions de l’espace. Ces entropies,Sx et Sp ont été calculées pour les trois niveaux états n = 0, 1, 2.

Selon cette figure, on peut voir que Sx augmente contrairement (Figure. 4.7a), du paramètre Sp
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Fig. 4.7 : L’entropie de Shannon de l’oscillateur de Dirac à une dimension en fonction du γ pour
les deux configurations {x} et {px}
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Fig. 4.8 : La somme Sx+ Sp en fonction du γ pour trois niveaux n = 0, 1, 2

où il diminue(Figure. 4.7b).

Enfin, dans la Figure. , nous présentons les résultats de la somme d’entropie Sx + Sp des

trois niveaux n = 0, 1, 2 pour diverses valeurs du paramètre γ. On peut voir que la somme

des entropies est compatible avec l’inégalité BBM [81], correspond à la limite inférieure stipulée

Sx+ Sp ⩾ 1 + lnπ.

Tous les résultats trouvés au-dessus concernant les relations d’incertitudes sont récapitulé

dans le Tableau. 4.4 . Selon, ce tableau nous observons que

• Les inégalités de Stam et de Cramer-Rao sont remplies [58–60, 80].

• La relation d’incertitude FxFp ≥ 4 [58, 60] est bien établie.
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Tab. 4.4 : Résultats numériques pour la relation d’incertitude et les informations de Fisher et
l’entropie de Shannon de l’oscillateur de Dirac à une dimension en fonction du γ

n
γ

E
△
x

△
p

△
x
△
p

F
x

F
p

F
x
F
p

S
x

S
p

S
x
+
S
p

1
+

ln
π

0
1

0.7
07
10
7

0.7
07
10
7

0,5
00
00
03
09

2
2

4
1.0

72
36

1.0
72
36

2,1
44
72

2.1
44
7

-0
.02

1
0.7

14
25

0.6
99
89

0,4
99
89
64
33

1.9
60
2

2.0
41
46

4,0
01
66
98
92

1.0
82
42

1.0
62
11

2,1
44
53

2.1
44
7

-0
.04

1
0.7

21
54
1

0.6
92
36
5

0,4
99
56
97
34

1.9
20
78

2.0
86
07

4,0
06
88
15
35

1.0
92
57

1.0
51
3

2,1
43
87

2.1
44
7

-0
.06

1
0.7

28
98
9

0.6
84
50
2

0,4
98
99
44
28

1.8
81
74

2.1
34
36

4,0
16
31
05
86

1.1
02
84

1.0
39
88

2,1
42
72

2.1
44
7

-0
.08

1
0.7

36
60
1

0.6
76
26
9

0,4
98
14
04
22

1.8
43
04

2.1
86
58

4,0
29
95
44
03

1.1
13
23

1.0
27
77

2,1
41

2.1
44
7

0
-0
.1

1
0.7

44
38
6

0.6
67
62
7

0,4
96
97
21
92

1.8
04
71

2.2
43
59

4,0
49
02
93
09

1.1
23
74

1.0
14
91

2,1
38
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Résultats et discussion

• Enfin, la somme des entropies est cohérence avec l’inégalité BBM ou Sx+Spx ≥ 1+lnπ '

2.14447.

Aussi, le tableau. 4.4 montre que l’inégalité BBM et les relations d’incertitudes d’Heisenberg sont

valables pour le cas de l’oscillateur Dirac à une dimension, et la somme des entropies Sx+Sp est

plus élevée supérieure à la valeur (1 + lnπ)(Figure. 4.8 ). L’inégalité BBM stipule que la somme

de Sx + Sp reste au-dessus de la borne inférieure de (1 + lnπ). En particulier, on constate que

la somme Sx etSp pour l’état fondamental (avec γ = 0) est très proche de la valeur-limite (1 +

lnπ). A partir des résultats numériques qui sont présentés dans le tableau 2, nous observons que

l’entropie somme Sx+Spx ≥ 1+ lnπ tend à être saturé à la valeur-limite définie par le Inégalité

BBM pour les trois bas niveaux. En conclusion, on constate que la L’inégalité BBM est satisfaite

dans tous les cas comme le montre le tableau. 4.4. En effet, une augmentation de l’entropie Sx
observée pour les trois niveaux est suffisante pour compenser la réduction de l’entropie Spx .

Ainsi, nous pouvons affirmer aussi comme dans le cas de l’oscillateur de Klein-Gordon à une

dimension qu’il n’y a pas états physiques qui violent l’inégalité BBM [102, 103].

Toujours selon le tableau. 4.4 un résultat important apparaît pour l’état fondamental n = 0 :

si γ = 0 , alors ∆x = ∆p = 0.7071 et ∆x∆px = 1/2 correspondent au cas le plus simple de

l’état fondamental pour l’oscillateur Harmonique unidimensionnel. Lorsque γ augmente, ∆x >

0, 7071,∆p < 0, 7071 et∆x∆p > 1/2 [59]. Ces résultats montrent aussi l’existence du phéno-

mène de compression sur le moment pour l’état fondamental n = 0. Cette situation est similaire à

celle rencontrée dans le cas de l’oscillateur de Klein-Gordon : un état cohérent compressé (squeeze

state) est un état de l’espace d’Hilbert en mécanique quantique dont le principe d’incertitude est

saturé.

Enfin, la conjecture d’applicabilité de la relation d’incertitude de Fisher, FxFp ≥ 4, selon le

tableau. 4.4 est absente pour le cas de l’oscillateur de Dirac à une dimension [58, 60, 101].
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CHAPITRE5
Les propriétés superstatistiques de l’oscillateur de Klein-Gordon à 1D en

présence d’un potentiel dépendant de l’énergie

5.1 Les propriétés thermiques ordinaires de l’oscillateur deKlein-
Gordon à 1D

Dans les section 2 , il a été prouvé que la forme spectre d’énergie suit l’équation séculaire

suivante :

E4 − 2E2 − 4n2 − 4n2γE + 1 = 0. (5.1)

Les valeurs de ce spectre d’énergie sont évalués numériquement en fixant le paramètre γ tout

en variant les nombres quantiques n jusqu’à avoir le phénomène de saturation observé pour les

deux cas.

Maintenant, dans le but d’évaluer les propriétés thermodynamiques des deux oscillateurs,

nous passons par la détermination de la fonction de partition Z . Cette dernière est définie par :

Z =

∞∑
n=0

e−βEn , (5.2)

dont β = 1
kBT

est la température inverse, kB la constante de Boltzmann.
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Les propriétés thermiques ordinaires de l’oscillateur de Klein-Gordon à 1D

En utilisant l’approche utilisée par Boumali [9] pour le cas de l’oscillateur Harmonique à 1D,

l’équation (5.2) devient :

Z ≡
∞∑
n=0

e−βEn '
N∑
n=0

e−βEn

︸ ︷︷ ︸
I

+ All levels are in saturations'
N∑
n=0

e−βEn

︸ ︷︷ ︸
contribution of few levels

. (5.3)

Le premier terme de (5.3) est la contribution de tous les niveaux jusqu’au début de l’apparition de

comportement de saturation dans le spectre de l’énergie. Le second est la contribution de tous les

niveaux après saturation. L’évaluation de cette fonction ce fait en employant la formule d’Euler

MacLaurin [9, 23, 82, 83] dont la somme devient intégrale comme suit :

∞∑
n=0

f (x) =
1

2
f (0) +

∫ ∞

0
f (x) dx−

∞∑
p=1

B2p

(2p)!
f (2p−1) (0) , (5.4)

où B2p sont les nombres de Bernoulli et f (2p−1) est la dérivée d’ordre (2p− 1). Toutes les pro-

priétés thermodynamiques, telles que l’énergie libre, l’entropie, l’énergie totale et la chaleur spé-

cifique, sont obtenues via la fonction de partition numériqueZ . Ces fonctions thermodynamiques

sont calculées à partir des expressions suivantes :

F = − 1

β
lnZ, U = −∂lnZ

∂β
, (5.5)

S

kB
= lnZ − β

∂lnZ
∂β

,
C

kB
= β2

∂2lnZ
∂β2

. (5.6)

Dans ce qui suit, nous nous concentrons sur l’étude de l’influence de la présence d’un potentiel

dépendant de l’énergie via le paramètre γ sur ces fonctions pour le cas des deux oscillateurs à

une dimension.

5.1.1 Résultats et discussion

La Figure. 5.1 montre la variation de toutes les fonctions thermiques en fonction de l’inverse

de la température β pour différentes valeurs de γ. Comme premier résulta, on peut voir que le

comportement de ces fonctions n’est pas identique à celui obtenu pour les oscillateurs relativistes

standard. La raison est liée à la nature des interactions de ces oscillateurs en présence de ce type

de potentiel dépendant linéairement de l’énergie considérée ici.
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Les propriétés thermiques ordinaires de l’oscillateur de Klein-Gordon à 1D

(a) La fonction de partition Z (b) L’énergie libre F

(c) L’entropie S (d) La chaleur spécifique Cv

Fig. 5.1 : Les propriétés thermodynamiques des deux oscillateurs en présence d’un potentiel
dépendant de l’énergie
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Les propriétés superstatistiques de l’oscillateur de Klein-Gordon à 1D

La variation de la fonction de partition Z en fonction du β (Figure. 5.1a) pour différentes

valeurs de γ montre que cette dernière augmente avec la diminution de β. L’effet du paramètre

γ est visible pour le cas des températures élevées. Dans la Figure. 5.1b, on donne la variation de

l’énergie libre F en fonction de β pour différentes valeurs du γ. On observe bien que l’énergie

libre F a une limite supérieure pour les basses températures.

Pour le cas de la fonction entropieS, (Figure. 5.1d) nous observons que cette fonction diminue

en fonction du β et atteint une limite supérieure pour les températures hautes. Aussi, l’effet du

paramètre γ sur l’entropie S est plus apparent pour cet intervalle des températures. A des basses

températures, nous obtenons la limite thermodynamique classique S → 0.

Enfin, dans la Figure. 5.1d nous présentons l’allure la variation de la chaleur spécifique Cv en

fonction du β pour différentes valeurs de γ. Selon cette figure, nous observons que, pour chaque

valeur spécifique de γ, chaque courbe a un pic symétrise autour d’une température appropriée

β0. L’intensité de ces pics augmente avec γ. Pour les valeurs élevées de β, la troisième loi de la

thermodynamique, Cv → 0, est bien remplie.

5.2 Les propriétés superstatistiques de l’oscillateur deKlein-Gordon
à 1D

5.2.1 La fonction de partition généralisée

La superstatistique est une superposition de statistiques différentes (voir appendice B). Elle

décrit les systèmes hors équilibre avec un état stationnaire et des fluctuations de paramètres

intensifs β.

Si E est l’énergie d’un micro-état, alors le facteur de Boltzmann généralisé du système en

question est donné par :

B (En) =

∫ ∞

0
f (β) e−βEndβ. (5.7)

La distribution de probabilité stationnaire habituelle

p (E) =
e−βE

Z
, (5.8)

est remplacée par

p (E) =
B (E)

Z
, (5.9)
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Les propriétés superstatistiques de l’oscillateur de Klein-Gordon à 1D

dont

Z (β) =
∑
n

B (En) . (5.10)

avec B (E) est le facteur de Boltzmann généralisée.

La fonction Z (β) est la fonction de partition généralisée dans le concept de la superstatis-

tique. Dans ce qui suit, nous avons utilisé la distribution Gamma définie par :

f (β) =
1

bΓ (c)

(
β

b

)c−1

e−
β
b , (5.11)

ou b > 0 et c > 0 sont des paramètres aléatoires. Ce choix est justifié par les nombreuses

applications utilisant cette distribution [25, 67, 72]

L’équation (5.10) est calculée en adoptant l’approximation asymptotique à faible énergie [79].

Cette approximation représente une correction par rapport à la mécanique statistique ordinaire

de notre système pour de petites valeurs de l’énergie E dont le paramètre intensif β subit une

fluctuation. Ce comportement asymptotique est universel : cela veut dire que le facteur B (E)

est exprimée uniquement en fonction des deux paramètres universels (q, β) comme suit [67–70,

72, 73] :

B (En) ≈ e−βEn

(
1 +

q − 1

2
〈β〉 2E2

n +−(q − 1)2

3
〈β〉 3E3

n + ...

)
. (5.12)

Le paramètre q est donné par la relation suivante

q =

〈
β2
〉

〈β〉2
. (5.13)

Il mesure le rapport de l’écart type et de lamoyenne : S’il n’y a pas de fluctuations sur le paramètre

β, alors q = 1.

L’injection de (5.12) dans (5.10) conduit à :

Z =
∑
n

B (En) (5.14)

=
∑

e−βEn

(
1 +

q − 1

2
β2E2

n −
(q − 1)3

3
β3E3

n

)

=

(
1 +

q − 1

2
β2

d2

d 〈β〉2
− (q − 1)3

3
β3

d3

d 〈β〉3

) ∞∑
n=0

e−βEn .
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Les propriétés superstatistiques de l’oscillateur de Klein-Gordon à 1D

Enfin

Z =

(
1 +

q − 1

2
β2

d2

d 〈β〉2
− (q − 1)3

3
β3

d3

d 〈β〉3

)
Z, (5.15)

dont la fonction Z est donnée par l’équation (5.3). Ainsi, à partir de l’équation (5.15) toutes les

propriétés superstatistiques sont calculées en utilisant bien sur les relations (5.5) et (5.6) déter-

minant ses propriétés.

A ce stade, une remarque sur la validité de l’applicabilité des équations (5.5) et (5.6) dans le

concept de la superstatistique semble important a évoqué ici (voir la référence [25]). L’exten-

sion des formules (5.5) et (5.6) connues en mécanique statistique normale [104] pour cas de la

superstatistique est limité par les conditions suivantes ;

• La superstatistique se caractérise par l’utilisation de la superposition de plusieurs différents

modèles statistiques pour atteindre la non-linéarité souhaitée. Plus précisément, la super-

statistique suppose que l’ensemble correct n’est pas canonique, mais une superposition

d’ensembles canoniques e−βE pour différentes températures β pondérées par la distribu-

tion f (β).

• Le facteur de Boltzmann généralisée B (E)repose sur les trois points cruciaux :

– un système est partitionné en cellule et chaque cellule est en équilibre thermodyna-

mique caractérisé par le paramètre β

– le facteur statistique est Gibbsien [104], c-ad, un modèle permettant d’introduire de

l’interaction entre les différentes cellules

– la séparation entre deux cellules est largement suffisant, c’est-à-dire le temps d’ap-

procher à chaque état d’équilibre local est plus rapide que celle pour chaque variant

f (β). Ce dernier critère signifie que le cadre théorique de la superstatistique consi-

dère l’existence d’un équilibre local temporelle dans chacune des cellules qui se sub-

divisent le système thermodynamique hors équilibre [25, 67–73].

Ainsi, ce formalisme ne peut être appliqué que si nous avons une séparation d’échelle de temps

suffisant dans le système complexe, de sorte que ce système ait suffisamment du temps pour

trouver son équilibre local dans chaque cellule où les lois de la mécanique statistique standard

sont valides.
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Les propriétés superstatistiques de l’oscillateur de Klein-Gordon à 1D

En conclusion, il est possible de faire de la mécanique statistique ordinaire pour ce type de

systèmes hors équilibre avec toutes les formules connues telles que décrites par les équations

(5.5) et (5.6). Notez ici que quelques développements théoriques récents, dans le contexte de

la théorie de la superstatistique, ont utilisé ces formules connues de la mécanique statistique

standard dans leurs investigations de certains problèmes en physique [38,105–111]. Les résultats

trouvés ne peuvent être acceptés que dans le cadre des restrictions imposées par le formalisme

de la superstatistique.

Passons, maintenant à la discussion des résultats trouvés sur l’influence des deux paramètres

(q, γ) sur les propriétés superstatistiques de l’oscillateur de Klein-Gordon à une dimension.

5.2.2 Résultats et discussion

Dans ce qui suit, nous nous concentrons uniquement sur la fonction principale, telle que

l’entropie et la chaleur spécifique afin de mettre en existence le phénomène de saturation observé

dans ce type de potentiel. Ensuite, nous discutons la nature de cette saturation et son influence

sur les propriétés superstatistiques de l’oscillateur de Klein-Gordon à 1D.

Nos principaux résultats trouvés sont représentés sur les figures. 5.2, 5.3, 5.4 et 5.5. Sur ces

figures, nous avons tracé la variation de l’entropie et de la chaleur spécifique en fonction du β

pour différentes valeurs de (γ, q). Par ailleurs, ces figures sont subdivisées en quatre canevas

suivant le choix du paramètre γ. Nous avons choisi quatre valeurs du γ < −1. Tout ce choix

correspondant au cas des particules possédant une énergie positive E > 0. Chaque canevas est

présenté par une seule valeur de γ. Il contient les courbes de l’entropie et de la chaleur spécifique

pour différentes valeurs du paramètre q. Nous soulignons que le comportement de ces fonctions

n’est pas identique d’un canevas à l’autre.

D’après ces figures, trois remarques sur l’influence des deux paramètres γ et q sur les pro-

priétés thermiques des oscillateurs peuvent être faites :

• D’un canevas à l’autre, on peut voir que les nombres de formes gaussiennes dans les

courbes de la chaleur spécifique sont différents. Pour une valeur précise du paramètre

γ, on observe que (i) ces courbes ont un pic une symétrisé autour d’une température β

appropriée, (ii) l’intensité de ces pics augmente au fur et à mesure que q diminue et (ii)

enfin, elles n’apparaissent lorsque q → 1. De plus, le nombre de ces pics diminue lorsque
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|γ| augmente et vice-versa. Ce nombre de pics est maximal dans le cas γ = −1.

• Ces pics correspondent aux phénomènes de saturation qui apparaissent dans le cas des pro-

blèmes d’un potentiel dépendant de l’énergie. Dans ce contexte, nous notons que l’observa-

tion des pics dans les courbes de la chaleur spécifique indique qu’il existe un petit nombre

de niveaux d’énergie discrètes dominant le comportement de notre système en question.

Ce comportement est dû essentiellement à la dépendance du potentiel de notre oscilla-

teur avec l’énergie. Cette situation est très similaire à l’anomalie de Schottky.L’anomalie

de Schottky est un effet observé en physique du solide où la capacité thermique spécifique

d’un solide à basse température a un pic [112]. On l’appelle anomalie car la capacité calori-

fique augmente généralement avec la température ou reste constante. Cela se produit dans

les systèmes avec un nombre limité de niveaux d’énergie de sorte que E (T ) augmente

pour chaque niveau d’énergie. À une température nulle, seul le niveau d’énergie le plus

bas est occupé. Ainsi, l’entropie est nulle et il y a très peu de probabilité d’une transition

vers un niveau d’énergie plus élevé. Au fur et à mesure que la température augmente, il

y a une augmentation de l’entropie et donc la probabilité d’une transition entre niveaux

augmente. Lorsque l’énergie thermique kT s’approche de la différence entre les niveaux

d’énergie, un large pic dans la courbe de la chaleur spécifique apparaît.

• Contrairement à la limite non relativiste, la limite de la chaleur spécifique est égale à zéro

dans les très hautes températures, β → 0. A basse température β → ∞, pour différentes

valeurs du γ, cette limite dépend de la valeur du paramètre q. Lorsque q est autour de 1, la

troisième loi thermodynamique est bien mise en évidence.

• Par contre, dans le domaine des températures élevées β → 0 on a C → 0. Cette situa-

tion peut être due à l’existence de phénomène de saturation du spectre d’énergie pour ce

type de potentiel : toutes les courbes présentent une transition de phase entre la phase de

croissance et la phase dite de saturation contrairement au cas de l’anomalie de Schottky

qui n’est pas une transition de phase.

Récemment, l’étude des propriétés superstatistique de l’oscillateur de Dirac à 1D a été bien

exposé dans [25]. Bien que les arguments de la validité de l’extension de la loi thermodynamique
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Fig. 5.2 : Variation de l’entropie et de la chaleur spécifique en fonction du β pour γ = −0.1
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Fig. 5.3 : Variation de l’entropie et de la chaleur spécifique en fonction du β pour γ = −0.3
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Fig. 5.4 : Variation de l’entropie et de la chaleur spécifique en fonction du β pour γ = −0.5
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Fig. 5.5 : Variation de l’entropie et de la chaleur spécifique en fonction du β pour γ = −0.7

en superstatistique pour les deux équations relativistes sont lesmêmes, la différence est très nette.

La raison en est double :

• Cette étude en question est consacrée au cas de l’oscillateur de Dirac unidimensionnel

décrivant des particules fermioniques.

• Bien que les deux spectres d’énergies des deux oscillateurs aient lamême forme, la situation

ne l’est pas : la densité de probabilité de l’oscillateur de Dirac ainsi que les restrictions sur

le paramètre γ ne sont pas les mêmes pour les deux oscillateurs. Ce point sera traité comme

un perspective de notre travail.
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Conclusion et perspectives

Durant cette thèse, nous nous sommes consacré aux potentiels dépendant de l’énergie et

leurs implications sur les oscillateurs relativistes. Ce type de potentiels conduit à la modification

du produit scalaire, nécessaire à la conservation de la norme . Dans ce contexte, nous avons

étudié les propriétés physiques des deux oscillateurs relativistes de Klein-Gordon et de Dirac à

une dimension en présence d’un potentiel dépendant de l’énergie. Les résultats obtenus pour ces

deux oscillateurs peuvent être récapitulés en trois points comme suit :

1. Le premier point consiste à étudier l’influence de ce type de potentiel sur les valeurs propres

des deux oscillateurs. Les résultats trouvés montrent que cette dépendance du potentiel

avec l’énergie est l’origine principale du phénomène de saturation observer dans la forme

du spectre d’énergie. Cette saturation difère bien d’un oscillateur à l’autre. Notons ici que

le comportement des paramètres de Fisher et Shannon étaient les mêmes pour les deux

types des particules et leurs antiparticules.

2. Le deuxième point a comme but l’étude de l’influence de ce type de potentiel mais cette

fois sur les fonctions d’ondes propres des deux oscillateurs. Bien que la fonction d’onde

en mécanique quantique ne soit pas un observable mais elle est la base de calcul de plu-

sieurs quantités en physique quantique telle que la densité de probabilité ρ. Ainsi, nous

avons étudié en premier lieu l’influence de ces potentiels sur la densité de probabilité des

deux oscillateurs. Ensuite, nous avons étendu cette étude sur des quantités qui ont une

dépendance forte avec ρ. Ainsi, comme choix, nous nous sommes concentré sur les deux
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paramètres de l’information quantique suivante : l’information de Fisher et l’entropie de

Shannon. Selon les résultats obtenus, on a vu que l’impact du paramètre γ est bien visible

sur ces deux quantités. Toutes les quantité entrant dans les formules d’incertitude telles

que Fx, Fpx ,4x,4px, Sx et Spx ont été déterminés numériquement. En outre, l’influence

du paramètre γ sur les relations d’incertitude entre l’entropie de Shannon et l’incertitude

des informations de Fisher sont bien vérifiées ainsi que la validité de l’inégalité de BBM,

Sx + Sp ≥ 1 + lnπ. On peut donc voir que les relations incertaines données par la théorie

de l’information quantique pourraient être étendues normalement au cas des potentiels

dépendant de l’énergie.

3. Enfin, le troisième point se focalise sur le calcul des propriétés superstatisque pour ces deux

oscillateurs relativistes en présence d’un potentiel dépendant de l’énergie. Par le biais du

spectre d’énergie des deux oscillateurs, toutes les propriétés superstatistiques telles que

l’énergie libre, l’entropie, l’énergie totale et la chaleur spécifique ont été obtenues et ça

dans le cadre de l’applicabilité de ce formalisme qui impose que ce dernier ne peut être ap-

pliqué que si le système dispose suffisamment de temps lors de transition entre les cellules

que contient le système hors équilibre. Dans notre cas, nous avons utilisé une fonction de

distribution f (β) suivant une distribution Gamma et discuté tous les résultats en fonction

des deux paramètres (q, γ). Comme résultat, on peut constater que les phénomènes de sa-

turation dans les courbes de la chaleur spécifique n’apparaissent que dans les plus faibles

valeurs du paramètre γ.

Enfin, notre étude sur les oscillateurs relativistes dans des potentiels dépendant de l’énergie peut

avoir un impact direct dans la physique de la matière condensée. Quimbay et Strange [113, 114]

montrent que l’oscillateur de Dirac peut décrire un système physique naturel. Plus précisément,

cet oscillateur bidimensionnel peut être utilisé pour décrire la dynamique des porteurs de charges

dans le composé graphène, et donc déduire ses propriétés électroniques. De plus, selon la Réf

. [115], via la notion de masse effective, l’auteur a utilisé le modèle de l’oscillateur de Dirac pour

calculer les propriétés thermiques du graphène dans un champ magnétique externe.

Comme perspective, nous nous planifions de faire ce qui suit

• L’étude des propriétés super-statistiques de l’oscillateur de Dirac à une dimension en pré-
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sence d’un potentiel dépendant de l’énergie.

• Étendre l’étude de l’influence du paramètre γ, sur les paramètres de Fisher et Shannon

pour le cas du système graphène via le modèle de l’oscillateur de Dirac.
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ANNEXEA
L’information de Fisher et l’entropie de Shannon

A.1 L’information de Fisher

L’information Fisher [98] est une qualité d’une procédure de mesure efficace utilisée pour

estimer les limites quantiques ultimes. C’est une mesure de la précision intrinsèque de théorie

de l’estimation statistique. L’étude des propriétés et de différentes applications de l’information

de Fisher pour divers problèmes en physique théorique est principalement due grâce aux tra-

vaux de Frieden et al [52–56]. Ces auteurs ont dévoilé le collecteur applications physiques de

l’information de Fisher.

Considérons un système possédant deux paramètres physiques θ et p (x, θ) [116, 117] :∫
dxp (x, θ) = 1. (A.1)

dont p (x, θ) décrit la densité de probabilité. Dans ce cas, la définition de l’information de Fisher

prend la forme suivante

F (θ) =

∫
dx

p (x, θ)

[
dp (x, θ)

dθ

]2
. (A.2)
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Si le système obéit à l’invariance par translation suivante

p (x, θ) ≡ p (x− θ) , (A.3)

alors on peut considérer que θ est une constante calculée à partir de l’intégration sur la variable

aléatoire x. Comme conséquence, θ ne change pas la forme de la fonction p (x, θ) et cette inva-

riance par translation ne changera pas l’information. Alors, l’équation (A.2) devient

F =

∫
dx

p (x)

[
dp (x)

dx

]2
. (A.4)

La preuve de cette équation se fait comme suit : l’information de Fisher est un moyen de mesurer

la quantité d’information qu’une variable aléatoire observable y porte sur un paramètre inconnu

dont dépend la probabilité de y. Soit p(y|θ) la fonction de densité de probabilité pour avoir y

conditionnée par la valeur fixe de θ. Cette fonction décrit la probabilité que nous observions un

échantillon donné y, étant donné une valeur connue de θ. Ainsi, l’information de Fisher dont

l’observation y d’un paramètre de valeur vraie est définie par [57, 116, 117]

F (θ) =

∫
dy

p (y|θ)

[
p (y|θ)
dθ

]2
. (A.5)

Soit maintenant les substitutions suivantes

y = s, (A.6)

θ = 〈s〉 , (A.7)

ou s est un état observable du système. Dans ce cas, l’expression (A.5) devient

F (〈s〉) =
∫

ds

p(s| 〈s〉)

[
p(s| 〈s〉)
d 〈s〉

]2
. (A.8)

Maintenant, si le système obéit à l’invariance par translation suivante

p (s| 〈s〉) ≡ p (s− 〈s〉) , (A.9)

ce qui signifie que les fluctuations sont indépendantes de la valeur de 〈s〉 , alors nous pouvons

considérer que 〈s〉 est une constante calculée à partir de l’intégration de s sur tout le temps, et
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ne change pas la forme de p (s| 〈s〉) : on remarque aussi que cette invariance par translation ne

changera pas l’information.

Définissons maintenant la nouvelle variable ŝ tels que

ŝ = s− 〈s〉 , (A.10)

dont dŝ = ds− d 〈s〉 = ds. Ainsi, l’équation. (A.8) se transforme en

F =

∫
dŝ

p (ŝ)

[
dp (ŝ)

dŝ

]2
. (A.11)

Ici p (ŝ) représente la densité de probabilité pour observer une valeur particulière de la variable ŝ.

La dernière équation est importante car la dérivée de par rapport à ŝ peut être facilement évaluée

à partir de données (par différences finies) ou de modèles (par différenciation analytique) [103].

Comme la soustraction définie par (A.10) n’affecte pas le calcul, nous pouvons utiliser la

variable s à la place ŝ et l’équation (A.11) devient

F =

∫
ds

p (s)

[
dp (s)

ds

]2
, (A.12)

avec p(s) est la densité de probabilité pour s.

Dans ce qui suit, nous nous limiterons à la forme (A.4) de la définition de l’information de

Fisher. Par conséquent, la définition de l’information de Fisher unidimensionnelle dans les cas de

position et de quantité de mouvement est donnée par les deux équations suivantes

Fx =

∫
dx

ρ (x)

[
dρ (x)

dx

]2
, (A.13)

Fp =

∫
dp

ρ (p)

[
dρ (p)

dp

]2
, (A.14)

avec p ≡ ρ (x) (p ≡ ρ (p) ) dans l’espace de position (dans l’espace de quantité de mouvement).

Éqs. (A.13) et (A.14]) montrent que l’information de Fisher a un caractère local dû à l’opéra-

teur gradient. Plus cette quantité est élevée, plus la densité est concentrée et plus l’incertitude de

position de la particule est faible. Ainsi, il est capable de détecter les changements locaux de la

densité afin de mieux décrire le système de manière théorique de l’information [52–56].

La quantité d’information de Fisher a été utilisée pour une grande variété de concepts et de
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phénomènes demécanique quantique (pour plus d’informations voir La référence suivante [118]).

L’information de Fisher des systèmes à une seule particule n’a été déterminée que récemment

sous forme fermée en termes de nombres quantiques caractérisant l’état physique impliqué pour

les espaces de position et de quantité de mouvement. Ces inégalités pertinentes qui font interve-

nir l’information de Fisher dans un espace donné (Cramer-Rao) ou l’espace conjugué (Stam) . Ce

sont les relations d’incertitude de Stam [80]

Fx ≤ 4
〈
p2
〉
, Fp ≤ 4

〈
x2
〉
, (A.15)

et les inégalités de Cramer-Rao [119, 120]

Fx ≥ 1

〈x2〉
, Fp ≥

1

〈p2〉
. (A.16)

Suite aux équations. (A.13) et (A.14), nous avons que

FxFp ≥ 4. (A.17)

Enfin, l’information de Fisher est le principal outil théorique du principe d’information physique

extrême, principe variationnel général qui permet de dériver de nombreuses équations fonda-

mentales de la physique : équations de Maxwell, équations de champ d’Einstein, équations de

Dirac et Klein-Gordon, lois diverses. de la physique statistique et de certaines lois régissant les

écoulements de fluides turbulents presque incompressibles [52–57].

A.2 L’entropie de Shannon

Passons maintenant au cas de l’entropie de Shannon [121] : les mesures entropiques four-

nissent des outils analytiques pour nous aider à comprendre les corrélations dans les systèmes

quantiques. Shannon a introduit l’entropie pour mesurer l’incertitude. Aujourd’hui, cette quan-

tité est devenue un concept universel en physique statistique. L’entropie de Shannon trouve des

applications dans plusieurs branches de la physique en raison de ses applications possibles dans

un large éventail de domaines [122].

Récemment, il y a eu un intérêt croissant pour les mesures théoriques de l’information pour

certaines système quantiques. Comme alternative à la relation d’incertitude d’Heisenberg, l’in-
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certitude entropique a été particulièrement étudiée. Parmi les mesures de l’entropie de l’infor-

mation, l’entropie de Shannon joue un rôle très important dans la mesure de l’incertitude, qui

a été testée pour diverses formes de potentiels. La relation d’incertitude entropique, qui est liée

aux espaces de position et de quantité de mouvement, a été donnée par

Sx + Sp > D (1 + lnπ) . (A.18)

où D représente la dimension spatiale. Cette relation est la relation bien connue de Beckner,

Bialynicki-Birula et Mycieslki (BBM) [81].

Dans un système unidimensionnel, Sx et Sp sont définis, respectivement, par

Sx = −
∫ +∞

−∞
|ψ (x)|2 ln |ψ (x)|2 dx, (A.19)

Sp = −
∫ +∞

−∞
|ϕ (p)|2 ln |ϕ (p)|2 dp, (A.20)

où ψ (x) est une fonction propre normalisée en coordonnées spatiales et ϕ (p) est sa transformée

de Fourier normalisée. Notons ici que, à partir de l’équation (A.19), l’information de Shannon

dépend de la densité de probabilité correspondant aux changements de certaines observables. Les

quantités définies par Shannon ont un caractère global dans le sens où elles sont peu sensibles

aux changements de distribution sur une région de petite taille, et peuvent être utilisées comme

mesures de la délocalisation [59, 99, 123, 124].

LabidiMalika – 85 – مليكة لعبيدي



ANNEXEB
La Superstatistique

B.1 Concept théorique

La superstatistique constitue un formalisme de la physique statistique, consistant à décrire

les propriétés statistiques d’un système par une superposition de plusieurs statistiques, d’où le

nom superstatistique .

En général, le formalisme s’applique à un système hors équilibre thermodynamique, où la

température exhibe des fluctuations. On peut ainsi assigner une fonction de distribution à la

température, ou de manière générale à un paramètre global β dépendant du système, dans notre

cas β = 1
kBT

représente l’inverse de la température. A petite échelle, le système montre un

équilibre local décrit par la statistique de Boltzmann habituel e−βE . A grande échelle, ce système

est décrit par une superposition de la statistique de Boltzmann et d’une fonction de distribution

f (β) caractérisant les fluctuations de la température. Ainsi, elle est définie par la superposition

de différentes statistiques (voir Figure. B.1) .

Les superstatistiques décrivent des systèmes hors équilibre avec un état stationnaire et fluc-

tuations des paramètres intensifs. Si E est l’énergie d’un micro-état, on peut écrire que
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Fig. B.1 : Les cellules dans le concept de la Superstatistique

B (E) =

∫ ∞

0
f (β) e−βEdβ, (B.1)

oùB (E) est le facteur de Boltzmann générale. Il peut différer de manière significative du facteur

de Boltzmann ordinaire, qui est récupéré pour f (β) = δ (β − βn) . A partir de(2.14), on peut le

considérer aussi comme une transformation de Laplace de la probabilité de la densité f (β). Bien

qu’il existe une infinité de possibilités pour le choix de la fonction f (β), certains critères doivent

être remplis afin de réduire considérablement ce nombre. Ces critères sont

• La fonction de probabilité f (β) doit être une densité de probabilité normalisée.

• L’intégrale
∫∞
0 f (β) e−βEdβ doit exister pour assurer la convergence.

• Dans le cas limite, c-à-d, l’absence des fluctuations des paramètres intensives, les nouvelles

statistiques tendent vers des statistiques ordinaires de Boltzmann-Gibbs (BG).

Sous ces conditions, la distribution de probabilité stationnaire habituelle,

p (E) =
e−βE

Z
, (B.2)

devient

p (E) =
B (E)

Z
, (B.3)
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avec

Z (β) =
∑
n

B (En) , (B.4)

où Z (β) est la constante de normalisation de e−βE pour une donnée du paramètre β ou simple-

ment fonction de partition généralisée.

B.2 Distributions possibles de f (β)

Nous allons exposer maintenant quelques exemples de superstatistiques possibles, en consi-

dérant différents exemples de distributions f (β). Notez que β prenait des valeurs positives, donc

les distributions gaussiennes de β ne conviennent pas [66–68, 79].

• Distribution Gamma (où Chi-2 χ2)

La distribution χ2 est l’un des choix le plus utiliser dans la littérature. La densité de probabilité

de f (β) est donné par

f (β) =
1

bΓ (c)

(
β

b

)c−1

e−
β
b , (B.5)

avec c > 0 et b > 0 sont des paramètres. La valeur moyenne de β est

β0 = 〈β〉 =
∫ ∞

0
βf (β) dβ = bc. (B.6)

Dans notre cas, nous utilisons l’approximation asymptotique à basses énergies [68, 69, 79]. Cette

approximation représente la correction du premier ordre de la mécanique statistique ordinaire de

notre système avec des fluctuations de température. Plus précisément, le comportement asymp-

totique à basse énergie est universel : cella signifie que le facteur de Boltzmann généralisé pour

différents choix de superstatistiques est exprimé en termes des deux paramètre universels q et

β0 comme suit :

B (En) ≈ e−β0En

(
1 +

a

2
〈β〉2E2

n −
a2

3
〈β〉3E3

n + ....

)
. (B.7)

Maintenant, en raison de cette universalité, Beck [67–71] a introduit un paramètre universel q

pour toute superstatistique, pas seulement pour les statistiques de Tsallis [63–65] : ce paramètre
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est donné par la relation suivante

q =

〈
β2
〉

〈β〉2
. (B.8)

Ce paramètre q n’est que le coefficient de variation de la distribution f (β) , défini par le rapport

de l’écart-type et de la moyenne. L’absence de la fluctuation de β conduit à la limite habituel

q = 1.

Selon cette approximation, le facteur de Boltzmann généralisé peut être réécrit comme

B (En) = e
− 1

q−1
ln(1+(q−1)⟨β⟩En)

≈ e−β0En

(
1 +

a

2
〈β〉2E2

n −
a2

3
〈β〉3E3

n + ......

)
, (B.9)

avec a = q−1. L’approximation d’ordre zéro deB (En) correspond, comme prévu, aux statistique

de Boltzmann-Gibbs (GB)

B (En) ∼ e−⟨β⟩En . (B.10)

Le facteur de Boltzmann généralisé sera alors :

B (E) =

∫ ∞

0
e−βEf (β) dβ = (1 + bE)−c . (B.11)

Si nous identifions c = 1
(q−1) et bc = β0., la distribution (B.11) se réduit à la distribution de Tsallis

classique [?, 62–66, 125–127]

(1 + (q − 1)β0E)
− 1

(q−1) . (B.12)

Selon les travaux suivants de Tsallis , les statistiques non-extenstives sont définies par la fonction

q-exponentielle généralisée

e−β0Eq = (1 + (q − 1)β0E)
− 1

q−1 . (B.13)

Cette fonction est définie par [61, 62]

eq (x) =

{
(1 + (q − 1)x)

− 1
q−1

ex

0 < q < 1

q = 1,
, (B.14)

où le paramètre q est l’indice de la mécanique statistique non-extensive : si on identifie c = 1
q−1
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et bc = β0 dont

β0 = 〈β〉 =
∫ ∞

0
βf (β) dβ = bc, (B.15)

est la moyenne de β, l’équation (B.11) donne le facteur de Boltzmann généralisé qui s’écrit par

B (E) = (1 + (q − 1) 〈β〉En)−
1

q−1 .

Dans ce cas, l’équation(B.14) se transforme en

e−⟨β⟩E
q = (1 + (q − 1) 〈β〉E)

− 1
q−1 . (B.16)

Par conséquent, le facteur B (E) se réduit à

B (E) = (1 + (q − 1) 〈β〉E)
− 1

q−1 , (B.17)

ou

B (E) = e−⟨β⟩En
q . (B.18)

Dans le cas limite où q → 1, on retrouve à la fois (i) la fonction exponentielle habituelle et (ii) la

fonction de partition habituelle de la mécanique statistique ordinaire.

• Distribution inverse Chi-2 χ2

Ici, la densité de probabilité f (β) est donnée par

f (β) =
1

Γ
(
n
2

) (nβ0
2

)n
2

β−
n
2
−2e

−nβ0
2β , (B.19)

Dans ce cas, le facteurs de Boltzmann généralisé

B(E) =

∫
f(β)e−βE , (B.20)

Ici l’intégration se fera dans les zones asymptotiques de l’énergie.

• Distribution log-normale
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La distribution log-normale suit la relation suivante :

f (β) =
1

βs
√
2Π

exp


−
(
log
(
β
m

))2
2s2

 , (B.21)

dont m et s sont des paramètres. Dans l’approximation à basse énergie, le facteur Le facteur

B (E) sera alors

B = e−β0E
(
1 +

1

2
m2w (w − 1)E2 − 1

6
m3w

3
2
(
w3 − 3w + 2

)
E3 + · · ·

)
(B.22)

• Distribution F

La distribution F est donnée par

f (β) =
Γ
(
(υ+w)

2

)
Γ
(
υ
2

)
Γ
(
w
2

) (bυ
w

)υ
2 β(

υ
2 )−1(

1 +
(
υb
w

)
β
) (υ+w)

2

. (B.23)

Ici w et υ sont des entiers positifs et b > 0.Dans l’approximation à basses énergie, on aura

B (E) = e−β0E

(
1 +

w2 (υ + w − 2)

b2υ (w − 2)2 (w − 4)
E2 − 4w3 (υ + w − 2) (2υ + w − 2)

3b3υ
3
2 (w − 2)3 (w − 4) (w − 6)

E3 + · · ·

)
(B.24)

D’après la littérature on observe que la plupart des situations expérimentales typiques sont dé-

crites par trois classes d’universalité pertinentes ou dans de simples combinaisons d’entre elles,

à savoir

• La superstatistique χ2 dont [67, 128]

f (β) =
1

Γ
(
n
2

) ( 1

2β

)n
2

β
n
2
−1e

− nβ
2β0 . (B.25)

• La superstatistique log-normale [67–69].

f (β) =
1

βs
√
2Π

exp


−
(
log
(
β
m

))2
2s2

 . (B.26)
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• Enfin, la superstatistique inverse χ2 ou

f (β) =
1

Γ
(
n
2

) (nβ0
2

)n
2

β−
n
2
−2e

−nβ0
2β . (B.27)
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In this paper, we studied, at first, the influence of the energy-dependent potentials on
the one-dimensionless Klein–Gordon oscillator. Then, the Shannon entropy and Fisher
information of this system are investigated. The position and momentum information
entropies for the low-lying states n = 0, 1, 2 are calculated. Some interesting features of

both Fisher and Shannon densities, as well as the probability densities, are demon-
strated. Finally, the Stam, Cramer–Rao and Bialynicki–Birula–Mycielski (BBM) in-
equalities have been checked, and their comparison with the regarding results have been
reported. We showed that the BBM inequality is still valid in the form Sx+Sp ≥ 1+lnπ,
as well as in ordinary quantum mechanics.

Keywords: Fisher information; Shannon entropy; Stam, Cramer–Rao and Bialynicki–
Birula–Mycielski uncertainty relations; Klein–Gordon oscillator.
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1. Introduction

Wave equations with energy-dependent potentials have been coming into view for

long time. They can be seen in Klein–Gordon equation considering particle in an

external electromagnetic field.1 Arising from momentum-dependent interactions,

they can also appear in non-relativistic quantum mechanics, as shown by Green2

for instance Pauli–Schrödinger equation possess another example.3,4 Sazdjian5 and

Formánek et al.6 have noted that the density probability, or the scalar product, has

to be modified with respect to the usual definition, in order to have a conserved

norm. Garcia-Martinez et al.7 and Lombard8 made an investigation on Schrödinger

equation with energy-dependent potentials by solving them exactly in one and
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three dimensions. Hassanabadi et al.9 studied the D-dimensional Schrödinger equa-

tion for an energy-dependent Hamiltonian that linearly depends on energy and

quadratic on the relative distance. They also studied the Dirac equation for an

energy-dependent potential in the presence of spin and pseudospin symmetries

with arbitrary spin-orbit quantum number. They calculate the corresponding eigen-

functions and eigenvalues of a non-relativistic energy-dependent system was done

in Ref. 10. A many-body energy-dependent system was studied by Lombard and

Mareš.11 They considered systems of N bosons bounded by two-body harmonic

interactions, whose frequency depends on the total energy of the system. Other

interesting related works can be found in Refs. 12–17 and references therein. So,

the presence of the energy-dependent potential in a wave equation has several non-

trivial implications. The most obvious one is the modification of the scalar product,

necessary to ensure the conservation of the norm. This modification can modify

some behavior or physical properties of a physical system: this fact, to the best of

our knowledge, has not been considered in the literature.

The relativistic harmonic oscillator is one of the most important quantum sys-

tem, as it is one of the very few that can be solved exactly. The Dirac relativistic

oscillator (DO) interaction is an important potential both for theory and appli-

cation. It was for the first time studied by Ito et al.18 They considered a Dirac

equation in which the momentum p is replaced by p − imβωr, with r being the

position vector, m the mass of particle, and ω the frequency of the oscillator. The

interest in the problem was revived by Moshinsky and Szczepaniak,19 who gave

it the name of DO because, in the non-relativistic limit, it becomes a harmonic

oscillator with a very strong spin-orbit coupling term. Physically, it can be shown

that the DO interaction is a physical system, which can be interpreted as the in-

teraction of the anomalous magnetic moment with a linear electric field.20,21 The

electromagnetic potential associated with the DO has been found by Benitez et al.22

The DO has attracted a lot of interests both because it provides one of the exam-

ples of the Dirac’s equation exact solvability and because of its numerous physical

applications.23–28 Finally, Franco–Villafane et al.29 have exposed the proposal of

the first experimental microwave realization of the one-dimensional DO.

The Fisher information is a quality of an efficient measurement procedure used

for estimating ultimate quantum limits. It is a measure of intrinsic accuracy in

statistical estimation theory. The investigation of properties and applications of

Fisher’s information measure to diverse problems in theoretical physics is mainly

due to the pioneering work of Frieden et al.31–35 who have unveiled the manifold

physical applications of Fisher information.

Consider a system with both physical parameters θ and p(x, θ) whose30∫
dx p(x, θ) = 1 , (1)

with p(x, θ) describes the probability density. Then, the Fisher information measure

takes the following form:
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F (θ) =

∫
dx

p(x, θ)

{
dp(x, θ)

dθ

}2

. (2)

Let us consider a system that obeys the following shift invariance:

p(x, θ) ≡ p(x− θ) , (3)

where θ is a constant computed from integrating x. This consideration does not

change the shape of p(x, θ), and the information.

Now, with the aid of (3), Eq. (2) becomes (see Appendix A for more details)

F =

∫
dx

p(x)

{
dp(x)

dx

}2

. (4)

In what follows, we shall restrict ourselves to the form (4) of Fisher’s information

definition: the one-dimensional Fisher information definition in both position and

momentum cases are given by the two following equations:

Fx =

∫
dx

ρ(x)

{
dρ(x)

dx

}2

, (5)

Fp =

∫
dp

ρ(p)

{
dρ(p)

dp

}2

, (6)

with p = ρ(x) (p = ρ(p)) in position space (in momentum space). Both equations

show that the Fisher information has a local character due to the gradient oper-

ator: the higher this quantity, the more concentrated the density and the smaller

the position uncertainty of the particle. Thus, it is able to detect local changes

of the density in order to better describe the system in an information-theoretical

way.31–35 Fisher information quantity has been used for a wide variety of quantum-

mechanical concepts and phenomena. As an example, we can cite the works on

the Fisher information and Shannon entropy of position-dependent mass oscilla-

tors,36–43 entropy and complexity analysis of Dirac-delta-like quantum potentials,44

Fisher information of D-dimensional hydrogenic systems in position and momen-

tum spaces45 and other physical applications.46–49 Finally, the Fisher information

is the main theoretic tool of the extreme physical information principle, a general

variational principle which allows one to derive numerous fundamental equations

of physics: Maxwell equations, the Einstein field equations, the Dirac and Klein–

Gordon equations, various laws of statistical physics and some laws governing nearly

incompressible turbulent fluid flows.31–35

The Fisher information of single-particle systems has been only recently deter-

mined in closed form in terms of the quantum numbers characterizing the involved

physical state for both position and momentum spaces. These relevant inequalities

involve the Fisher information in a given space (Cramer–Rao) or the conjugate

(Stam) space. They are the Stam uncertainty relations46

Fx ≤ 4〈p2〉 , Fp ≤ 4〈x2〉 (7)
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and the Cramer–Rao inequalities

Fx ≥ 1

〈x2〉 , Fp ≥ 1

〈p2〉 . (8)

For a general mono-dimensional system, and with the help of Eqs. (7) and (8), we

have that

FxFp ≥ 4 . (9)

Another parameter, that has finding applications in several branches of physics

because of its possible applications in a wide range of area (see Ref. 50 and ref-

erences therein), is the Shannon entropy. This quantity provides analytic tools to

help us to understand correlations in quantum systems, and has been introduced

to measure the uncertainty. Recently, there has been a growing interest in dealing

with information theoretical measures for quantum-mechanical systems. As an al-

ternative to the Heisenberg uncertainty relation (HUR), entropic uncertainty has

been particularly examined. Among the measures of information entropy, Shannon

entropy plays a very important role in the measure of uncertainty, which has been

tested for various forms of potentials. The entropic uncertainty relation, which is

related to the position and momentum spaces, was given by

Sx + Sp > D(1 + lnπ) , (10)

where D represents the spatial dimension. This relation is the well-known Beckner,

Bialynicki-Birula and Mycielski (BBM) uncertainty relation.49 Both quantities Sx

and Sp appearing in Eq. (10) are defined as

Sx = −
∫ +∞

−∞
|ψ(x)|2 ln|ψ(x)|2 dx , (11)

Sp = −
∫ +∞

−∞
|φ(p)|2 ln|φ(p)|2 dp (12)

with ψ(x) being a normalized eigenfunction in spatial coordinates and φ(p) its

normalized Fourier transform. The Shannon information depends on the probability

density corresponding to changes in some observable. The quantities defined by

Shannon have a global character in the sense that they are not very sensitive to

change in the distribution over a small-sized region, and can be used as a measure

of the delocalization.36,37,39,40

The main goal of this paper is to study the effects of the modified scalar product

arising in the energy-dependent Klein–Gordon oscillator problem. For this, we are

focused on: (i) the form of the spectrum of energy of the one-dimensional Klein–

Gordon oscillator, (ii) the Fisher and Shannon parameters of quantum information

and the corresponding solutions, and (iii) finally, the validity of Stam,46 Cramer–

Rao47,48 and BBM49 uncertainty relations for this type of potential.
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This paper is organized as follows. After an introduction, we study the solutions

of the one-dimensional Klein–Gordon oscillator with an energy-dependent potential

in Sec. 2. In Sec. 3, some discussions regarding the influence of the γ parameter on

the Fisher and Shannon information measures are included, and some expectation

values are reported and the related uncertainty principles are investigated. The

results are discussed via various figures throughout the text. Finally, Sec. 4 will be

a general conclusion.

2. The One-Dimensional Klein Gordon Oscillator with

an Energy-Dependent Potential

2.1. The solutions

The free Klein–Gordon equation is (� = m = ω = c = 1)

{p2 − (E2 − 1)}ψ . (13)

In the presence of Dirac oscillator, (13) becomes51

{(p+ ix)(p− ix)− (E2 − 1)}ψ(x) = 0 . (14)

In the presence of a potential with energy-dependent potential, Eq. (14) changes

into (
p2

2
+
x2

2

)
ψ(x,E) =

{
E2 − 1

2
+

1

2
(1 + γE)

}
ψ(x,E) , (15)

where the following substitution px → px + i(1 + γE)x was carried out, with the

parameter γ neither too small nor too big: Equation (15) represent an equation of

a harmonic oscillator in one-dimensional.

The corresponding eigensolutions are

ψ(x,E) = CnHn

(√
λx

)
exp

(
−λ
2
x2

)
, (16)

E4 − 2E2 − 4n2 − 4n2γE + 1 = 0 , (17)

where λ =
√
1 + γE, Cn

C2
n =

1

2nn!

(1 + γE)
1
4√

π

{
E − γ

2
√
1 + γE

(
n+

1

2

)}−1

,

is the normalization constant, and Hn is the Hermite polynomial.

In momentum space, the equation of Klein–Gordon oscillator takes the following

form: (
−1

2

∂2

∂p2
+

p2

2λ2

)
ψ(p,E) =

(
E2 + λ− 1

2λ2

)
ψ(p,E) . (18)
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(a) antiparticles (b) particles

Fig. 1. Spectrum of energy E vs. quantum number n for some different γ values in both coordinate
and momentum spaces.

Following the same method used above to solve Eq. (15), the corresponding eigen-

solutions can be resume as follows:

ψ(p,E) = C′
nHn

(
p√
λ

)
exp

(
− p2

2λ

)
, (19)

E4 − 2E2 − 4n2 − 4n2γE + 1 = 0 , (20)

with

(C′
n)

2 =
1

2nn!
√
πλ

{
E +

γ

2λ3

(
n+

1

2

)}−1

being the normalization constant. Equations (17) and (20) are an algebraic equation

of the degree 4 having of the real and complex solutions. The complex solutions

which are not physical, and by the two other real solution.

In Fig. 1, we have plotted the energy E versus quantum number n for some

different γ values in both {x} and {p} configurations. From Fig. 1, some interesting

results, that are not well commented in the literature, are discussed.

• The asymptotic limits for both form of energies are 1
|γ| as in the non-relativistic

case. These limits have been reproduced for both cases.

• The modified scalar product is the origin of that the spectrum exhibits saturation

instead of growing infinitely.

• This saturation appears for the high levels contrary to what has been found in

the non-relativistic case.52

• The analytical asymptotic limits are well-depicted.

• The beginning of the saturation starts from a specific quantum number N . This

parameter decreases rapidly when |γ| increases slowly.
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Now, we are able to show the influence of the parameter γ on the density of proba-

bility ρKG. This density, in both position and momentum spaces, are expressed by

the following two equations, respectively5 (see also Appendix B):

ρKG(x,E) = ψ(x,E)∗
{
2E − ∂V (x,E)

∂E

}
ψ(x,E)

=

(
2E − 1

2
γx2

)
|ψ(x,E)|2 , (21)

ρKG(p,E) = ψ(p,E)∗
{
2E − ∂V (p,E)

∂E

}
ψ(p,E)

=

{
2E +

γ

2(1 + γE)2
p2
}
|ψ(p,E)|2 . (22)

In order to represent a physical system, two possibilities, for both coordinate and

momentum spaces, can be made according the sign of ρKG:

• if ρKG < 0, then we have γ < 0 for the particles (E > 0), and γ > 0 for the

antiparticles (E < 0),

• now, when we take ρKG > 0, we obtain the same conditions for both types of

particles.

Thus, regardless of the sign of ρKG, we have γ < 0 for particles, and γ > 0 for

antiparticles. These conditions impose constraints on the energy-dependence for

the theory to be coherent: by this, we mean a theory that have the following prop-

erties: (i) the necessary modification of the definition of probability density, (ii) the

vectors corresponding to stationary states with different energies must be orthogo-

nal, (iii) the formulation of the closure rule in terms of wave functions of stationary

states justifies their standardization, (iv) finally, the operators of observable are all

self-adjoint (Hermitian).

In Fig. 2, we show the influence of the parameter γ on the probability densi-

ties for both coordinate and momentum spaces. From Fig. 2, it is found that the

behavior of the maximum amplitude of the ρKG(p) is contrary to that of ρKG(x).

In Fig. 2(a) (left curve), we present the position probability density ρKG(x) for

three typical values of γ = 0.1, 0.3, 0.5 for the first excited state n = 1. The curves

are anti-symmetric around x = 0, and the peaks shifted when γ increases. These

peaks have approximately the same intensity. In addition, for three levels, we have

two peaks, which have an anti-symmetric behavior. From Fig. 2(a) (right curve),

we have plotted ρKG(x) for three values n = 0, 1, 2 by choosing γ = 0.1. Figure 2

shows that all curves are symmetric around x = 0. Concerning the number of peaks,

we have only one peak for n = 0, contrary to the case when n = 1 which has two

peaks, and n = 2 with three peaks. All peaks are symmetric except the case n = 1

which are anti-symmetric.
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(a) coordinate space
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(b) momentum space

Fig. 2. Probability density distribution, ρKG(x) (a) and ρKG(p) (b).

Figure 2(b) presents the momentum space probability densities ρKG(px). From

Fig. 2(b), contrary to the case when γ = 0.1, which has a very similar situation

as in Fig. 2(a) (right curve), other cases are limited in the specific interval. For

example, x ∈]− 1, 1[ for γ = 0.3, and x ∈]− 2, 2[ for γ = 0.5.

In what follows, (i) we studied the influence of the parameter γ on the Fisher

and Shannon parameters, and (ii) we checked the validity of Stam, Cramer–Rao

and BBM uncertainty relations for this type of potential.

3. The Influence of the Parameter γ on the Fisher and Shannon

Information Measures

3.1. Fisher information

The Fisher information in one-dimensional Klein–Gordon oscillator with energy-

dependent potential is

Fx =

∫
ρn(x,E)

[
d ln{ρn(x,E)}

dx

]2
dx . (23)
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By using the properties of the Hermite functions, we found that

Fx = C2
n

∫ +∞

−∞
16n2EH2

n

(√
λx

)
exp(−λx2)dx︸ ︷︷ ︸

I

+C2
n

∫ +∞

−∞
−(16nλE + 8nγ)xH2

n

(√
λx

)
exp(−λx2)dx︸ ︷︷ ︸

II

+C2
n

∫ +∞

−∞
(4λ2E − 8n2γ + 4γλ)x2H2

n

(√
λx

)
exp(−λx2)dx︸ ︷︷ ︸

III

+C2
n

∫ +∞

−∞
8nλγx3H2

n

(√
λx

)
exp(−λx2)dx︸ ︷︷ ︸

IV

+C2
n

∫ +∞

−∞
−2ω2

Eγx
4H2

n

(√
λx

)
exp(−λx2)dx︸ ︷︷ ︸

V

+C2
n

∫ +∞

−∞

γ2x2H2
n

(√
λx

)
exp(−λx2)

2E − 1
2γx

2
dx︸ ︷︷ ︸

VI

. (24)

The evaluation of different terms gives

I → C2
n16n

2E2nn!

√
π

λ
,

II → 0 ,

III → C2
n(4λ

2E − 8n2γ + 4γλ)
2nn!

λ

√
π

λ

(
n+

1

2

)
,

IV → 0 ,

V → −C2
n2γ2

nn!

√
π

λ

{
(2n+ 1)2 + 2

4

}
.

The last term

VI → C2
n

∫ +∞

−∞

γ2x2H2
n

(√
λx

)
exp(−λx2)

E − 1
2γx

2
dx ,
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is calculated numerically. By adding the results of different terms in Eq. (24), the

final form of the Fisher parameter is then written as

Fx =

{
E − γ

2
√
1 + γE

(
n+

1

2

)}−1[
16n2E + {4(1 + γE)E − 8n2γ

+4γ
√
1 + γE} (n+ 1

2 )√
1 + γE

− 2γ

{
(2n+ 1)2 + 2

4

}]

+
1

2nn!

(1 + γE)
1
4√

π

{
E − γ

2
√
1 + γE

(
n+

1

2

)}−1

×
∫ +∞

−∞

γ2x2H2
n

(√
λx

)
exp(−λx2)

E − 1
2γx

2
dx . (25)

In the momentum space, where

Fp =

∫
ρn(p,E)

[
d ln{ρn(p,E)}

dp

]2
dp (26)

and after some calculations, we obtain

Fp = C2
n

∫ +∞

−∞
16n2EH2

n

(
p√
λ

)
exp

(
−p

2

λ

)
dp︸ ︷︷ ︸

I

+C2
n

∫ +∞

−∞

(
2γ

λ4
− 4nE

λ

)
pH2

n

(
p√
λ

)
exp

(
−p

2

λ

)
dp︸ ︷︷ ︸

II

+C2
n

∫ +∞

−∞

(
4E

λ2
+

8n2γ

λ4

)
p2H2

n

(
p√
λ

)
exp

(
−p

2

λ

)
dp︸ ︷︷ ︸

III

−C2
n

∫ +∞

−∞

4nγ

2λ5
p3H2

n

(
p√
λ

)
exp

(
−p

2

λ

)
dp︸ ︷︷ ︸

IV

+C2
n

∫ +∞

−∞

4γ

2λ6
p4H2

n

(
p√
λ

)
exp

(
−p

2

λ

)
dp︸ ︷︷ ︸

V

+C2
n

∫ +∞

−∞

2γ2p2H2
n

(
p√
λ

)
exp

(
−p2

λ

)
λ4(2Eλ4 + γp2)

dp︸ ︷︷ ︸
VI

. (27)
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When the following terms, which appear in Eq. (27),

I → C2
n16n

2E2nn!
√
λπ ,

II → 0 ,

III → C2
n

(
4E

λ
+

8n2γ

λ3

)
2nn!

√
λπ

(
n+ 1

2

)
λ

,

IV → 0 ,

V → C2
n

2γ2nn!
√
λπ

λ4

{
(2n+ 1)2 + 2

4

}
,

are evaluated, we arrive at the final form of Fisher parameter. This form is written

as

Fp =

{
E +

γ

2λ3

(
n+

1

2

)}−1
[
16n2E +

(
4E

λ
+

8n2γ

λ3

)(
n+

1

2

)

+
2γ

λ4

{
(2n+ 1)2 + 2

4

}]
+

1

2nn!
√
λ
√
π

{
E +

γ

2λ3

(
n+

1

2

)}−1

×
∫ +∞

−∞

2γ2p2H2
n

(
p√
λ

)
exp

(
− p2

λ

)
ω4
E(2Eλ

4 + γp2)
dp . (28)

The last term is also evaluated numerically.

3.2. Shannon entropy

The position space information entropies for the one-dimensional can be calculated

by using

Sx = −
∫
ρKG(x, γ) ln ρKG(x, γ)dx . (29)

Moreover, the momentum space information entropies are written as

Sp = −
∫
ρKG(p,E) ln ρKG(p,E)dp (30)

with ρKG(x, γ) and ρKG(p,E) are defined by Eqs. (21) and (22).

In general, explicit derivations of the information entropy are quite difficult.

In particular, the derivation of analytical expression for the Sx and Sp is almost

impossible. We should recognize that it is not easy to exactly calculate Shannon

entropies or the entropic uncertainty relations due to the logarithmic factors in

the integrals. To overcome these difficulties, (i) we use a numerical calculation of

this integral, and (ii) we represent the Shannon and Fisher information entropy

densities, respectively.
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(a) coordinate space
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(b) momentum space

Fig. 3. Fisher information of one-dimensional Klein–Gordon oscillator vs. γ for both coordinate
and momentum spaces.
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Fig. 4. The product FxFp vs. γ for three lowing-states n = 0, 1, 2.

3.3. Results and discussions

In Figs. 3 and 4, we show plots of Fx, Fp and FxFp versus γ for three lowing-states

n = 0, 1, 2. As γ increases Fx decreases (Fig. 3(a)) while Fp increases (Fig. 3(b)).

Nevertheless, the relation FxFp ≥ 4 holds for Cramer–Rao uncertainty products

(Fig. 4). Now, in order to understand these results, we first analyze the behavior of

the standard variances. Recall here that the Fisher information and the variances

are related by the Cramer–Rao inequality:

Fx ≥ 1

Δx2
, Fp ≥ 1

Δp2
. (31)

In Fig. 5, we have plotted the uncertainty for x, p and the uncertainty principle

for three levels n = (0, 1, 2) in terms of γ. Figure 5 shows how uncertainty for x

can change with the parameter γ. The treatments of uncertainty in momentum are

shown in the same figure. We can see that Δx increases with (i) increasing γ for

fixed value of n, and (ii) with the quantum number n for fixed value of γ. However,

the uncertainty in momentum Δp decreases with (i) increasing γ for fixed value
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(a) Δx vs. γ for three lowing-states n = 0, 1, 2
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(b) Δp vs. γ for three lowing-states n = 0, 1, 2.

Fig. 5. Both Δx and Δpx vs. γ for three lowing-states n = 0, 1, 2.
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Fig. 6. ΔxΔp vs. γ for three lowing-states n = 0, 1, 2.

of n, and (ii) with the quantum number n for fixed value of γ. Thus, accuracy in

predicting the localization of the particle increases while the accuracy in predicting

momentum decreases with increasing γ for the first three levels n = 0, 1, 2.

According to Fig. 5(a), Δx increases with γ, contrarily to the case of Δp which

decreases when γ increases. Thus, in this system the accuracy in predicting the

localization of the particle decreases while the accuracy in predicting momentum

increases with increasing γ.41 Also, from Eq. (31), the relation between Fisher

parameter and the uncertainty principle is very close. Theoretically, when Δx(ΔP )

increases, Fx(Fp) decreases and vice versa. This situation is well-observed in our

case. Thus, the decrease in the Fx indicates that the accuracy in predicting position

decreases. On the other hand, when Fp increases, that means the accuracy in pre-

dicting momentum increases. Note here that for the intermediate values of γ there

is a resemblance in the variation Figs. 3(b) and 5(a). The similarity observed in

this interval does not change our results because we are interested in the behavior

of two following products that give both Heisenberg uncertainty relation (ΔxΔP )
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and its version in quantum information (FxFp). Both the uncertainty relations are

presented by Figs. 4 and 6.

In Table 1, we give the numerical results of information Fisher Fx and Fp and

their product FxFp with different n numbers and γ values. It is clearly seen from

Table 1 that the Fisher uncertainty relation as well as Heisenberg uncertainty re-

lation are satisfied very well in all cases. Particularly, for the intermediate values

of γ, Fp shows a similar pattern for Δp, but the product ΔxΔp and FxFp verified

the following equations ΔxΔp ≥ 1
2 and FxFp ≥ 4.

Figure 7 depicted the Shannon entropy versus γ for both coordinate and mo-

mentum spaces. We can see that the Shannon parameter increases in the {x}
configuration, whereas it decreases in the {p} configuration. This behavior is the

same for the particles and antiparticles. Note that with the decreasing Sp, Sx in-

creases but only to the extent that their sum stays above the stipulated lower bound

of the value (1 + lnπ) (Fig. 10).

To understand the essential features of the entropies, we focus our study on the

entropy and Fisher densities which are defined by

(ρF){a} = ρKG(a,E)

[
d ln{ρKG(a,E)}

da

]2
, (32)

for Fisher information, and

(ρS){a} = ρKG(a,E) ln ρKG(a,E) , (33)

for the Shannon entropy: {a} denotes the appropriate configuration.53,56–65 These

densities play a similar role to the probability density ρKG in quantum mechanics.

The behavior of (ρF){a} and (ρS){a} is illustrated in Figs. 8 and 9 for three lowing-

states n = (0, 1, 2), and for several values of the γ.

Let us first analyze the properties of the information Fisher densities. In Fig. 8,

we depicted the Fisher densities versus the variable x (or p) for (i) the first level

n = 1 where the parameter γ takes the following values 0.1, 0.3 and 0.5, and

(ii) with γ = 0.1 and for three lowing-states n = (0, 1, 2). For the first case, in the

coordinate space, the density delocalizes in x-space with increasing γ, contrarily

in the momentum case where the density is localized in p-space with increasing

γ. The second case shows the Fisher densities versus the variable x (or p) for

γ = 0.1, according to the three first levels. In the x-space, the density localize

with increasing the quantum number n. The situation in p-space is symmetrically

inverted compared to the coordinate space, and the argument will be the same as

in the x-space case.

Figure 9 presented the Shannon densities versus the variable x (or p) for (i) the

first level n = 1, where the parameter γ takes the following values 0.1, 0.3 and 0.5,

and (ii) with γ = 0.1 according to the three lowing-states n = (0, 1, 2). For the first

case, in the coordinate space, the density delocalizes in the same manner where

increasing γ, contrarily in the momentum case where the density is delocalized in
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Fig. 7. Shannon entropy of one-dimensional Klein–Gordon oscillator vs. γ for both coordinate
and momentum spaces.
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Fig. 8. Fisher densities vs. x.
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Fig. 9. Shannon densities vs. p.

p-space with increasing γ. The second case shows the Shannon densities versus the

variable x (or p) for γ = 0.1, according to the three first levels. In the x-space,

the density delocalizes with increasing n-level where n = 2 is more delocalized

than n = 0. The situation in p-space is symmetrically inverted compared to the

coordinate space, and the argument will be the same as in the x-space case.

Song et al.37 investigated the information entropy for a one-dimensional system

with a schematic “Landau” potential in a numerical way. They have shown that

multi-peak distributions appear in curves of the position and momentum entropy

densities may be a signature of a quantum phase transition. They have found that

the phase transitional behavior of the system can be well expressed by the evolution

of quantum information entropy. This transition has been observed in the curves

of Sx and Sp where both the quantities present an abrupt variation around the

same critical point. This transition has a nature of a second-order transition. In our

case, despite the existence of multi-peak distributions appearing in Figs. 8 and 9,

there is no probable phase transition for this problem. This result can be argued

by the absence of a significant change in curves of Sx and Sp versus γ. Nevertheless

their sum Sx + Sp for a given n number remain as a constant independent of the

parameter γ (Fig. 10).
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Fig. 10. The sum Sx + Spx vs. γ for three lowing-states n = 0, 1, 2.

Now, we are ready to discuss the HUR and its analogue in the framework of

quantum information. The HUR in quantum mechanics is an inequality between

position and momentum. Precisely, it states that the product of the uncertainties

in position and momentum can be expressed as follows: ΔxΔp ≥ 1
2 , that means

that the more precisely the position of the particle is determined, the less precisely

the momentum is known, and vice versa. Rudnicki67 rephrased the Heisenberg

sentence, in the sense related to entropic uncertainty relations, as follows “the more

information we have about the position, the less information we can acquire about

the momentum and vice versa”.

In recent years, new uncertainty principles are introduced, and they are origi-

nated from the information theory. Let us mention that this information-theoretic

quantity and its quantum extension, not yet sufficiently well-known for physicists,

has been used to set up a number of relevant inequalities such as Stam and Cramer–

Rao and uncertainty relations. The Cramer–Rao inequality belongs to a natural

family of information-theoretic inequalities which play a relevant role in a great

variety of scientific and technological fields ranging from probability theory, com-

munication theory, signal processing and approximation theory to quantum physics

of D-dimensional systems with a finite number of particles.68–73 The Fisher infor-

mation of single-particle systems has only been recently determined in closed form

in terms of the quantum numbers characterizing the involved physical state for

both position and momentum spaces. These relevant inequalities which involve the

Fisher information in a given space (Cramer–Rao) or the conjugate (Stam) space

(Eqs. (7) and (8)). For a general mono-dimensional system we have

FxFp ≥ 4 . (34)

According to Saha et al.,68 the product FxFp ≥ 4, which is sometimes called a

Fisher information-based uncertainty relation, has often been conjectured to exhibit

a nontrivial lower bound such that for one-dimensional systems. In literature, there

are many quantum systems for which the relation is valid. On the other hand, there

are also an infinite number of counter examples which forward to demonstrate that
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it is not always possible to obtain a universal uncertainty relation as a lower bound

to this relation.54,55

Table 1 shows a numerical result for the uncertainty relation and Fisher in-

formation measure of 1D Klein–Gordon oscillator for the three low-lying states

(n = 0, 1, 2) with different choice of the parameter γ. Following Table 1, we observe

that

• the Stam inequalities, and Cramer–Rao ones are fulfilled,

• the following relation

FxFp ≥ 4 , (35)

is well-established, and consequently, the Fisher information-based uncertainty

relation (Eq. (34)) for the 1D Klein–Gordon oscillator with energy-dependent

potential holds in our case for three lowing-states n = 0, 1, 2 (see Fig. 4),

• finally, the sum of the entropies is in consistency with BBM inequality where

Sx + Sp ≥ 1 + lnπ 
 2.14447 . (36)

As seen from Table 1, the BBM inequality and Heisenberg uncertainty relation hold

for the 1D Klein–Gordon oscillator, and the sum of entropies Sx+Sp is higher than

(1 + lnπ) value (Fig. 10). The BBM inequality stipulated that the sum of Sx + Sp

stays above the lower bound of (1 + lnπ). Particularly, we find that the sum of

the Sx and Sp for the ground state (with γ = 0) is very close to the limit value

(1 + lnπ). From numerical results which are shown in Table 1, we observe that the

entropy sum Sx+Sp ≥ 1+lnπ tends to be saturated to the boundary value defined

by the BBM inequality for the three lowing-states.58,66 In conclusion, it is observed

that the BBM inequality is satisfied in all cases for the states displayed in Table 1.

Indeed, an increase in the position entropy is observed for any γ, which is enough

to compensate for the reduction in momentum entropy.74 Thus, we can also state

that, as mentioned by Dong61 and Gonzalez,75 “there are no physical states which

violate the BBM inequality”.

Considering Table 1 again, an important result appears for the case of the ground

state n = 0. If γ = 0, then Δx = Δp = 0.7071 and ΔxΔpx = 1
2 which correspond

to the simplest case of the ground state for the Harmonic oscillator. As γ increases,

Δx > 0.7071, Δp < 0.7071 and ΔxΔp > 1
2 .

36 These results show that there exists

the squeezing phenomenon in momentum for the ground state n = 0. In physics, a

squeezed coherent state is any state of the quantum mechanical Hilbert space such

that the uncertainty principle is saturated. Note that such a squeezing effect has

been observed by Dong et al.61 in studying the quantum information entropies for a

squared tangent potential well, and by Aguiar et al.54,55 for their study on the Fisher

information of quantum damped harmonic oscillators, and finally by Macedo et al.36

in inspecting the Fisher information and Shannon entropy of position-dependent

mass oscillators. For the other levels, this phenomena disappears. According to the

works of Aguiar and Guedes,54 the Fisher information can also be used to study

the squeezing effect in either position or momentum of the systems via Δx or ΔP .
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Finally, we note the existence of a close relationship between Shannon entropy S

and Fisher information F through uncertainty principle product ΔxΔP . According

to Refs. 54 and 55, we have

S ≥ 1 + ln 2π − 1

2
ln(FxFp) ≡ S0 . (37)

Equation (37) is obtained by using the following equation:36,46,54,55

ΔxΔp ≥ 1

2πe
eS (38)

and Eq. (31), where e is Euler’s number. The term S0 appearing in Eq. (37) is

S0 = 1 + ln 2π − 1

2
ln(FxFp) . (39)

This equation indicates that S decreases when FxFp increases. This situation is

well illustrated in Figs. 3 and 7.

4. Conclusion

This work is devoted to energy-dependent potentials. Following Sazdjian,5 this type

of potentials leads to the modification of the scalar product,5,16,17 which was nec-

essary to ensure the conservation of the norm. In this context, we studied the

physical characteristics of a 1D Klein–Gordon oscillator with energy-dependent po-

tential. We have at first obtained the wave functions and the energy spectra of

the system in an exact analytical manner. The results show that the energy de-

pendence affects essentially the eigensolutions for both particles and antiparticles.

The spectrum exhibits saturation instead of growing infinitely. After that, as the

Fisher information and Shannon entropy depend strongly with the density of prob-

ability, we have tested the impact of the parameter γ on these quantities. For this,

the Fisher information and Shannon entropy, some expectation values, and some

uncertainty principles were evaluated. Although the eigenfunctions have been de-

termined analytically, Fx, Fpx , Δx, Δpx, Sx and Spx were determined numerically.

In addition, we have studied the influence of γ on Shannon entropy and Fisher

information uncertainty relations, and checked the validity of BBM inequality. The

Fisher parameter versus γ for both coordinate and momentum spaces. The case

of coordinate space, Fx decreases contrarily, in the momentum space where it in-

creases. For the case of Shannon entropy, we have also plotted these quantities

versus γ for both coordinate and momentum spaces. This parameter increases in

the {x} configuration, whereas it decreases in the {p} configuration. We note here

that these behaviors of Fisher and Shannon parameters are the same for the par-

ticles and antiparticles. Moreover, for some values of parameter γ, we have shown

that the numerical results in the Shannon and Fisher information are predicted by

the BBM inequality Sx+Sp ≥ 1+ lnπ, and by the Fisher information-based uncer-

tainty relation. In addition, the discussion about squeezing effect in either position

or momentum show the existence of a squeezing effect in momentum (ΔP < 0.707).
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In conclusion, the uncertainty relations given by quantum information theory,

can be extended normally to the case of the potentials which depend with energy.

Appendix A. Definition of Fisher Information

The Fisher information (FI) is a way of measuring the amount of information that

an observable random variable y carries about an unknown parameter θ, upon which

the probability of y depends. Let p(y, θ) be the probability density function for y

conditional on the value of θ. This is also the likelihood function for θ. It describes

the probability that we observe a given sample y, given a known value of θ.

The FI in the observation y of a parameter of true value is defined as76

I(θ) =

∫
dy

p(y, θ)

{
p(y, θ)

dθ

}2

. (A.1)

Here, p(y|θ) is the probability density for observing a particular measured value of

y in the presence of a value of θ. The FI is a measure of the amount or the quality

of the information obtainable from the measurement of y.

Now, when we make the following substitutions:

y = s ,

where s is an observable state of the system, and

θ = s̄

with 〈s〉 being the mean of s, the FI expression of Eq. (A.1) becomes

I(s̄) =

∫
ds

p(s, s̄)

{
p(s, s̄)

ds̄

}2

. (A.2)

If the system obeys the following shift invariance:

p(s, s̄) ≡ p(s− s̄), (A.3)

which means that the fluctuations are independent of the value of s̄, then we can

consider that s̄ is a constant computed from integrating s over all time, and do not

change the shape of p(s, s̄). We remark that this shift invariance will not change

the information.

Let us now define a new variable

ŝ = s− s̄ , (A.4)

with dŝ = ds− ds̄ = ds. In this case, Eq. (A.2) transforms into

I =

∫
dŝ

p(ŝ)

{
dp(ŝ)

dŝ

}2

. (A.5)

Here, p(ŝ) represents the probability density for observing a particular value of

the variable ŝ. The last equation is important because the derivative with respect

to ŝ can be readily evaluated from either data (by finite differences) or models (by

analytical differentiation).76
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As the subtraction of 〈s〉 from s does not affect the calculation, we can use the

variable s instead ŝ and Eq. (A.5) becomes

I =

∫
ds

p(s)

{
dp(s)

ds

}2

, (A.6)

with p(s) being the probability density for s. In our case, putting that p(s)|s≡x ≡
ρ(x) (p(s)|s≡p ≡ ρ(p)) gives both Eqs. (5) and (6) in the Introduction.

Appendix B. Modified Product Scalar in the

Klein Gordon Equation

Let us examine this problem of normalization by considering the Klein–Gordon

equation16,17

∂2ψ

∂t2
−Δψ +m2ψ + V

(
r, i

∂

∂t

)
ψ = 0 (B.1)

and its complex conjugate

∂2ψ∗

∂t2
−Δψ∗ +m2ψ∗ + V

(
r,−i ∂

∂t

)
ψ∗ = 0 . (B.2)

When we multiplied these two equations with ψ∗ and ψ, respectively, and after a

subtraction we obtain

∂

∂t

(
ψ
∂ψ∗

∂t
− ψ∗ ∂ψ

∂t

)
+∇(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)

+ψ

{
V

(
r,−i ∂

∂t

)
ψ∗

}
− ψ∗

{
V

(
r, i

∂

∂t

)
ψ

}
= 0 . (B.3)

By using

f(t) =
∂

∂t

∫ t

ds f(s) (B.4)

and in order to obtain the continuity equation ∂ρ
∂t +

∂j
∂x = 0, with j = ψ∗∇ψ−ψ∇ψ∗,

we have

∂

∂t

[
ψ
∂ψ∗

∂t
− ψ∗ ∂ψ

∂t
+

∫ t

ds

[
ψ(r, s)

{
V

(
r,−i ∂

∂s

)
ψ∗(r, s)

}

−ψ∗(r, s)
{
V

(
r, i

∂

∂s

)
ψ(r, s)

}]]
+∇(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) = 0 . (B.5)

Here, the density ρ is written as

ρ =
1

i

{
ψ
∂ψ∗

∂t
− ψ∗ ∂ψ

∂t
+

∫ t

ds

[
ψ(r, s)

{
V (r,−i ∂

∂s
)ψ∗(r, s)

}

−ψ∗(r, s)
{
V

(
r, i

∂

∂s

)
ψ(r, s)

}]}
. (B.6)
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As we have ∫
d3r ρ = 1 , (B.7)

so ∫
d3r

1

i

[
ψ
∂ψ∗

∂t
− ψ∗ ∂ψ

∂t
+

∫ t

ds

∫ t

ds

[
ψ(r, s)

{
V

(
r,−i ∂

∂s

)
ψ∗(r, s)

}

−ψ∗(r, s)
{
V

(
r, i

∂

∂s

)
ψ(r, s)

}]]
= 1 , (B.8)

is the exact expression of normalization.

Putting now

ψ(r, t) =

∫
dE aEϕE(r)e

−iEt , (B.9)

ψ∗(r, t) =
∫
dE′ a∗E′ϕ∗

E′(r)e+iE′t , (B.10)

we have

iρ = i

∫∫
dE dE′ a∗E′aE ϕE(r)ϕ

∗
E′ (r)

[
e−i(E−E′)t(E′ + E)

−
{
e−i(E−E′)t

E′ − E
+Cte

}
{V (r, E′)− V (r, E)}

]
. (B.11)

Now, if we choose

aE = δ(E − E0) , (B.12)

aE′ = δ(E′ − E0) (B.13)

and after a limit development of V with

V (r, E′) = V (r, E) + (E′ − E)
∂V (r, E)

∂E
+

1

2
(E′ − E)2

∂2V (r, E)

∂E2
+ · · · , (B.14)

Eq. (B.11) becomes

iρ = i

∫∫
dE dE′ δ(E − E0)δ(E

′ − E0)ϕE(r)ϕ
∗
E′ (r)

{
e−i(E−E′)t

[
E′ + E

− ∂V (r, E)

∂E
− 1

2
(E′ − E)

∂2V (r, E)

∂E2
+ · · ·

]
+Cte

[
(E′ − E)

∂V (r, E)

∂E

+
1

2
(E′ − E)2

∂2V (r, E)

∂E2
+ · · ·

]}
. (B.15)
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After integration on E and E′, we arrive at the final result

ρ = ϕE0(r)ϕE∗
0
(r)

{
2E0 − ∂V (r, E0)

∂E0

}
(B.16)

and the condition of normalization becomes∫
d3r ϕE0(r)ϕE∗

0
(r)

{
2E0 − ∂V (r, E0)

∂E0

}
= 1 . (B.17)
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In this paper, we investigate the influence of energy-dependent potentials on the thermodynamic properties of the Klein-Gordon oscillator
(KGO). With the obtained energy eigenvalues, all the thermal properties of the system have been calculated using the well-known Euler-
Maclaurin method. The investigation is extended to the study of the Superstatistics properties of the system. The probability densityf(β)

follows χ2 Superstatistics (Tsallis statistics or Gamma distribution) for the system. Under the approximation of the low-energy asymptotics
of Superstatistics, we calculated partition function and other thermal properties of the system. This approximation leads to a universal
parameterq for any Superstatistics, not only for Tsallis statistics. By using the desired partition function, all thermal properties have been
obtained in terms of this parameter. Also, the influence of the potentials on the thermal properties, via the parameterγ, are well discussed.

Keywords: Klein-Gordon oscillator; energy-dpendent potentials; q-calculus formalism.
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1. Introduction

Wave equations such as Schrödinger, Klein-Gordon, and
Dirac with energy-dependent potentials have been studied
for a long time now. It can be seen in Klein-Gordon and
Dirac equations that considering a particle in an external elec-
tromagnetic field [1] arising from momentum-dependent in-
teractions and energy-dependent potentials, one can deduce
the non-relativistic quantum mechanics, as shown by Green
[2]. The presence of the energy-dependent potential in many
wave equations has several non-trivial implications because
of the complex nature of the problems. For instance, the
Klein-Gordon equation is the modification of the scalar prod-
uct necessary to ensure the conservation of the norm (see ap-
pendix A for details).

Following the works of Sazdjian and Formanek [3,4], we
observed that the scalar product in the Klein-Gordon equa-
tion must be modified concerning the usual definition to have
a conserved norm. This modification of the Klein-Gordon
equation leads to some good behavior of the physical prop-
erties for the system. Many authors have investigated the
Schr̈odinger, Klein Gordon, and Dirac equation with energy-
dependent potentials. In recent times, Boumaliet al., [5]
studied the influence of energy-dependent potentials on the
thermal properties of the one-dimensional harmonic oscilla-
tor using the Euler-Maclaurin approach. To the best of our
knowledge, no relativistic case has been reported on the in-
fluence of energy-dependent potentials on the thermal prop-
erties of the one-dimensional harmonic oscillator. Therefore
the main aim of this paper is to study the effects of the mod-

ified scalar product arising in the energy-dependent Klein-
Gordon oscillator problem. The reasons are in two folds:
(i) firstly due to the importance of the Klein-Gordon oscil-
lator and its numerous physical applications, and (ii) sec-
ondly motivated by the recent study on the effect of energy
dependent potentials on the Shannon and Fisher quantities
in quantum information theory [6]. After studying the nor-
mal thermal properties, we will extend our treatment to study
the Superstatistics and its thermal properties of the system.
The properties of these systems have become a topic of great
interest in the last few years, and it has found many appli-
cations in several branches of physics (see Ref. [7] and ref-
erences therein). It is known that Superstatistics is a branch
of statistical mechanics or statistical physics that is devoted
to the study of non-linear and non-equilibrium systems. It is
characterized by using the superposition of multiple statisti-
cal models to achieve the desired non-linearity. In terms of
ordinary statistical ideas, this is equivalent to compounding
the distributions of random variables and it may be consid-
ered as a simple case of a doubly stochastic model. Besides
in Superstatistics it is argued that a system where fluctuations
of temperature do exist, coarse-grained measurements of en-
ergy performed over spatial and temporal scales are larger
than those defined by the correlation properties of the tem-
perature will yield statistical distributions that can be written
as a superposition of canonical distributions. More precisely,
Superstatistics is a superposition of different statistics such as
ordinary Boltzmann factor and the fluctuation of the intensive
parameter with inverse temperature. Therefore, Superstatis-
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tics describes a non-equilibrium system with stationary state
and intensive parameter fluctuations. IfE is the energy of
a microstate, the Boltzmann factor in the Superstatistics is
written as,

B (E) =

∞∫

0

f (β) e−βEdβ, (1)

whereB (E) is a kind of effective Boltzmann factor for the
non-equilibrium system for the Superstatistics of the system,
f (β) is the distribution function,e−βE is the Boltzmann fac-
tor andE is the energy level for the system.B(E) differs
significantly from the ordinary Boltzmann factor, which is
recovered whenf(β) = δ(β − β0). From (1), we can recog-
nize that the generalized Boltzmann factor of Superstatistics
is given by the Laplace transform of the probability density
f (β). Although there are many possibilities, certain criteria
must be fulfilled for physical relevant of the system:

• The probability functionf (β) must be a normalized
probability density. It may, be a physically relevant
density from statistics, say Gaussian, uniform, chi-
squared (Gamma distribution), log-normal.

• The integral
∫∞
0

f (β) e−βEdβ must exist, and conse-
quently, the new statistics must be normalizable.

• The new statistics should reduce to BG-statistics if
there are no fluctuations in intensive quantities at all.

In this stage, two remarks seem pertinent: (a) although any
f(β) is possible in the Superstatistics approach, in prac-
tice, one usually observes only a few relevant distributions:
(i) χ2-Superstatistics (=Tsallis statistics), (ii) inverseχ2-
Superstatistics, and (iii) log-normal Superstatistics. In our
case, we will focus only onχ2-Superstatistics or Gamma
distribution: this choice is justified by the wider use of this
distribution in the literature. As an example, in blinking
quantum dots, cosmic ray statistics, and various scattering
processes in particle physics. Other recent applications of
the Superstatistics are briefly reviewed by Refs. [8, 9]. (b)
The applicability of this formalism impose that the Super-
statistics formalism can only be applied if you have sufficient
time scale separation in the complex system. Beck and Tsal-
lis [10,11] show the existence of a mapped of the superstatis-
tical non-equilibrium system onto an equilibrium system of
ordinary statistical mechanics with an average inverse tem-
peratureβ0 ≡ 〈β〉.

This mapped allows us to say that it is possible to carry
out ordinary statistical mechanics to the Superstatistics of a
non-equilibrium system with all the known formulas. Thus,
the second task of this work is to use the formalism of Su-
perstatistics to study the one-dimensional Klein-Gordon os-
cillator and calculate the Superstatistics properties of this os-
cillator. This study, to the best of our knowledge, is new,
novel, and has not been treated and discussed in the avail-
able literature. Finally, this paper will also study the effect of
the saturation of the spectrum on the thermodynamic proper-
ties of the one-dimensional Klein-Gordon oscillator for both

ordinary statistical mechanics and generalized statistical me-
chanics for superstatistical systems. Firstly, we will study the
effect of the saturation of the spectrum on the thermodynamic
properties for this oscillator in ordinary statistical mechanics,
and then extend the discussions to the case of generalized sta-
tistical mechanics for superstatistical systems. In both cases,
the dependence with the gamma parameter of the partition
function, and other thermal quantities such as free energy, to-
tal energy, entropy and specific heat have been determinate.
In our case, we have a choice of a functionf(β) following a
Gamma distribution, which is defined by

f (β) =
1

bΓ (c)

(
β

b

)c−1

e−
β
b . (2)

where (b > 0, c > 1) are real parameters.
This choice is justified by the wider use of its distribution

in the literature. Now, by using the function, we will calcu-
late at first the generalized Boltzmann factor,B(E), and con-
sequently the partition function for the systemZ (β). With
the partition function, all other thermodynamic properties, as
well as their dependence with the parameterγ, will be ob-
tained.

The paper is organized as follows. We study in Sec. 2, the
thermal properties of the oscillator for the case of the poten-
tials dependent on energy in the framework of the statistical
mechanics. Then Sec. 3 is devoted to the formalism of Su-
perstatistics. Section 4 will be brief a conclusion.

2. The thermal properties of the one-
dimensional Klein-Gordon oscillator with
energy-dependent potentials

2.1. The eigensolutions: review

The free Klein-Gordon equation is(~ = m = ω = c = 1) [6]
{
p2 − (

E2 − 1
)}

ψ = 0. (3)

In the presence of the oscillator interaction, (3) becomes
{
(p + ix) (p− ix)− (

E2 − 1
)}

ψ (x) = 0, (4)

or explicitly, we write
(

p2

2
+

x2

2

)
ψ (x, E) =

{
E2 − 1

2

+
1
2

(1 + γE)
}

ψ (x,E) . (5)

To obtain Eq. (5), we make the substitutionpx → px +
i (1 + γE)x, in which the parameterγ is is the energy-
dependent term, then Eq. (5) represent an equation of a har-
monic oscillator in one-dimension. So, the corresponding
eigensolutions are given as [6]

ψ (x,E) = CnHn

(√
λx

)
exp

(
−λ

2
x2

)
, (6)

Rev. Mex. F́ıs. 66 (5) 671–682



SUPERSTATISTICS OF THE ONE-DIMENSIONAL KLEIN-GORDON OSCILLATOR WITH ENERGY-DEPENDENT POTENTIALS 673

E4 − 2E2 − 4n2 − 4n2γE + 1 = 0, (7)

with λ =
√

1 + γE , andCn is the normalization constant
and is calculated as follows

C2
n =

1
2nn!

(1 + γE)
1
4

√
π

{
E − γ

2
√

1 + γE

(
n +

1
2

)}−1

,

HereHn is the Hermite polynomials. The Eq. (7) is an al-
gebraic equation of degree 4, which has real and complex
solutions. The complex solution does not have any physical
meaning except the real solutions. Therefore, some interest-
ing results can be extrapolated directly as follows:

• the modified scalar product is the origin of the spec-
trum that exhibits saturation instead of growing in-
finitely,

• this saturation appears for the high levels contrary to
what has been found in the non-relativistic case,

• the analytical asymptotic limits are well depicted,

• the beginning of the saturation starts from a specific
quantum numberNmax. These parameters decrease
rapidly when|γ| increases slowly.

Now, we intend to show the influence of the parameterγ on
the probability densityρKG. The probability density is ex-
pressed by the following equation (see Appendix A for de-
tails)

ρKG(x, E) = ψ (x,E)∗
{

2E − ∂V (x,E)
∂E

}
ψ (x,E) ,

=
(

2E − 1
2
γx2

)
|ψ (x,E)|2 , (8)

So thatρKG represent a physical system, only two possi-
bilities can exist regardless of the sign ofρKG, i.e., either
ρKG < 0 or ρKG > 0. Thus, as a consequence of this, the
sign of the parameterγ is negative for particles, and positive
for antiparticles (see Ref. [6])

2.2. The thermal quantities in ordinary statistical me-
chanics via the Euler-MacLaurin formula

To obtain the partition function from the obtained energy
spectrum, we adopt the following way, which the partition
functionZ is defined by [5]:

Z =
∞∑

n=0

e−βEn , (9)

wereβ = (1/kBT ) with kb is the Boltzmann constant and
T is the temperature in Kelvin. Tto calculate this function,
we adopt two approaches: (i) we first fixed the parameterγ,
and then varied the values ofn until we obtain the saturation
phenomena in our spectrum of the energy (Eq. (7)) and so on,

and (ii) via the method used by the authors [5] which is well
described in their work. Following this, Eq. (9) becomes

Z ≡
∞∑

n=0

e−βEn '
N∑

n=0

e−βEn

︸ ︷︷ ︸
I

+ All levels are

in saturations'
N∑

n=0

e−βEn

︸ ︷︷ ︸
contribution of few levels

. (10)

The first term in (10) is the contribution of all levels until the
beginning of a saturation behavior in the spectrum of energy.
The second one is the contribution of all saturation levels.

To evaluate the partition function, we use the Euler-
Maclaurin formula [13–18]

∞∑
n=0

f (x) =
1
2
f (0) +

∞∫

0

f (x) dx

−
∞∑

p=1

B2p

(2p)!
f (2p−1) (0) , (11)

whereB2p are the Bernoulli numbers. andf (2p−1) is the
derivative of order(2p− 1) . In statistical mechanics, the
Boltzmann factore−βE is an essential tool used to deter-
mine thermodynamic quantities such as the partition function
Z(β), free energyF (β), total energyU(β), entropyS(β),
and specific heatC(β), for a given system. These quantities
are defined as

F = − 1
β

lnZ, U = −∂lnZ

∂β
, (12)

S

kB
= lnZ − β

∂lnZ

∂β
,

C

kB
= β2 ∂2lnZ

∂β2
. (13)

In what follows we will focus our study on the influence of
the parameterγ on these quantities for the case of the one-
dimensional Klein-Gordon oscillator.

2.3. Results and discussions

We give our basic results in Figs. 1, 2, 3, and 4, where we
plot the variation of all thermal functions versus the inverse
of the temperatureβ for different values ofγ. We emphasize
that the behavior of the partition function, specific heat, free
energy, and entropy are not identical to those obtained for the
relativistic oscillators. The reason for this is fundamentally
related to the nature of the interactions of KG oscillator and
the potential that are linearly depends on the energy consid-
ered here. We must mention that all these results found here
about the thermal properties in our problem can be extended
to the case of 1D Dirac oscillator (both Eqs. (7) and (B.8).

In Fig. 1, we plot the variation of the partition functionZ
concerningβ for different values ofγ. Figure 1 shows that
partition function increases with decreases values ofβ. Be-
sides the effect of the parameterγ on the partition function is
more apparent for nearly high temperatures.

Rev. Mex. F́ıs. 66 (5) 671–682
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FIGURE 1. The partition functionZ versusβ with different param-
eters ofγ.

FIGURE 2. The free energyF versusβ with different parameters
of γ.

In Fig. 2, we give the variation of the free energyF as
a function of the parameterβ for different values ofγ: we
can see that the free energyF has an upper limit for the low
temperatures.

In Fig. 3 we observe that the entropy decreases with pa-
rameterβ and has an upper limit for the high temperatures:
The effect ofγ on the entropyS is more apparent for the high
temperatures. For the low temperatures, we haveS → 0.

In Fig. 4 the specific heatCv versus the temperature in-
verseβ for different values ofγ values have been well de-
picted. We observe that, for each specific value ofγ, each
curve has a peak symmetry around a suitable temperatureβ.
The intensity of these peaks increases asγ increases. For the
high values ofβ we haveCv → 0: the third law of thermo-
dynamics is well fulfilled.

Now, we are ready to extend our discussions to the case of
Generalized statistical mechanics for a superstatistical frame-
work.

FIGURE 3. The entropyS versusβ with different parameters ofγ.

FIGURE 4. Specific heat versusβ with different parameters ofγ.

3. Superstatistical properties of the one-
dimensional Klein-Gordon oscillator with
energy-dependent potentials

3.1. Partition function in Superstatistics

Instead to use the habitual stationary probability distribution

e−βE

Z , (14)

we have

p (E) =
B (E)
Z , (15)

with
Z (β) =

∑
n

B (En) ,

whereZ(β) is the normalization constant ofe−βE for a given
β (or partition function).
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In what follows we use theχ2-distribution or Gamma dis-
tribution: the probability density function reads as

f (β) =
1

bΓ (c)

(
β

b

)c−1

e−
β
b . (16)

Note here that in the superstatistics approach, only a few pos-
sible distributionsf(β) are relevant: (i)χ2-superstatistics
(=Tsallis statistics), (ii) inverseχ2-superstatistics, and (iii)
log-normal superstatistics. In our case, we are focused on
Gamma distribution defined by Eq. (16): this choice is jus-
tified by the wide use of this distribution in the literature: as
an example, we can cite the following: in blinking quantum
dots, cosmic ray statistics, various scattering processes in par-
ticle physics [9], one-dimensional Dirac oscillator [7] and the
thermo-magnetic properties of a system of 2D GaAs quantum
dots [34]. Other recent applications of the superstatistics are
briefly reviewed by Refs. [8,25,26] and references therein.

The integration overβ yields the generalized Boltzmann
factor

B (En) = {1 + bEn}−c
. (17)

Now, according to the following works of Tsallis [19–23],
the non-extensive statistics of Tsallis defined by the so-called
q-exponential function

e−β0E
q = (1 + (q − 1)β0E)−

1
q−1 , (18)

with the q-exponential function is defined by [22,23]

eq (x) =

{
(1 + (1− q) x)−

1
q−1 0 < q < 1

ex q = 1
, (19)

and where the parameterq is the index of non-extensive sta-
tistical mechanics: if we identifyc = 1/q − 1 andbc = β0

whereβ0

β0 ≡ 〈β〉 =

∞∫

0

βf (β) dβ = bc, (20)

is the average ofβ, Eq. (17) becomes the generalized Boltz-
mann factor[(1 + (q− 1) 〈β〉En)−(1/q−1)] of non-extensive
statistical mechanics. In this case, Eq. (17) is transformed
into

B (E) = e−〈β〉En
q . (21)

Note here that in the limit whereq → 1, we recover both (i)
the habitual exponential function and (ii) the ordinary statis-
tics mechanics.

In our case, to seek simplicity, we use the approximation
of the low-energy asymptotics (for more detail, see Ref. [7]).
This approximation represents the leading order correction to
ordinary statistical mechanics in our system with temperature
fluctuations for small values of the energyE. More precisely,
the low-energy asymptotics behavior is universal: that means
that the generalized Boltzmann factor for a different choice

of Superstatistics is expressed in terms of the universal pa-
rametersq andβ0 as follows:

B (En) ≈ e−β0En

(
1 +

a

2
〈β〉2 E2

n

+ g (q) 〈β〉3 E3
n + · · ·

)
, (22)

where the functiong(q) depends on the Superstatistics cho-
sen,e, on the choice off (β). In our case (Gamma distribu-
tion), g (q) = −(a2/3).

Now, due to this universality, Beck [24] introduced a uni-
versal parameterq for any Superstatistics, not only for Tsallis
statistics: this parameter is given by the following relation

q =

〈
β2

〉

〈β〉2 . (23)

The physical meaning of the parameterq is just the coefficient
of variation of the distributionf (β), defined by the ratio of
standard deviation and mean. If there are no fluctuations ofβ
at all, we obtainq = 1 as required.

So, according to this approximation, the generalized
Boltzmann factor, can be rewritten as

B (En) = e−
1

q−1 ln(1+(q−1)〈β〉En) ≈ e−β0En

×
(

1 +
a

2
〈β〉2 E2

n −
a2

3
〈β〉3 E3

n + · · ·
)

, (24)

with a = q − 1. The zeroth-order approximation toB (En)
corresponds, as is expected, to the “pure” Boltzmann statis-
tics

B (En) ∼ e−〈β〉En . (25)

3.2. Generalized statistical mechanics for superstatisti-
cal systems

As we know in statistical mechanics, the habitual Boltzmann
factor e−βE is an essential tool used to determine thermo-
dynamic quantities such as the partition functionZ(β), free
energyF (β), total energyU(β), entropyS(β) and specific
heatC(β), for a given system. These quantities are defined
as

F = − 1
β

lnZ, U = −∂lnZ

∂β
, (26)

S

kB
= lnZ − β

∂lnZ

∂β
,

C

kB
= β2 ∂2lnZ

∂β2
. (27)

Recently, a remark about the validity of the applicability of
the Eqs. (26) and (27) to the case of Superstatistics seems
important has been treated. To extend all well-known formu-
lae of normal statistical mechanics to the case of Superstatis-
tics, are restricted by the following conditions; First, Super-
statistics is characterized by using the superposition of mul-
tiple different statistical models to achieve the desired non-
linearity. In terms of ordinary statistical ideas, this is equiv-
alent to compounding the distributions of random variables.
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More precisely, Superstatistics assumes that the correct en-
semble is not canonical, but a superposition of canonical en-
sembles at different (inverse) temperatures weighted by a fac-
tor f(β). So, the Superstatistics denoted by symbolB(E),
allows the infinite types of system’s distribution with respect
to E, once the fluctuating distributionf (β) is given. This
factor is based on three crucial premises; (i) a system is parti-
tioned into cells that can be considered to be reached an equi-
librium locally, which is characterized by a singleβ, (ii) its
statistical factor is Gibbsian and (iii) the separation between
two time scales is adequate, that is, the time for approach-
ing to each local equilibrium state is much faster than that for
varyingf(β). This last criterion means that the framework of
the theory of Superstatistics regards the existence of tempo-
rally local equilibrium within each of the cells that subdivide
a non-equilibrium thermodynamic system. Thus, this formal-
ism can only be applied if we have sufficient time scale sep-
aration in the complex system, so that the system has enough
time to find local equilibrium in the local cells with a given
β. In the local cells, local equilibrium statistical mechanics
is then valid for the givenβ in that cell (for more detail see
Ref. [7] and references therein). In conclusion, and following
these arguments, it is possible to do ordinary statistical me-
chanics for this superstatistical non-equilibrium system, with
all the known formulae such as described by Eqs. (12 and
13)). Note here that some recent theoretical developments,
in the context of the theory of superstatistics, have used the
known formulae of normal statistical mechanics in their in-
vestigation on some problems in physics [27–33]. Their re-
sults can be accepted only in the framework of the above
arguments about the applicability of the habitual thermody-
namics laws in the superstatistics formalism.

In the recent paper of Castañoet al [34], the authors used
the q-algorithm of the q-calculus formalism [22, 23] to dis-
cuss thermo-magnetic properties of a system of 2D GaAs
quantum dots. Here we can mention two remarks about this
formalism:

• When we use a q-logarithm, the algebra of our problem
is deformed, and it follows the theory of q-calculus for-
malism with the following q-sum and q-product defini-
tions [22,23]

x⊗q y =
(
x1−q + y1−q − 1

) 1
1−q

+
, (x >, y > 0) (28)

x⊕q y = x + y + (1− q)xy. (29)

• Following this algebra, theq-derivative definition, in
the framework of theq-calculus formalism, is given
by [35–39]

Dqf (x) ≡ lim
x→y

f (x)− f (1y)
xªq y

= {1 + (1− q)x} df (x)
dx

. (30)

Although the superstatistics is a non-equilibrium process,
the authors (i) do not give the arguments of the validity of ap-
plicability of habitual law thermodynamics in superstatistics
for their case, and (ii) they have not used Eq. (30) in their
calculations.

Now, when we starting with the following generalized
Boltzmann factor defined by E. (24), the partition function
is

Z =
∑

n

B (En) =
∑

n

e−〈β〉En

×
(

1 +
a

2
〈β〉2 E2

n −
a3

3
〈β〉3 E3

n

)
,

=

(
1 +

a

2
〈β〉2 d2

d 〈β〉2 +
a3

3
〈β〉3 d3

d 〈β〉3
) ∞∑

n=0

e−〈β〉En ,

=

(
1 +

a

2
〈β〉2 d2

d 〈β〉2 +
a3

3
〈β〉3 d3

d 〈β〉3
)

Z. (31)

To evaluate this partition function, we calculate at first the
term Z with the same method used above. Thus, we found
That

Z (〈β〉) =

(
1 +

a

2
〈β〉2 d2

d 〈β〉2 +
a3

3
〈β〉3 d3

d 〈β〉3
)

×
N∑

n=0

e−〈β〉En

︸ ︷︷ ︸
contribution of few levels

(32)

So,Z is an essential tool used to determine thermodynamic
quantities such as the partition functionZ(β), free energy
F (β), total energyU(β), entropyS(β), and specific heat
C(β), for a given system. These quantities are defined by
replacingβ by 〈β〉 in Eqs. (12) and (13).

3.3. Results and discussions

Now, after this discussion about (26) and (27) in the case of
the Superstatistics formalism, we are ready to discuss our nu-
merical simulations found. In our case, we concentrate only
on the main function, such the entropy, and the specific heat
to seek the existence of saturation and the nature of this satu-
ration.

Our basic results are plotted in Figs. 5, 6, 7 and 8, in
these figures, we plot the variation of the entropy and the
specific heat versus the inverse of the temperatureβ for dif-
ferent values ofγ and q: recall that these parameters denote
the parameter of the dependence of the potential with energy
and the parameter of deformation respectively.

Besides these figures are subdivided into four canvas fol-
lowing the choice of the parameterγ. Here we have selected
four values ofγ < −1 [6], which correspond the case of
particles (E > 0). Each canvas is presented and specified
by a value of the parameterγ. It contains the curves of the
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FIGURE 5. Thermal quantities of 1D (KGO) forγ = −0.1 and different values ofq.

FIGURE 6. Thermal quantities of 1D (KGO) forγ = −0.3 and for different values ofq.

entropy and the specific heat for different values of the pa-
rameter of deformationq. We emphasize that the behavior of
these functions is not identical from canvas to another.

Now, from these canvases, three remarks can be made
about the influence of both parametersγ andq on the ther-
mal properties of our oscillator:

• From canvas to another, we can see that the number
of Gaussian-like shape in specific heat curves is differ-
ent. For a specific value of the parameterγ, we observe
that (i) these curves have a peak symmetry around a
suitable temperatureβ, (ii) the intensity of these peaks
increases asq decreases and (ii) finally, they appear
when q → 1 . Also, the number of these peaks de-
creases when|γ| increases, and they increase whenγ
decreases: in our case, we have a maximum number of
these peaks whenγ = −0.1.

• These peaks correspond to the phenomena of satura-
tion that appear in the case of the problems with the
potentials dependence energy. In this context, we note
that the observation of peaks in the curves of specific
heat indicates that there are a small number of discrete
energy levels dominating the behavior of our system
in question. This behavior is due essentially to the de-
pendence of the potential of our oscillator with the en-
ergy: as argued in [5], this situation is very similar to
the case of Schottky peak (Schottky anomaly) which
is a broad maximum in the specific heat observed in
systems with several discrete energy levels, and not a
phase transition.

• Contrarily to the non-relativistic limit( see Ref. [5]),
the limit of specific heat is equal zero only in very
high-temperatures(β → 0). In very low-temperatures
(β →∞), for different values ofγ, this limit depends
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FIGURE 7. Thermal quantities of 1D (KGO) forγ = −0.5 and for different values ofq.

FIGURE 8. Thermal quantities of 1D (KGO) forγ = −0.7 and for different values ofq.

on the value of the parameterq. Whenq is around1,
we obtain the well know third thermodynamic law.

• On the other hand, in the range of high temperatures
(β → 0), we haveC → 0 : this situation, for all can-
vas, can be argued to the existence of saturation of
spectrum of energy for this type of potential,i.e., the
energy-dependent potential. So, all curves, exhibit a
transition phase between the growth phase, and the so-
called saturation phase. In our best knowledge, this
phenomena do not treated and discussed in the litera-
ture.

Recently, the superstatistical of the one-dimensional Dirac
oscillator has been well studied [7]. Although arguments of
the validity of applicability of law thermodynamics in su-
perstatistics for both Dirac and Klein-Gordon equations are

the same, the difference is very clear. The reason for this is
twofold:

• This study in question is devoted to the case of the one-
dimensional Dirac oscillator describing fermionic par-
ticles without energy-dependent potentials.

• Although the eigenvalues of one-dimensional Dirac
oscillator with energy-dependent potentials have the
same form of energy as those for our considered case,
the situation is not the same: the probability density, in
this case, is given by [3]

ρ =
−
ψγ0

(
1− ∂V

∂E

)
ψ. (33)

whichψ is a spinor, not a scalar. This definition is very
different from the case of the Klein-Gordon equation
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(see Eq. (A.17)), which describing the bosonic parti-
cles.

In conclusion, in order to understand well the influence of the
parameter ofq of our Superstatistics formalism on the ther-
mal properties of our oscillator, we choose the lowest values
of the parameterγ. This parameter contains all information
about the potentials which depend on energy.

4. Conclusion

In this work, we studied the influence of energy-dependent
potentials on the thermodynamic quantities of a one-
dimensional Klein-Gordon oscillator. The variation of these
functions vsβ have been given in the figures. We have ob-
tained the variation of thermal functions such as the free en-
ergy, the entropy, and the specific heat withβ, and also dis-
cussed the results for high temperatures for different values
of γ.

Also, we considered the Superstatistics of the statistical
mechanics of 1D-(KGO). We derived, by using the form of
the energy spectrum of this oscillator, the partition function
of our problem in question. In the framework of the applica-
bility of this formalism, which imposes that the Superstatis-
tics formalism can only be applied if you have sufficient time
scale separation in the complex system. So, we show the ex-
istence of a mapped of the superstatistical non-equilibrium
system onto an equilibrium system of ordinary statistical me-
chanics exists. This mapped allows us to tell that it is possible
to do ordinary statistical mechanics for this superstatistical
non-equilibrium system, with all the known formulas.

In our case, we have used (i) this mapping to determinate
the Superstatistics of our problem in question, and (ii) choice
a functionf(β) following a Gamma distribution which is de-
fined by Eq. (2). Now, by using this function, we have cal-
culated at first the generalized Boltzmann factor,B (E), and
consequently the desired partition function for our problem
Z (β). According to this function, all thermodynamic prop-
erties such as mean energy, Helmholtz free energy, entropy,
and the specific heat have been determinate: as a result we
observe that phenomena of saturation in the curve of spe-
cific heat appear only in the lowest values ofγ (in our case
γ = −0.1) and when the parameter of our Superstatistics for-
malismq → 1. Finally, the limit of specific heat is equal to
zero only in very high-temperaturesβ → 0. In very low-
temperatures(β →∞), for different values ofγ, this limit
depends on the value of the parameterq. Whenq is around
1, we obtain the well-known third thermodynamic law. In the
range of high temperatures(β → 0), we have(C → 0). This
situation, can be argued to the existence of saturation of the
spectrum of energy for this type of potential,i.e., the energy-
dependent potential. So, all curves, as in the non-relativistic
limit, exhibit a transition phase between the growth phase and
the so-called saturation phase.

Appendix

A. Modified product scalar in the Klein-Gordon
equation

Let us examine this problem of normalization by considering
the Klein-Gordon equation [3]

∂2ψ

∂t2
−∆ψ + m2ψ + V

(
r, i

∂

∂t

)
ψ = 0, (A.1)

and its complex conjugate

∂2ψ∗

∂t2
−∆ψ∗ + m2ψ∗ + V

(
r,−i

∂

∂t

)
ψ∗ = 0 (A.2)

When we multiply these two equations multiplied byψ∗ and
ψ respectively, and after a subtraction we obtain

∂

∂t

(
ψ

∂ψ∗

∂t
− ψ∗

∂ψ

∂t

)
+ ∇ (ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)

+ ψ

{
V

(
r,−i

∂

∂t

)
ψ∗

}

− ψ∗
{

V

(
r, i

∂

∂t

)
ψ

}
= 0. (A.3)

By using that

f(t) =
∂

∂t

t∫
dsf (s) , (A.4)

and to obtain the continuity equation(∂ρ/∂t)+(∂j/∂x) = 0,
with j = ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗, we have

∂

∂t

[
ψ

∂ψ∗

∂t
− ψ∗

∂ψ

∂t
+

∫ t

ds

×
[
ψ (r, s)

{
V

(
r,−i

∂

∂s

)
ψ∗ (r, s)

}

− ψ∗ (r, s)
{

V

(
r, i

∂

∂s

)
ψ (r, s)

}]]

+ ∇ (ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) = 0. (A.5)

Here the densityρ is written as

ρ =
1
i

{
ψ

∂ψ∗

∂t
− ψ∗

∂ψ

∂t
+

t∫
ds

×
[
ψ (r, s)

{
V

(
r,−i

∂

∂s

)
ψ∗ (r, s)

}

− ψ∗ (r, s)
{

V

(
r, i

∂

∂s

)
ψ (r, s)

}]}
. (A.6)

As we have that ∫
d3rρ = 1, (A.7)
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so

∫
d3r

1
i

[
ψ

∂ψ∗

∂t
− ψ∗

∂ψ

∂t
+

t∫
ds

t∫
ds

×
[
ψ (r, s)

{
V (r,−i

∂

∂s
)ψ∗(r, s)

}

− ψ∗ (r, s)
{

V (r, i
∂

∂s
)ψ(r, s)

} ]]
= 1, (A.8)

is the exact expression of normalization.
Putting now that

ψ (r, t) =
∫

dEaEϕE (r) e−iEt, (A.9)

ψ∗ (r, t) =
∫

dE′a∗E′ϕE′
∗ (r) e+iE′t (A.10)

so we have

iρ = i

∫ ∫
dEdE′a∗E′aEϕE (r) ϕE′

∗ (r)

×
[
e−i(E−E′)t (E′ + E)

−
{

e−i(E−E′)t

E′ − E
+ Cte

}

× {V (r, E′)− V (r, E)}
]
. (A.11)

Now, if we choose that

aE = δ (E − E0) , (A.12)

aE′ = δ (E′ − E0) , (A.13)

and after a limit development ofV with

V (r, E′) = V (r, E) + (E′ − E)
∂V (r, E)

∂E

+
1
2

(E′ − E)2
∂2V (r, E)

∂E2
+ ..., (A.14)

Eq. (A.11) becomes

iρ = i

∫ ∫
dEdE′δ (E − E0) δ (E′ − E0)ϕE (r)ϕE′

∗ (r)

× e−i(E−E′)t

[
E′ + E − ∂V (r, E)

∂E
− 1

2
(E′ − E)

× ∂2V (r, E)
∂E2

+ ...

]
+ Cte

[
(E′ − E)

∂V (r, E)
∂E

+
1
2

(E′ − E)2
∂2V (r, E)

∂E2
+ .

]
(A.15)

After integration onE andE′, we arrive at the final result

ρ = ϕE0 (r) ϕE0
∗(r)

{
2E0 − ∂V (r, E0)

∂E0

}
, (A.16)

and the condition of normalization becomes
∫

d3rϕE0 (r)ϕE0
∗ (r)

{
2E0−∂V (r, E0)

∂E0

}
=1. (A.17)

B. The eigensolutions of 1D Dirac oscillator with
energy-dependent potential

The free Dirac equation is:
[
α

(
p− iλγ0x

)
+ γ0

]
ψ = Eψ. (B.1)

whereλ =
√

1 + γE, α = σx andγ0 are the Dirac matrices.
These matrices are given by

σx =
(

0 1
1 0

)
, γ0 = σz =

(
1 0
0 −1

)
. (B.2)

From (B.1) we get a set of coupled equations as follows:

(px − iλx)ψ1 = (E + 1) ψ2, (B.3)

(px + iλx)ψ2 = (E − 1)ψ1. (B.4)

Using (B.4) we have

ψ2 =
(px − iλx)
(E + 1)

ψ1 (B.5)

Putting (B.5) into (B.3), we get

(px + iλx) (px − iλx)ψ1 =
(
E2 + 1

)
ψ1 (B.6)

In the presence of a potential with energy-dependent poten-
tial, (B.6) changes into

(
p2

x

2
+

1
2
λ2x2

)
ψ1 (x,E)

=
(

E2 − 1 + λ

2

)
ψ1 (x,E) (B.7)

the Eq. (B.7) is the standard equation of a harmonic oscillator
in one-dimensional. The energy levels are well-known, and
are given by

E4 − 2E2 − 4γn2E − 4n2 + 1 = 0, (B.8)

and the wave functions is

ψ1 (x,E) = CnHn

(√
λx

)
exp

(
−λ

2
x2

)
. (B.9)

The total associated wave function is

ψ (x,E) = Cn

(
1

(px−iλx)
(E+1)

)

×Hn

(√
λx

)
exp

(
−λ

2
x2

)
(B.10)
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whereCn is the normalization constant, andHn is the Her-
mite polynomial

C2
n =

√
λ√
π

(
2nn!

(
1− γ

2λ

(
n +

1
2

))
+

(
2n
√

λ

(E + 1)

)2

× 2n−1 (n− 1)!
(

1− γ

2λ

(
n− 1

2

)) )−1

. (B.11)
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Abstract
In this paper, we focus, at first, on the exact solutions on the one-dimensional Dirac 
oscillator with the energy-dependent potentials. Then, the influence of these solu-
tions on the Shannon entropy and Fisher information, well-known in quantum 
information, has been studied. In this direction, we concentrated on the determina-
tion of the position and momentum information entropies for the low-lying states 
n=0,1,2. Some interesting features of both Fisher and Shannon densities as well as 
the probability densities are demonstrated. Finally, the Fisher uncertainty relation, 
Stam, Cramer–Rao and Bialynicki–Birula–Mycielski (BBM) inequalities have been 
checked and their comparison with the regarding results have been reported. We 
showed that the BBM inequality is still valid in the form Sx + Sp ≥ 1 + ln�.

Keywords  Dirac oscillator · Energy-dependent-potentials · Fisher information · 
Shannon entropy

1  Introduction

Wave equations with energy-dependent potentials are known since the early 
days of relativistic quantum mechanics. They appeared (1) in the case of rela-
tivistic quantum mechanics with the Klein-Gordon equation for different situa-
tions [1, 2]. In the non-relativistic quantum mechanics case, they arise from 
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momentum-dependent interactions [3], in the case of the Pauli-Schrödinger equa-
tion [4, 5], and finally with the problems that are studying nonlinear effects [6].

A Hilbert space formulation of the relativistic quantum mechanical two-body 
problem was studied by Rizov et  al. [7]. The authors have mentioned that the 
habitual scalar product is not appropriate for the space of states describing the 
center-of-mass relative motion of two relativistic particles whose interaction is 
given by an energy-dependent quasipotential. They derived an algorithm for a 
perturbative calculation of the energy eigenvalues in the case of a general energy-
dependent quasipotential. Thus, the presence of the energy-dependent potential 
in a wave equation has several non-trivial implications. The most obvious one is 
the modification of the scalar product, necessary to ensure the conservation of 
the norm. This modification can modify some behaviors or physical properties 
of a physical system [8, 9]. The authors have studied the properties of the wave 
equations with an energy-dependent potential were investigated, together with the 
necessary conditions to be imposed for such a theory to be coherent. By this, we 
mean a theory that has the following properties: (1) the necessary modification of 
the definition of probability density, (2) the vectors corresponding to stationary 
states with different energies must be orthogonal, (3) the formulation of the clo-
sure rule in terms of wave functions of stationary states justifies their standardiza-
tion, (4) finally, the operators of observable are all self-adjoint (Hermitian).

Recently, the study of energy-dependent potentials (in both relativistic and 
non-relativistic regime) has given rise to great interest in the literature: as an 
example, we can cite the following: (1) the exact solutions of Schrodinger equa-
tion in one and three dimensions [10, 11], (2) the study of the D-dimensional 
Schrodinger equation [12, 13],(3) in the case of a many-body system [14]. (4) 
for both Harmonic and Klein-Gordon oscillators in one dimension [15, 16], and 
finally (5) in other interesting related works [17–21].

The relativistic harmonic oscillator is one of the most important quantum sys-
tems, as it is one of the very few that can be solved exactly. The Dirac relativistic 
oscillator (DO) interaction is an important potential both for theory and applica-
tion. It was for the first time studied by Ito et al. [22]. They considered a Dirac 
equation in which the momentum � was replaced by � − im��� , with � being the 
position vector, m the mass of the particle, and � the frequency of the oscilla-
tor. The interest in the problem was revived by Moshinsky and Szczepaniak [23], 
who gave it the name of DO because, in the non-relativistic limit, it became a 
harmonic oscillator with a very strong spin-orbit coupling term. Physically, it can 
be shown that the DO interaction is a physical system, which can be interpreted 
as the interaction of the anomalous magnetic moment with a linear electric field 
[24, 25]. The electromagnetic potential associated with the DO has been found by 
Benitez et al. [26]. The DO has attracted a lot of interests both because it provides 
one of the examples of the Dirac’s equation exact solvability and because of its 
numerous physical applications [27–32]. Finally, Franco-Villafane et al. [33] have 
exposed the proposal of the first experimental microwave realization of the one-
dimensional DO.

In the present work, we will focus on the following points:
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•	 First off, we study the effects of the modified scalar product on the eigensolu-
tions of the one-dimensional Dirac oscillator. This effect is a consequence of 
the presence of the energy-dependent potential.

•	 Then, we seek the possibility of the existence of the phenomena of saturation 
well observed in the case of the 1D Klein-Gordon oscillator [16]. This satura-
tion will have a direct impact on the density of probability of the 1D Dirac 
oscillator.

•	 Finally, we discuss the effects of saturation on a concrete case concerning the 
two well-known parameters in quantum information: these parameters are the 
Fisher information and the Shannon entropy. The reason is that these quantities 
depend strongly on the density of probability as we will see in the Sect. 3.

The information theory is a branch of mathematical physics that deals with the 
quantification and storage of information with a view to using them for communica-
tion purposes. Studies in information theory are particularly important because it 
is widely believed that observable physical effects are expressions of information. 
The Fisher information is a quality of an efficient measurement procedure used for 
estimating ultimate quantum limits. It is a measure of intrinsic accuracy in statisti-
cal estimation theory. The investigation of properties and applications of Fisher’s 
information measure to diverse problems in theoretical physics is mainly due to the 
pioneering work of Frieden et al. [34–39] who have unveiled the manifold physical 
applications of Fisher information. Finally, one important feature of the Fisher infor-
mation is that it has a local character due to the gradient operator [40–54].

Besides the Fisher parameter, we can cite another pertinent quantity called the 
Shannon entropy. This choice is justified because of (1) its possible applications in a 
wide range of area, (2) it provides an analytic tool to understand well the phenomena 
of correlations in quantum systems, (3) it has a global character in the sense that 
they are not very sensitive to change in the distribution over a small-sized region and 
can be used as a measure of the delocalization, and (4) finally it has been introduced 
to measure the uncertainty [53]. In our case, the principal goals of introducing this 
parameter are because these parameters depend strongly on the probability density.

In this stage, the aim was to build an example with analytical solutions if possi-
ble, in order to get acquainted with the effect of the energy dependence of the poten-
tial. For this, we are motivated to study this effect on (1) both Fisher and Shannon 
parameters and (2) the validity of Stam uncertainty relations [50], Cramer–Rao ine-
qualities [51], the Fisher uncertainty relation, and the (BBM) inequalities.

In conclusion, our strategy to reach these goals is recapitulated in the following:

•	 Firstly, we will study the influence of the energy-dependent potentials on the 
one-dimensional Dirac oscillator. Especially, we seek the conditions that may be 
imposed on the parameter � in order to have a positive probability density.

•	 Secondly, the Shannon entropy and Fisher information of this system will be 
investigated.

•	 Finally, the validity of the three uncertainty relations such as Fisher uncertainty 
relation, Stam, Cramer–Rao and Bialynicki– Birula– Mycielski (BBM) inequali-
ties will be tested.
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This article is organized as follows. After an introduction, we will study the solu-
tions of the one-dimensional Dirac oscillator with an energy-dependent potential 
in Sect. 2. Section 3 is devoted to studying the influence of the parameter � on 
both the Fisher and Shannon information measures. Finally, Sect. 4 will be a gen-
eral conclusion.

2 � The Solutions in Both Space and Momentum Representations

2.1 � In Coordinate Representation {x}

The (1 + 1)− DO with an energy-dependent potential is written as 
( ℏ = m = c = � = 1)

with � =
√
1 + �E , � =

(
�
1
�
2

)Tand

are the Pauli matrices [55].
Using Eqs. (2), (1) becomes

From Eq. (4), we have

Putting Eq. (5) into Eq. (3) we obtain

or

where � = E2−1+�

2
.

Eq. (7) is the standard equation of a one-dimensional Harmonic oscillator 
where the eigensolutions can be written as [56]
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{
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The total associated wave function is

with

is the normalization constant and Hn is the Hermite polynomial.
By Substituting the expression of � =

√
1 + �E into Eq. (8) we get the following 

equation of the eigenvalues

Eq. (11) represents an algebraic equation of the degree 4 having of the real and com-
plex solutions. The complex solutions are rejected because they are not physical and 
we only consider the real solutions.

Now, we are ready to extend our study to the case of momentum representation.

2.2 � In Momentum Representation 
{
px
}

In this representation, the one-dimensional Dirac oscillator is written as [56]

Following the same procedure used in the coordinate representation, the correspond-
ing eigensolutions can be resumed as follows: the total associated wave function is

with
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2
,
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Here

is the normalization constant and Hn is the Hermite polynomial.
As we know, the spectrum of energy does not depend on the configuration that 

the problem has been solved. So, the expected form of our energy spectrum is

The same general conclusions regarding Eq. (11) are drawn here as well.
In what follows, our principal aim is to discuss the influence of the parameter � 

on (1) the spectrum of energy and (2) the density of probability.

2.3 � Results and Discussion

At first, we show, in Table 1, the expression of normalization constant for low-lying 
states n = 0, 1, 2 in both {x} and {p} configurations.

After this, we have plotted the energy E versus quantum number n for some dif-
ferent values of � In Fig. 1. From this Figure, some interesting results are recapitu-
lated as follows :
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,

(17)E4 − 2E2 − 4�n2E − 4n2 + 1 = 0.

Table 1   Expression of normalization constant for low-lying states n = 0, 1, 2
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•	 The direct impact of the energy-dependent potential is the appearance of the phe-
nomena the saturation of the spectrum of energy for the case of particles, contrarily 
to the case of anti-particle where the energy has grown to infinity. This impact is 
shown by the modification of the scalar product.

•	 In the case of particles, the asymptotic limit form of energies is 1|�| : this limit has 
been also obtained in the case of non-relativistic Harmonic oscillator [6, 8]

•	 Finally, the beginning of the saturation starts from a specific quantum number 
Nmax : this parameter decreases rapidly when |�| increases slowly.

Now, we will focus on the influence of the parameter � on the density of probabil-
ity of the system in question. This density must be modified in order to guarantee 
the validity of the continuity equation(see Refs. [5, 6, 8]). To do this, we construct 
Fig.  1. The role of this Figure is to obtain the constraint on the parameter � that 
leaves our probability always to be positive. After this, we discuss its influence on 
both Fisher and Shannon information. Thus,

•	 In the {x} configuration,we have 

The final form of �(x,E) is written as

with

(18)𝜌(x,E) = 𝜓(x,E)𝛾0
(
1 −

𝜕V

𝜕E

)
𝜓(x,E), with𝜓(x,E) = 𝜓

⋆(x,E)𝛾0.

(19)�(x,E) =

�
1 −

1

2
�x2

�⎧⎪⎨⎪⎩
�

2

1
(x,E) +

�
2n

√
�

(E + 1)

�2

�
2

1
(x,E)

⎫⎪⎬⎪⎭
,

(20)�
1
(x,E) = CnHn−1

�√
�x

�
exp

�
−
�

2
x2
�
.

(a) (b)

Fig. 1   Spectrum of energy E versus quantum number n for some different � values in both coordinate and 
momentum spaces
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In order that �(x,E) represents a physical system, the density has to be positive defi-
nite: this constraint leads to the following relation

As a result, we have 𝛾 < 0 . Fig. 2a has been constructed by regarding this condition 
on the parameter � . It shows the probability density distribution in both coordinate 
and momentum spaces for different values of n and �.

•	 Now, In momentum space 
{
px
}
 , equation of density is given by 

or the final expression is written as

with

(21)
(
1 −

1

2
�x2

)
≥ 0.
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�⎛⎜⎜⎝

�
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1
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�
2n

√
�

(E + 1)

�2

�

�
2

1
(p,E)

⎞
⎟⎟⎠
,

(a)

(b)

Fig. 2   Probability density distribution in both coordinate and momentum spaces for different values of n 
and �
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Following Eq. (23), it seems that it is difficult to obtain a condition on the parameter 
� similar to the case of coordinate space. To overcome this difficulty, we have plot-
ted Fig. 2b. From this figure, we can see that the parameter � is negative ( 𝛾 < 0 ), 
and it is restricted to an interval. In our case, for three low-lying states n = 0, 1, 2 , 
we have the following interval: −0.3 ≤ � ≤ 0 , −0.2 ≤ � ≤ 0 and −0.14 ≤ � ≤ 0 , 
respectively. So, regardless of the sign of � , we have two conditions: (1) 𝛾 < 0 for 
coordinate space, and (2) restricted values of � for momentum space [11].

Now, we are ready to discuss the influence of this parameter on both Fisher and 
Shannon information measures well-known in quantum information.

3 � The Influence of the Parameter 
 on the Fisher and Shannon 
Information Measures

3.1 � The Fisher information

3.1.1 � In the Coordinate Representation {x}

The Fisher information of one-dimensional Dirac oscillator in the presence of the 
energy-dependent potential reads as

Using Eq. (19) and some properties of the Hermite functions, Eq. (25) is trans-
formed into

(24)�
�
1
(p,E) = CnHn−1

�
p√
�E

�
exp

�
−

p2

2�E

�
.

(25)Fx =
∫

+∞

−∞

�n(x,E)

[
d ln

(
�n(x,E)

)
dx

]2

dx.
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The first two terms in Eq. (26) which are given by

are calculated numerically. The other are written as

(26)
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Now, by adding the results of different terms in Eq. (56), the final form of the Fisher 
parameter is written as

In what follow, we will concentrate only on three low-lying states n = (0, 1, 2,…):

•	 For n = 0 , 

•	 For n = 1 , 

•	 Finally, for n = 2
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3.1.2 � In the Momentum Representation 
{
px
}

In this case, the Fisher information is given by

with

After some calculations, we obtain
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The first two terms in Eq. (38)

are calculated numerically. The evaluation of the other terms gives
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Finally the final form of the Fisher parameter is written as

In this stage, we only consider the three low-lying state n = (0, 1, 2,…) : thus,
•	 For n = 0

•	 For n = 1

•	 Finally, for n = 2

(45)
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3.2 � The Shannon Entropy

The position space information entropy for the one-dimensional cases is calculated 
from

Moreover, the momentum space information entropies are written as

with �n(x,E) and �n(p,E) is defined by equations (19) and (23).
In general, explicit derivations of the information entropy are quite difficult. In 

particular, the derivation of an analytical expression for the Sx and Sp are almost 
impossible: we should recognize that it is not easy to exactly calculate Shannon 
entropies or the entropic uncertainty relations due to the logarithmic factors in the 
integrals. To overcome this difficulty, we use a numerical calculation of this integral.

3.3 � Results and Discussion

In Figs. 3 and 4, we show plots of Fx , Fp and FxFp versus the parameter � for three 
lowing-states (n = 0, 1, 2) : as � increases Fx decreases (Fig. 3a) while Fp increases 
(Fig.3b). Nevertheless, the relation FxFp ≥ 4 holds for Cramer–Rao uncertainty 
products (Fig. 4 ). In order to understand these results, we first analyze the behavior 
of the standard variances: recall here that the Fisher information and the variances 
are related by the Cramer-Rao inequality. For this, we have constructed Fig. 5 where 
we have plotted the uncertainty for x, p and the uncertainty principle for three levels 
n = (0, 1, 2) in terms of � . It shows how uncertainty for x can change with the param-
eter �.

(49)Sx = −
∫

�n(x,E) ln
(
�n(x,E)

)
dx.

(50)Sp = −
∫

�n(p,E) ln
(
�n(p,E)

)
dp,

(a) (b)

Fig. 3   Fisher information of one-dimensional Dirac oscillator versus� for both coordinate and momen-
tum spaces
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The treatments of uncertainty in momentum are shown in the same figure: we can 
see that Δx increases with increasing � for a fixed value of n. However, the uncer-
tainty in momentum Δp decreases with increasing � for a fixed value of n. Thus 
accuracy in predicting the localization of the particle increases while the accu-
racy in predicting momentum decreases with increasing � for three lowing-states 
(n = 0, 1, 2) . In this system the accuracy in predicting the localization of the particle 
decreases, while the accuracy in predicting momentum increases with increasing � . 
In addition, according to Eq. (51), the relation between Fisher parameter and the 
uncertainty principle is very close: theoretically, when Δx (ΔP) increases, Fx

(
Fp

)
 

decreases and vice versa. This situation is well observed in our case: the decrease 
in the Fx indicates that the accuracy in predicting position increases. On the other 
hand, when Fp increases that mean that the accuracy in predicting momentum 
decreases. This similarity which was observed do not change our results because we 

Fig. 4   The product FxFp versus� for three lowing-states n = 0;1;2

(a) (b)

Fig. 5   Both △x and △p versus� for three lowing-states n = 0, 1, 2
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are interested in the behavior of two following products that give both Heisenberg 
uncertainty relation ( ΔxΔP ) and its version in quantum information ( FxFp ). Both 
uncertainty relation are presented by two (Figs. 4 and 6).

In Fig. 7, we studied Shannon’s entropy versus � in both coordinates and momentum 
spaces. Entropies of position information Sx and momentum Sp were calculated for 
n = 0, 1, 2 states. We find that the parameter Shannon increases in the {x} configura-
tion (Fig. 7a), whereas it decreases in the {p} configuration (Fig. 7b): these behav-
iors Sx and Sp have been shown through the Table below.

In Fig. 8, we have presented the results of the entropy sum Sx + Sp of the low-
ing-states (n = 0, 1, 2) for various values of parameter � . It should be noted that 

(51)Fx ≥
1

Δx2
, Fp ≥

1

Δp2
.

Fig. 6   △x△ p versus� for three lowing-states n = 0, 1, 2

(a) (b)

Fig. 7   Shannon entropy of one-dimensional Dirac oscillator versus� for both coordinate and momentum 
spaces
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the sum of the entropies, consistent with the BBM inequality, has the lower limit 
stipulated Sx + Sp ⩾ 1 + ln�

Song et  al. [41] investigated the information entropy for a one-dimensional 
system with a schematic “Landau” potential in a numerical way. They have shown 
that multi-peak distributions appear in curves of the position and momentum 
entropy densities may be a signature of a quantum phase transition. They have 
found that the phase transitional behavior of the system can be well expressed by 
the evolution of quantum information entropy: this transition has been observed 
in the curves of Sx and Sp where both quantities present an abrupt variation around 
a same critical point. This transition has the nature of a second order transition. 
In our case, there is no existence of a probable phase transition: this result can be 
argued by the absence of a significant change in curves of Sx and Sp vs � . Never-
theless, their sum Sx + Sp for a given n number remains as a constant independent 
of the parameter � (Fig. 8).

In this stage, as we know, the Heisenberg uncertainty relation (HUR), 
ΔxΔp ≥

1

2
 , and it’s analogue in the framework of quantum information: the 

HUR in quantum mechanics is an inequality between position and momentum: it 
states that the more precisely the position of the particle is determined, the less 
precisely the momentum is known, and vice versa. Now, in the sense related to 
entropic uncertainty relations, it becomes “the more information we have about 
the position, the less information we can acquire about the momentum and vice 
versa.”

In recent years, new uncertainty principles have been introduced, and they origi-
nate from the information theory: let us mention that this information-theoretic 
quantity and its quantum extension, not yet sufficiently well known for physi-
cists, have been used to set up a number of relevant inequalities such as Stam and 
Cramer–Rao and uncertainty relations. These relevant inequalities which involve the 
Fisher information, in a given space, are the Stam uncertainty relations

Fig. 8   The sum Sx + Sp versus� for three lowing-states n = 0, 1, 2
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and the Cramer–Rao inequalities

For a general one-dimensional systems, with the help of Eqs. (52) and (53), we have 
that

This product, which sometimes is called a Fisher information based uncertainty 
relation, has often been conjectured to exhibit a non-trivial lower bound such that 
for one-dimensional systems. In the literature, there are many quantum systems 
for which the relation is valid. On the other hand, there is also an infinite number 
of counterexamples which forward to demonstrate that it is not always possible to 
obtain a universal uncertainty relation as a lower bound to this relation. Table  2 
shows numerical results for the uncertainty relation and Fisher information meas-
ure of 1D Dirac oscillator for the three low-lying states ( n = 0, 1, 2 ) with a different 
choice of the parameter �.

Following this Table, we observe that

•	 The Stam inequalities and Cramer–Rao ones are fulfilled,
•	 The following relation 

 is well-established, and consequently, Eq. (55) holds in our case for three low-
lying states n = 0, 1, 2,

•	 Finally, the sum of the entropies is in consistency with BBM inequality where 

As clearly seen from Table 2, the BBM inequality and Heisenberg uncertainty rela-
tion hold for the 1D Dirac oscillator, and the sum of entropies Sx + Sp is higher 
than (1 + ln�) value (Fig. 8). The BBM inequality stipulate that the sum of Sx + Sp 
stays above the lower bound of (1 + ln�) . Particularly, we find that the sum of the 
Sx and Sp for the ground state (with � = 0 ) is very close to the limit value (1 + ln�) . 
From numerical results which are shown in Table  2, we observe that the entropy 
sum Sx + Sp ≥ 1 + ln� tends to be saturated to the boundary value defined by the 
BBM inequality for the three lowing-states. In conclusion, it is observed that the 
BBM inequality is satisfied in all cases for the states displayed in Table 2. Indeed, 
an increase in the position entropy is observed for any � , which is enough to com-
pensate for the reduction in momentum entropy. Thus, we can state that there are no 
physical states which violate the BBM inequality.

Always according to Table  2 an important result appears about the case of 
the ground state n = 0 : if � = 0 , then Δx = Δp = 0.7071 and ΔxΔpx =

1

2
 which 

(52)Fx ≤ 4
⟨
p2
⟩
, Fp ≤ 4

⟨
x2
⟩
,

(53)Fx ≥
1

⟨x2⟩ , Fp ≥
1

⟨p2⟩ .

(54)FxFp ≥ 4.

(55)FxFp ≥ 4,

(56)Sx + Sp ≥ 1 + ln� ≃ 2.14447.
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correspond to the simplest case of the ground state for the Harmonic oscillator. 
As � increases, Δx > 0.7071 , Δp < 0.7071 and ΔxΔp >

1

2
 [40]. These results show 

that there exists the squeezing phenomenon in momentum for the ground state 
n = 0 . This situation is similar to the one found in the case of one-dimensional 
Klein-Gordon oscillator(for more detail see Ref. [16]): a squeezed coherent state 
is any state of the quantum mechanical Hilbert space such that the uncertainty 
principle is saturated.

Finally, as a perspective of our study on the one-dimensional Dirac oscilla-
tor in the energy-dependent potentials can be understood as follows: Quimbay 
and Strange [57, 58]show that the DO can describe a naturally occurring physical 
system. Specifically, the case of a two-dimensional DO can be used to describe 
the dynamics of the charge carriers in Graphene, and hence its electronic proper-
ties. In addition, according to Ref. [31]. via the concept of the effective mass, the 
author has used the model of the Dirac oscillator in order to calculate the thermal 
properties of Graphene in an external magnetic field. So, as a perspective, both 
works of [31, 57] encourage us to discuss the influence of the parameter � , which 
appears in the form of energy-dependent potentials, on the Fisher and Shannon 
parameters in the Graphene system via the model of the Dirac oscillator.

4 � Conclusion

The present work was devoted to energy-dependent potentials: following Sazdjian 
[8], this type of potentials leads to the modification of the scalar product [8, 20, 
21], which was necessary to ensure the conservation of the norm. In this con-
text, we studied the physical characteristics of a 1D Dirac oscillator with energy 
dependent-potential. We have at first obtained the wave functions and the energy 
spectra of the system in an exact analytical manner. After that, as the Fisher infor-
mation and Shannon entropy depended strongly on the density of probability, we 
have tested the impact of the parameter � on these quantities: for this, the Fisher 
information and Shannon entropy, some expectation values, and some uncertainty 
principles were evaluated. Although the eigenfunctions have been determined 
analytically, Fx , Fpx

 , Δx , Δpx , Sx and Spx were determined numerically. In addi-
tion, we have studied the influence of � on Shannon entropy and Fisher informa-
tion uncertainty relations, and checked the validity of BBM inequality: the Fisher 
parameter versus a � for both coordinate and momentum spaces: the case of coor-
dinate space, Fx decreased contrarily, in the momentum space where it increases. 
For the case of Shannon entropy, we have also plotted this quantity versus � for 
both coordinate and momentum spaces: this parameter increased in the {x} con-
figuration, whereas it decreased in the {p} configuration. Moreover, for some val-
ues of parameter � , we have shown that the numerical results in the Shannon and 
Fisher information were predicted by the BBM inequality Sx + Sp ≥ 1 + ln� , and 
by the Fisher information based uncertainty relation. In addition, the discussion 
about the squeezing effect in either position or momentum showed the existence 
of a squeezing effect in momentum ( ΔP < 0.707).
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