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Résumé

On s’intéresse dans ce mémoire aux problémes de convergence de la mé-
thode de BFGS avec des recherches linéaires inexactes.

On fait une syntheése sur les résultats de convergence des méthodes de
quasi Newton et spécialement sur la méthode BFGS dans le cas convexe et
le cas non convexe.

Mots clés : Optimisation non linéaire sans contraintes, Méthode de
BFGS, Convergence globale.
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Abstract

We are intersted in this memory to the problems of convergence of the
BFGS method with inexacte line search.

We give a synthesis of the results of convergence of the Quasi-Newton
methods and especially on the BFGS method in the convex case and the
nonconvex case.

Key Words : unconstrained optimization, BFGS method, global conver-
gence.
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Introduction

Les probléemes d’optimisation différentiable se posent lorsque ’on cherche
a déterminer la valeur optimale d’un nombre fini de parameétres. L’optima-
lité signifie ici la minimalité d’un critére donné. La différentiabilité supposée
des fonctions qui définissent le probléme écarte d’emblée de notre propos
I'optimisation combinatoire (les parameétres a optimiser ne prennent que des
valeurs entiéres ou discrétes) et Poptimisation non lisse (les fonctions ont des
irrégularités).

L’optimisation est un sujet trés ancien. Taylor [1685-1731], Newton [1643-
1727], Lagrange [1736-1813] et Cauchy [1789-1857] ont élaboré les bases des
développements limités. L’optimisation a connu un nouvel essort depuis 1’ap-
parition des ordinateurs et s’applique desormais dans de trés nombreux do-
maines : économie, gestion, planification, logistique, automatique, robotique,
conception optimale, science de I'ingénieur, traitement du signale, etc.

Les méthodes numériques de I'optimisation ont principalement été déve-
loppées apres la seconde guerre mondiale, en paralléle avec 1'amélioration
des ordinateurs, et n’ont cessé depuis de s’enrichir. En optimisation non
linéaire, on peut ainsi distinguer plusieurs vagues : méthodes de pénalisa-
tion, méthode du lagrangien augmenté (1958), méthodes de quasi-Newton
(1959), méthodes newtoniennes ou SQP (1976), algorithmes de points inté-
rieurs (1984). Une vague n’efface pas la précédente mais permet d’apporter
de meilleures réponses a certaines classes de problémes, comme ce fut le cas
pour les méthodes de points intérieurs en optimisation semi-définie positive
(SDP). Une attention particuliére sera portée aux algorithmes pouvant traiter
les problémes de grande taille, ceux qui se présentent dans les applications.

Soit f : IR — IR. Considérons le probléeme d’optimisation sans
contraintes (P) suivant :
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(P): Min f(x)

Les méthodes quasi-Newton, et particulierement la méthode BFGS est
parmi les méthodes les plus célébres pour résoudre le probléme (P). Cette
méthode a été étudiée et développée par Broyden ([6]), Flecher ([32]), Gold-
farb ([9]) et Shano ([10]).

On s’interesse dans ce mémoire aux problémes de convergence de la mé-
thode BFGS dans le cas des recherches linéaires inexactes de Wolfe et d’Ar-
mijo. On essaye de mettre en lumiére et d’étudier de fagon approfondie les
principaux résultats de convergence dans le cas ou la fonction objectif f est
convexe et dans le cas ou f n’est pas convexe.

Dans le cas convexe, on a détaillé le travail de M.J.D. Powell ([25]).
C’est I'un des plus beaux et plus importants résultats de convergence globale
pour les problemes d’optimisation sans contraintes. I donne des conditions
assurant la convergence globale de I’algorithme BFGS lorsque la fonction est
convexe. La beauté du résultat tient au fait qu’il est rare de pouvoir montrer
la convergence d’un algorithme quasi-Newtonien avec si peu d’hypothéses sur
les objets générés par celui-ci. On suppose seulement que la suite { f(zx)}, o
est bornée inferieurement.

Dans le cas non convexe, on présente de facon approfondie le travail de
Dong-Hui Li et Masao Fukushima ([11]). Dans ce travail, les auteurs en ques-
tion, étudient le probléme de la convergence globale du probléme (P). Pour
cela les auteurs construisent une suite {x},.y de la forme suivante :

Th1 = Tk + APk, (1)
ou p;, vérifie :
Brp + g1 = 0, gk = Vf(z), (2)

les martices Bj, sont calculées iterativement d’une facon semblable & celle de
la méthode BFGS ([18]). Plus explicitement :

sk Brsk | wyisk’ sl
By, sinon

(3)

B B { B, — By sy st By + yryE 57 y;{SkQ > ¢ Hnga
k+1 —

Sk = Tpy1 — Tk et Yk = Gr+1 — Gk,
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« et € sont des constantes positives. A\, est un pas positif obtenu par une
recherche linéaire de Wolfe ou d’armijoo.

Bien sur I'expression précedente est une modification de la formule clas-
sique de la méthode BFGS dont I'expression des matrices By, est la suivante :

BisksiBr  Yryp

Byi1 = By, — (4)

T T 0
53, Bisy, Y Sk

Les auteurs réussissent a démontrer la convergence globale de la méthode
définie par les relations (1), (2) et (3) sans la convexité.

Le probléme de la convergence globale de la méthode BFGS définie par
les relations (1), (2) et (4), en 'absence de convexité, demeure toujours un
probléme ouvert.

Le mémoire est divisé en 3 parties. On expose dans la premiére partie
les notions de base pour étudier le probléme (P). Plus particuliérement on
y trouve les notions de conditions d’optimalité, de convergence globale, de
vitesse de convergence. Un paragraphe important est reservé aux recherches
linéaires, surtout inexactes.

Dans la seconde partie on donne un apercu general sur les méthodes
quasi-Newtonniennes surtout la méthode BFGS.

La partie essentielle du mémoire se trouve dans le chapitre 3 dans lequel
on s’interesse aux problémes de convergence de la méthode BFGS et BFGS
modifiée dans le cas des recherches linéaires inexactes de Wolfe et d’Armijo,
pour le cas des fonctions convexes ou non convexes.

On trouve a la fin du mémoire une conclusion et des problémes ouverts.
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Chapitre 1

Optimisation sans contraintes.
Notions de base

1.1 Quelques généralités sur les problémes d’op-
timisation sans contraintes

Le probléme que l'on étudie ici est celui de la recherche du minimum
(maximum) d’une fonction réelle f de n.variables réelles s, s, ..., 71, .

Soit f : IR™ — IR qui a tout s € IR" ;3¢ = (511, 19, ...,%H)T associe la
valeur réelle :

f (%) = f (%17 9, 7%n)
On cherche & résoudre :
(P) Min [ (5) (1.1)

Il s’agit donc de déterminer un point s»*de I R" telque :

Ve IR": f(5") < f ()

C’est-a-dire un minimum global de f Sur I R".

Néanmoins, il existe aussi bien des situations dans lesquelles le minimum
n’est pas global, il faut alors se contenter d’optimums locaux, C’est-a-dire
des points »* vérifiant la condition suivante :

AV, (»") tel que Var € V, (5c%) @ f(5¢") < f(x)

1
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Dans d’autres situations moins favorables, on cherche des points »* qui
ne sont pas necessairement des optimums locaux, mais qui vérifiant une pro-
priété proche de l'optimalité. Citons par exemple des points s* qui sont
stationnaires, c’est a dire des points tels que V f(3c*) = 0.

T 40

premier
minimun
local

. T »
premier point \;/

ionnair -
stationnaire minimun global

Fig.1.1 point stationnaire, optimum local, optimum global

1.2 Conditions d’optimalité

1.2.1 Conditions nécessaires d’optimalité

Définition 1.1 Soit f : IR" — IR. On dira qu’un vecteur d € I R"est
une direction de descente en T s’il existe § > 0 tel que :

F@+M) < f@): Yre 10,4

Proposition ([22]). Soit f : IR" — IR et T € IR™. On suppose que
f est differentiable au point T et qu’en T et d f vérifie :

V@) .d < 0.

2
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Alors d est une direction de descente en 7.

{Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Théoréme 1.2 ([22]) Soit f : IR" — IR" différentiable au point
x* € IR" Si »* est un minimum local de (P) alors V f (5*) = 0.

Preuve. Supposons le contraire c. a. d que V f (32*) # 0 ce qui implique que
d = =V [ (5*) est une direction de descente. Donc 35 > 0 tel que

YA €10,0[: f (5" + Ad) < f ()

Ceci est contradiction avec le fait que »* est une solution optimale locale de
(P). m

{Condition nécessaire d’optimalité du second ordre

Théoréme 1.3 ([22]) Soit f : IR" — IR deuz fois différentiable au
point »* € IR™. Si »*est un minimum local de (P) alors Vf (*) = 0 et
la matrice hessienne de f au point »*, qu’on note H (3*), est semi définie
positive.

1.2.2 Condition suffisante d’optimalité

Théoréme 1.4 ([22]) Soit f:IR" — IR" deux fois différentiable au
point »* € IR"™. Si Vf(s*) =0 et H (") est définie positive alors s*est
un minimum local strict de (P) .



CHAPITRE 1. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES. NOTIONS DE
BASE

1.2.3 Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité
dans le cas convexe

Définition 1.2 soit f: [R" — IR.
a) f est dite convexe dans [R™ si :

ftoa+ (1 —1)0) <tf(a)+(1—1)f (s0)
pour tous points s et x5 € IR™ et pour tout t € [0,1].
b) si l'inégalité précédente est stricte pour tous points s et »y distincts
et pour tout t € |0.1[,alors f est dite strictement conveze.
¢) supposons que [ soit différentiable, f est dite fortement convexe
St :

o
FIA=t)sa +tm) < (1—1) f(a) +1f Gr) = 51 (1= 1) []ba - ||
pour tous points s et x5 € IR™ et pour tout t € [0,1].

Remarque 1.1 Si f est convexe, alors tout minimum local est aussi
global .De plus si f est strictement convexe, alors tout minimum local devient
non seulement global mais aussi unique (voir [24])

Théoréme 1.5 ([24]).Soit f : IR" — IR et »* € IR". Supposons
que f est convexe dans IR" et differentiable au point »* . Alors »*est un
minimum global de f si et seulement si

Vf(x)=0.

Remarque 1.2 le théoréeme 1.5 demeure vrai si on remplace I R" par
un ouvert S de IR".

1.3 Convergence des algorithmes

1.3.1 Schemas general des algorithmes d’optimisation
sans contraintes

La plupart des méthodes de résolution des problémes d’optimisation qui
seront exposées dans les chapitres qui suivent sont de nature itérative, c’est-
a-dire qu’a partir d’'un point initial donné sz, ils engendrent une suite infinie

4



1.3. CONVERGENCE DES ALGORITHMES

0, o, ..., A, ... dont on espére qu’elle converge vers la solution optimale
ou au moins vers un point stationnaire.

Un algorithme de résolution est un procédé qui permet, a partir de la
donnée du point initial s, d’engendrer la suite s, 55 . .., 3¢, . ....Un algo-
rithme est parfaitement défini par la donnée de ’application A qui au point
. associe le point s, tel que 41 € A (5¢). Ceci permettra dans la suite
de confondre un algorithme et ’application A qui lui est associée.

Pour construire des algorithmes de minimisation sans contraintes on fait
appel & des processus itératifs du type

Hpr1 = 2k + Medr, A >0 ((modmle algorithme))

ou dj détermine la direction de déplacement a partir du point s et Ay
est un facteur numérique dont le grandeur donne la longueur du pas dans la
direction dj,

Le type d’algorithme permettant de résoudre le probléme (1.1) sera dé-
terminé dés qu’on définit les procédes de construction du vecteur dj et de
calcul de A\, a chaque itération.

La facon avec laquelle on construit les vecteurs d; et les scalaires A
déterminent directement les propriétés du processus et spécialement en ce
qui concerne la convergence de la suite {4}, la vitesse de la convergence,. . ..

Pour s’approcher de la solution optimale du probléme (1.1), on se déplace
naturellement & partir du point ¢, dans la direction de la décroissance de la
fonction f.

1.3.2 Notion de convergence globale

Définition 1.3 Soit f : IR" — IR differentiable. Supposons que
lon a construit une suite {2}, a Uaide d’un algorithme d’optimisation sans
contraintes décrit dans le modéle (modéle algorithme). Nous dirons que l’al-
gorithme converge globalement si on a :

li;ninf IVfGa)|l=0

5
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Remarque 1.3 : Des auteurs exigent parfois pour la meme définition
la relation plus forte suivante :

lim [V /(54) | = 0

1.3.3 Notion de vitesse de convergence

La convergence globale d’un algorithme ayant été établie, nous nous in-
téressons maintenant a 1’évaluation de son efficacité. D’un point de vue pra-
tique, lefficacité d’un algorithme dépend du nombre d’itérations nécessaires
pour obtenir une approximation a ¢ pres (e fixé a ’avance) de 'optimum »*.

Si 'on compare entre eux, plusieurs algorithmes, et si 'on admet que le
temps de calcul par itération est sensiblement le méme pour tous, le meilleur
est celui qui nécessitera le plus petit nombre d’itérations.

Malheureusement, il se révele impossible de dégager des conclusions gé-
nérales de ce genre de comparaison.

Suivant le point de départ choisi, la nature de la fonction a optimiser,
la valeur de la tolérance choisie, la hiérarchie des algorithmes peut varier
considérablement.

Si 'on veut dégager un critére ayant une certaine valeur d’absolu, il faut
par conséquent recourir & un autre type d’analyse : c’est 'objet de ’étude de
la convergence asymptotique, c’est-a-dire du comportement de la suite {¢}
au voisinage du point limite »*.

Ceci conduit a attribuer a chaque algorithme un indice d’efficacité appelé
sa vitesse de convergence.

Remarque 1.4 on est quelque fois amené & exprimer la vitesse de
convergence de la suite {5} en étudiant, non pas la fagon dont ||s¢, — s¢*||
tend vers 0, mais la facon dont la suite {f (5¢)} tend vers f(s*) ou f la
fonction que ’on minimise.

1.3.4 Les modes de convergence

Soit {5}y une suite dans /R" convergeant vers s*
1) si

N P
imsup—m——

=a<l,
hooo 2% —

6



1.4. RECHERCHES LINEAIRES

on dit que la convergence est linéaire et « est le taux de convergence associé.

2) si

On dit que la convergence est superlinéaire d’ordre ~.

3) si
e — o2 _
im —————

=0,
k=00 |2 — 5|

On dit que {5} tend vers »* de fagon superlinéaire.

1.4 Recherches linéaires

La recherche linéaire consiste a trouver \; de facon a diminuer la fonction
f Suffisamment le long de cette direction.

Ce " suffisamment " sera quantifié dans la suite dans la description des
conditions dites d’ Armijo, Wolfe, Goldstein&Price(recherches linéaires in-
exactes).

1.4.1 Principe des méthodes de descente

Le principe d’'une méthode de descente consiste a faire les itérations sui-
vantes

A1 = o + )\kdk, A >0 (12)

tout en assurant la propriété

fGa) < fOm).

Le vecteur dj, est la direction de descente en ;. Le scalaire A, est appelé
le pas de la méthode a l'itération k.

On peut caractériser les directions de descente en 3¢, & I'aide du gradient :

Proposition 1.1 Soit d € IR"™ vérifiant

Vi)' d<0

7
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alors d est une direction de descente en .

Preuve. ([22])
on a pour A >0

fOetAd) = f(50) + AV f(50)Td 4 Ae(N)

donc si on écrit

fx+ Ad) — f(x)

X =Vf () d+e())

on voit bien que pour \ suffisamment petit on aura

Foe+ M) — F(30) < 0.

Ou encore que d fait avec 'opposé du gradient —V f (5¢) un angle 6 stric-
tement plus petit que 90° :

0 := arccos

—Vf(x)'d c [0 7T[.

IV Gl — L2

L’ensemble des directions de descente de f en s,
{deIR": V' f(5).d <0}

forme un demi-espace ouvert de I R™ (illustration a la figure 1.2).

8
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Vi(x)

demu-espace des directions
de descente de f enx

f = constante

Fig.1.2 Demi-espace (translaté) des direction de descente d de f en x

De telles directions sont intéressantes en optimisation car, pour faire dé-
croitre f, il suffit de faire un déplacement le long de d.

Les méthodes & directions de descentes utilisent cette idée pour minimiser
une fonction

Dans la méthode (1.2) le choix de A, est li¢ a la fonction

¢ (A) = fOm + Ad)

Comme dans la méthode de la direction de descente, la trajectoire de
la solution suit un modele de zigzag ( voir figure [1.4].) Si A est choisi tels
que f(sg + Adg) soit le minimum dans chaque itération, alors les directions
successives sont orthogonales.

En effet

si on note g () = V[ ()

a%]ﬂ d\
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n

= (s + M) di

=1

= g (G + Mdy) " dy,

ou g (35, + Ady,) est le gradient au point s, + A\d.

En particulier, une facon de choisir Ay peut étre de résoudre le probléme
d’optimisation (& une seule variable)

ming (\) (1.3)

A>0

Si le pas A\, obtenu ainsi s’appelle le pas optimal alors nous pouvons écrire

~

c’est-a-dire

~ T
g <%k + )\kdk> dk =0

ou bien

d;ﬂdk =0

ou
di+1 = —g <%k + )\kdk> = —0k+1

est la direction de descente au point ¢, + Apdy. Donc les directions suc-
cessives d, et dj1 sont orthogonaux comme représenté dans la figure (1.3).

10
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]

Fig.1.3 Trajectoire d’une solution typique d’une méthode a direction de déscente

Pour définir une direction de descente il faut donc spécifier deux choses :

& Dire comment la direction dj, est calculée. Ce choix influe directement
dans la nomination de ’algorithme.

& Dire comment on détermine le pas \;; c’est ce que l'on appelle : la
recherche linéaire.

Algorithmel.1 (méthode a directions de descente — une itération)
Etape 0 : (initialisation)
On suppose qu’au début de I'itération k, on dispose d’un itéré
»n, € IR
Etape 1 :
Test d’arrét : si ||V f (5a)|| =~ 0, d’arrét de Palgorithme;
Etape 2 :
Choix d’une direction de descente d;, € [R™;
Etape 3 :
Recherche linéaire : déterminer un pas Ay > 0 le long de dj, de
maniére & "faire décroitre f suffisamment" ;

Etape 4 :
Si la recherche linéaire est finie s, 1 = s + A\pdi ;
remplacer k par k + 1 et aller a I’étape 1. O

11
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1.4.2 Recherche linéaire

Faire la recherche linéaire veut dire déterminer un pas A, le long d’une
direction de descente dj, autrement dit résoudre le probléme unidimensionnel
(1.3).

Notre intérét pour la recherche linéaire ne vient pas seulement du fait
que dans les application on rencontre, naturellement, des problémes unidi-
mensionnels, mais plutot du fait que la recherche linéaire est un composant
fondamental de toutes les méthodes traditionnelles d’optimisation multidi-
mensionnelle

1.4.2.1 Objectifs a atteindre

il s’agit de réaliser deux objectifs

Le premier objectif

Consiste a faire décroitre f suffisamment, cela se traduit le plus souvent
par la réalisation d’une inégalité de la forme

fe + Aedy) < f(54) + 7un terme négatif” (1.4)

Le terme négatif, disons vy, joue un role-clé dans la convergence de ’al-
gorithme utilisant cette recherche linéaire.

[’argument est le suivant.

Si f (5¢) est minorée (3¢ telleque f(31,) > ¢ pour tout k), alors vy
tend nécessairement vers zéro (v, — 0). c’est souvent a partir de la conver-
gence vers zéro de cette suite que 'on parvient & montrer que le gradient
lui-méme doit tendre vers zéro. Le terme négatif devra prendre une forme
bien particuliére si on veut pouvoir en tirer de I'information.

En particulier, il ne suffit pas d’imposer f (s + A\pdy) < f(5%)

Le second objectif

Consiste d’empécher le pas A\, > 0 d’étre trop petit, trop proche de zéro.

Le premier objectif n’est en effet pas suffisant car I'inégalité (1.4) est en
général satisfaite par des pas A\, > 0 Arbitrairement petit.

Or ceci peut entrainer une "fausse convergence", c’est-a-dire la conver-
gence des itérés vers un point non stationnaire.

12
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1.4.2.2 Types de recherches linéaires

Il existe deux grandes classes de méthodes qui s’intéressent & I’optimisa-
tion unidimensionnelle :

a) Les recherches linéaires exactes.
b) Les recherches linéaires inexactes.

Les recherches linéaires exactes, malgré quelles n’aboutissent qu’a une
solution optimale approchée, nécessitent beaucoup d’observations a chaque
itération de l'algorithme principal.

Le mot exact prend sa signification dans le fait que si f est quadratique
la solution de la recherche linéaire s’obtient d’une facon exacte est dans un
nombre fini d’itérations.

Pour une fonction non linéaire (non quadratique) arbitraire,

- la détermination de ces pas demande en général beaucoup de temps de
calcul et ne peut de toute fagon pas étre faite avec une précision infinie,

- lefficacité supplémentaire éventuellement apportée & un algorithme par
une recherche linéaire exacte ne permet pas, en général, de compenser le
temps perdu a déterminer un tel pas,

- les résultats de convergence autorisent d’autres types de régles (recherche
linéaire inexacte), moins gourmandes en temps de calcul.

On préfere imposer des conditions moins restrictives, plus facilement véri-
fiées, qui permettent toute fois de contribuer a la convergence des algorithmes.
En particulier, il n’y aura plus un unique pas (ou quelques pas) vérifiant ces
conditions mais tout un intervalle de pas (ou plusieurs intervalles), ce qui ren-
dra d’ailleurs leur recherche plus aisée. C’est ce que 1'on fait avec les régles
d’Armijo, de Goldstein et de Wolfe décrites dans la prochaine section.
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1.4.3 Recherches linéaires inexactes

On considére la situation qui est typique pour 'application de la technique
de recherche linéaire a l'intérieur de la méthode principale multidimension-
nelle.

Sur une itération k£ de la derniére méthode nous avons 'itération courante
s, € IR" et la direction de recherche dp € I R™ qui est direction de descente
pour notre objectif : f: IR" — IR" :

Vf(a) dp <0 (1.5)

Le but est de réduire “de facon importante”la valeur de I'objectif par un
pas s, — g1 = » + Apdy de s, dans la direction dy.

Pour cela de nombreux mathématiciens (Armijo, Goldstein, Wolfe, Al-
baali, Lemaréchal, Fletcher...) ont élaboré plusieurs regles.

I’objectif de cette section consiste a présenter les principales tests.

D’abord présentons le schéma d’une recherche linéaire inexacte.La regle

d’Armijo, La regle de Goldstein, La régle de Wolfe)

La recherche linéaire inexacte d’Armijo

Soit f:R®" - R,z € R" d e R" tel que Vf7T (2;)d;, < 0. Définisons la
fonction ¢ : R — R avec ¢ (A\r) = f (2 + A\pdy) A >0
Notons que :

¢'(N) = VI (xg+ di) dy,
¢ (0) = Vf7(z)dp <0,
©(0) = f(w)

L’equation de la tangente au point (0, ¢ (0)) est la suivante

Nyt y=90)+¢ (0)(A-0).
©1 ()‘k) = f (mk) + VfT (ka) di Ak

Posons
p1(A) =9 (0) + ¢ (0) A

14



1.4. RECHERCHES LINEAIRES

L’équation de la tangente devient :
o1 () = f () + VI (20) diA
Définissons maintenant la fonction ¢ (A) comme suit :

(,AO ()\) = f (ZCk) + 6)\@ (O) = f (l‘k) + 8/\VfT (I’k) dk; O<exl1 (16)

T ¢(A)=f(nr?-.’~dk)

ligne de la

décroissance
suffisante
W,(h)

GQESIreg

tangent |

acceptable acceptabe
Figl.4-Regle d’Amijo

On cherche \; tel que

e (M) <@ (M)
Remarques ) )
1-La condition ¢ ()\k) <o ()\k) implique la decroissance de la fonction f.
En effet

(M)

¢ (Ar) @
f (@) + eV f (@) di < f (1)

<
[ (e + Medi) <

car la direction d est une direction de descente.
2-1I ne faut pas prende A, trés proche de zero car cela va alterer la conver-
gence et lavitesse de convergence.
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En effet
f (l’k + j\kdk) = f (J,’k) + S\ka (l’k) dy, + j\kOé (l'k,j\kdk)
[ @) = flze) = M [V () di + o (2, Aedi) |
sidy, — 0 o (%,;\kdk) — 0 donc  f(wks1) =~ f (k)

A —0

Algorithme d’Armijo

- )" initial

- Sip(N) < @(XY), alors choisi le plus grand entier ¢ > 0 tel que
P (2'A7) < ¢ (2°A7)

A = 20"
- Sinon choisir le plus petit entier ¢t > 0 tel que ¢ (’;—t) <p (3—,)
Ne= A

La recherche linéaire inexacte de Goldstein

En ajoutant une deuxiéme inégalité ¢ (A) > ¢ (0)+02¢ (0) ala régle d’Armijo
on obtient la régle de Goldstein, avec o, 0y sont deux constantes vérifiant
0<o; < % < 09 < 1. Les deux inégalités de la regle de Goldstein sont donc :

IV IA

o () et
©(0) + 029 (0) .

Soit en remplagant

et
far+Medr) > f (zk) + 02XV f (1) dye
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i HA=OerAd)

ligne de la

décroissance
suffizante
WL(M)

tangent

_—

e pas acc*éptah!es —
Figl.5-Reégle de Goldstein

La figure 1.5 montre, sur un exemple, I’ensembles des points satisfaisant les
deux conditions Goldstein.

La recherche linéaire inexacte de Wolfe

La regle de Wolfe fait appel au calcul de ¢’ (A), elle est donc en théorie plus
couteuse que la régle de Goldstein. Cependant dans de nombreuses applica-
tions, le calcul du gradient V f (z) représente un faible cout additionnel en
comparaison du coute d’évaluations de f (x), c’est pourquoi cette régle est
tres utilisée.

I =10 rAd)

ligne de la
décroissance
suffisante
WLis)

i B
acceptable acceptable

Figl.3-Regle de Wolfe

langentk

A
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Le figure 1.3 montre sur un exemple ’ensembles des points satisfaissant les
conditions de Wolfe
o1 =0,1, 09 = 0,7 (Lemaréchal 1980 ).

Les deux conditions de la régle Wolfe sont donc les suivantes :
f (@ + Xedi) < f () + o1V f (k) di (Wolfel)

et
VI (x5 + M) die > 0oV f (24) di (Wolfe2)

avec
O<or <oy <1.

Le théoréme suivant est important car il nous explicite les conditions suffi-
santes pour 'existence des scalaires .
Théoréme 1.6 [13]

Si dy est une direction de descente, f est continument différentiable et
bornée, alors il existe toujours un scalaire N\, satisfait les conditions Wolfel

et Wolfe2.

1.4.4 Convergence des méthodes a directions de des-
cente

1.4 41 Condition de Zoutendijk

Dans cette section, on va étudier la contribution de la recherche linéaire
inexacte dans la convergence des algorithmes a directions de descente. Ce
n’est qu’une contribution, parce que la recherche linéaire ne peut a elle seule
assurer la convergence des itérés. On comprend bien que le choix de la direc-
tion de descente joue aussi un role. Cela se traduit par une condition, dite
de Zoutendijk, dont on peut tirer quelques informations qualitatives intéres-
santes.

On dit qu'une régle de recherche linéaire satisfait la condition de Zou-
tendiyk s’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout indice £ > 1 on
ait

fGar) < fa) = e[V f (a)||* cos®6), (1.7)

ou 0, est Pangle que fait dj, avec —V f(s¢;), défini par
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~V' f(oa)dsx
IV f G| Il

Voici comment on se sert de la condition de Zoutendijk.

costy, = (1.8)

Proposition 1.2 Si la suite {55} générée par un algorithme d’opti-
misation vérifie la condition de Zoutendijk (1.7) et si la suite {f(st)} est
minorée, alors

> IV £Ga) || cos®6y, < oo (1.9)

k>1

Preuve. ([18])
En sommant les inégalités (1.7), on a

SOVl cos?e < - (f (50) — £ (50)

et puisque la suite {f(sa,)} est minorée, c’est-a-dire ¢ > 0 telle que
pour tout k, f(s4.) > ¢ alors

Z IV f (52 ||? cos?0), < oo quand [ — oo.

k>1

Les deux propositions suivantes précisent les circonstances dans lesquelles
la condition de Zoutendijk (1.7) est vérifiee avec les régles d’Armijo et de
Wolfe.

Proposition 1.3 Soit f : IR" — IR une fonction C“' (différen-
tiable et sa dérivée vérifie pour une constante L et pour tout » et y :
IVf(y)—Vf ()| <Ly — »||) dans un voisinage de T = {3c € IR™ : f(5¢) < f(5n1)}.
On considére un algorithme a directions de descente dy ; qui génére une
suite {s} en utilisant la recherche linéaire d’Armijo avec Ay > 0.
Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout k > 1, l'une des
conditions

fGtrar) < fa) — VT f () di (1.10)
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ou

fGan) < fGa) = |V ()| cos®Oy (1.7)
est vérifiée.
Preuve. ([18])
Si le pas A\ = A1 est accepté, on a (1.10), en effet
dy, direction de descente implique que f(sa.41) < f(5t) et car A\ est

uniformément positif
alors

FOain) < FOa) = eV f(5a)dy.

Dans le cas contraire (N, # A1), la condition d’Armijo (wolfel) n'est
pas vérifiée avec un pas N, < 2% cest-a-dire f(sq + Ndi) > f(a) +

Comme f est OV, on a pour tout A\, > 0 :

f(%k -+ /\kdk) = f(%k) —+ )\vaf(%k)dk

1

+/ [V £ (e + thrdy) — V()] Ardydt

0

= f(sa + Mdi) < fOa) + MV f(a)dy, + AL || di|?

ot ¢ > 0 est une constante. Avec l'inégalité précédente, et le fait que ,
on obtient :

f G+ M) = f(5a) S NV Ga)di + A |y

= p\ VY f(an)de < NV FGa)dy + N [|dy]?
= —c A2 | d))? < (1 = o)AV foa)di

or

1
p<1:>0<1—p<1:>1—>1
—p
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d’ot
—c

1—p

’ C ’
V' f(Ga)dy > N lldll? = =V T foa)dy < p)‘k |

1—

Cc

—p

= |V fGa)di| = [V fGa)|| ldell coste < 1 A lldi ]|
ce qui permet de minorer X, ||dy|| et donc aussi Mg ||dg| par une constante

fois ||V f(5a.)|| cosby. Cette minoration et Uezpression suivante de la condi-
tion d’Armijo (wolfel)

[+ Aidy) < fom) — 1 f pC)\k IV f Ge)|| 1k || cosO
car 2= <1 on obtient
o

f(%k + )\kdk) S f(%k) —C ||VTf(%k)H2 coszé?k.

Proposition 1.4 Soit f : IR® — IR une fonction CbY' (diffe-
rentiable et sa dérivée vérifie pour une constante c et pour tout » et y :
\Vf(y) = V)| <clly— »]) dans un voisinage de

D= (€ IR": f(>) < ()}

On considére un algorithme a directions de descente dy ; qui génére une

suite {5} en utilisant la recherche linéaire de Wolfe (wolfel)-(wolfe2) avec
/\1 > 0.

Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout k > 1, la condition
de Zoutendijk (1.7) est vérifiée.

Preuve. ([18])
D’aprés (wolfel)

VTf(%k + Akdk)dk Z UVTf(%k)dk
= (VG + Mdi) = VIGa) di > (0 = 1)V f(oa)dy

= — (1 — 0') va(%k)dk = (1 — O') |VTf<%k)dk{
& (1= 0) [V f(a)di] < (Vo + Medi) = Vf(5a)) " d,
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et du fait que f est CH! :

(1= 0) |V fGa)di| = (1= 0) ||V F(a) || [Idil| costr

< IV f (G + Ardi) = V f Ge) || ||
= (1-o0) HVTf(%k)H costy, < LAy ||dg||
(1-0)
L

en utilisant (wolfel), on aura :
fGt 4 Medi) < f(5a) + pAeV T f ()

= (o + M) < f(a) + pAV ' fGa)di < f(a) + [pAV ' f(54,)di
= [ + Mdy) < f(oa) + pA |VTf(%k)dk| < fom) — pAV ! f(50)dy
= f(n + Ady) < f(om) — pA ||VTf(%k)H ||dk|| cosb,

p(l—o)

17 HVTf(%k)W cos0),

= [0+ Adi) < () —
On en déduit (1.7). =

L’inégalité (1.7), que nous appelons la condition de Zoutendijk, implique

VT fGad[* cos®6 — 0 (1.11)

Cette limite peut étre utilisée alternativement pour extraire des résultats
de convergence globale pour les algorithmes de la recherche linéaire.
En effet si on s’assure dans le choix de la direction d; que ’angle 6, défini
par (1.8) est tel que :
30 > 0 tel que cosb, > pour tout k

alors en utilisant (1.11), on aura :

lim V£ (34| = 0

En d’autres termes, nous pouvons étre sirs que les normes du gradient
IV f (5¢)|| convergent vers zéro, si les directions de descente ne sont pas trop
proches de 'orthogonalité avec le gradient.
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En particulier, une méthode & direction de descente dj, , d; faisant un
angle nul avec le gradient génére une suite ¢, vérifiant

lim [V (4) | =0,

& condition bien sur d’utiliser une recherche linéaire de Wolfe ou de Goldstein.
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Chapitre 2

Méthodes quasi-Newtoniennes

2.1 Méthode de Newton

Considérons le probléme d’optimisation sans contraintes (P)

(P): Minf (z) (2.1)

reR”™

ou f:R" —R
Le principe de la méthode de Newton consiste & minimiser successivement
les approximations du second ordre de f, plus précisément si

f@)=f@)+Vf(w) (x—x) + (@ —2) H (z1) (£ — ) + 0|z — 2,
posons

q(r)=f(x)+Vf ($k>t (x —zg) + (z — xk)t H (xy) (x — xp) -
Soit 1 Poptimum de ¢, alors il vérifie V¢ (x41) = 0, soit en remplagant :

Vi (zr) + H (z1) (Thy1 — 2) =0,

ou encore

H (z) (wp41 — ) = =V f (x1)

donc
Tpy1 = x5 — [H ($k)]_1 Vf(xk)
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2.1. METHODE DE NEWTON

Donc pour obtenir une méthode qui converge superlinéairement, il est
nécessaire d’approximer 1’étape de Newton asymptotiquement. C’est le prin-
cipe de Dennis et Moré. Comment peut-on y aboutir sans évaluer la matrice
Hessienne dans chaque itération ?

La réponse a été découverte par Davidon en 1959 ([35]) et a été développée et
popularisée par Fletcher et Powell en1963 ([31]). Elle consiste & commencer
par n’importe quelle approximation de la matrice Hessienne et a chaque
itération, on améliore la matrice en introduisant la courbure du probléeme
mesuré tous au long de ’étape. Si cette amélioration est faite correctement,
on obtient quelques méthodes remarquablement robustes et efficaces, qu’on
appelle les méthodes de la variable métrique ou quasi Newton. Ils ont libéré
I’optimisation non linéaire en procurant une alternative & la méthode de
Newton, qui est trés cotiteuse pour plusieurs applications.

Il y a plusieurs méthodes de variable métrique, on s’étalera particuliérement
sur les trois plus importantes, la méthode de correction de rang un, la mé-
thode DFP (Davidon, Fetcher,

Powell), et la méthode BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shano).

Algorithme2.1 (méthode de Newton)

Etape initiale :
Soit € > 0, critére d’arrét. Choisir 51 point initial, poser k£ = 1 et aller
a I’étape principale.

Etape principale :
Si |[Vf (5%)| < e STOP, sinon poser sg,4q = s — [H (30,)] " V.f (5%)
remplacer k par k + 1 est aller a I’étape principale.

2.1.1 Avantages et inconvénients
& Avantages

e Si le point s est assez proche de la solution optimale locale s»* telleque
H (5¢*) soit définie positive, alors I'algorithme de Newton converge de fagon
quadratique vers la solution s*

c’est-a-dire que l'on a

Iotss = | <yl — 2 420
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e La méthode de Newton fonctionne bien si 1 < n < 10 car il est facile
de déterminer V2f (54,) .

e La méthode de Newton converge en une seule itération lorsqu’elle est
appliquée a une fonction quadratique strictement convexe.

& Inconvénients

e Il faut calculer les dérivées secondes de f qui peut étre trés cotiteux en
temps de calcule

e [’algorithme n’est pas globalement converge si le premier itéré s est
éloigné de s*.

e Le successeur s, de s, n’est pas toujours bien défini, si V2f (5) =
H (5¢) est singuliére.

e Si f n’est pas strictement convexe, 1’algorithme ne génére par nécessai-
rement des directions de descente de f.

e Un systéme linéaire d’ordre n doit étre résolu a chaque itération, et on
dispose pas de place mémoire pour stocker les O (n?) éléments d’une matrice.

2.1.2 Comment peut-on remédier les défauts de I’algo-
rithme de Newton ?

Pour obtenir une méthode qui converge superlinéairement, il est néces-
saire d’approximer 1’étape de Newton asymptotiquement qui est le principe
de Dennis et Moré.

Comment peut-on y aboutir sans évaluer la matrice jacobienne F/(¢)
dans la résolution d’équation non linéaires ou le hessien H () de f en opti-
misation ?

La réponse a été découverte par Davidon en 1959 ([35]) et a été déve-
loppée et popularisée par Fletcher et Powell en 1963 ([31]).Elle consiste a
commencer par n’importe quelle approximation de la matrice hessienne et
a chaque itération, on améliore la matrice en introduisant la courbure du
probléme mesuré tout au long de ’étape.

Si cette amélioration est faite correctement, on obtient quelques méthodes
remarquablement robustes et efficaces, qu’on appelle les méthodes de la va-
riable métrique ou quasi-Newton, ils ont libéré 'optimisation non linéaire en
procurant une alternative a la méthode de Newton, qui est trés cotiteuse pour
plusieurs applications.
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2.2 Méthodes de Quasi-Newton

La classe des méthodes quasi-newtoniennes n’exigent pas des expressions
explicites pour les deuxiémes dérivés. Celles-ci désignés parfois sous le nom
des méthodes métriques variables. Car le nom implique que la base de ces
méthodes est la méthode classique de Newton. Le principe de base dans des
méthodes quasi-newtoniennes est que la direction de recherche est basée sur
une matrice M}, , qui atteint le méme but de 'inverse du Hessien Hj, dans
la méthode de Newton.

Les algorithmes de quasi-Newton prennent donc en charge la génération
de la suite des itérés {s4.},-,, mais aussi celle de la suite des matrices By,
approchant F/(3z,) ou Hy. La premiére suite générée par la récurrence

M1 = X + Sk

ol s, = A\pdy dans les algorithmes avec recherche linéaire (Ay > 0 est le
pas et dy vérifie Bydy = —F (3¢) ou Byd, = —gy. selon le probléme) et sy est
la solution d’un probléme d’optimisation quadratique avec une borne sur la
norme du déplacement dans les algorithmes avec régions de confiance.

Donc une méthode de quasi Newton est une méthode de type :

1 = 2 + Apd
2.2
{ dp = — Mg (22)
ou bien
1 = 2 + Apdy,
_ 2.3
{ & = —B; g, (23)

ou M}, (respectivement By) est une matrice destinée a approcher I'inverse du
hessien de f (respectivement le hessien) de f en .

Si I'on veut que Mj, approche le hessien Hyy; = V2f (56,41), sans cal-
culer ce dernier, la variation du gradient d’un itéré au suivant qu’il faut tirer
de 'information. Puisque 'on a

1
Yk = Gk+1 — Gk = /V2f (s, + tsg) dt | Sk,
0
il est naturel d’imposer a la matrice M;; de vérifier I’équation

Sk = M1k (2.4)
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Cette équation porte le nom d’équation de quasi-Newton.

Il est également normal d’imposer a M, d’étre symétrique (puisque
[H (,)] " Dest).

2.2.1 Quelques propriétés des algorithmes de quasi-
Newton

e Des méthodes quasi-newtoniennes, comme la plupart des autres mé-
thodes, sont développées pour le probléme quadratique convexe et puis sont
prolongées au probléme général. Elles sont considérées comme étant parmi
les méthodes les plus efficaces et sont employés trés intensivement dans de
nombreuses applications. Plusieurs méthodes quasi-newtoniennes distinctes
ont évolué ces derniéres années. Dans ce chapitre, nous discuterons en détail
les quatre méthodes les plus importantes de cette classe qui sont :

1- Méthode de correction de rang un (SR1 [1960])

2- Méthode de Davidon-Fletcher-Powell (DFP [D-1959 et F.P-1963))

3- Méthode de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS [1970])

e les algorithmes quasi-newtoniens convergent moins rapidement que 1’al-
gorithme de Newton. Dans les implémentations corretes, les itérés convergent
toutefois g-superlinéairement.

e Chaque itération demande moins de calcul au simulateur que dans ’al-
gorithme de Newton : il n’est pas nécessaire d’évaluer les dérivées secondes.

e Dans leur version standard, ces algorithmes peuvent étre utilisés pour
un nombre de variables qui n’est pas trop grand, disons n < 500 pour fixer
les idées, cependant on a développé ces derniéres années (a partir de 1990)
des algorithmes qui sont des variantes de la méthode BFGS et qui prennent
en charge les problémes de grande taille (citons particuliérement la méthode
BFGS & mémoire limitée, La IBFGS).

2.2.2 Formules de mise a jour de ’approximation du
Hessien

Le principe de la mise & jour consiste & une itération donnée de ’algo-
rithme
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M1 = 2 + A\ipdy
dy, = — Mg

Nous cherchons M, sous la forme suivante :
M1 = My + Ay (2.5)

avec Ay symétrique, assurant la relation de quasi-Newton. On exige aussi
que Mj 1 soit définie positive, sous 'hypothése que M}, est définie positive.

La formule (2.5) permet d’utiliser les nouvelles informations obtenues lors
de I'étape k de 'algorithme, c’est-a-dire essentiellement le gradient gx.; =
V f (5¢x4+1) au point s 1, obtenu par une recherche linéaire (exacte ou appro-
chée) dans la direction dy. Il existe différentes formules de type (2.2). Suivant
que Ay est de rang un ou deux, on parlera de correction de rang un (SR1)
ou de rang deux.(DFP, BFGS).

2.2.3 Méthode de correction de rang un (SR1 [1960])

Cette méthode a été proposée par Broyden ([6]), Davidon ([35]), Fiacco
et McCormick ([4]), Murtagh et Sargent ([5]), et Wolfe (]28]).

Etant donné que [H (3¢,)] 'est symétrique, la formule de mise & jour de
I’approximation du Hessien est la suivante :

Mk+1 = Mk + akuku; (26)
ol u est un vecteur de IR"™ et a; constante. La matrice de correction

Ay = akuku,;r est symétrique et de rang un.
Des équations (2.4)-(2.6) on obtient :

sk = My + arupu, yr (2.7)

et par conséquent

Y (58— Myyp) = ary, g, yi

= ai (ulm)” (2.8)

Alternativement, de ’équation (2.7) on a :
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(sk — Myyr) = arurug ye = ar (ug yr) wn

(sp — Mkyk)T = aky,;rukug = ay (u;yk) u;
Si on prend
uy, = (sx — Myyr) ,
alors
ax (u;yk) =1.
Soit en remplacant :
ag. (sp — Mkyk)T e =1

ou encore :

1
ap = s
(sk — Myyr) " -y
et (2.6) devient :
— M) . (s — M) "
My = M, + = M) - (51— Mig) (2.9)
(s — Myyr) Yk

Cette formule porte le nom de formule SR1 (systéme de rang 1).

Algorithme2.2 (Méthode de SR1)
Etape initiale :
Soit € > 0 (critére d’arret). Choisir un point initial s et
une matrice symétrique définie positive M; quelconque
(par exemple M; = I) poser k = 1, et aller aux étapes principales
Etapes principales.
Etape 1 :
Si ||V f (5a)|| < e stop; sinon, poser dp = — Mgy et déterminer le pas
optimal \; solution optimale du probléme min f (3¢, + Adg), A > 0. et
poser 1 = 1 + Apdy
Etape 2 :
Construire My, comme suit :

(sx — Myye) - (s — Myyy)

Mk+1 - Mk +
(s, — Mkyk)T Yk
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avec

S = g1 — Mg

Yo = Vf(Gaq)— V()
Remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1. O

Cet algorithme a un comportement remarquable dans le cas ou f est une
fonction quadratique.

Pour un probleme quadratique convexe, cette méthode converge au plus
dans (n + 1) itérations et (]\4k+1)_1 = H a condition que s; = My 1y; pour
0 <i < k. C’est en effet le cas, comme sera démontré par le théoréme suivant.

Théoréme 2.1. ([1]) Soit f une fonction quadratique, de matrice Hes-
sienne H définie positive. Considérons la méthode itérative qui, partant d’un
point sy arbitraire engendre les points

M1 = X + Sk

ot les sy sont des vecteurs lin. indépendants. Pour toute matrice symétrique
initiale My, considérons la suite des matrices { My} définis par :

(sk — Myyr) (55 — Myyi) "'
sy (sk — Miyr) .

My = My, +
avec
Yp = Vf Gtr1) — Vf (54) -

Alors on a :
si = M1y pour 0 < ¢ <k

et dans au plus n étapes, la suite {s¢} converge vers la solution optimale, et
My converge vers linverse du Hessien H™' (M, =. H ')
Preuve. ([1])

Supposons que

si=My; pour 0<i<k-—1 (2.10)

est vraie et montrons qu’elle est vraie pour k,
si 0 <i<k—1 del’équation (2.9)

M1y = Myys + g (s — M) " v
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ou

sk — My
E= 7
Yy (s — Mrys)
Puisque My, est symétrique, nous pouvons écrire

U

Mi1y; = Myy; + we (g vi — v Miys)
et de (2.10)

M1y = Si + wie(sp yi — yp 5:) (2.11)
pour 0 <¢ <k on a

y; = Hs;
et

yp = sy H

Par conséquent pour 0 < i < k — 1, nous prenons

T T T T
SpYi —YpSi =S, Hsy — s, Hs; = 0

et de l’équation (2.11) on obtient

S; = My 11y; pour 0 <i<k-—1 (2.12)
on a (voir (2.4))

S = My1Yg

et avec (2.12), nous pouvons écrire

8; = My 1y; pour 0 <i <k (2.13)

Pour accomplir l'induction, nous notons

s; = Myy, = M Hs;, pour 0 < <0
et d’aprés (2.13)-(2.10) nous pouvons écrire

s; = Myy, = MyH's;, pour 0 <7 <1
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si = Msy; = M3Hs; pour 0 <4 <2

s;i = My11y; = M1 Hs;, pour 0 <7<k

et comme les vecteurs s; sont indépendants, c’est-a-dire [’ensemble
{30, 51, ..., Sk} forme une base de IR*** alors,

My H =1

ou encore,

My =H™

Remarque 2.1 si M;,; = H~! alors on revient & la méthode de New-

ton qui converge en une seule itération puisqu’elle est appliquée & une fonc-
tion quadratique strictement convexe ; et aussi le théoréme précédant permet
d’obtenir I'inverse d’une matrice avec une méthode itérative.

Avantages et inconvénients de la méthode de SR1

& Avantages

e Cette méthode présente I’avantage, que le point 3,1 n’a pas besoin
d’étre choisi comme le minimum exact, c’est & dire qu’on n’a pas besoin
d’effectuer des recherches linéaire exactes.

& Inconvénients

e Méme si la fonction est quadratique, et méme si son Hessien est défini
positif, la matrice M n’est pas forcément définie positive.

e Le dénominateur (s, — Mkyk)T Y, peut devenir nul ou trés petit, ce qui
rend le procédé instable c’est-a-dire, la méthode n’est pas bien définie.

Remarque 2.2 la méthode de SR1 est souvent utilisée lorsqu’il n’est pas
possible ou qu’il n’est pas nécessaire que M, soit définie positive.
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2.2.4 Meéthode de Davidon-Fletcher-Powell (DFP [D-1959 et F.P-19(

Cette méthode a été proposée par Davidon en 1959 ([35]) et développé
plus tard en 1963 par Fletcher et Powell ([31]). La formule de mise a jour
de DFP est une formule de correction de rang deux. De facon plus précise
construisons My, en fonction de M), de la forme :

My = My, + A + Ayp (2.14)

Bien sur le choix de A, et A, doit prendre en considération I’équation de

quasi-Newton
Mk+lyk = Sk (214 blS)

Si on écrit Ay sous la forme Ay = apupu) et Ay, = byvpv] , alors (2.14 bis)
prend la forme :
(akukug)yk + (bkvkv,;r) Y = S — Mkyk

Comme dans le cas de la formule SR1, un bon choix de ay, by, ui et v
conduit & la formule de correction de rang 2 suivante :

T T

SkSp Myyry, M,
M, = M, + — 2.15
mH g Sp Uk yi Myys, (2.15)

Algorithme2.3 (Méthode de DFP)
Etape initiale :
Soit € > 0, déterminer le critére d’arrét. Choisir un point initial s et
une matrice symétrique définie positive M; quelconque
(par exemple M; = I) poser k = 1, et aller aux étapes principales
Etapes principales.
Etape 1 :
Si ||Vf (5a)|| < e STOP; sinon, poser d, = — Mgy et déterminer le
pas optimal A\, solution optimale du probléme
min f (3¢, + Adg), A > 0. et poser s = s, + A\pdy
Etape 2 :
Construire My, comme suit :

T T
SkSy, My, My
Mysy = My + 225 _
i Stk yE Myyr,

avec
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Sk = g1 — g

Yo = Vf(aq)—Vf(a)

Remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1. O
Cet algorithme a un comportement remarquable dans le cas o f est une
fonction quadratique.

Théoréme 2.2. La formule (2.15) conserve la définie positivité des ma-
trices My, c’est-a-dire, si My est définie positive alors My, est également
définie positive.

Preuve. Soit » un vecteur de IR™ on a

T 22 T 2
T _ T (sh>) _ (v M)

s My = 3 Mpsx+ Sgyk y,;eryk

Yl Myy, Mj,sc — (ykTMk%)2 N (5,?%)2

yi Myys Sp Yk

Si on définie le produit scalaire (s, y) = " Myyy, alors on a

_ 2 T.\2
%TMk+1% = Wy Y) (5, 22) — (Y, 7) + (51;%) (2.16)
(Y, Yk) Sy Uk

Le premier terme du second membre est positive ou nul d’aprés l’inégalité de
Cauchy Schwartz. et pour le deuxiéme terme on peut faire ’analyse suivante :

Puisque le pas est optimal on a la relation d’aprés l’orthogonalité des
directions successives (voir section 1.4.1)

gllrldk =0
et donc
T - T
SeYe = Ak (Ghe1 — k) di
= \egp Migi >0
On a donc

%TMkH% > 0.
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Les deux termes dans (2.16) étant positifs. Cette quantité ne peut s’annuler
que si les deux termes sont simultanément nuls, le premier terme ne peut
s’annuler que si x = Ay, pour un scalaire A # 0, dans ce cas le deuriéme

terme est non nul car s} »x = \s] yx. on a donc bien

s My12>0  pour 0.

Remarque 2.3
e Il est important de noter que le résultat ci-dessus est vérifié pour n’im-
porte quel A > 0 pour lequel

SKUR =S¢ Gkt1 — Sp gk > 0 (2.17)

c’est-a-dire si s}y, > 0,alors la définie positivité de M, jest préservée méme
dans le cas ou la minimisation de f(s¢, + Ady) est inexacte et donc I’équation
de quasi-newton a toujours une solution My .

e Si f est srictement convexe alors 'inégalité (2.17) est vérifiée pour touts
et s

car : f est srictement convexe < Vg, 341 € IR 3¢] H (3,11) 360 > 0

( = sT M5, = siyr > 0 ))

Si f est non convexe alors 'inégalité (2.17) n’est pas forcément vérifiée.

Dans ce cas on utilise la recherche linéaire de Wolfe ou deWolfe forte pour
vérifier la condition (2.17). En effet

de (wolfe2) on a

Gri1Sk > gL sp = yp sk > (0 — 1) gl di

Puisque 0 < 1 et g,;rdk < 0, on peut écrire
yd sp > (00— 1) \egp di > 0.

Théoréme 2.3. ([1]) (Directions conjuguées engendrées par méthode de DFP)
a) Si la recherche linéaire utilisée dans la méthode de DFP est exacte et

st la fonction objective f () est une fonction convexe et quadratique, alors

lalgorithme DFP décrit par la relation

T Ml M
Mysy = My, + 226 kY T (2.15)
Sk Yk Y My
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engendre un ensemble des directions conjuguées s, S1....., Sy ¢ ’est-a-dire,
siTHsj =0 pour 0<i<j<k (2.18)
b) Si
yi = Hs; pour 0<i<k (2.19)
alors
S; — Mk—i—lyi (220)
Preuve. ([1])
Supposons que
s{ Hs; =0 pour 0<i<j<k-1 2.21)
s; = Myy; pour 0<i<k-—1 (2.22)

puis nous montrons ’équations (2.18) et (2.20)
a) on a

yr = Hsy,
ol

Sk = K41 — M

Ye = Gk+1 — Gk
donc nous pouvons écrire

gk = Gr—1 + Hsp—1

=02+ Hsp o+ Hsp_1

=gr-3+ Hsp_3+ Hsp_o+ Hsp4

= giv1 + H(Sit1 + Siga + ... + Sp—1)
Ainsi pour 0 <1 < k — 1, nous prenons

SZ-Tgk; = S,-Tgi+1 + S,TH(Sz‘H + Siv2+ o+ Sk_1)
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et quand la recherche linéaire utilisée dans la méthode de DFP est exacte,
alors f (3) est minimisée exactement au point ;1 et ainsi

gi1di =0 (2.24)

implique
Nigis1di = g Nidi = s giya = 0

Maintenant pour 0 <i < k — 1, l’équation (2.21) donne
s, H(si11 + Sizg + ... +5p-1) = 0 (2.25)
et de (2.23)-(2.25), nous obtenons
sjgk =0
Alternativement, d’équations. (2.22)-(2.19) nous pouvons écrire
sige = (My)' gr = (MpHs;)' gr = s] HMyg, =0
De plus, pour éliminer Mgy, on utilise I’équation

S = Al = =N Mygi

ainsi .
sigr=——s; Hspy =0
Ak
et depuis A\, > 0, nous avons
s, Hsj, =0 pour 0<i<k—1 (2.26)

Maintenant, par la combinaison de. (2.21) et (2.26)

si Hs; =0 pour 0<i<j<k (2.27)

Pour accomplir l'induction, nous pouvons écrire

1
3(?91 = (Mlyo)T g1 = (MlHSo)T g1 = SS—HMlgl -

-
sqa Hs
)\10 1

et depuis f(x) est minimisée exactement au point >, nous avons
T, _
5091 =0 et

S:HS]':O pour 0<:<j3<1
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Depuis (2.27) est vérifiée si (2.21) est vérifiée, nous pouvons écrire

siTHsj:O pour 0 <i<j <2
S;-I—HSJ':O pour 0<i<j7<3

SZHSJ':O pour 0<i<j<k

c’est-a-dire, les directions sg, s1,...., Sk, forment un ensemble des directions

COMJUGUEES.
b) de (2.22)

Y si = iy, Myy; pour 0 <i<k-—1 (2.28)
et d’autre part de (2.19) on a
y,jsi = s;Hsi pour 0 <i<k-—1 (2.29)

Depuis sg, 1,...., Sk, forme un ensemble des directions conjuguées (de la
partie (a)), et de (2.28)-(2.29)

yd s; = yp Myy; = s, Hs; pour 0 <i<k-—1 (2.30)

En notant
sp=yp Mys1 et Hs;=y;

(2.30) peut étre exprimé
Yp 8 = yp Myys =y Mis1yi = 0 pour 0<i<k-—1
et, en conséquence,
s; = Myy; = My 1y; pour 0<i<k-—1 (2.31)

Maintenant, de (2.4)
sk = My1yx

et par la combinaison de. (2.31) et (2.4), nous obtenons

S; = Myp11Y; pour 0 <i<k.
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Remarque 2.4 Pour k =n — 1, des equations (2.19) et (2.20) on peut
écrire

(M, H — al]s; =0 pour 0<i<n-—1

avec a = 1. En effet, les vecteurs s; sont des vecteurs propres qui corres-
pondent & la valeur propre d’unité pour la matrice M, H, et puisqu’ils sont
linéairement indépendants, nous avons

M, =H"

c’est-a-dire, dans un probléme quadratique My, devient le Hessien a l'ité-
ration n — 1.

Remarque 2.5 Une méthode de directions conjuguées est une méthode
itérative qui appliquée & une fonction quadratique de n variables conduit &
Ioptimum en n étapes au plus; autrement dit, une méthode de directions
conjuguées converge donc de facon finie en au plus n étapes.

Avantages et inconvénients de la méthode de DFP

& Avantages
1- Pour des fonctions quadratiques (avec une recherche linéaire exacte) :
e L’algorithme converge dans au plus n étapes avec M, ., = H L.
e Elles engendrent des directions conjuguées.
2- Pour les fonctions quelconques :
e la matrice M reste définie positive, ce qui est nécessaire pour que la
direction soit une direction de descente.

2.2.5 Meéthode de Broyden-Fletcher-Goldfard-Shanno
(BFGS [1970))

La méthode de BFGS est une méthode quasi-newtonienne bien connue
pour résoudre des problémes d’optimisation sans contraintes, elle a été propo-
sée par : Broyden ([6]), Fletcher ([30]), Goldfarb ([9]), et Shanno ([10]). Elle
est devenue une méthode de choix pour les ingénieurs et les mathématiciens
qui sont intéressés & résoudre des problémes d’optimisation.

Une autre maniére d’imposer a My, d’étre proche de M), est de minimiser
I'"écart" entre Mj.1 et My, toujours en requérant que Mj 1 soit symétrique
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et vérifie I’équation de quasi-Newton (2.4). On est donc conduit a considérer
le probléme en la variable matricielle M € I R™*" suivant :

min” écart” (M, My)
yr = Msy, M e IR™™ (2.32)
M=DM"

On dit alors que la matrice est obtenue par une approche variationnelle.

Notations : Pour indiquer qu’une matrice carrée M est symétrique semi-
définie positive (resp. définie positive),on notera M > 0 (resp. M > 0).
L’ensemble des matrices symétriques d’ordre n est noté S™,

Sti={MecS":M>0}et ST, :={MecS":M>0}.

Il est souvent intéressant d’imposer également la définie positivité des
matrices My, car pour que dy = —M,~ L9k soit une direction de descente, on
a besoin que My soit une matrice symétrique, définie positive (en effet : on
sait que, toute matrice symétrique réelle et définie positive est inversible, et
son inverse est elle aussi définie positive, c’est-a-dire on peut écrire :

gl dy = —g) M, g1 < 0 donc,d}, est une direction de descente).

Cette condition définissant un ensemble ouvert ne peut étre utilisée direc-
tement comme contrainte dans le probléme définissant M., ; et dans ce but,
on commence par introduire une fonction : ¢ : S™ — IR dont le domaine est
S, et qui forme une "barriere" au bord du cone S7 . (elle tend vers I'infini
lorsque son argument se rapproche du bord de S% ) ainsi qu’a I'infini :

¥ (1) = trY + 1dY (2.33)

ot la fonction log-déterminant Id : S™ — I RU{+oc} est définieen T € S™
par

1d(T) = —logdet Y si Test,
| +oo sinon

Les propriétés annoncées de ) peuvent se voir sur son expression suivante.
n

Si on note {«;} les valeurs propres de T, on a trY = > a;, det T = 'H1ai et
i=1 i=
donc

n

P (Y) = Z (v —log o), si TesSt, (2.34)

=1
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Etant donné 'allure de la fonction t € IR, +— t —logt, ¥)(T) tend vers
I’infini si 'une des valeurs propres de T tend vers zéro ou vers ’infini.

(Fje{l,...,n}; lim ¢(T)=o0).

—0 ou co
La formule (2.34) montre aussi que I'unique minimiseur de ¢ est T =1

la matrice identité (co; = 1 pour tout 7).
Si M est une matrice réelle symétrique alors :
la matrice M), est définie positive si et seulement s’il existe une matrice
définie positive Ay, telle que A2 = M, ; dans ce cas, la matrice définie positive
1

Ay et on peut la noter A, = M2 est unique.
en effet :
Si M est une matrice réelle symétrique alors on peut écrire

U'MU = A
ou U est vérifiée

U'U=U0U"=1

et A est une matrice diagonalsée ou les éléments du diagonale sont les
valeurs propres de M), qui sont strictement positives car M), est définie posi-
tive.Donc on peut écrire

1,1 1 1 1 1
My = UNUT = UNSASUT = (UASUT) (UASUT) = Mg M. 0
On veut dire,qu’il faut trouver une matrice M symétrique et définie po-

sitive étre proche de M, c’est-a-dire

1 1
M & M2 M

implique

Donc afin de minimisée ’écart entre M et M, on va chercher & ce

que M, M M, 3 soit proche de I; et ceci peut étre obtenu en minimisant
(0 (M L, MM, ) , si bien que 'on aura My, proche de M, en résolvant :
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1 1
min g (M * MM, ?)
Me Sy, (contrainte implicite).

si yr # 0 alors (2.35) n’a pas de solutions
Si s = 0 alors ou bien ;
si yr = 0 alors la solution du (2.35) est M = M;
Sinon; le cas non trivial ou s, # 0 est examiné dans le proposition sui-
vante.

Proposition 2.1 Supposons que M) soit symétrique définie positive et
que si # 0. Alors, le probléme (2.35) a une solution si et seulement si
T
Yi Sk > 0.
Sous cette condition la solution Myy1 de (2.35) est unique et est donnée
par l'une des formules suivantes :

Ukyr  Mysiksi My

M =M — 2.36
i e ykTSk 8;‘51%8/@ ( )
T T T
B =|(7- Bl I — I — 2.37
( y) ‘ ( y) - ( y) (2:37)

\ 2 o —1 o —1
ot on a noté By := M " et By := M.

Algorithme2.4 (Méthode de BFGS)
Etape initiale :
Soit € > 0, déterminer le critére d’arrét. Choisir s point initial et M;
définie positive quelconque (par exemple M; = ).
Poser k = 1 et aller aux étapes principales
Etapes principales.
Etape 1 :
Si ||[Vf (5a%)|| < e STOP; sinon, poser dp = —Mjgy et déterminer le
pas
optimal \; solution optimale du probléme min f (3¢ + Adx), A > 0 et
poser
Hpy1 = 2 + Apdy,
Etape 2 :
Construire My, comme suit :
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yk:y;;r _ Mkskngk

My = My, +

Yp Sk sp My.sy,
avec
Sk = g1 — X
yr = VfGter) = Vf (%)
Remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1. O

Proposition 2.2 ([18]) (Propriété algébrique) Soit H une matrice sy-
métrique et sy, S, ...,S, des directions non nulles, conjuguées par rapport a
cette matrice (c’est-a-dire : s] Hs; = 0, pour i # j et s{ Hs; > 0). On se
donne une matrice My symétrique définie positive et on définit

yiyiT MiSiSiT M;

M; 1= M,; + — , our 1=1,...,
i+1 7 yZTSl S;FMZ'SZ' p p

Alors,
(i) Mgi18; = Hsy, pour k=1,...peti=1,..k,
(ii) si p=n, on a M, = H.

Preuve. ([18])

(i) La premiére propriété se démontre par récurrence.

Elle est vérifiée pour k = 1 : Mys; = Hsy (c’est l’équation de quasi-
Newton vérifiee par My o y; = Hsy).Supposons qu’elle le soit pour un
k=1,..,1—1, avec 2 <1 < p, et démontrons la pour k = 1.

Par conjugaison et récurrence, slTHsl- =0 et slTMlsl- = SITHSZ' =0.

Deés lors, la formule de BFGS (2.86) donne M;i1s; = M;s; = Hs;.Si
i=1, ona M8 = Hs; (c’est 'équation de quasi-Newton vérifiée par M; q
oty = Hsy).

Donc on a Myy18;, = Hs;, pour k=1,...peti=1,... k.

(ii) Si p = n, alors M, 1 prend la méme valeur que H sur les n vecteurs
linéairement independants i, Sa, ..., Sp, ¢’est-a-dire de (i) on peut écrire

Mn+181 = H81

Mn+152 = HSQ

44



2.2. METHODES DE QUASI-NEWTON

M, 18, = Hs,,

et puisque S1, So, ..., S, sont linéairement indépendant, nous avons

Mn_;’_l — H

Propriétés

e La condition y,] s > 0 assure la défini-positivité de Mj,.

e La condition y, sy > 0 est satisfaite lorsqu’ on utilise la recherche li-
néaire de Wolfe.

e Les diréctions sy, $o, ..., s, engendrées par la formule de BFGS sont
conjuguées.

e Dans le cas quadratique la méthode de BFGS posséde les mémes pro-
priétés que DFP.

e Dans le cas non quadratique, il faut procéder & des réinitialisations
périodiques pour assurer la convergence globale.

2.2.6 Les méthodes de la classe Broyden

Une méthode de classe Broyden est une méthode de quasi-Newton ot
I’approximation de I'inverse du Hessien prendre la formule suivant :

Mysksy My yeyp T T
+ + M, 2.38
Tl ylor PO CEMs il 239

Yk Misy,
avec ¢ € 0,1,UT:|: — }
0,1, v y,;rsk ngksk

My = My —

¢ Si ¢ = 0 on obtient la méthode BFGS.
¢ Si ¢ =1 on obtient la méthode DFP.

¢5Siop= # on obtient la méthode de SR1.

Sp Y=Yy, Mryk
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Propriétés des méthodes de la classe de broyden

e Nous pouvons donc récrire (2.38) comme "combinaison linéaire" de
deux méthodes, c’est-a-dire,

Myyy = (1= 9)MZEES + oMP2ET,

Cette relation indique que tous les membres de la classe de Broyden sa-
tisfont 1’équation de quasi-newton (2.4), puisque les matrices de BGFS et
de DFP elles-mémes satisfont cette équation et aussi elle conserve la définie
positivité des matrices M.

Théoréme 2.4. ([1]) Si une méthode de Broyden est appliquée a une
fonction quadratique convexe avec une recherche linéaire exacte, elle converge
apreés m < n itérations. Les propriétés suivantes s’appliquent pour tout

k=0,1,...,m:

(a) s; = Myyy; pour 0<i<k.

(b) s/ Hs; =0 pour 0 <i<j<k.

(¢) Sim=mn—1,alors M,, = H'.
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Chapitre 3

Roéle joué par la convexité dans
la convergence de la méthode

BFGS

Si on utilise une recherche linéaire exacte et dans le cas ou la fonction
objectif est convexe, la théorie de la convergence de la méthode de BFGS a
été bien établie par les auteurs ([33, 34, 20, 2, 23, 25, 26]).

Le but de cette partie est de voir le role joué par la convexité dans la
convergence de la méthode BFGS, dams le cas de recherches linéaires in-
exactes..

Cette partie est divisée en deux sections principales; La premiére section
sera consacrée aux résultats de convergence pour la méthode BFGS dans le
cas convexe. Dans la derniére section, on s’intéresse aux résultats de conver-
gence de cette méthode mais dans le cas non convexe.

3.1 Convergence globale de la méthode BFGS
dans le cas convexe

Un des plus beaux résultats de convergence en optimisation sans contrainte
est le théoréme 3.1 ci-dessous. Il est du & M.J.D. Powell ([25]) en 1976.
Il donne des conditions assurant la convergence globale de 'algorithme de
BFGS lorsque la fonction & minimiser est convexe. La beauté du résultat
tient au fait qu’il est rare de pouvoir montrer la convergence d’un algorithme
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quasi-newtonien, avec si peu d’hypothéses sur les objets générés par celui-
ci. On suppose seulement que l'algorithme génére une suite {5} et que la
suite {f(x)} est bornée inférieurement (il existe une constante ¢ telle que
pour tout indice k, f(s¢) > ¢). On ne fait aucune hypothése sur la suite des
matrices {My}.

Commencgons cette section d’abord par une hypotheése et deux formules
qui nous seront utiles pour étudier la convergence de I'algorithme BFGS.

Dans tout ce que suit nous supposerons que la fonction f est de classe
Cl1(elle est différentiable et sa dérivée vérifie pour £ et pour tout s et y :
IVf(y)—Vf()| < £|ly— »|). Notons par H () la matrice hessienne au
point s, 37 est un point initial de l'algorithme. Notons par D l’ensemble
suivant :

D={xelR": f(x) < [(a)}

On suppose dans cette section que f est convexe dans D. On supposera vraie
I’hypothese 3.1 suivante :

Hypothése 3.1

de, C' deux constantes positives tels que :

cllz|]? < 2TH (50) 2 < O 2|7 Vze IR" Ve D (3.1)
Conséquences

a) Soit Hj, défini comme suit

1 1
H, = / V2f (5, + Ts1) dr = / H (5a, + Ts) dr,
0 0

alors nous avons

1
_ 1 1
o= [H ot rsdr = [gGa+ 50) = g ()] = o
g k k
donc -
yr = Hpsp
ce qui imlique
y,;rsk = s;ﬁksk (3.2)
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CAS CONVEXE

de (3.1) et (3.2) on obtient

T T
S s, Hys
Pk kTR 5 s (3.3)
sl el
De (3.3) 'hypothése 3.1 imlique que H}, soit définie positive et car Hj, est
une matrice symétrique (puisque le hessien est symetrique), alors Hj, admet
1

. . . g3
une unique racine carrée H;~ telle que

[

par conséquence, si on définit z, = H ;fsk alors
de (3.2) et (3.1) on obtient

w3\ g3
vl s (Hk ) S Y
k
= = > _—
2 1 T 1 Tr7 - C
”yk” (szsk) Hka2Sk 2y Hyz,
ce qui imlique
2
bl < o (3.4)
k

Proposition 3.1 5i My, et My sont reliées par la formule de BFGS
(2.36) avec M, définie positive et yi sy > 0, on a

Tr (M) = Tr (g + L _ [0l 35)
Yje Sk s, Mysy,
et
?J;;rsk
det (Mk+1) = det (Mk) . (S;—Mksk) (36)

Preuve. ([18])
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La formule de la trace se déduit directement de la relation BFGS (2.36)
suivante : ) )
lysll” | Myswll

M, =M — BFGS
k+1 kTt y;{sk S;Mksk ( ),

celle du déterminant utilise la formule suivante :

]\471 i TM
det (My41) = det (My,) . det <[+ K YUk SkSk k)

T T
Yg Sk s Mysy,

-1 o . .
avec M, "y, = sy, implique

T sl TT T T
SpS, Mysk + spy, S, M s — vy, SkSks, M
det (Mj41) = det (M},) . det (y’f kSk MiSk + _IIC_yk_IF k — Yi SkSKSk k)
Yy, Sk Msk,

implique

Te b T,T T T
S S+ S Sk — Yp. Si.S
det (My,1) = det (M) . det (yk kYk Sk Tkykgk k — Yk Sk kyk)
yk SkSk Mksk

donc on trouve

Z//;rsk
det (Mk—i-l) = det (Mk) . STMkSk .
k

Théoréme 3.1 ([22]) Supposons que f : IR"™ — IR soit convexe et C1*
dans un wvoisinage convere de D = {sc € IR": f(3) < f(5n1)}, o 31 €
IR"™. On considére l’algorithme de BFGS démarrant en 3¢, avec une matrice
M, symétrique définie positive et on suppose que celui-ci génére une suite
{sa.} telle que {f (52)} soit bornée inférieurement. Alors, kh—{go inf || gx|| = 0.

Preuve. ([22])

On note par c; cz, c3, ca, C5, Cg, C7 des constantes strictement positives. L idée
de la démonstration est de controler le comportement des matrices { My} en
obtenant une majoration de leur trace et une minoration de leur déterminant,
ce qui permettra d’avoir une borne inférieure sur le pas \p. On note

S;erSk —gl;rdk s;Mksk

qr = ———5— et cosl = =
|| sk Ngrll ldill || Mysel| [|sk]]
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Le quotient de Rayleigh de My dans la direction sy et le cosinus de [’angle
entre dy et [’opposé du gradient.
4 Premaer étape :
On utilise la formule de la trace pour montrer que pour tout k >1 :
2 i=k
[ Misilly <~ @

Tr (Mip) < eak et Z s) Mis; cos@

< Clk’ (37)

En effet :
Comme f € C™, de (3.4) on a
2
H%H <cg, >0,
Yy Sk

et d’aprés la proposition (3.1) nous avons

2
Tr(My1) < Tr(My)+c—
| M;s: 2
< Tr (M key — _—
< r (M) + ke ZS

On obtient la premiére inégalité de (3.7) en posant
cp =Tr (M) + ey < key.

D’autre part les matrices M; étant définies positives, alors s; M;s; > 0,
donc

D’autre part nous avons

ar ||sel” = sp Mysy, et || Mysgl| || skl cos 0 = si Mysy
d’ot
[Misell? — siMisi
s;Mksk n ||Sk||2COS2 0 ~ cos? 0,
donc .
Ml SR e
Zs Msl_ (:0892_1
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car :

M1 est définie positive implique que, toutes les valeurs propres de My 1
sont strictement positives

c’est-a-dire Tr (Mgy1) > 0 et Comme Z ¢ Mosill >0

i=195; MSi

donce

k

7 (M) Z

iy HZ it

X Deuxiéme étape :

En utilisant la magjoration de la trace (3.7) et une minoration du déter-
minant, On obtient une minoration de la plus petite valeur propre de My, 1,
donc une minoration du pas.

On montre en fait que cela conduit & la borne inférieur suivante sur le
pas moyen : pour tout k > 1,

1

k k
(Hl)\l) >c3, c3>0, (38)

En effet : Par la formule de déterminant (3.6) et la premiére condition
de wolfe nous avons

.
s, Mys
e
k

ou encore

y;;rsk > 1 —o0
S;Mksk - /\k ’
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donc
det (Myy1) = Ye 5% det (M)
ki1 Sll—MkSk k
> U= e ()
Ak
(1—0‘2)
> det (M,._
T M-t et (Mi-1)
(1—0)"
2 & det (Ml)
IT )\,
i=1
> CZ
=
igy

ot ¢4 = (1 — o) min (1, det M) .

D’autre part, en utilisant linégalité des moyennes (3.7) et le fait que

kn = enlnk

B < () (Oﬁ et Ink<k

et (Vo) < (317 <Mk+l>>" < (

. n
Maintenant posons c; = max (Cn—l, 1) e",ona:

Finalement on a

D’autre part

k c c
H )\ 4 4
i=1 ! det (Mk+1) - Clg
d’ot )
k e
. o _
Si on pose c3 = o alors :

C1

k)

n

} = k" < (e")k), on a

<

JRCO
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4 Troisiéme étape :

En ezploitant la deuziéme estimation de (3.7), on obtient une majoration
du pas moyen pondéré. On se défera de la pondération dans le raisonnement
par l'absurde de la quatriéme étape, pour tout k > 1

1

k o
(lalz) <% e (39)
En effet :
Ona : ) )
[ Misilly & lgill
= < e,
izzl si M;s; zzzl —gisi ~ “
On utilise ensuite deux fois l'inégalité des moyennes et la premiere condition
de Wolfe
donc
2
Aillgill; < ei (=g i)
implique

k k
LA lgl* < eI (=g )

IN

<

VAN
7 N N N
|2
e |
s
X
~
X
+
=
N
Eal

&
< 5
~ k

On en déduit (3.9), avec cg = c1 (f (31) — fmin) /01 0U foin € IR est un
minorant de {f (s)} .
X Quatriéme étape :
On conclut par un raisonnement par l’absurde. Supposons que le résultat
ne soit pas vrai, alors
lgkll > ¢z >0

EO\F
i=1 kcs

o4

et (3.9) donne



3.2. CONVERGENCE GLOBALE DE LA METHODE BFGS DANS LE
CAS NON CONVEXE

qui est contradiction avec (3.8) donc klim inf||gr|| =0. m

3.2 Convergence globale de la méthode BFGS
dans le cas non convexe

Comme nous I’avons signalé au paragraphe précedent, I’étude de la conver-
gence globale de la méthode BFGS a bien progressé dans le cas ot la fonction
économique est convexe. De fagon plus précise, Il a été démontré (voir ([25]),
([18])), que dans le cas ot la fonction économique f est convexe et dans le cas
de recherches linéaires exactes ou inexates, alors les itérés {z;} génerés par
lalgorithme BFGS, sont globalement convergentes. Malheureusement dans
le cas ot la fonction économique f n’est pas convexe, on a peu de résultats de
convergence sur la méthode BFGS jusqu’a présent. Non seulement personne
n’a pu prouver la convergence globale dans le cas non convexe, mais aussi
personne n’a pu trouver un contre exemple qui prouve le contraire.

Récemment, Dong-Hui Li et Masao Fukushima ([8]) ont proposé une
méthode modifiéee BFGS modifiée qu’ils ont appelée Méthode BFGS avec
mise & jour appropriée et ont établi sa convergence globale pour des problémes
d’optimisation non convexes.

Le but de cette partie est mettre toute la lumiére sur cette étude et
d’essayer de voir pourquoi il est difficile d’aborder le cas non convexe. Des
problémes ouverts et des conjectures seront formulés & la fin du chapitre.

3.2.1 Méthode BFGS avec mise a jour appropriée

On a vu qu’'une des propriétés de la formule de BFGS (2.36) est que la
matrice Mj; hérite de la définie positivité de M, si la condition y, sz > 0
est vérifiée. Remarquons que si on utilise une recherche linéaire exacte ou une
recherche lindaire inexacte de Wolfe, alors la condition y, s, > 0 est vérifice.
Par contre, la recherche linéaire d’Armijo n’assure pas cette condition, et
par conséquent My, n’est pas nécessairement définie positive méme si M,
est définie positive. Afin d’assurer la définie positivité de Mj 1, la condition
Yy, s, > 0 est parfois utilisée pour décider si M}, est une mise a jour ou non,
c’est-a-dire on pose
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T T
YrYy, Mj.sy.s;, M, LT

My, + — ,  sSiy.sp >0
Yy Sk sy Mysy, ¥

M, ,  ailleurs

My = (3.10)

La condition y, s;, > 0 est souvent remplacée par y, s, > 1 ot n > 0 est
une petite constante. Dans ([8]), Dong-Hui Li et Masao Fukushima proposent
une mise a jour appropriée a la méthode BFGS semblable a ce qui précéde
et patant de cela ils établissent un théoreme de convergence globale pour des
problémes non convexes. Avant de décrire cette mise mise a jour appropriée,
voyons d’abord un lemme important d & Powell ([22]) et qui nous sera utile
par la suite.

Lemme 3.1 (Powell ([22])) Si la méthode de BFGS avec la recherche li-
néaire de Wolfe (wolfel )-(wolfe2) est appliquée & une fonction f continument
différentiable ; et s’il existe une constante ¢ > 0 telle que :

2
||9Tk|| <c pour tout k (3.11)
Y Sk
Alors
klim inf || gx|| = 0. O (3.12)

Preuve. (Powell ([22]))
Awvec les expessions (3.5) et (3.6), nous déduisons une limite sur le produit

kgl
1115 [ cos

ot 0; € }O, %[ est l'angle entre la direction de recherche d; et la direction de

descente —g;. Cette limite montre une contradiction si la limite (3.12) n’est
pas obtenue. De (2.36) et (3.11) on peut écrire

k 2
Tr (M) < Tr (M1)+ZM

=1 Y5 %

< Tr (M) +ck
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<ok, k=1,23,.. (3.13)

ou ¢y est la constante {T'r (M) + c}. Puisque la matrice My, est définie
positive, nous pouvons appliquer l'inégalité moyenne géométrique/arithmétique
a ses valeurs propres pour obtenir la relation

det (Mg11) < (c1k/n)", k=1,2,3,.. (3.147)

Puisque la trace de My, est positive, nous pouvons également déduire de
léquation (2.36) l'inégalité

SV gy I
i=1 SJ‘TM' ' 1

Te.
i5j i=1 Yj S

< 1k, k=1,2,3,.. (3.15")
Encore nous appliquons l'inégalité moyenne géométrique/arithmétique, et
trouvons ainsi la limite
E || M)
T2 < ok k=1,2,3,.. 3.16’
j=1 SIMiSj 1 ( )
D’ailleurs, parce que la formule (2.36) donne la relation de récurrence

.
Yy Sk det (M)

det (M, == 3.17

ot (M) s} Mysy, (3.17)

(Pearson, 1969), nous avons l’équation

113[ Y sj _ det (Mg41)
i=1s] Mys; — det (M)

(3.18")

Pour obtenir [inégalité principale de la preuve, nous multiplions les cotés
gauches et droits des inégalités (3.14°), (3.16°) et (3.18°) puis décommandant
le terme det (Myy1), qui donne [’expression

IMisi|y)s; (cik/n)"
j=1 (STMiij det (M)

< ck k=1,2,3,.. (3.19)
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ou ¢y est une constante appropriée. Nous éliminons M; du Coté gauche.
FEgalement nous enlevons le terme ijsj du dénominateur, par la déduction
de Uexpression (wolfe2) on a

.
-
SRR (3.20")

Ainsi la relation (3.19°) donne la condition

£ gl o \*
11 < (3.217)

i=1—g] s; l—o

Par conséquent l'inégalité

kgl

k
< k=1.23,.. 3.22’
j=1]|s;|| cos 6; “» Ty ( )

est satisfaisante, ou c3 est la constante ca/1 — 0.
Puisque f(3) est inférieurement bornée, la condition (wolfel) de Wolfe
implique que la somme

> =gl di =Y llgrll llskll cos b (3.23")
k=1 k=1

est convergente. Par conséquent, si ||gx|| est bornée & partir de zéro, nous

avons la limite
|| sk|| cos 0, — 0 (3.24°)

Dans ce cas le terme ||g;|| / (||s;|| cos ;) diverge a Uinfini quand j tend a
Uinfini. Par conséquent la limite (3.22°) donne une contradiction. Elle suit
que la limite (3.12) est obtenue, qui accomplit la prewve du lemme 3.1. m

Remarque 3.1 :

Si f est deux fois continument différentiable et strictement convexe, alors
on obtient toujours l'inégalité (3.11) (voir section 3.1), mais, dans le cas ou
f est non convexe, il est difficile de garantir I'inégalité (3.11). Peut étre c’est
une des raisons pour laquelle la convergence globale de la méthode de BFGS
n’a pas été prouvée.

Nous allons maintenant présenter la méthode BFGS avec mise & jour
appropriée et montrer plus tard qu’elle est globalement convergente sans que
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la fonction économique soit convexe. Pour étre plus précis, déterminons My,
en fonction de M}, par :

T T
UYp  Misksy My . yTs, a
M, + - , Sl k> ¢
M1 = BTyl s sp My.sy, jort? = € 19x (3.13)
My, , sinon

ou € et a sont des constantes positives.

Algorithme 3.1 (Méthode BFGS avec mise a jour appropriée)
Etape 0 choisir un point initial s € I R™ et une matrice initiale
My € IR™™ symétrique, définie positive ; choisir les constantes
O<or<og>1,a>0ete>0.
soit k=0
Etape 1 résoudre I’équation linéaire Mydy + g = 0 pour obtenir dj.
Etape 2 déterminer le pas A, > 0 par la recherche linéaire inexacte de
Wolfe ou d’Armijo.
Etape 3 Calculer 5.1 := s + A\pds.
Etape 4 déterminer Mj ., par

T T
YrYy Mksksk Mk .yl sy «
My, + — , sl =5 > ¢
Mg = FF o ol S el = €l
M, , sinon
avec
Sk = 41 — Mg
Yo = Vf(Gaq)—Vf(a)
Etape 5 Remplacer k£ par k + 1 et aller a I’étape 1. O

Remarque 3.2 il n’est pas difficile de voir que les matrices M, générés
par I'algorithme 3.1 sont symétriques et défini-positives pour tout k. Ceci
implique qu’avec l'utilisation d’une recherche linéaire inexacte de Wolfe ou
d’Armijo, qu’ on obtienne que la suite {f (54)},oy est décroissante.

Nous avons aussi en prenant en considération (wolfel) ou (wolfel)-(wolfe2)
et si f est bornée inferieurement :
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—Zg,;rsk < 00. (3.14)
k=0
Ceci implique que
— ’Clinc}o (—gpsk) =0 (3.15)
et puisque
Sk = Mpy1 — 2 = Apdy.
Alors

— lim (Mkgp dic) =0

3.2.2 Convergence globale de Méthode BFGS avec mise
a jour appropriée

Dans cette section, nous prouvons la convergence globale de ’algorithme
3.1 sous ’hypothése suivante :

Hypothése 3.2

Considérons ’ensemble 2 suivant :

Q={»x€IR"/f ()< f(>0)}.

Nous supposerons que 2 est contenu dans un ensemble convexe et bornée D
et que la fonction économique f est continument différentiable sur D et qu’
il existe une constante [ > 0 telle que :

lgGe) =g Wl <llz—yll,  VayeD (3.16)

cest-a-dire f € C' (D).
Comme la suite {f (»5)} est décroissante, il est clair que la suite {}
générée par l'algorithme 3.1 est contenue dans Q (car f (s11) < f (5a%) <

e < f(5a) < f (55))

Pour des raisons de convenance et pour étre plus pratique, définissons les
ensembles d’indices suivants :

_ Ts. _ _
K= {i\ Yy ﬁ; Z€||g,-||°‘} et K), = {z cR\i< k:} (3.17)

||3i

60



3.2. CONVERGENCE GLOBALE DE LA METHODE BFGS DANS LE
CAS NON CONVEXE

Notons par 4, ’ensemble des indices i € K.
Au moyen de K, on peut récrire (3.13) sous la forme :

I Msks, M _
M, + P TR TR i e K
Yy Sk s, Mysy,

M, , sinon

My = (3.18)

et en considérant la trace des deux membres de (3.18), on peut écrire
pour n’importe quel k

2 2
Yi M;s;
Tr (Mk+1) =Tr (Ml) + E HyT! — E |LTM! (3.19)
iekk v iekk ’ o

Maintenant, nous sommes en mesure de prouver la convergence globale
de l'algorithme 3.1. Tout d’abord nous prouvons la convergence globale de

cet algorithme dans le cas oi K est un ensemble fini :

Théoréme 3.2 ([11]) On suppose vraie 'hypothése 3.2 et soit {sa.} la
suite générée par l’algorithme 3.1.
Si K est un ensemble fini, alors

tim g = 0. (320)

Preuve. ([11))
si K est un ensemble fini alors il éxiste un indice ko tel que

My, = My, 2 M pour tout k > kg

Par la défini- positivité de M, il éxiste des constantes positives c; < Cf
telles que

alld|* < d"Md<C|ld|?,
ald)? < d"Md<Cy|d|? VdelIR" (3.21)

Y4 Si la recherche linéaire inexacte utilisée est de Wolfe, on obtient
de (3.16) et (wole2)

, (316) s -
sl > H(g (%k11) — 9 (%k)) SkHZykSk
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(1.12) . .
> 029 Sk — Gy Sk (ot s, = Apdy,)

> (1—oo)\isp M7 ts,  (oud) = \.'s) et g = —d} M)

(3.21)
> (1= o)\ e ||skl?, Yk > ko

ceci imlique :
Me > (1 —o2)el™, VE >k

par concéquent on obtient de (3.15)
li T — 1 T —
fim g = i (=g ) =0
avec \p > (1 — 09)ell™ >0, Vk > ko, on peut écrire
g M g, = —gldy — 0
et de (3.21) on a :
e llgell* < gf M~ gy — 0
c’est-a-dire
e [lgell* — 0
avec ¢1 # 0, donc
lm g =0. O

" Si la recherche linéaire inexacte utilisée est d’Armijo. Notons
par :

A = lim sup),

k—o0

- 8i A >0, alors en utilisant un argument semblable & ce qui précéde, on
retrouve (3.20).

- Supposons maintenant que \ = 0, ceci signifie que :

k—o0
Soit » un point d’accumulation arbtraire de la suite {s4.} et {sa}, ok
une sous-suite convergeant vers z. Comme d, = —M g, pour tout k > ko,
alors on peut écrire :

{dk}keK k—_>>oo d é —M_lg (ﬂ) .
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D’aprés la régle d’Armijo, on obtient pour k suffisamment grand,
N = Me/p
ne satisfait pas (wolfel). Par conséquent on a :
f G+ Ndi) = f () — oXg " (54) die > 0 (3.22)

Divisons maintenant les deux membres de (3.22) par ) puis passons a
la limite quand k — oo (A, — 0), on obtient

[ (g + Nodi) — f (5%)
Ak

N J/
-~

La dérivée directionnelle

—0g' (b)) di >0 ) 9" (3)d—o0g" (3)d>0

Ceci implique que

Ce qui donne aussi
g (3)d>0 (car o € (0,1))
et finalement on obtient :
—g' ()M g (32) >0 (avecd £ —-M"g(3)).
Comme M~ est définie positive (car M est définie positive), on obtient
9(%) =0
et la preuve est compléte.] m

Maintenant nous allons prouver la convergence globale de l'algorithme

3.1 dans le cas ot K est un ensemble infini.
Si on suppose le contraire, alors il existe une constante ¢ > 0 telle que

llgrll > 0 pour tout k (3.23)

et nous verrons que cela produit une contradiction. Avant d’établir le
théoréme de convergence globale de I’algorithme 3.1, nous montrons d’abord
quelques lemmes utiles.
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Lemme 3.2 ([11]) Supposons que l’hypothése 3.2 soit vraie et que {}

est une suite générée par l’algorithme 3.1.

Supposons aussi que la relation (3.23) soit vraie pour tout k. alors il existe

une constante co > 0 telle que :

T?“ (MkJrl) S Cgik
et

pour k suffisamment grand.

Preuve. ([11])
de (3.17) et (3.23) on a

(3.17) (3.23)
yisi > elgll®lsill® > &6 [|sil?

implique

(3.24)

(3.25)

pour tout i € K

y; si > €0 ||sq]|? pour tout i € K

Ceci avec (3.16) donne pour tout i € K

lgiv1 — gill < U541 — 54|

c’est-a-dire

lyill* < 2 lsil)?
et quand
1 < 1
Yy si 20 ||si?
on obtient )
il N
T < —a — G
Y, si €0

Ceci avec la proposition (3.1) donne
2

2
S TT (Ml)

] [ M|
Tr (Myy) = Tr(M;)+ Z s Z T s,

i€eK icK

7

terme positive

< Zk (Co + 012) = ikCQ
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ol on pose ca = max (co, ¢y) . On obtient donc :
Tr (Mk+1) < ikCQ.

Puisque Tr (Myy1) > 0 pour n’importe quel k, on obtient, de (3.19) et

(3.27),
[l | M|
0 < Tr (M)
HUORD DD D T

€Ky lGKk

ceci implique

Mi 7 2
Z M < Tr (M) + ixcy < ixco

c’est-a-dire

Lemme 3.3 ([11]) On suppose vraie ’hypothése 3.2. Si on a (3.23) pour
tout k, alors il existe des constantes positives 31, B4 et B4 tells que pour tout

k> 1, iy a au moins [iy/2] indices i € Ky, tels que :
IMisill < By llsill et By llsll® < s Misi < By ||| (3.29)

Preuve. Remarquons que (3.23) imlique que (3.26) et (3.27) ont lieu pour
tout i € K.

Par concéquent, en procédant de maniére semblable a la preuve du théo-
réme 2.1 dans ([33]), on peut conclure que (3.29) a lieu.

En effet :

de (2.33), (3.5) et (3.6) on a

M, 2 2 T
Y (Myy1) = ¢(Mk)+H kS| +Hy¥€H —log( Yk Sk )

sZMksk Yi Sk S;Mksk

2
_ w(M) - [HMkSkH ||Sk||} sp Muse [
sp Mysy, 4 Sk yp s

T T
sk Sk S I Mp.sy
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Si on note

T T T
S MkSk —g dk S Mksk
=B ot cosfy = k = k

qrx = =
| s|” gl ldell [ Mysil] [| sl

Le quotient de Rayleigh de M, dans la direction s et le cosinus de l’angle
entre dy, et l'opposé du gradient. Alors on peut écrire

2 T
6 (M) = o)+ Wl g esn a0

Y Sk Sy Sk cos? 0y
2 T
= (M) + ”?{f” —1—log y’frsk + [log cos? «94
Y Sk Sp. Sk
4k Ak
1- 1 3.30’
* [ cos? Oy, +log cos? HJ ( )

De (3.30°), (3.26) et (3.27) (supposant €6” = ¢ et slé—Qa =C)
U (Myy1) < @ (M) +(C—1—logc)iy

2 q; q;
—i—Z <log cos“0; +1— cos2 0, + log p— 91’)

€K

Définissons prés n; > 0 par

4di q;
— ] 20, — |1 — 1 3.3
i 08 €08 [ cos? 0 log cos? HZ} ( )

Puisque ¢ (Myy1) > 0 nous avons

1 M
—> ;< 4 (, D (C'—1—logc) (3.32")
U — 23
11314
Maintenant définissons I, pour étre un ensemble comprenant les indices

[ir./2] correspondant auz plus petites valeurs [i,/2] du n;, pour i € Ky, et
N, la plus grande valeur du n; pour i € Iy. alors

1 1
_E > E > 1—
U “— m_ik o 2 i | 2 T
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Ainsi de (3.32’) nous avons, pour tout i € I,

1

n; < @ [ (M) +C —1—logc| =, (3.33)

Puisque le terme a 'intérieur des parenthéses dans (3.317) est inférieur ou
égal a zéro, nous concluons de (3.33%) et (3.317), pour tout i € I,

—log cos® 0; < 3,
Par conséquent

cosf; > e = B (3.34)
De méme, de (3.33’) et (3.31’) nous avons, pour tout i € I,

qi q;

1— 1
cos? 0; +log cos? 0;

> —P,
Notons que la fonction
u(t)=1—1t+logt

est non positif pour tout ¢ > 0, réalise sa valeur maximum a t = 1, et
satisfait u(t) — —oo comme t — 0 ou t — oco. Par conséquent, pour tout

1€ 1,
0<f <2 _<g (3.35")

~ cos2 6,

Par conséquent, de (3.34’) on obtient

~

(| M;s | _ G < @ =3
I|'si]| cos ; B,

c’est-a-dire || M;s;|| < By ||s: -
En conclusion, de (3.35") et (3.34")

By = (30)2/6_1 <¢ < <5_0>2ﬁ~1 =03

Cest-a-dire B, ||si]|* < s] Mysi < By ||s:])*.0 m
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Conséquence immediate : Le lemme 3.3 prouve que lorsque K est infini

et que si on a (3.23), alors il existe un ensemble d’ indices infini K C K tel
que

lgill = | Midil] < By lldil , Vie K (3.30)
et

Id;|I* < B d Mid; = =55 gl di < B3 lgall 1), Vie K (3.31)
et par conséquent

Idill < B34 lgll,  Vie K (3.32)
De plus, (3.29) et (3.30) impliquent

lgill* < BT Ndil)” < =838y 9 diy Vi€ K (3-33)

Convergence globale de I’algorithme 3.1 avec la recherche linéaire
d’Armijo

Théoréme 3.3 ([11]) Supposons que U’hypothése 3.2 soit vraie. Soit
{56} ey une suite générée par lalgorithme 3.1 avec X, déterminé par la
recherche linéaire d’Armijo (wolfel). Alors

lilzninf llgrll =0 (3.34)

Preuve. ([11))
En prenant en considération le théoréme 3.2, il suffit de vérifier (3.54)

dans le cas cas ov K est un ensemble infini.
On suppose que (3.34) n'est pas vraie, alors il existe une constante § > 0

tel que ||gr|]| > 0  pour tout k. Considérons l’ensemble K C K comme

spécifié dans le paragraphe précedent. K contient donc une infinité d’indices.
Notons par

A = limsup\; = lim \;, ot K/€ K.
k—00 k—o00

~ keK/

keK

68



3.2. CONVERGENCE GLOBALE DE LA METHODE BFGS DANS LE
CAS NON CONVEXE

Comme la suite {s0},.x, est bornée, on obtient de (3.32) que la suite
{di} e, est aussi bornée. Sans perte de généralité, nous supposons que les

suites {3 by, €t {di}her, convergent vers x et d respectivement. Alors de
(3.15) on a

AT (52) d =0,
En prenant en considération (3.33), il suffit de montrer que X > 0.

Supposons le contraire, X = 0, alors d’apres la régle d’Armijo et pour
k € K1 suffisamment grand, N, = \;/p ne satisfait pas (wolfel). Ce qui
signifie que :

f a4 Nedy) — f Ga) > oMg" () dy (3.35)

Par le théoréme des accroissements finis, il existe 0y € (0,1) tel que
f Ga+ Xedi) = f (5a) = Neg " (e + O Nd)
Appliquons cela a (3.35), on obtient :
9" (e + O Xedi) dy, > 09" (34,) di
qut donne
(97 Gar + 0Xedi) — g () die > —(1 = 0)g " (5a) dy

et on a

, o car 0,€(0,1) , 9 (3.16) T , T
[N |ld || > 10N dell” > (9" G+ 0 Xedi) — 9" (o)) di
donc :
INdell? > —(1—0)gl di

(3.31)
> (1= 0)B, llde]l”

ceci implique que
X, > (L= 0)B,

Cette inégalité contrédit I’hypothése, A = 0
(car : (1—0)>0, B,>0, etl>0)=A>0). m
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Convergence globale de I’algorithme 3.1 avec la recherche linéaire

de Wolfe

Pour cet effet, nous prouvons d’abord un lemme semblable au lemme 3.2
dans ([34]).

Lemme 3.4 Supposons que Uhypothése 3.2 soit vraie. Soit {sa.};
une suite générée par l'algorithme 3.1 avec N\ déterminé par la recherche
linéaire de Wolfe (wolfel )-(wolfe2). Si on a (3.23) pour tout k, alors il existe
une constante c3 > 0 tel que pour tout k assez grand on ait :

I > (3.36)

€K

Preuve. la formule (3.18) donne la relation de récurence suivante :

STMZ‘SZ'

7

yTS- _
det(MiH):det(Mi)( i ) Vie K (3.37)

et

det (M;;1) = det (M,) Vid¢ K (3.38)

Si on note par ny, le plus grand indice dans lensemble Ky, alors on peut
écrire
Y, si
det (M, +1) = det (M;) II —

T
icKy, S, Misi

(3.39)

D’autre part, de (wolfe2) on a :
9" Gt + Nidi) di > 029" (54) d;

implique
-
Y, si = (giv1 + i) si > 0ag) 5i— g;' s

ceci implique :
gl si > — (1 —02) g/ si = (1 — o) \;'s] M;s;,

avec
g" = —d] M; = —\'s] M;
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Ceci étant et en procédant d’une maniére semblable a la preuve du lemme
3.2 dans ([34]), on obtient (3.36) en appliquant la dérniére inégalité et (3.24)
a (3.39)

En effet : de la dérniére inégalité on peut écrire

T _
oYy o lzoe

Z I Moe. — 2 .
€Ky, Si M;s; i€Ky, Ai

avec (3.39) on obtient

]_ _
det (M, +1) > det (M;) T — 22
iekk i
or
Tr (M, 21)]"
det (My, 1) < {M} 7
n

par conséquent, d’aprés (3.24)

1-— g9 det (Mnk+1) 1 |:T’I“ (Mnk+1):| " 1 |:Cgik:| "
i < < <
icK ), )\Z det (Ml) det (Ml) n (3.24) det (Ml) n
Donc

I 1—0’2 < 1 |:Cg’ik:|n

Y — det(My) [ n
1— 09 1 TRE)
I co
ieKy, )\Z — det (Ml) nn [ 2 }
1

—c
det (My) n»
donc il existe une constante c3 telle que

I >c0

€Ky

Maintenant nous sommes en mesure de prouver la convergence globale
de l'algorithme 3.1 avec la recherche linéaire de Wolfe.
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Théoréme 3.4 Supposons que l'hypothése 3.2 soit vraie. Soit {4},
une suite générée par l’algorithme 3.1 avec N\, déterminé par la recherche
linéaire de Wolfe (wolfel)-(wolfe2). Alors on a

lim inf | = 0

Preuve. ([11])
En prenant en considération le théoréme 3.2, il suffit de vérifier (3.54)

dans le cas o K est infini. Notons K par
f(:{kl < ky < }

Remarquons que (3.14) donne particuliérement

o
-
— g i, Sk; < 00
J=0

et comme, My, sy, = —)\k.gk]., alors

ZH% I A ” ng 51y < 00 (3.40)

J

car
T T
Gy Sk, — k. 0r Sk
—gnsn, = = lo A8t = [ e
g, [I” A, [ A, g |

2 SkT,MkjSkj

AT A, ————.

Hng” k; ||M]gj5ij2

Si (3.34) nest pas satisfaite, alors il existe une constante § > 0 tel que
llgrll > 6 pour tout k. Ainsi (3.40) implique
i S Mk Sk
PP < 0. (3.41)

S Mg |

Par conséquent, pour n’importe quel & > 0, il existe un entier jo > 0, tel
que pour tout entier positif q, on a

( il /\k.—SijMkjSkj >; <l Joil Ak.—SLMkjSk" <&
J=ott ”M’%Sijz K=t HMkjsij2 4
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cect implique que

1 2\ &
Jo+q q Jot+a || My s;. ?
(i) < (0 el
j=jo+1 7 q \ j=jo+1 3k~Mk,-3k;
E

- HMk s |

IN

i1 S My, s,

2
s
< q2z st M
j=0 “kj j
((3:25) owix=jo+a+1) £ (jo + g + 1)
< —q2
St g — 00, alors on aboutit a une contradiction, car le lemme 3.4 certifie

que le terme a gauche de l’'inégalité ci- dessus est plus grand qu’une constante
positive. B. m

Co.

3.3 Problémes ouverts et conjectures

Nous avions vu que I'un des plus beaux résultats de convergence en op-
timisation sans contraintes est le théoréme3.1, du & M.J.D. Powell (]25]). 11
donne des conditions assurant la convergence globale de I'algorithme BFGS
lorsque la fonction est convexe. La beauté du résultat tient au fait qu’il
est rare de pouvoir montrer la convergence d’un algorithme quasi-Newtonien
avec si peu d’hypotheses sur les objets générés par celui-ci. On suppose seule-
ment que la suite {f(zy)},cy est bornée inferieurement. On ne fait aucune
hypothése sur la suite des matrices { By} . Rappelons ce théoréme

Théoréme 3.1 ([25]) Supposons que f: R"™ — R soit convexe et C*
dans un voisinage convexe de D = {x € R": f(z) < f(z1)}, o x; € R".
On considére 'algorithme de BFGS démarrant en x, avec une matrice By
symétrique définie positive et on suppose que celui-ci géneére une suite {xy}
telle que {f (x)} soit bornée inférieurement. Alors, kh_)rgo inf ||V f(zx)| = 0.
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Probléme ouvert I Considérons la méthode BFGS. Le résultat de
convergence du théoréme 3.1 dépend du fait que f est convere. On se pose
donc de facon legitime le probléme ouvert suivant : Considérons la méthode
BFGS avec une recherche linéaire inexacte satisfaisant les deux conditions de
Wolfe. Supposons que f continiment différentiable et bornée inférieurement.
Supposons que l’algorithme BFGS démarre d’un point initial x, quelconque
et d’une matrice By définie positive et génére une suite {xy}. Est ce qu’on
a comme dans le cas conveze la convergence globale de la suite {xy}, c’est a
dire a t’on

liminf |V f (x)|| = 0. (probl)

Conjecture 1 Tous les tests numériques effectués sur des fonctions
non convexes nous ont montré que la suite genérée par 'algorithme BFGS
converge vers des points stationnaires. Cela n’a pas été prouvé mais pesonne
n’est parvenu a trouver un contre exemple d’une fonction non convexe pour
laquelle la méthode BFGS diverge. nous conjecturons que la relation (probl)
est vraie.

Avant de poser le deuxiéme probléme ouvert, donnons d’abord la notion
de fonction quas-convexe.

Définition (fonction quasi-convexre) Soit S C R™ un ensemble convexe
et f: 59— R. Soit a € R.Notons par S, les ensembles suivants :

Se={z€S: f(z) <a}

On dit que f est quasi convexe dans S si et seulement si pour tout a € R,
les ensembles S, sont convexes.

Remarque : [l est facile de voir que si [ est convexe dans S, alors f est
aussi quasi-convexe dans S. La réciproque est en géneral fausse. La notion
de quasi-convexité est plus faible que la notion de convexité.

Probléme ouvert II Considérons dans ce cas aussi la méthode BFGS
et au lieu de considerer des fonctions non convexes comme dans le probléme
ouvert 1, nous prenons des fonctions quasi-convexes, c’est a dire qu’on af-
faiblit ’hypothése de convexité sans la supprimer totalement. En effect la
notion de fonction quas-convexe est plus faible que la notion de convexité.

Nous conjecturons le résultat suivant :
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Conjecture II  Supposons que f : R® — R soit quasi-convexe et C1:*

dans un voisinage convexe de D = {x € R": f (z) < f(x1)}, ou z1 € R".
On considére l'algorithme

BFGS démarrant en x1 avec une matrice By symétrique définie positive

et on suppose que celui-ci génére une suite {xy} telle que { f (zx)} soit bornée
inférieurement. Alors,

Tim inf ||V ()| = 0.

3.4 Tests numériques

Cette section contient une étude numérique faite avec ’algorithme 3.1.

Nous avons testé 'algorithme 3.1 sur les trois problémes suivants pris de

([16])

Probléme 1 Extension de la fonction singuliére de Powell

n/4
f ()= Z{ (345 + 10324;2)" + 5 (i1 — 243)°
i=1

+ (542 — 2%41'71)4 + 10 (52451 — %41')4},

»* = (0,0,...,0)" .
Probléme 2 Fonction de Rosenbrock (Extension)

n/2

f() = Z {100 (5e — 555;_4) + (1 — %22‘—1>2} )

=1
7 =(1,1,..,1)" .

Probléme 3 Fonction de Wood (Extension)

n/4

f (%) = 2{100 (%41'—2 - %Zi73>2 + (1 - %41'—3)2 -+ 90 (%41' — %i;l)

=1

2

+(1— %41'71)2-1-10 (stai—2 + 204 — 2)24+0.1 (52495 — %41')2},
= (1,1,...,1)".
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Nous avons appliqué l'algorithme 3.1, qu’on a appelé la méthode BFGSA
(A : abreviation de appropriée), avec la recherche linéaire de Wolfe ou d’Ar-
mijo & ces problémes et nous ’avons comparé avec la méthode ordinaire de
BFGS. Nous avons utilisé la condition max {||g (5%)|| , || 2 — »>*||} < 10~°comme
critere d’arrét, et pour chaque probléme, nous avons choisi différents points
de départ (points initiaux) mais avec la méme matrice initiale My = I (ma-
trice d’unité). Pour chaque probléme, les paramétres communs aux deux
méthodes ont été placés identiquement. Spécialement nous avons choisi les
paramétres comme suit o7 = 0.1 et oo = 0.49 dans la recherche linéaire
de Wolfe (wolfel)-(wolfe2) et ¢ = 0.1 dans la recherche linéaire d’Armijo
0.01,  si gl =1
3, si [|lgll <1
propriée (3.13). Il n’est pas difficile de voir que le théoréme de la convergence
dans la section 3.2.2 est vrai si le choix de « est comme ci-dessus ; en général,
si v € [y, o] avec py > 0, tous les théorémes dans la section 3.2.2 sont vrais.
Les résultats sont donnés dans les tableaux 1-4, ou P1, P2 et P3 représentent
les problémes 1, 2 et 3, respectivement, et k représente le nombre d’itérations.
Pour la méthode de BEFGSA, "off" dénote le nombre de fois ou la condition
dans la mise & jour prudente n’a pas été réunie, c’est-a-dire, le nombre des

k ou ﬁﬁ < ¢|lgx]|” . Pour la méthode de BFGS, "off" dénote le nombre des

(wolfel) et o = , € = 0.1, dans la mise & jour ap-

k oty s;, < 10717 et pour la méthode de BFGS avec la recherche linéaire
de Wolfe, "off" est égale & zéro comme y, s; est toujours positive a cause de
I'inégalité de (wolfe2).

Dans les tableaux "init" présente le point initial. Les points initiaux sont
s =(0,0,...,0)", 3 = (1,1,..,1) ", 3 = (10,10, ...,10) ",

a3 = (100,100, ...,100) ", 304 = — 329, 365 = — 323,

s = (0,100,0,100,...)" et se7 = — 5.

Dans la suite, pour voir 'influence de « et ¢ dans la méthode de BFGSA,
on fait la résolution du probléme 1 avec des valeurs différent de « et € partant
du point initial 55 = (10,10, ...,10) .

Les résultats sont dans le tableau 5, ou

B { 0.0001,  si [jgr]] >1 B { 0.001,  si |lgll >1
a1 = 4 g —

, siflgel <1 4, si[lgnll <1
o { 00L i flg =1 { 0.1,  sifgll>1
39 4 siJlgxll <1 4, siflgell <1
e siflgl >1
%‘{4, i flgell <10 = b r=2
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Nous avons constaté que la condition de la mise a jour appropriée a été
habituellement satisfaite. Cependant, quand elle est violée, la méthode de
BFGSA est aussi mauvaise que la méthode BFGS.

Les résultas prouvent aussi que le choix des parameétres a et € sont nu-
mériquement importants. Si nous choisissons « et € convenablement, alors
la condition de la mise & jour appropriée est presque toujours satisfaite et la
méthode de BFGSA se réduit a la méthode de BFGS classique.
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Tableau 1
tests numériques pour la méthode de BFGSA (recherche de Wolfe)

Problem | n | Imt | k| [[VJell [ llze = z°|| | off
P1 2 | z¥ | 31 | 1.0ET7| L3E-3 0
P1 4 | 22 | 35 | 1L.OE6 | 3.6E-3 0
P1 4 | 28 | 39 | LOE-6 | 4.6E-3 0
Pl 4 | z4 | 35 | 1.0E-6 | 3.6E-3 0
P1 4 | 28 30 | 1.0E-6 | 4.6E-3 0
P1 4 | 26 | 43 | 1.0E6 | 1.7E3 0
P1 4 z’ 43 | 1.0E-6 1.7E-3 0
P2 2 | 2° 17 | 1.1E-4 1.0E-5 0
P2 a | 22 | 61 | 1.8E-4| 4.0E-6 0
P2 2 | 24 | 70 | 1.L1IE-4 | 7.0E-6 0
P2 2 | 28 | 44 | L1E-5 1.0E-6 0
P2 2 z’ 95 | 1.0E-7 | 4.3E-5 0
P2 10| 20 | 37 | 1.7E-4 | 8.0E6 0
P2 10 | 22 | 134 | 1.0E-6 | 1.5E-5 0
P2 10| 2¢ | 144 | 1L4E5 | 2.0E6 0
P2 10| 26 | 99 | 7.7E5 | 6.0E-6 0
P2 10| 27 | 70 |3.0E6| 15ES 0
P2 100| z° | 93 | 47E-5| 6.0E6 | O
P2 100 | 2% | 354 | 8.0E-6 | 1.3E-5 0
P2 100 | 2° | 308 | 5.1E-5 | T.0E-6 0
P2 100 | 27 | 277 | 36E-5 | 9.0E-6 0
P3 4 | 2° 19 | 3.4E-5 | 4.0E-6 0
P3 4 | 22 | 29 | 49E5 | L1OE-7 0
P3 4 zd 45 | 2.4E-4 | 6.0E-8 0
P3 4 | =5 | 31 | 40E4 | 1.0E-6 0
P3 4 | =7 38 | 7.2E-5 1.0E-7 0
P3 40 | 0 | 51 | 6.9E-5 | 4.0E6 0
P3 40 | 2* | 185 | 7.0E-4 | B.0E-6 0
P3 40 | =* | 499 | 1.3E-4 6.0E-6 0
P3 40 | 2* | 530 | T4E-5 | 3.0E-6 0
P3 40 | z° | 524 | 8.OE-6 | 1.0E-6 0
P3 40 | 28 | 168 | 1.8E-4 | 5.0E-6 0
P3 40 | 27 | 148 | 20E-5 | 1.0E-5 0
P3 w0 2 | 75 | 1.8E-4 | 6.0E-6 0
P3 00| 22 | 352 | 1.0E4 | B.0E-6 0
P3 10| 22 | 758 | 2.1E-5 | 5.0E-6 0
P3 100 | z* | 875 | 1.6E-4 | 5.0E-6 0
P3 100 | 25 | 1239 | 1.1E-4 | 7.0E-6 0
P3 100 | #6 | 289 | 1.0E-4 | 5.0E-6 0
P3 100 27 | 233 | 34E-4 | T.OE-6 0
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3.4. TESTS NUMERIQUES

Tableau 2
tests numériques pour la méthode de BFGSA (recherche de Wolfe)

Problem | n | Init | & | [[VFell | llze —2*[ | off
P1 4 | z' | 31 | 1.OE-7T| 1.3E-3 0
P1 4 | 2° 35 | 1.0E-6 3.6E-3 0
P1 4 | 22 | 39 | 1.0E-6 | 4.6E-3 0
P1 4 | =4 35 | 1.0E-6 | 3.6E-3 0
P1 4 | 28 | 39 | 1.0E-6 | 4.6E-3 0
P1 4 | 285 | 43 | 1.0E6 | 17E-3 0
P1 4 | 27 | 43 | 1.0E-6 1.7E-3 1]
P2 2 | 20 17 | 1.1E-4 1.0E-5 0
P2 2 | 22| 61 | 1.8E-4 | 4.0E-6 0
P2 2 | =t 70 | 1.1E-4 | T.0E-6 0
P2 9 | 26 | 44 | 1.1IE5 | 1.0E-6 0
P2 2 z7 925 | 1.0E-7 | 4.3E-5 0
P2 10 | z° 37 | 1.7E-4 8.0E-6 0
P2 10 | 22 | 134 | 1.0E-6 | 1.5E-5 0
P2 10 | z* | 144 | 1.4E-5| 2.0E-6 0
P2 10| 25 | 99 | 7.7E5 | 6.0E-6 0
P2 10 | 27 | 70 | 3.0E-6 1.5E-5 0
P2 00| 20 | 93 | 47E-5| 6.0E-6 0
P2 00| z% | 354 | 8.0E-6 1.3E-5 0
P2 100 | 28 | 308 | 5.1E5 | T.OE-6 0
P2 100 | 27 | 277 | 36E-5 | 9.0E-6 0
P3 4 | 20| 19 | 34E5| 4.0E-6 0
P3 4 | 22 | 29 | 49E-5 1.0E-7 0
P3 4 | 23 | 45 | 2.4E-4 | 6.0E6 0
P3 4 | 28 31 | 4.0E-4 1.0E-6 0
P3 4 | 27 | 38 | T.2E-5 1.0E-7 0
P3 40 | #° | 51 | 6.9E5| 4.0E-6 0
P3 40 | z% | 185 | T.OE-4 | B8.0E-6 0
P3 40 | 2z | 499 | 1.3E-4 6.0E-6 0
P3 40 | z* | 530 | T4E-5 | 3.0E-6 0
P3 40 | z® | 524 | 8.0E-6 1.0E-6 0
P3 40 | 2% | 168 | 1.8E-4 | 5.0E-8 0
P3 40 | 27 | 148 | 2.0E-5 1.0E-5 0
P3 100 22 | 75 | 1.8E-4 | 6.0E-6 0
P3 100 | z2 | 352 | 1.0E4 | B.0E-6 0
P3 100 | 23 | 758 | 2.1E-56 | 5.0E-6 0
P3 100 | z* | 875 | 1.6E-4 | 5.0E-6 0
P3 100 | 2% | 1239 | 1.1E-4 | T.0E-6 0
P3 100 | z5 | 289 | 1.0E-4 | S5.0E-6 0
P3 100 z7 | 233 | 3.4E-4 | T.0E-6 0
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CHAPITRE 3. ROLE JOUE PAR LA CONVEXITE DANS LA
CONVERGENCE DE LA METHODE BFGS

Tableau 3
tests numériques pour la méthode de BFGSA (recherche d/Armijo)

Problem | n [Init | & | ||[Vfil | [lze —2*|| | off
P1 4 z' | 41 | 1.0E-T 1.7E-3 0
P1 4 z? | 43 | 1.0E-6 2.7E-3 0
P1 4 z3 | 61 | 1.0E-7 2.4E-3 0
P1 4 z* | 43 | 1.0E-6 2.7E-3 0
P1 4 z® | 81 | 1.0E-7 2.4E-3 1]
P1 4 z% | 70 | 1.0E-7 3.9E-4 1]
P1 4 7 | 70 | 1.0E-7 3.9E-4 0
P2 2 z0 | 21 | 1.8E-5 1.0E-6 0
P2 2 22 | 45 | 6.0E-6 2.8E-5 1
P2 2 23 | 65 | 2.1E-5 1.0E-6 2
P2 2 z* | 42 | 1.6E-5 2.0E-8 3
P2 2 3 | 68 | 1.4E-4 5.0E-6 1
P2 2 z5 | 36 | 6.0E-6 1.9E-5 0
P2 2 27 | 70 | 1.9E-6 2.0E-8 3
P2 10 | 2% | 53 | 28E-5 5.0E-6 0
P2 10 | =2 | 118 | 2.0E-5 4.0E-6 0
P2 10 | z* | 168 | 1.1E-5 1.0E-6 3
P2 10 | z* | 124 | 1.2E-5 4.0E-6 1
P2 100 | % | 127 | 5.1E-5 9.0E-6 0
P2 100 | 2% | 364 | B.OE-6 | 24E-5 0
P2 100 | =3 | 468 | 1.2E-5 1.0E-5 1
P2 100 | 2% | 322 | 1.9E-5 1.0E-5 0
P3 4 z0 | 45 | T4E-5 2.0E-6 1
P3 4 z? | 68 | T.OE-4 8.0E-6 1
P3 4 z3 | 93 | 1.8E-5 1.0E-7 0
P3 4 2% | 34 | 4.2E-3 8.0E-6 0
P3 4 z® | 75 | 5.3E-5 1.0E-6 0
P3 4 25 | 49 | 2.8E-5 1.0E-6 0
P3 4 z7 | 71 | 6.3E-4 4.0E-6 0
P3 40 | 2% | 158 | 3.1E-4 9.0E-6 0
P3 40 | z? | 467 | 5.1E-5 3.0E-6 0
P3 40 | z® | 293 | 1.8E-5 8.0E-6 0
P3 40 | z* | 163 | 3.7E-5 9.0E-6 0
P3 40 | =% | 671 | 1.3E4 9.0E-8 0
P3 40 | 2% | 209 | 2.5E-5 9.0E-8 0
P3 40 | 27 | 288 | 85E-5 9.0E-6 0
P3 100 | =% | 280 | 2.0E-4 1.0E-5 0
P3 100 | z? | 612 | 2.6E-5 9.0E-6 0
P3 100 | =® | 520 | 9.2E-5 7.0E-6 0
P3 100 | z* | 303 | 9.7E-5 7.0E-6 0
P3 100 | 2% | 960 | 1.5E-5 9.0E-6 0
P3 100 | =% | 416 | 6.2E-5 9.0E-6 0
P3 100 | =7 | 482 | 3.0E-5 8.0E-6 0
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3.4. TESTS NUMERIQUES

Tableau 4

tests numériques pour la méthode de BFGS (recherche d/Armijo)

Problem | n | Init | & | [[Vfell [ [lex — 27| | off
Pl 4 z7 | 41 | 1.OE-T 1.7E-3 0
P1 4 z? | 43 | 1.0E-6 2.7E-3 0
P1 4 | 2% | 61 | 1.0E-7 | 24E-3 0
Pl 4 x4 | 43 | 1.0E-6 2.7E-3 0
P1 4 2% | 61 | 1L.OE-T 2.4E-3 0
P1 4 26 | 70 | LOE-T 3.9E-4 0
P1 4 z7 | 70 | 1.0E-T 3.9E-4 0
P2 2 20 | 21 | 1.8E-5 1.0E-8 0
P2 2 z2 | 45 | 6.0E-6 2.8E-5 1
P2 2 25 | 62 | 1.2E-4 2.0E-6 0
P2 2 z* | 43 | 2.0E-6 1.0E-7 2
P2 2 25 | 68 | 1.4E-4 5.0E-6 1
P2 2 25 | 36 | 6.0E-6 1.9E-5 0
P2 2 27 | 71 | L1E-5 1.0E-7 1
P2 10 | z0 | 53 | 26E-5 | 5.0E-6 0
P2 10 | 22 | 118 | 20E-5 | 4.0E-6 0
P2 10 | z® | 169 | T.0E-6 2.9E-5 0
P2 10 | z* | 124 | 1.2E-5 4.0E-6 1
P2 100 | «° | 127 | 5.1E-5 9.0E-6 0
P2 100 | =2 | 364 | 8.0E-6 | 2.4E-5 0
P2 100 | 23 | 435 | 1.1E-5 9.0E-6 0
P2 100 | =z* | 322 | 1.9E-5 1.0E-5 0
P3 4 z0 | 45 | T4E-5 2.0E-6 1
P3 4 22 | 68 | T9E-4 8.0E-6 1
P3 4 23 | 93 | 1.8E-5 1.0E-7 0
P3 4 z4 | 34 | 4.2E-3 8.0E-6 0
P3 4 5 | 75 | 5.3E-5 1.0E-6 0
P3 4 26 | 49 | 2.8E-5 1.0E-6 0
P3 4 27 | 71 | 6.3E-4 4.0E-6 0
P3 40 | 2° | 158 | 3.1E-4 9.0E-6 0
P3 40 | x? | 467 | 5.1E-5 3.0E-6 1]
P3 40 | z* | 293 | 1.8E-5 8.0E-6 0
P3 40 | z* | 183 | 3.7E-5 9.0E-6 0
P3 40 | % | 671 | 1.3E-4 | 9.0E-6 0
P3 40 | z® | 209 | 2.5E-5 9.0E-6 0
P3 40 | =7 | 288 | 8.5E-5 9.0E-6 0
P3 100 | «° | 280 | 2.0E-4 1.0E-5 0
P3 100 | z* | 612 | 26E-5 | 9.0E-6 0
P3 100 | =¥ | 520 | 9.2E-5 7.0E-6 0
P3 100 | z* | 303 | 9.7TE-5 7.0E-6 0
P3 100 | =® | 960 | 1.5E-5 9.0E-6 0
P3 100 | 2% | 416 | 6.2E-5 9.0E-6 0
P3 100 | =7 | 482 | 3.0E-5 8.0E-6 0
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CHAPITRE 3. ROLE JOUE PAR LA CONVEXITE DANS LA
CONVERGENCE DE LA METHODE BFGS

Tableau 5 (recherche de Wolfe)pour la fonction de Powell

Différentes choix des parameétres dans la méthode de BFGA

o
=N

a | ¢ |k [NVl [ llze =21
oy 1 36 | 8.0E-6 3.9E-3
ay | 1071 | 32 | 9.0E-6 | T7.2E-3
ay | 1073 | 32 | 9.0E-6 8.3E-3
@y | 107% | 32 | 9.0E-6 8.3E-3
r 1 36 | 8.0E-6 3.9E-3
as | 1071 | 32 | 9.0E-6 7.2E-3
as | 1073 | 32 | 9.0E-6 8.3E-3
as | 10-5 | 32 | 9.0E-6 [ 83E-3
s 1 36 | B.OE-6 3.9E-3
ag | 1071 | 32 | 9.0E-6 7.2E-3
as | 1073 | 32 | 9.0E-6 8.3E-3
105 | 32 | 9.0E-6 8.3E-3
oy 1 36 | 8.0E-6 3.9E-3
ag | 1071 | 32 | 9.0E-6 7.2E-3
a4 | 1073 | 32 | 9.0E-6 | 8.3E-3
ag | 1075 | 32 | 9.0E-6 | 8.3E-3
as | 1001 | 36 | 4.0E-6 5.4E-3
as | 1073 | 32 | 9.0E-6 8.3E-3
as | 1075 | 32 | 9.0E-6 8.3E-3
as | 10! | 1056 | 1.0E-5 1.1E-2 1043
ag | 1073 | 187 | 6.0E-6 4.8E-3 164
ag | 1075 | 32 | 9.0E-6 8.3E-3
a7 | 1073 | 13 | B.0E-6 2.4E-3
ar | 1073 2 1.0E-5 2.4E-3
40 | ey | 101 | 243 | 9.0E-6 1.7E-2
40 | @y | 1073 | 238 | 9.0E-6 1.6E-2
40 | @y | 1075 | 238 | 9.0E-6 1.6E-2
40 | @ | 1071 | 243 | 9.0E-6 1.7E-2
40 | e | 1073 | 238 | 9.0E-6 1.6E-2
40 | @2 | 1073 | 238 | 9.0E-6 1.6E-2
40 | g | 1071 | 243 | 9.0E-6 1.7E-2
40 | a5 | 1073 | 238 | 9.0E-6 1.6E-2
40 | @g | 1073 | 238 | 9.0E-6 1.6E-2
40 | aa | 1071 | 243 | 9.0E-6 1.7E-2
40 | aq | 1073 | 238 | 9.0E-6 1.6E-2
40 | oeq | 1073 | 238 | 9.0E-6 1.6E-2
40 | g | 1072 | 238 | 9.0E-6 1.6E-2
40 | @5 | 1075 | 238 | 9.0E-6 1.6E-2
40 | @7 | 1073 | 82 | 3.0E-6 3.1E-3
40 | a5 | 1078 1 T.0E-6 3.1E-3
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